
ΆΆ128
υκλείδης

ΓυμνάσιοE
Μαθηματικό περιοδικό για το

ΑΠΡΙΛΙΟΣ - ΜΑΪΟΣ - ΙΟΥΝΙΟΣ 2023 ευρώ 3,00

Ελληνική Μαθηματική ΕταιρείαΕλληνική Μαθηματική Εταιρεία

Π
Λ
Η
Ρ
Ω
Μ
Ε
Ν
Ο

Τ
Ε
Λ
Ο
Σ

Π
Λ
Η
Ρ
Ω
Μ
Ε
Ν
Ο

Τ
Ε
Λ
Ο
Σ

Τ
α
χ
.
Γ
ρ
α
φ
εί
ο

Κ
Ε

Μ
Π

.Α
Θ

.

Τ
α
χ
.
Γ
ρ
α
φ
εί
ο

Κ
Ε

Μ
Π

.Α
Θ

.

Α
ρ
ιθ
μ
ό
ς
Ά
δ
ει
α
ς

4
1
5
6

Α
ρ
ιθ
μ
ό
ς
Ά
δ
ει
α
ς

4
1
5
6

Ε
Λ
Τ
Α

H
e
ll
e
n
ic
P
o
s
t

H
e
ll
e
n
ic
P
o
s
t

Ε
Κ

Δ
Ο

Τ
Ω

Ν
Ε

Κ
Δ

Ο
Τ

Ω
Ν

Ε
Ν
Τ
Υ
Π
Ο
Κ
Λ
Ε
ΙΣ
Τ
Ο
Α
Ρ
.
Α
Δ
Ε
ΙΑ
Σ
1
0
9
9
/9
6
Κ
Ε
Μ
Π
.Α
Θ
.

Ε
Ν
Τ
Υ
Π
Ο
Κ
Λ
Ε
ΙΣ
Τ
Ο
Α
Ρ
.
Α
Δ
Ε
ΙΑ
Σ
1
0
9
9
/9
6
Κ
Ε
Μ
Π
.Α
Θ
.

ΕΜΕ:ΧΡΥΣΟ ΜΕΤΑΛΛΙΟ 2018

ΑΚΑΔΗΜΙΑΣ ΑΘΗΝΩΝ

5

5

5

00

5

5

5

00

0

5

25

75

95

100

0

5

25

75

95

100



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΠΕΡΙΟΔΙΚΟ ΠΛΗΡΟΦΟΡΗΣΗΣ

για το γυμνάσιο

Ευκλείδης ά
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Τα διαφημιζόμενα βιβλία δε σημαίνει ότι προτείνονται σπό την Ε.Μ.Ε.

Οι συνεργασίες, τα άρθρα, οι προτεινόμενες ασκήσεις, οι λύσεις ασκήσεων κτλ. πρέπει να

στέλνονται έγκαιρα, στα γραφεία της Ε.Μ.Ε. με την ενδειξη «Για τον Ευκλείδη Α΄. Τα χειρόγραφα

δεν επιστρέφονται. τα υπόκειται

(10,00+2,00 Ταχυδρομικά=12,00 ευρώ)

10,00 ευρώ

Το αντίτιμο για τα τεύχη που παραγγέλνονται στέλνεται:

Όλα άθρα σε κρίση
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� Γ΄ Τάξη
Επαναληπτικά Θέματα

Επαναληπτικές Ασκήσεις
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Αγαπητοί μαθητές και μαθήτριες και συνάδελφοι,

Μια ακόμα σχολική χρονιά ολοκληρώνεται σε λίγες μέρες.

Οι ευχές μας, από όλα τα μέλη της συντακτικής επιτροπής του περιοδικού, να έχετε
καλά αποτελέσματα στις εξετάσεις σας και ένα υπέροχο καλοκαίρι γεμάτο με παιχνίδια
και ευχάριστες στιγμές.

Θα σας περιμένουμε ξεκούραστους για την επόμενη σχολική χρονιά με ένα νέο
περιοδικό, γεμάτο επίκαιρα άρθρα, νέα ύλη και φυσικά τη δικήσας αλληλογραφία.

Οι Συντονιστές της επιτροπής του περιοδικού
Π. Δρούτσας

Π. Χριστόπουλος

ΚΑΛΟ ΚΑΛΟΚΑΙΡΙ
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 5 
,

 cm, 

.

, ,

4  cm. 

 z .
80

,

= z = . =40cm. 
 4 

. ,
 =  , = = +1

 36cm. 
) .
)  = 12cm 

.
) .
)

.
.

. )

,

+ + =

+1=36 

+6 1=6 36

3(3 -12) +2( +3) + 6 +6=216

9 -36+2 +6+6 +6=216

17 =204 , =12

)

=

= , = +1=12+1=13

.

) ( )

) =

( )= cm
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’

=========================================================================

1) , .
(  – )2 = (  – )2

 (  + )2 = (  – )2 =0 =0
(  – )3 = (  – )3

(--  – 1 )2   = 2 + 2  + 1 
(  +  ) = 2 +

(9 2 – 16) = (3  – 4)(4 + 3 )
:  +  = 2, 2 + 2 = 2 

2 + 2  - 1 
 > - 2 ,  ( 2+1)( +2) < 0

x2 – 2x + 1 = 0, 0  2 , >2
 x(x2 – 4)(x2 – 4x)(x2 + 4) = 0  7 

 x 1

 =  = 

 5. 
 5. 

2)  : 

, ,
 x =  –  y =  + .

3)  = (x2 – 9)2 – (x+5)(x – 3)2

 = (x – 1)2 – 4
i) .
ii) . . . . .
iii) =0 =0.
iv)  x 

.
v)  = - 10. 
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4)

,  ( = ),
= .

i) .
ii) .

5)

i) =18cm, =21cm, HZ//AB// , =10cm 
=5cm.  ,  , .

ii) ,
.

1.

2.

3.
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Γ΄ Τάξη   Επαναληπτικές Ασκήσεις Γ’ Γυμνασίου 
 

========================================================================  Χρήστος Κουστέρης 

Άσκηση  1 

(α) Να λυθεί η εξίσωση :      2 2 3x 2 x x 1 x 2 x x 7         

(β) Aν α 3  και 1
β

2
  οι λύσεις τις παραπάνω εξίσωσης να λυθεί το παρακάτω σύστημα:  

 
αx 2βy 2

α 1 x 4βy 16
 

   
 

(γ) Να λύσετε την ανίσωση x 1 2 x 2
3 6
 

   και να εξετάσετε ποιες από τις λύσεις της 

εξίσωσης του ερωτήματος (α) και του συστήματος από το ερώτημα (β) είναι και λύσεις της 
ανίσωσης.  

Λύση  

(α)   Κάνοντας τις πράξεις που υπάρχουν και στα δύο μέλη της εξίσωσης έχουμε :  

     2 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2

x 2 x x 1 x 2 x x 7

x 4x 4 x x 2x x x 7

x 4x 4 x x 2x x x 7 0

2x 5x 3 0

      

       

        

  

 

Η εξίσωση  22x 5x 3 0    είναι της μορφής 2αx βx γ 0,α 0     με  α 2 ,β 5    και 

γ 3    επομένως    22Δ β 4 α γ 5 4 2 3 25 24 49              

Άρα οι  λύσεις είναι : 

 

5 7 12x 3
4 45 49β Δ 5 7x ή

2α 2 2 4
5 7 2 1x

4 4 2
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(β) Αντικαθιστώντας στο σύστημα 
 

αx 2βy 2
α 1 x 4βy 16

 
   

 όπου α 3  και 1
β

2
    γίνεται :  

3x y 2
4x 2y 16

 
  

 

Λύνουμε το σύστημα με τη μέθοδο αντίθετων συντελεστών :  

3x y 2 2 6x 2y 4
     ή     

4x 2y 16 4x 2y 16
     

     
 

Με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε : 10x 20  ή  x 2    

Αντικαθιστούμε την τιμή x 2  στην πρώτη εξίσωση και έχουμε : 

3 2 y 2  ή 6 2 y  ή  y 4       

Άρα η λύση του συστήματος είναι x 2  και y 4  δηλαδή το ζευγάρι    x, y 2, 4  

(γ)  Για την επίλυση της ανίσωσης εργαζόμαστε ως εξής :  

   x 1 2 x x 1 2 x2  ή  6 6 6 2   ή  2 x 1 2 x 12
3 6 3 6

ή  2x 2 2 x 12 ή  3x 12  ή x 4

   
          

     
 

Οι λύσεις των ερωτημάτων (α) και (β) είναι οι αριθμοί : 1 ,2,3,4
2

  και παρατηρούμε ότι μόνο ο 

αριθμός 4  είναι λύση της ανίσωσης . 

 

Άσκηση 2 

(α) Για οποιαδήποτε γωνία θ να αποδείξετε ότι:    2 2
ημθ 2συνθ 2ημθ συνθ 5    . 

(β) Αν για την αμβλεία  γωνία θ ισχύει: 25ημ θ 29ημθ 20 0     

Να αποδείξετε ότι 4
ημθ

5


 
και στην συνέχεια να βρείτε τους υπόλοιπους 

τριγωνομετρικούς. 

 
Λύση  
 

(α)  Παίρνουμε το 1ο μέλος της σχέσης : 
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2 2

2 22 2

2 2 2 2

2 2 2 2

ημθ 2συνθ 2ημθ συνθ

ημ θ 2 ημθ 2συνθ 2συνθ 2ημθ 2 2ημθ συνθ συν θ

ημ θ 4ημθσυνθ 4συν θ 4ημ θ 4ημθσυνθ συν θ

5ημ θ 5συν θ 5 ημ θ συν θ 5 1 5

  

         

     

      

 

 

(β)  Η εξίσωση   25ημ θ 29ημθ 20 0    είναι 2ου βαθμού με άγνωστο το ημθ  . 

Θέτουμε ημθ x  επομένως έχουμε : 25x 29x 20 0    

2Δ 29 4 5 20 841 400 441         

Άρα 

29 21x 5
1029 441 29 21x

2 5 10
29 21 8 4x

10 10 5

  
 

        


  

Επειδή ισχύει : 1 ημθ 1     η  λύση x 5  απορρίπτεται επομένως 4
ημθ

5
   

Ισχύει : 2 2ημ θ συν θ 1   για οποιαδήποτε γωνία θ  . 
 

Αντικαθιστώντας  4
ημθ

5
   έχουμε :  

 
2

24
συν θ 1

5
    
 

  ή   216
συν θ 1

25
    ή   2 16

συν θ 1
25

     ή   2 9
συν θ

25
  

Επομένως : 9
συνθ

25
      ή    9

συνθ
25

   

 

Δηλαδή:  3
συνθ

5
     ή   3

συνθ
5

   επειδή η γωνία είναι αμβλεία συνθ 0  άρα 3
συνθ

5
  ,  

για την εφαπτομένη έχουμε:  ημθ
εφθ

συνθ
   άρα  

4  45εφθ 3 3
5
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ΘΕΜΑΤΑ   

ΘΕΜΑ  1 

Δίνονται το πολυώνυμο         2P x x 4 2x x 2 x 2 x 2       και ο αριθμός  

5 2 5 2
α

5 2 5 2
 

 
 

 

 

(α) Να δείξετε ότι   2P x 2x 12x 20    

(β) Να δείξετε ότι α 10  

(γ) Να λύσετε την εξίσωση  P x α   

(δ) Αν 1 2x , x  είναι οι λύσεις της εξίσωσης του ερωτήματος (γ) με 1 2x x  τότε να βρείτε τις  

      τιμές των κ,λ   λύνοντας ο σύστημα  

 
   

1 2 1 2

1 2 1 2

2κx 2 x λ 5x x
2 x κ λ x 3 x x

   
     

 

ΘΕΜΑ 2 

Οι λύσεις της εξίσωσης 2x 7x 12 0     αποτελούν τα μήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου 

τριγώνου ΑΒΓ, Α 90   και ΑΒ ΒΓ  

 

(α) Να υπολογίσετε το μήκος της  ΒΓ του τριγώνου και  του  ύψους ΑΔ.  

(β) Να υπολογιστούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας Β  

(γ) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒΔ είναι όμοια .  

 

ΘΕΜΑ 3 

Η εξίσωση   2x 4x κ λ 0     έχει διακρίνουσα Δ 4  ενώ η εξίσωση  2x 3x 4κ 2λ 0     

έχει διακρίνουσα Δ 1 .  

 

(α) Να αποδείξετε ότι  κ 2   και λ 5  
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(β) Να λύσετε τις εξισώσεις  και να παραγοντοποιήσετε τα αντίστοιχα τριώνυμα . 

(γ) Αν ρ 2
ημω

λ


 , όπου ρ η κοινή ρίζα των δύο εξισώσεων να βρείτε τους υπόλοιπους  

      τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας ω . 

(δ) Να αποδείξετε ότι  

      2 2

2

συνω ημω 2 1 ημω 1 ημω ημω συνω 9
ημ ω 8

     
  

 

ΘΕΜΑ 4   

Δίνονται οι παραστάσεις 
3 2

3

x 6x 5
Α

x x
 




 και 
3 2

3 2

x 8x 7xB
x 2x x
 


 

 

 

(α)  Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση Α στη συνέχεια να βρείτε για ποιες τιμές του x
ορίζεται και στο τέλος να την απλοποιήσετε.  

(β)  Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση Β στη συνέχεια να βρείτε για ποιες τιμές του x
ορίζεται και στο τέλος να την απλοποιήσετε . 

(γ)  Να λύσετε την  εξίσωση 2 2A 6B 2B 2A 10 0       

 

ΘΕΜΑ  5 

Στο διπλανό σχήμα οι αριθμοί 6, x,2x 2  είναι 
εκφρασμένοι σε μέτρα .   

Με βάση τα στοιχεία του σχήματος  

 

(α)  Να υπολογίσετε το μήκος της πλευράς ΒΓ . 

(β)  Να υπολογίσετε  το μήκος της πλευράς ΕΔ . 

(γ)  Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΓΕΔ είναι 
όμοια  και να βρείτε το λόγο  ομοιότητάς τους.  

(δ)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τραπεζίου ΑΕΔΒ 
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;

(1220–1292):  
« ,

»
,

.

1.
 gr.  99,99% 

.
;

 99,99% 
,  100–99,99=0,01% .

gr  0,01%  =  = 

 = gr. .

2.  1000kg .
,  99% .

 98%, . ;

 x .  100–99=1% 
,  1%  =  = 10kg.  10kg 

 100–98 = 2% .  2% x = 10 
2x = 10 100  2x = 1000  x=500kg.

3.
 3750€  68 € 

.  110€.    

;

, :
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 = 68x+3750 €. 
 = 110x€.

 = –  = 110x–(68x+3750)=42x–3750 €.
: >0,  42x–3750>0,  x>  = 89,29

 90 
.

4.  69,5m,  30,9m 
13,72m.

 50cm,  cm 
;

 = 69,5m= 6950cm.    
 = 30,9m = 3090cm.               
 = 13,72m = 1372cm.             

 = 50cm.                                       
 = x cm.                                        
 = y cm.    

, :

 =  = ,  =  =  x =  = 19,43cm 

y = =8,63cm

                                                                      B 

A                                              d

5.

.  1200m  2350m. 
 1:20000  d  10cm. 

;

 1:20000  d  20000·10=200000 cm 
 2000m.  

 2350–1200 = 
1150m. : = +  = 

+  = 1.322.500 + 4.000.000  = 5.322.500 = 2.307,054m. 
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6.  2km.
 5m 

; ;

.
,  5m  2000m. 

 =  2 rh = 2·3,14·5·2000 = 62800 
/2 = 31400 .

 V =  h = 3,14· ·2000 = 3,14·25·2000=157000
 V/2 = 78.500

7.  super–market 
, , , .

: =10km, B  = 18km  = 22km. 
,  super–market 

, ;

, ’ .
.

+ + +  =|x|+|x–10|+|x–28|+|x–50| (
).  d = x|+|x–10|+|x–28|+|x–50|(1) :

,  10 x 28,  (1) d = x–x+10–x+28–x+50 = 
= –2x+88  0 x 10 0 –2x –10 68 –2x+88 88 68 d 88

,  10 x 28,  (1)  d =
x+x–10–x+28–x+50 = 68 

,  28 x 50,  (1) d = x+x–10+x–28–x+50= 
= 2x+12  28 x 50 56 x 100  68 2x+12 112 68 d 112.

 = 68 
.
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1 ». (
Big Bang). 1 2 , 2 3

, 3 4 ,
: , , . ,

, , , , ’
.

« » 1,2,3,4
10.

, 2/1 , 3/2 , 4/3 .

:
10

4 a ( ) 0,3,6,12,24,48,96, … (1

= , 150 ).
4

.

, .
.

12=3+4+5, 12=4+4+4, 12=5+5+2, 12=3+3+3+3,
12=2+4+2+4 1+5+1+5

. , , 2 ,

3 , 5 . ( =3,14..., =1,6...)
, ,

30 . , ,
, . =1,6..,
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. .
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. ,
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.
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».
.
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.
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,
. « ».
, Joseph Keller

. ,
– ,

, .

, – .

:
,

,
,

, .

, , , ,
, , , , . .

(
).

1,2,3 6 1+2+3=6
6 .

28=1+2+4+7+14 ( 6
, 28

).
496 8128.

4 . .
. , 6

, 28 , 496 ,
8128 , , 6 8, 45

.
. 1, 2, 4, 8, 16, …

.

1+2+4+8+16=31 31 31.16=496 .
4 . . : =2 1(2 1), = .

8 49 2016
44 .



  128 (2023) .4/44 

============================================================================== .
 

         

        ,      .  

1. ,        .  
2.               . 
3.      ,        , 

   ,   . 
4.       ,         

        .       
  ,     ’    . 

 

              .  
         

11.200   ,    
 .       
     , 

    .  
        

           
 .    

       
       

.     ,   600   
.    

       .    
             

.        



 -----------------------------------------------------------------------------------------         -------------------------------------------------------------------------------------  

  128 (2023) .4/45 

 5     &   18 3 23     
.      , .

:
« 18 2023, 5

& –
.

,

.

.
, ,

, , .
– ,

, ,
.

,

, ,
,

,

. ,
Gardner, .     

     
  ,   , 

, , , .  
     

     
   

 .   
     

        
,   ,  



 -----------------------------------------------------------------------------------------         -------------------------------------------------------------------------------------  

  128 (2023) .4/46 

        . 
.

,
.

.
5

&
:

,
,

,
,
,

, 3
,

, ,
, 1 ,

, , (Pierce),
. . , .

 

       
    

     
    

    .  

:
1

 7           .  
      ,  
    ,  
    ,  
    ,  
       

       . 
   ; 



 -----------------------------------------------------------------------------------------         -------------------------------------------------------------------------------------  

  128 (2023) .4/47 

2
       .     24

.    
   ; 

3
   Proper es Universal       : «  

        Main Street,     
    .   1    .» 

     ; 

     ,   ,    10  (0,1,2,3, …, 
8,9)     .    ; (       

) 

1
       . 

2
9.  

12     6  
12     3  

3
              

   : 230 + 270 = 500. 
            . 

 692=4761   693=328509. 
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