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Η βιβλιοθήκη της Αλεξάνδρειας

το πρώτο Πανεπιστήμιο στην Ιστορία

Το όραμα και η ίδρυση

του Πανεπιστημίου της Σμύρνης

6 μετάλλια
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Βοσνία και Ερζεγοβίνη
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4-9 Μαίου 2022
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   ,           
   .            

       ,        
    .  

  ,         ,     
        . 

     3c  .   k n      
    ,            

k n  ,       .  
         (         
 ),               

    .  
,  k n ,              

         .  
  : 

( ) 3c  .               
   ,      . 

( ) 3c  . A      c  ,   i   ia  
,               
:                       

2 1 2 1 1 21 1 1.... .... ... ...c c c c c c c c ca a a a a a a a aa a aA B A B B A B A A B A B  
       ,   :  

                                               2 1 ,ik n a    1,2,..., .i c    

 , 
1

2
c

i
i

a n  ,        ,  
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1

2 2 32 2 2 2 1 2 1 1.
4 2

c

i
i

n n nck nc c a nc c n k n n
c

 

       
3 .
2
nn k  ,     

      . 

 2.       .      
:f        x ,    ,y    
                                         2xf y + yf x .      

. ,      
1f x
x

     . 

,     –   :  

2, , 0,x y x y
y x

    , ,   , x y . 

  ,   0,x   0y x   : 

2.x yxf y yf x
y x

 

    :f       .     

    ,x y   ,  2xf y yf x .   

 : ,x y   , .y x  , : 

 1.  ,x y   ,  .x y   

.        y x ,     ,x y   

 .  ,   ,x x    , : 

2 1.xf x xf x xf x  0.t  ,   ,y y    , : 1.yf y  
   –    :  

2 2 2xf y yf x xf y yf x xf x yf y  , 

    . ,   ,x y   . 

   ,   0x ,     ,x y  ,     1   

  ,x x , :    
11 ,xf x f x
x

   0.x                    (1) 

    (1)            
. 

( )   (1)    
1 , 0,x t

f t
    

1 1 1 11 1.f f f t t f t f t
f t f t f t f t

 

    
1,t

f t
  ,   0.t  , : 

1 1 1 1 2.t f f t t f
f t f t f t
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,    1,  :
1 1, 0.t f t t

f t t
  

( )      0x   
1 ,f x
x

    0a    

1 1f x
a x

 (    ), : 1 2.xaf x xf a
a

 , 

,x a     ,    ,a  .   
1 , 0.f x x
x

 

( )      f   . 

 0.y x     1     ,x y    ,    ,y y   

,  : 2 2xf y yf x yf y yf y xf y f x f y . ,  

 f   . 

     
1 , 0.f x x
x

     x .  

 f   ,   0y x ,  
22 2xf x yf x xf y yf y x y f x f x

x y
. 

 
0

2 2 1sup
2y x x y x x

 ,   
1 ,f x
x

   0.x   

,      (1)  : 
1 , 0.f x x
x

 

 2   (  ) 
       .       , 

 

   ,    ( ,    . 
          . 

 1:     . 
:     ,  .      

 ,  , 
     o        .  

,    . 
,    ,      

 2:   ,  . 
:     ,  .     

,  

    .  .  ,    1, 
 

     ,        ,   
  ,  ,     

 

  ,    
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 ,      2,    
,   . 

      ,        . 

 3   (  ) 
   ƒ(x) =     ,   

  2 2  2       . 

 y = x .   
 g :   g(x)          (1) (    (2)) : 

 +    

, ,      x         (1)   g(x). 
,  , g(g(x))=x  g:1-1    ,(  g(x1)= g(x2),   g(g(x1))=g(g(x2)) 

  , ,  x  g(x)   (x, g(x))   (1). 
     (x, g(x))   ,    (g(x), x)   
.  x  g(x)  g(x) x   x  g(x). 

   y  g(x):    (2)    +  > . 

  >    : 

 +  >  >  + . 

 :   y < g(x): . 

   x  g(x), (g(x)  )  g(g(x)) = x.  
,    g(x)     (g(g(x) =x), : 

 y < x ,   ,  x  m(g)   x   

       . 

 ƒ(x)    x  , : 

2  xƒ(g(x)) + g(x)ƒ(x)   +   2  x  (   - ) 

 ƒ(x)=   ,  x > 0 ,     . 

, ,   ƒ(x)   ,  x  ,  . 

 0 <  < ,     g(x1) (    g( ),  g(g( )) =   g(g( )) = 1) 
   (1)   (  g( ))  ƒ( ) + ƒ( ) > 2. 

,   ,   h:  , : 

2 ƒ( ) > ƒ( ) + ƒ( ) > 2 ,  > , x2  g( )  
ƒ(  >  ,  > ,   g( ) ƒ( ) >   ,      > ,   g( ) . 

    , :        ,  ƒ(x1)  

    x1  ƒ(x)  ,    x  ,   . 

 4  . (  ) 
 g : R+  R+  g(x)     y  : xf (y) + yf (x)  2 

: g(g(x)) = x, x > 0 
:      t > 0   g(g(t)) = t.        g         

g(t)f (t) + tf (g(t)) > 2     tf (g(t)) + g(t)f (t)  2. 
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  ,     . 
   S = {x  R+|g(x) = x}.   x S   : 2xf x xf x   f(x) >  . 

   x S    g(x)  S,    g(x)  S,    g(g(x)) = g(x)  x = g(x)  
x  S   g  .   ,  x S  g(x) S.   x S.  

    : 

     

    
( )2 ( ) 2 2, !

( )
g xx xg xxf g x g x f x

g x x g x x
 

   .  
  :  xf (y) + yf (x) > 2,    

      .     : 

                          

                             ,    

To      0   y   x,     

.      ,   +  

     . 

 3.  k      S      
   .         (   

  )       S      
           2x + x + k ,  

   x. 

.              
     2x + x + k ,     .x     , 

   p,q      p q  ,   : 2pq = x + x+ k ,   

   x.        :  
( )    r        r      

 r . 
( )      p, q     ( ),     p,q  

 . 
. ( )      0 x r     : 

2 0 modx x k r .                                       (1) 

   (1)             modulo r,  
       x     (1). 

( )       ,p q   p q r      ,x y   
     (1),  :  2x x k pr                                         (2) 

                                 
2y y k qr                                         (3) 

 p q r ,  : 0 1.x y r      Vieta,  :
1(mod ),x y r   1.x y r   
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     (2)  (3) :                       

                                    1x y x y p q r ,                    (4) 
      ,x y p q  ,    1,x y r : 

1 11 , 1 .
2 2

x r p q y r q p  

  : 
22

2 2 2 2

1 4 1 2 1
4
1 14 1 2 2 2 1 ,
4 4

k pr x pr r p q r p q

pr r p q pq pr qr p q r
 

      , , .p q r  ,    

2 1, 1 ,
2

pq z z k z p q r  

    ,p q   . 

               
 .S     3S ,   . 

     S n  .  : 1S n .      

  S ,  .r  ,    ,      ,  
    r    ,      r     

    . ,     . 

 4.  ABCDE      BC = DE.    
  T    ABCDE  TB = T D, TC = TE  ABT = TEA.   AB 

   CD  CT   P  Q, .     P, B, A, Q 
         .     AE    

CD  DT   R  S, .     R, E, A, S   
      .      P, S, Q, R    

. 
 ( . , . , . )  

   ,BC DE CT ET TB TD    TBC TDE   . 

,   ˆ ˆBTC DTE   

 

,   TBQ  TES : ˆ ˆTBQ TES (  )   
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0 0ˆ ˆ ˆ ˆ180 180 ,QTB BTC DTE ETS  

   .  : ˆ ˆTSE BQT   .TD TB TE TC
TQ TQ TS TS

  

     : TD TS TC TQ ,    , , ,C D Q S   

. ,      : ˆ ˆDCQ DSQ . ,    

CQP  :   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ,RPQ RCQ PQC DSQ DSR RSQ  
     , , ,P Q R S   .  

2  : (  ) 
 :     . 
:         ,     . , 

                      . 
,         

 

 ,   (1). 

,         

 

 ,  . 

,  (2). 

  (1), (2)   ,        

  
 ,     . , 

 
 ,        ,  . 

3  : (  ) 
           . 

 

 
 

   
          . 



 --------------------------------------------------------------------------------     –     -----------------------------------------------------------------------------  

  125 (2022) .1/17 

: 
  . 
  

  2    :  . 
 

 5.     (a, b, p)    p    
pa = b! + p.  

. (  ) 
  1a     ; 

( ) .a p    a b ,    ! ,pa a b p    . ,   a b  , 

    ,   ! ! ,pb a a p   1.p a   

(B) .a p     ! !,p pb a p p p p   b p    ! pp b p a  . 

, p a    ! pb a p      2p   2 .b p     2 ,a p   

a p
p

     pa   !b  ,       ! ,pa b p    

.     2 ,a p   : 2 2 1 ! ! ,
pp pa p p p b p a  . 

( ) a p  .  ! .pb p p  

  2,p     , , 2,2,2a b p ,   3p      

, , 3, 4,3a b p .  5p    .  

  7.p   ! !,pb p p p    1,b p      : 

1
2 2 2 2 2 2

11 ! ! 1 2 1 1 1 1 1 ,
2

LTE
p pp b p p p p p  

       LTE (lifting-the-exponent).     
  ,     1 !.p  ,  1 8,p  

       1, 2,...., 1p  ,     

  . 
2   ( . ) 

    . 
   

         
     

         
    

  . 
     : 

1) . 
   

a)        . 
     

  LTE  :  
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     : 
      

(    ) . 

        
      

  . 
     

  
    . 

b)     ,  . 
2) . 

a)        
b)        

        Bernoulli. 
              

   (Bernoulli) 
 

 .  
       : 

 6.  n   .      n × n 
        1   2n        
  .     ,     . 

              
.             : 

(i)        , 
(ii)           ,  
(iii)             . 

,   n,         
 . 

.              
       ,          
             . 

             
      .  

        n 1    ,   
 2n n 1       2n n 1   .  

       1        ,   
           2n n 1 1.   

           . ,   
,      ,   ,    
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  ,    1,         
  .   j  ,    . , 

                
   1.    . 

 

 
      124 

n 3 n n 3

m n 3 n n 3
2 2 2n n 3 m n 3 n n 3 m 2m n 3 n 3 2m 1 n 3 m 3

n 3
2 *n 3 p ,p ,

n 3
p n p * 2n p q, q n p q

n
2 22 2 2 2p 3 q p 4p 4p 12 4q 2p 1 2q 13 2p 1 2q 2p 1 2q 13,

2p 1 2q 1, 2p 1 2q 13 p, q 3, 3 ,
n n 6.

x,y 2010 x 2011 ,
2011 y 2012

x y.

x 1,
y

x y x y d.
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2011 1 y d 2012 1 1 d 1 1 d 11 1 1 2011 d y 2012 d (1)
2011 y 2012 2011 y 2012 2011 y 2012

d 1,
d 2 4022 y 4024 y 4023 x y 2y d 8044.
d 3 y 2011 3 6033 x y 2y d 12066 d 12033 .

x y 8044.

1 2, , ..., , 2,

1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 1, , , ..., ... .

3 11 2

2 3 4

...
2

1 1 1 1x , x ... , 2,3,..., . x 0, 1,2,...,

1 1x x 2 , 1,2,..., 1
n 1 1 1

3 11 2 i 1 i i 1 i 1 i 1 i

i 1 i 1 i 12 3 4 i 1 i 1 1 i 1

1
3 2 11 2 1

i
i 11 2 3 i i 1

i i 1

x x x x x x x2 ... 1 1

x x x x xx x x 1 1... x ,

,i 1,2,. i.., x 0,i 1,2,..., 1

2 3 2 1 3 2 n 1x x ... x 0 , 2 ,..., 2 .

2

   
, ,a b c 1.ab bc ca

2 2 2

1 1 1 3 .
a b c abc

.

.
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 HEMATICUS 
 

 Homo Mathematicus      ,         
    : 1)    , 2)     , 3)   

         , 4)     , 5)  
               
. 

 :  ,  ,  ,   
 

I.      
         ,   , 
  «    » 

3   (  125):    )  
     

  -    
     , )  

      
  ,     

)       
  . , ,   

  :   
    . [  

, «     », 
.285]

 

I .    
        ,   "  " 

( . .),   ’   . . 

2       ,   : 
.      .  

    ,  , , 
  ,   -  
 " " ,   

        
     .  

     
      
. ,   ,   

     

.      .  
.      

     
     

( ., «    »  «    ».   
 " "     

" "  )  (   
 ) 

.    :  
i.   ,   (    ) 

 (    ),  
ii.  ,   (    )  
(      ), 
iii. ,   (    ) 

 (      ).   
        

   (  ) 
.        

    ,  
  (  

) 

 
 

.         
     

, ,     
    

.       
      

    (   :  
 ,   

 .    
 ) (  )

.      " ": 
.  " ":  "  " 

      
    

.  " ":  "  "  
   ’     
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.  "   ":    
     "   " 
  ,      

 . . : (    )  
(    )  

  .       «    », «    », 
«   », «    , »      

 V.      
       
 ,  

.     
 ,  ,    

" "       
    .    

     
   .,     

    … ’     
       

    .  
,      

        
      

 
III.   ; 

     8 ,  ; 
(      ) 

IV.  «     - » 
 

1  . "  ",    
.          (  – , ), 

   (19 ),          
    "  ".     , 

      
 

«        
“  ” ( . . ). 

      
“ ”   

   .  
 1       

     
      

.        
       

       
.       

 .      
      

,  ,    
’  ,      

      
.  

       
        

 .     , 
   ,   

       
 . 

      
    . 
 2      

 .    
      

     . 

       .   
      

  2 . 

 
  ,       

 : 
       

    
 .    

  1, 15, 16  21. 
,       

       
      

 .    
  14  21. 
       

         
      

      
       

    »
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2  .     ( ),    
                 (   ).    

:       ,   , 
            .

 «      
        
      . 

   ,    
 ,      

        
   , 

 .     
      
        

  . 
     ,   , 

 ,    
    ,  
        

,       
,      , 

       
         

    ,    
      .  

 
       

     
    ,     

       
 .  

 
       
     2 

, 5   ,     
        

 5 , 2   !

  
         ,    , «     

         ,   
 ,         

.      ,      ( . .  )   
  ,    ». 

 

     2006  
2013,   8   6 

 :  ,  
,  ,    
,       

   .  
     

      
 ,     

  ,   
  ,     

  .     
      -  

      ,    
,      -   

      
. 

       '     
        

      
  '  .    
   .   

     , 
     .  

      
        

      
 ,  . . .,     

    
»

 

  
           «  »,   

            .    
           ,     
            .  

,            
   ,       .    ,  

 ,   «         
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  COVID».    ,      . .   ,  
         ,      

.    ,     , ,    
                .                     

( : «Scientific American») 
  

3  . "   " (   )   2  (   
)   . 

 

«  n+1    n ,   
     2 . 

     " "  
 2   .   k 

      k 
,    ,   

 k+1 .    
  ,     26  

 2     . 
   [  ] 

   k  k+1   
   k .  

   ,    
   .    

   2    
        . 

   (   )  
        

. 
       

1-8,       9. 
        k+1   

     k   
         
. 

           
      

    .   
 .      

       
      . 

   

               .
•      . 

       
« »       
« ». 
•   « »  « »  

      
   . 

•     
" "      

. 
•      

   .    
  " "   

    , 
    ,  

« »       
      

. 

 
 

•     " "  
  ».  

                 

4  . «        (      )» 
.              

"The New York Times" (        ).   
,   . 

 

«O  ,   
   ,   

       
      

  ,   .  
, ,     

     . 
   «    :   

  »,  
   . ,   

         
      

    
.        
      .

 

  
   ,     

 (  ,    
,   )    

      . 
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,  ,    
        

,       
.   ,     

      
Proceeding of the National Academy of Sciences 

       
     

.      
        

   .  
       
  .   , 
,       
  . 

        
   :  
  (fMRI),  
,   . . .  

,   , 
       

  .   , 
   ,     

       
,      

  ,    
  .      

 «    » 
  « »   

.     
    ,  
       

    ,   
     

.       
     

  .   
 ,     

    
 , «     
»,      

       
.        

   .  
 , ,     
       

. «        
   ,    

.      
       

», ». 

 
5  .      . . Escher, Edit name 

.      ,      
 « + » (23/03/2022,  : «      . . »). ’ 

  ,            
        . . Escher : 

«       . 
  27  2022  50 

       
  .     17 

  1898  Leeuwarden ( )  
   

    27 
  1972.  

  ,  
,   

 
,   

 , 
       

    ,   
  ,      

  
     

 . 
    , 
    
   ,  

 , 
   

“  ” 
    
   , 

     
,       

        
     ».

 

6         "   "
« »

COURS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRE, (Exerciceses de Géométrie)( . . 
,  1952)(     ).    
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é

VI.  ...  
 

1.    Catalan «   Catalan» 
(1844): «       

       8,9».  
      

 Preda Mih ilescu,    
2002,       "    
Mih ilescu":  «       

   xp-yq=1  p,q>1, x,y,p,q N*, 
 23,32» (Posted by Dimitri Sykias)\  

2.   ,      
       

   ,      
    .   
       

(LIFE-  , p.113)
V.   "   "; 

    : «    
 8     (8×8) 

        
 ;».     "nxn" 

,   "nxn" .   
      

,      126,  
,    , («Discrete 

Mathematics 62 (1986) 219-221, North-Holland»)  
  (    

 ). 
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:   –   -  
 

                                                                                                       –     
 

1 .  , ,      
  .      
       

 : 

( ): 2 2 2( ) ( ) ( ) 4( )  

( ):
3 3 3 3 3 3

2 2 2

: 
( )      :

2 2 2( ) ( ) ( ) 0 .   
(     ) .  . -

     . 

( ) 
2

3 3 3 3 3 3( )
2 2 2 2 2 22( )

2 2 2( ) ( ) ( ) 0
, , 0

( 0  0  0)
(     ) .  , 

      . 
 2 .  1x

384
,    

  : 
1 11
8 84(16x 1)(4 x 1)(2x 1)( 2x 1)( 2x 1)

:
11

2 284(16x 1)(4 x 1)(2x 1)(( 2x ) 1 )
1 1
4 4= (16x 1)(4 x 1)(2x 1)(2x 1)

1
2 24= (16x 1)(4 x 1)((2x ) 1 )

= (16x 1)(4 x 1)(4 x 1)
2 2 2= (16x 1)((4 x ) 1 )= 256x 1

                                       1x
384

  1
3

.

                                          3 .    x 1 ,   

 , : x 2 x 1
x x 1

, 

x 2 x 1B
x 1 x

, x x 1
x 2 x 1

. 

:    
     

      -
      
:  

2 2

2 2

x 2 x 1 x x 1

x x 1 x 2 x 1

x x 1
x 2 x 1

2 2

2 2

x 2 x 1 x 1 x
B

x 1 x x 2 x 1

x 1 x
x 2 x 1

2 2

2 2

x x 1 x 2 x 1

x x 1 x 2 x 1

x 2 x 1
x x 1

 

 :  
x x 1 x x 1 x 1 x 2

1   1  ( ;),   -
  .  

 4 .     
   20 km, 35 km  60  

km   , ,  ( ) 
  SuperMarket.     

      
    -

,     
      

 .  
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:  
 M x,0        

      -
.       

 ( ) ( ) ( )    (1). -

  (1)  : 

(1) A d(x,20) d(x,35) d(x,60)

A x 20 x 35 x 60
                                             )  x 20 : A 115 3x   : 

x 20 3x 60 3x 115 60 115
A 55

                                                                            )  20 x 35 : A 75 x   : 
40 A 55

                                                                       )  35 x 60 : A x 5    : 
40 A 65

                                                                     IV)  x 60 : A 3x 115 ,  A 65 .
                       minA 40 ,      -

  x 35 .     
     35  

km   (       
 ). 

  
 5 . )      

 : 
2

2A 3 x 3 x 3x 5 x
x

)     

2

2 43 x 3 x 3x 5 x 13x 19
x x

:  )  x 0  
2

23 x 3 x 3x 5 x
x

 

  x x
3 x 3x 3 x 3x 0  

 22A 3 x 3 x 3x (5 x )
x

2
2

x 43x 25 x 20
x x

2
2

43x 25x 20
x

 

) 

2

2 43 x 3 x 3x 5 x 13x 19
x x

2
2 2

4 43x 25x 20 13x 19
x x

225x 10x 1 0 2(5x 1) 0

5x 1 0
1x
5

 

 
 6 .  x 3  

)   : 4 3x 3x x 2 167  

)    :  

I. 2 2x 7x 12 x 5x 6 0  

II. 2x 4 x 7x 12 0  

: 
) 4 34 3x 3x x 2 x 3 x x 2

4 3x 3x x 2 81 81 3 2
4 3x 3x x 2 167  

) I. 2 2x 7x 12 x 5x 6 0  
2x 7x 12 0   2x 5x 6 0
1 49 48 1    2 25 24 1

1 2x 4 x 3  1 2x 3 x 2 .  x 3 . 

.   2x 4 x 7x 12 0      

x 4 x 3 x 4 0

x 4 1 x 3 0

x 4 0 1 x 3 0
x 4 0 x 3 1
x 4 x 3 1 x 3 1
x 4 x 4 x 2 x 2 .

 
 7 . )   x,y   -

 : 2 2x 13y 6xy 4y 1 0 .  
)      x,y   -

  .
)    :  

2 2x 13y 6 xy 4 y 1 0

:
) 2 2x 13y 6xy 4y 1 0
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2 2 2x 6xy 9y 4y 4y 1 0
2 2x 3y 2y 1 0 ,                                  

 
) 2 2x 3y 2y 1 0

x 3y 0 2y 1 0
1 3 1x 3y y x y
2 2 2

                             

)  2 2x 13y 6 xy 4 y 1 0
( )2 2x 13 y 6 xy 4 y 1 0

2 2
x 3 y 2 y 1 0

x 3 y 0 2 y 1 0
1 3 1x 3 y y x y
2 2 2

3 1x y
2 2

.                                                        

    
3 1 3 1 3 1 3 1x, y , , , , , , ,
2 2 2 2 2 2 2 2

 
 8 . )     

: x 3 4   (I)    y 6 2    ( ) 

)      ( )  ( ). 
 

: 
) x 3 4 d x,3 4 ,    -

  x    4  (    -
 )      4 -

.    3   4   
         

1  7.      -
       ,  

1 x 7 x 1,7 .                                               
 y 6 2 d y,6 2 ,    

  y    6  (    

 )      
2 .    6   2  

        -
 4  8.       

      
    ,  y 4  y 8 .                        

) x 3 4 4 x 3 4 1 x 7
y 6 2 y 6 2 y 6 2
y 4 y 8 .

 
 9 .        
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