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    1.∆ύναµη 

 

1.1. Ορισµοί 

  
∆ύναµη  είναι το αίτιο που προκαλεί µεταβολή στην κινητική κατάσταση ενός σώµατος ή 

την παραµόρφωσή του. 

 

   Σύµφωνα µε τη θεωρία του Νεύτωνα (αξίωµα δράσης – αντίδρασης) για να εµφανιστεί 

δύναµη είναι απαραίτητο να υπάρχουν δύο σώµατα  Α  και  Β, που το καθένα ασκεί στο 

άλλο τη δύναµη αυτή. 

   Έτσι αν το σώµα  Α  έλκει (τραβάει) το σώµα  Β  τότε και το σώµα  Β  έλκει (τραβάει) 

το σώµα  Α  µε την ίδια δύναµη (σχήµα 1α). Αν το σώµα  Α  απωθεί (σπρώχνει) το σώµα 

Β, τότε και το σώµα  Β  απωθεί (σπρώχνει) το σώµα  Α  µε την ίδια δύναµη (σχήµα 1β). 

 

 
                                                                                                                                           
              A              F               B                           A               F              B     
 
            α. Τα σώµατα Α και Β έλκονται                     β. Τα σώµατα Α και Β απωθούνται 

 

                                Σχήµα 1. Η δύναµη ασκείται πάντα µεταξύ δύο σωµάτων                       

 

 Όταν εξετάζουµε ένα σώµα η δύναµη που αυτό ασκεί σε κάποιο άλλο σώµα λέγεται 

δράση, ενώ η δύναµη που δέχεται από κάποιο άλλο σώµα λέγεται αντίδραση. 

 

   Η δύναµη που ασκείται µεταξύ δύο σωµάτων µπορεί να οφείλεται : 

α. Στην επαφή των δύο σωµάτων  (δυνάµεις επαφής). 

β. Στην ύπαρξη κάποιου δυναµικού πεδίου (πεδιακές δυνάµεις ή δυνάµεις πεδίου). 

    Στη φύση υπάρχουν τρία είδη δυναµικών πεδίων : 

1. Τα βαρυτικά πεδία (ή πεδία βαρύτητας) 

2. Τα ηλεκτρικά πεδία  

3. Τα µαγνητικά πεδία 

    Στα βαρυτικά πεδία οι δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ δύο σωµάτων είναι πάντα 

ελκτικές. (Νόµος Παγκόσµιας Έλξης). 

    Στα ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία οι δυνάµεις που ασκούνται µεταξύ δύο σωµάτων 

µπορεί να είναι ελκτικές (τα ετερώνυµα έλκονται)  ή απωστικές ( τα οµώνυµα 

απωθούνται ).   

 

 Η δύναµη είναι διανυσµατικό µέγεθος. Τα χαρακτηριστικά της είναι  (σχ. 2) : 

 

Μέτρο :  είναι το µέγεθος της δύναµης και εκφράζεται µε το µήκος του διανύσµατος. 

 

Φορέας :   είναι η ευθεία στην  οποία βρίσκεται το διάνυσµα της δύναµης. 

 

∆ιεύθυνση :  είναι το σύνολο των παραλλήλων ευθειών προς τον φορέα της δύναµης. 

∆υνάµεις που έχουν την ίδια διεύθυνση (παράλληλες) ονοµάζονται και συγγραµµικές. 
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Φορά :  Σε κάθε διεύθυνση ορίζεται αυθαίρετα η θετική και η αρνητική φορά. 

 

Η διεύθυνση και φορά της δύναµης ορίζουν την  κατεύθυνση  της δύναµης. 

Η κατεύθυνση χαρακτηρίζεται και αυτή ως θετική ή αρνητική ανάλογα µε τη φορά.  

 

 
                                               αρνητική φορά                  θετική φορά      

                                                                                                                                                          
                                                                F                 φορέας 

           διεύθυνση                                                                                                    
 
              
 

                                               Σχήµα 2. Χαρακτηριστικά δύναµης   

                                     

   

Οµόρροπες ονοµάζονται οι δυνάµεις που έχουν την ίδια κατεύθυνση (σχ. 3α). 

 
Αντίρροπες ονοµάζονται οι δυνάµεις που έχουν αντίθετη κατεύθυνση (σχ. 3β). 

 

Ίσες ονοµάζονται δύο οµόρροπες δυνάµεις µε ίσα µέτρα (σχ. 3γ). 

 

Αντίθετες ονοµάζονται δύο αντίρροπες δυνάµεις µε ίσα µέτρα (σχ. 3δ). 
 

 

   

 

 

        α. οµόρροπες                        β. αντίρροπες                     γ. ίσες                       δ. αντίθετες     

 

                                                

                                               Σχήµα 3.  Συγκριτικές σχέσεις δυνάµεων 

 

Μονάδα δύναµης στο διεθνές σύστηµα (I.S.) είναι το  1 Ν  (Newton) και ορίζεται από τον 

θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής :  F = mγ  όπου  m  η µάζα του σώµατος (σε Kg) και   

γ  η επιτάχυνση που αποκτά (σε m/s
2) 

κάτω από την επίδραση της δύναµης F.   

Έτσι : 1 Newton είναι η δύναµη που όταν ασκηθεί σε σώµα µάζας  1 Kg  του προκαλεί 

επιτάχυνση ίση µε 1 m/s
2 
.     ( 1Ν = 1Kg x 1m/s

2 
).  

Στις εφαρµογές χρησιµοποιούνται, ανάλογα µε το µέγεθος της δύναµης, πολλαπλάσια και 

υποπολλαπλάσια του  Ν : 1 ΚΝ=10
3
Ν , 1 ΜΝ=10

6
Ν , 1 DN=10N, 1dN=10

-1
N , κ.λ.π.  

 
Συνισταµένη  δυνάµεων ονοµάζεται η δύναµη η οποία επιφέρει τα ίδια κινηµατικά  

αποτελέσµατα µε αυτές (οι οποίες λέγονται συνιστώσες). 

Όταν µελετάµε την κινητική κατάσταση ενός σώµατος ή συστήµατος σωµάτων µπορούµε 

να αντικαθιστούµε τις συνιστώσες µε την συνισταµένη τους ή το αντίστροφο. 

 

Προσοχή : ∆εν µπορούµε να αντικαταστήσουµε δυνάµεις µε τη συνισταµένη τους ή το  

αντίστροφο όταν µελετάµε την αντοχή ή τις παραµορφώσεις ενός σώµατος, γιατί το σώµα 
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ανταποκρίνεται διαφορετικά στις δυνάµεις απ’ ότι στη συνισταµένη τους από άποψη 

αντοχής  ή παραµορφώσεων. 

 

1.2. Προβολή δύναµης σε ευθεία ή επίπεδο 

 
Το µέτρο της προβολής µιας δύναµης  F  σε µια ευθεία  α  του επιπέδου της 

(σχ. 4α)  ή σε ένα επίπεδο  Π (σχ.4β) δίνεται από τη σχέση  (1) :  

 

 
                                                                                                F 

                                   F                                                                  

 

 
      α                φ               Fα                                                                    φ                   Fα     
                                                               (Π) 

 
     α. Προβολή δύναµης σε ευθεία α            β. Προβολή δύναµης σε επίπεδο Π 
 
            Σχήµα 4. Προβολή δύναµης F σε ευθεία του επιπέδου της ή σε επίπεδο Π                               

 

 

                                            συνφα FF =         (1) 

 

όπου  φ η γωνία που σχηµατίζει ο φορέας της  F  µε την ευθεία α ή το επίπεδο Π. 

 

Ειδικές περιπτώσεις  : 

 
α. Αν η δύναµη  F  είναι παράλληλη µε την ευθεία  α  ή το επίπεδο  Π (σχ. 5α,5β), τότε  

φ=0
ο
, οπότε  συν0

ο
=1, άρα από την σχέση  (1) προκύπτει  Fα =F       

 
β. Αν η δύναµη  F  είναι κάθετη στην ευθεία  α  ή στο επίπεδο  Π  (σχ. 5γ,5δ). 

  τότε  φ =90
ο 
, οπότε  συν90

ο
=0,  άρα από τη σχέση (1) προκύπτει  Fα = 0. 

 

 

 
         F                                                     F                                                F                                                           F                                       

 

 
                       α                                                                .        α                              .  

       Fα                                        (Π )                    Fα                                                (Π)                 

 
α.  F//α        F=Fα      β.  F//Π         F=Fα             γ.  F     α       Fα=0          δ.   F     Π        Fα=0  
 
                                Σχήµα 5.  Ειδικές περιπτώσεις προβολής δύναµης   
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2. Ροπή δύναµης ως προς άξονα 

 
2.1 Ορισµοί 

 
Έστω µια δύναµη  F  και µια ευθεία  α  µε καθορισµένη τη θετική και αρνητική φορά  ( 

µια τέτοια ευθεία την ονοµάζουµε άξονα).  

Θεωρούµε επίπεδο  Π  κάθετο στον άξονα  α  σε ένα σηµείο του  Α.   

Έστω  F1  ορθή προβολή της δύναµης  F  στο επίπεδο  Π  και  d  η απόσταση του σηµείου 

Α  από τον φορέα της  F1  (σχ. 6).   
 

                                                                                                                +                   

                                                                                                                α 
                                                         

                                                                      F                                        Μ 

 

 

 

                                                                         F1                           d       A                                                                

                                                                                 

                         Π 

      
 

 

 

                                               Σχήµα  6.  Ροπή δύναµης ως προς άξονα 

 

Ροπή της δύναµης F ως προς τον άξονα α ορίζεται το διανυσµατικό µέγεθος που έχει : 

 

Μέτρο :     Μ = F1 x  d        (2) 

 

(Μονάδες ροπής  : 1 Nm,  1 KNm, 1 Ncm, 1 Nmm, 1 KNcm, 1 KNmm). 
 

Φορέα τον άξονα  α 

 
Φορά  που ορίζεται από τον κανόνα του δεξιού χεριού :  

 

« Πιάνουµε τον άξονα  α  µε το δεξί µας χέρι έτσι ώστε η φορά των δακτύλων από τον 
καρπό προς τα νύχια να συµπίπτει µε την φορά περιστροφής της δύναµης  F1  γύρω από  
το σηµείο  Α.  Ο αντίχειρας µας δίνει τη φορά του διανύσµατος της ροπής ».  
 
 
Κατά σύµβαση ορίζουµε σαν θετική φορά της ροπής, άρα και του άξονα  α,  τη φορά που 

αντιστοιχεί σε ανθωρολογιακή φορά περιστροφής της  F1  γύρω από το σηµείο Α   

Στο σχήµα  (4)  η ροπή έχει θετική φορά. 

 

Παρατηρήσεις :  
1.  Όταν η δύναµη  F  είναι παράλληλη µε τον άξονα  α  τότε θα είναι κάθετη στο επίπεδο 

Π, οπότε η προβολή της σ’ αυτό θα είναι µηδέν άρα και το µέτρο της ροπής θα είναι 

µηδέν (σχ. 7α). 



 5

2. Όταν η δύναµη  F  τέµνει τον άξονα  α  τότε ο φορέας της προβολής της στο επίπεδο  

Π διέρχεται από το σηµείο  Α,  οπότε η απόσταση του  Α  από αυτόν είναι µηδέν άρα και 

το µέτρο της ροπής θα είναι µηδέν (σχ. 7β).   

 
Συνοψίζοντας τις δύο παραπάνω παρατηρήσεις καταλήγουµε στο συµπέρασµα : 

 

« Η ροπή µιας δύναµης ως προς άξονα του επιπέδου της είναι µηδέν » 
 
 

 
                                                           Μ = F x d                                             

                      F                            α                                                     F                α 

 
 

 

                                            . Α                                                                 F1          A 

      Π                 .                                                        Π                                     .  

 

 

 

 α.  F // α     F    Π    F1 = 0    M = 0                  β.  F τέµνει α     d = 0      M = 0 

   

 

                           Σχήµα  7.    Πότε η δύναµη δεν έχει ροπή ως προς άξονα 

 

 

 3. Σύνθεση δυνάµεων  
 

Σύνθεση δυνάµεων ονοµάζεται η διαδικασία εύρεσης της συνισταµένης αυτών, που είναι 

το διανυσµατικό άθροισµα των δυνάµεων. 

 

Ανάλυση δύναµης  σε συνιστώσες ονοµάζεται η διαδικασία εύρεσης κάποιων δυνάµεων 

(συνιστώσες),  που έχουν συνισταµένη τη δύναµη αυτή. 

 

Η ανάλυση και η σύνθεση είναι πράξεις που γίνονται σύµφωνα µε τον ∆ιανυσµατικό 

Λογισµό όπως περιγράφονται περιληπτικά παρακάτω. 

 

3.1. Σύνθεση συνεπίπεδων συντρεχουσών δυνάµεων 

 
Συντρέχουσες ονοµάζονται οι δυνάµεις οι φορείς των οποίων διέρχονται από το ίδιο 

σηµείο O  (σχ. 8). 
                                               F1 

                                                                F2 

                                                 O  
                                 F5 

                                                                  F3 

                                            F4 

 

                            Σχήµα 8.   Συντρέχουσες δυνάµεις 
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Σύµφωνα µε τον διανυσµατικό λογισµό η συνισταµένη συνεπίπεδων συντρεχουσών 

δυνάµεων υπολογίζεται γραφικά  ως εξής : 

 

 Ξεκινώντας από το σηµείο Ο, σχεδιάζουµε τις δυνάµεις διαδοχικές, ( η αρχή της 

επόµενης να συµπίπτει µε το τέλος της προηγούµενης). Η δύναµη που έχει αρχή την αρχή 

της πρώτης (δηλαδή το σηµείο Ο) και τέλος το τέλος της τελευταίας είναι η συνισταµένη 

των δυνάµεων και ο φορέας της διέρχεται από το κοινό σηµείο Ο των δυνάµεων (σχ. 9).   

Το πολύγωνο που έχει πλευρές τις δυνάµεις ονοµάζεται δυναµοπολύγωνο. 

Αν το δυναµοπολύγωνο είναι ανοικτό, τότε υπάρχει συνισταµένη (σχ. 9α).Αν το 

δυναµοπολύγωνο είναι κλειστό, τότε η συνισταµένη των δυνάµεων είναι µηδέν  

(σχ. 9β) : 

 
                            F2 

                                                                         F2 

            F1                                                      F3       F4                           F1    

     O                                                                                                          F3 

    F5             O                                                                                                                       

                          Σ                                                            F5 

                           
                                                  F6                                                                          F4 

 
         α. Ανοικτό δυναµοπολύγωνο                            β. κλειστό δυναµοπολύγωνο   Σ = 0   

 

                                 Σχήµα  9.  Γραφικός υπολογισµός συνισταµένης 

 

 

Παρατήρηση : ∆εν παίζει ρόλο η σειρά της σχεδίασης των δυνάµεων. Με όποια σειρά 

και να σχεδιαστούν οι δυνάµεις η συνισταµένη θα είναι πάντα η ίδια. 

 

3.2. Σύνθεση δύο συντρεχουσών δυνάµεων 

 
Η συνισταµένη δύο συντρεχουσών δυνάµεων βρίσκεται όπως περιγράψαµε παραπάνω 

(σχ.10α ). 

Μπορούµε όµως να την υπολογίσουµε και µε τον εξής τρόπο  

(κανόνας του παραλληλογράµµου σχ.10β ) : 

 

Σχεδιάζουµε και τις δύο δυνάµεις µε κοινή αρχή το σηµείο τοµής των φορέων τους.  

Σχηµατίζουµε ένα παραλληλόγραµµο µε πλευρές τις δυνάµεις. Η διαγώνιος του 

παραλληλογράµµου µε αρχή την κοινή αρχή των δυνάµεων είναι η συνισταµένη τους.  

 
                                         F2                         
                        F1                                                                     F1                                      
                                  Σ                                                                     Σ  

 
              Ο                                                                      Ο                   F2 

α. Γραφικός υπολογισµός συνισταµένης      β. Υπολογισµός συνισταµένης δύο συντρεχουσών    

    συντρεχουσών δυνάµεων                               δυνάµεων µε τον κανόνα του παραλληλογράµµου           

                                                                                       

                  Σχήµα 10. Υπολογισµός συνισταµένης δύο συντρεχουσών δυνάµεων  
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    Ειδική περίπτωση :  Όταν οι δυνάµεις  F1  και  F2  είναι κάθετες µεταξύ τους (σχ.11) το 

µέτρο της συνισταµένης τους και η γωνία  φ  που σχηµατίζει µε το φορέα  µιας δύναµης 

δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις (3) και (4) :                              

 

 
                                      F1                     Σ 

                                                      
                                                      φ   
                                                  
                                                                  F2        
 

                          Σχήµα 11.  Συνισταµένη δύο καθέτων δυνάµεων 

                       

       
2

2

2

1 FF +=Σ          (3)                            
2

1

F

F
=εφφ

          (4)  

 

 

3.3. Ανάλυση δύναµης σε δύο κάθετες συνιστώσες 

 

Ανάλυση δύναµης  F  σε δύο συνιστώσες ονοµάζεται η διαδικασία εύρεσης δύο δυνάµεων 

F1   και   F2   που να έχουν συνισταµένη την δύναµη  F. 

Η ανάλυση δύναµης σε συνιστώσες είναι κατά κάποιο τρόπο µια διαδικασία αντίστροφη 

της σύνθεσης δύο δυνάµεων. Ενώ όµως η σύνθεση δίνει µία µόνο λύση, η ανάλυση δίνει 

άπειρες λύσεις, δηλαδή µπορούµε να βρούµε άπειρα ζευγάρια δυνάµεων που να έχουν 

συνισταµένη την δεδοµένη δύναµη.  Αν όµως είναι καθορισµένα ορισµένα στοιχεία για τις 

ζητούµενες συνιστώσες τότε το πρόβληµα έχει µία λύση. Τέτοια στοιχεία µπορεί να είναι 

π.χ. οι διευθύνσεις των δύο συνιστωσών ή τα µέτρα τους ή η διεύθυνση της µιας και το 

µέτρο της άλλης.  

Εµείς θα µελετήσουµε την περίπτωση ανάλυσης µιας δύναµης σε δύο κάθετες 

συνιστώσες µε γνωστές διευθύνσεις  (σχ. 12). 

Από την αρχή της  Ο  δύναµης  F φέρουµε δύο άξονες Οx  και  Oy  παράλληλους µε τις 

διευθύνσεις των ζητούµενων συνιστωσών  Fx   και  Fy  αντίστοιχα. 

Ουσιαστικά οι ζητούµενες συνιστώσες είναι οι προβολές της δύναµης  F  στους άξονες 

Οx  και  Oy  αντίστοιχα, οπότε σύµφωνα µε τη σχέση (1) τα µέτρα των δυνάµεων  Fx  και  

Fy  θα είναι αντίστοιχα : 

 

                   συνφ⋅= FFx         (5)                          συνω⋅= FFy       (6) 

 
                                             y 

 
                           Fy=F.συνω                                                      

                                                                         
                                                                F  
                                             ω 

                                                   φ                       Fx=F.συνφ                       x          

                                         Ο                                                      
                                Σχήµα  12.  Ανάλυση δύναµης σε κάθετες συνιστώσες   
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3.4. Σύνθεση πολλών συντρεχουσών δυνάµεων 

 
Τη συνισταµένη πολλών συνεπίπεδων συντρεχουσών δυνάµεων, εκτός από τον γραφικό 

τρόπο που περιγράψαµε παραπάνω, µπορούµε να την υπολογίσουµε  και αναλυτικά 

στηριζόµενοι στο θεώρηµα των προβολών  : 

 

« Η συνισταµένη των προβολών δυνάµεων σε ευθεία ή επίπεδο είναι ίση µε την  
προβολή της συνισταµένης των δυνάµεων αυτών στην ευθεία ή στο επίπεδο ».   (σχ. 13) 

 
 

 
                                                                                                F2 

                                                                                        

              F1               F2                                                                                      

                                                                     F1                                   F3                                                     
                         Σ           F3                                                                             Σ                       

                                                                                                       
                                                                                                   F2α                    F3α 

           F1α                   F2α     F3α          α                              F1α               

                                                                                                              
                           Σα                                               Π                                      Σα 

 
           α.  Σε ευθεία                                                          β. Σε επίπεδο     

 

                                           Σχήµα  13.  Θεώρηµα προβολών 

 

Η διαδικασία που ακολουθούµε είναι η ακόλουθη  (σχ. 14) :   

 

  
                                 y                                                         y 

  

 
    F4                                F4y                                                                                              Σy                                            

                                                                                                       Σ 

                                 F1y         F1 

 

 
                                                                                               φ    
   F4x                   O                     F1x        F2x          x         Ο                                    x    

             F3x                                                                                           Σx                                       
                                 F2y                          F2 

              F3               F3y           

    

  

    Σx=ΣFx=F1x+F2x-F3x-F4x       Σy=ΣFy=F1y-F2y-F3y+F4y        
22

yx Σ+Σ=Σ  ,
x

y

Σ

Σ
=εφφ  

 
                      Σχήµα 14. Σύνθεση δυνάµεων µε την µέθοδο των προβολών 
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α. Επιλέγουµε ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων Οx , Οy µε αρχή το σηµείο Ο    

     που συντρέχουν οι δυνάµεις. 

β. Αναλύουµε  όλες τις δυνάµεις σε συνιστώσες παράλληλες µε τους δύο  

    άξονες σύµφωνα µε τις σχέσεις  (5)  και  (6).  (ουσιαστικά προβάλλουµε τις    

    δυνάµεις στους άξονες  Ox  και  Oy). 

    Προφανώς όποια δύναµη βρίσκεται πάνω σε κάποιον άξονα δεν χρειάζεται   

    ανάλυση. 

γ. Όσες προβολές έχουν τη θετική φορά του αντίστοιχου άξονα τις χαρακτηρίζουµε    

    µε το πρόσηµο  (+) , ενώ όσες έχουν την αρνητική φορά µε το πρόσηµο  (-).  

    Με τον τρόπο αυτό καθιστούµε τις προβολές των δυνάµεων  

    προσηµασµένους (αλγεβρικούς) αριθµούς, όπου η αριθµητική (απόλυτη) τιµή  

    εκφράζει το µέτρο και το πρόσηµο τη φορά της προβολής. 

δ. Βρίσκουµε τη συνισταµένη των προβολών ΣFx , ΣFy των δυνάµεων σε κάθε   

    άξονα αντίστοιχα προσθέτοντας αυτές αλγεβρικά. 

ε. Σύµφωνα µε το θεώρηµα των προβολών η συνισταµένη των προβολών σε  

    κάθε  άξονα είναι ίση µε την προβολή της ζητούµενης συνισταµένης Σ στον  

    αντίστοιχο άξονα, δηλαδή : Σx=ΣFx  και  Σy=ΣFy. 

στ. Υπολογίζουµε τη συνισταµένη Σ  κατά  µέτρο και κατεύθυνση σύµφωνα µε   

    τις  σχέσεις (7) και (8) αντίστοιχα : 

 

            
22

yx Σ+Σ=Σ      (7)             
x

y

Σ

Σ
=εφφ

         (8) 

    
Σηµείωση :  Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνισταµένη πολλών  

συντρεχουσών δυνάµεων που δεν είναι συνεπίπεδες, αρκεί να σχεδιάσουµε τρισορθογώνιο 

σύστηµα αξόνων  Ox , Oy , Oz  και να εφαρµόσουµε το θεώρηµα των προβολών και για 

τους τρεις άξονες, οπότε θα έχουµε : 

 

για τον άξονα  Ox :     Σx = ΣFix 

 

για τον άξονα  Οy :     Σy = ΣFiy 

 

Για τον άξονα  Οz :    Σz = ΣFiz 

 

οπότε το µέτρο της συνισταµένης θα είναι  :  
222

zyx Σ+Σ+Σ=Σ  

 

 

3.5. Σύνθεση παραλλήλων δυνάµεων 

 
Θεωρούµε επίπεδο  Π  κάθετο στη διεύθυνση των δυνάµεων  και ορίζουµε  ένα 

τρισορθογώνιο σύστηµα  αξόνων  Οx , Oy , Οz  όπου οι άξονες  Οx  και  Οy  βρίσκονται 

πάνω στο επίπεδο  Π  και ο άξονας  Oz  είναι κάθετος σ’ αυτό. Προφανώς οι δυνάµεις 

έχουν την διεύθυνση του άξονα  Oz, οπότε και η συνισταµένη τους θα έχει την ίδια 

διεύθυνση,  Προσηµαίνουµε µε το πρόσηµο  (+)  όσες δυνάµεις έχουν τη θετική φορά του 

άξονα  Oz  και µε το πρόσηµο  (-)  όσες έχουν την αρνητική. 
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Προσθέτουµε αλγεβρικά τις δυνάµεις :                Σ=ΣFi        (9)                                             

 

Η απόλυτη τιµή του αθροίσµατος που θα προκύψει θα είναι το µέτρο της συνισταµένης 

ενώ το πρόσηµό του θα δηλώνει την φορά της. 

Με τον τρόπο αυτό βρίσκουµε την κατεύθυνση της συνισταµένης. 

Ο φορέας της συνισταµένης βρίσκεται µε εφαρµογή του θεωρήµατος των ροπών :  

 

  « Η ροπή της συνισταµένης δυνάµεων ως προς έναν άξονα είναι ίση µε τη  
      συνισταµένη των ροπών των δυνάµεων ως προς τον άξονα αυτόν.» 
  

 

Ονοµάζουµε Α1 , Α2 , Α3  κ.ο.κ. τα σηµεία τοµής των δυνάµεων µε το επίπεδο Π  

και  x1,y1,  x2,y2,  x3,y3   κ.ο.κ. τις συντεταγµένες των σηµείων αυτών ως προς τους άξονες 

Οx , Oy αντίστοιχα  (σχ. 15).  Ονοµάζουµε  Κ  το σηµείο τοµής της συνισταµένης µε το 

επίπεδο  Π και  xΚ,yΚ  τις συντεταγµένες του  Κ  ως προς τους άξονες  Οx  και  Oy 

αντίστοιχα. 

Εφαρµόζουµε το θεώρηµα των ροπών για κάθε έναν από του  άξονες  Οx , Oy  :  

 

Για τον άξονα  Οy :      
( )

( )
i i

i i

F x
x F x xΚ Κ

⋅
Σ ⋅ = ⋅ ⇒ =

Σ
∑∑        (10) 

 
 

Για τον άξονα  Οx :     
( )

( )
ii

i i

F y
y F y yΚ Κ

⋅
Σ ⋅ = ⋅ ⇒ =

Σ
∑∑        (11) 

 

Έτσι προσδιορίζεται το σηµείο  Κ  από το οποίο διέρχεται ο φορέας της συνισταµένης. 

 

Σηµείωση :   Στις παραπάνω σχέσεις οι δυνάµεις  Fi  µπαίνουν ως αλγεβρικοί αριθµοί 
που έχουν θετικό ή αρνητικό πρόσηµο ανάλογα µε τη φορά κάθε δύναµης σε σχέση µε 
τον άξονα  Oz  και απόλυτη τιµή το µέτρο κάθε δύναµης.  

 

 
                                     z 

 
 
                                          F1                    Σ       F2                 F3  

 

 

 
                                   O                                                                x 
                                            x2              yΚ      y2                                             
                                                      xΚ                     y1                          A2                       y3 

                                                                    x3             K                                  
                                    x1                                                                            A3      

                    y                          A1                                (Π)                     
         
 
                                Σχήµα 15.  Σύνθεση παραλλήλων δυνάµεων 
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3.6. Ειδικές περιπτώσεις 
 

3.6.1. Σύνθεση συνεπίπεδων παράλληλων δυνάµεων 
Το µέτρο και η κατεύθυνση της συνισταµένης των δυνάµεων αυτών υπολογίζεται όπως 

και στη γενική περίπτωση. 

Για τον προσδιορισµό του φορέα της συνισταµένης ακολουθούµε την παρακάτω 

διαδικασία: 

Θεωρούµε άξονα  Οx στο επίπεδο των δυνάµεων κάθετο στη διεύθυνση τους και  

εφαρµόζουµε το θεώρηµα των ροπών ως προς άξονα  Οy  κάθετο στο επίπεδό τους 

(σχ.16). 

Η απόσταση  xΚ  του σηµείου Κ στο οποίο η συνισταµένη τέµνει τον άξονα  Οx  

βρίσκεται από τη σχέση (10). 

 

 

 

  
                              F1                            F2                 Σ                    F3                               F4 

   
            Ο              Α1                         Α2               Κ                   Α3                       Α4                       x 

                                                                            
                     x1 

                                      x2 

                                                                   xΚ       

                                                        x3 

                                                                                                      x4 

 

 
                          Σχήµα  16.  Σύνθεση συνεπίπεδων παράλληλων δυνάµεων             
 

 3.6.2. Ζεύγος  

 
Ζεύγος ονοµάζεται ένα σύστηµα δύο αντίθετων δυνάµεων µε διαφορετικούς φορείς. 

Το επίπεδο το οποίο ορίζουν οι δυνάµεις ονοµάζεται επίπεδο του ζεύγους. 

Η συνισταµένη των δυνάµεων ενός ζεύγους είναι προφανώς µηδέν. 

Η συνισταµένη των ροπών των δυνάµεων ενός ζεύγους ως προς τυχαίο άξονα είναι 

διάφορη του µηδενός και είναι σταθερή ως προς οποιονδήποτε άξονα. 

Η σταθερή συνισταµένη των ροπών των δυνάµεων ενός ζεύγους ως προς οποιονδήποτε 

άξονα κάθετο στο επίπεδό του ονοµάζεται ροπή του ζεύγους.  

Στο σχήµα  (17)  αποδεικνύεται ότι η ροπή ζεύγους είναι σταθερή ως προς οποιονδήποτε 

άξονα κάθετο στο επίπεδό του. 
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          F                                                             F 

                         .Ο                                                                                                         

                                   F                                       d           F                                                                                                            
                    x1            x2                                                                                      x2                       . O 

 
                     d                                                                                    x1 

 

 
   α.  ΣΜ = F x  x1 + F x  x2 = F x (x1+x2) = F x d       β. ΣM= F x  x1 - F x  x2  = F x  ( x1 – x2 ) = F x  d 

       
      Σχήµα 17.  Η ροπή ζεύγους είναι σταθερή ως προς οποιονδήποτε άξονα κάθετο                                

                           στο επίπεδο του ζεύγους  

 

 

Η ροπή ζεύγους είναι ελεύθερο διάνυσµα, δηλαδή µπορούµε να θεωρήσουµε ότι 

έχει φορέα οποιαδήποτε ευθεία κάθετη στο επίπεδό του. 

Ζεύγη που τα επίπεδά τους είναι παράλληλα ονοµάζονται συγγραµµικά. 

Οι ροπές συγγραµµικών ζευγών είναι συγγραµµικά διανύσµατα. 

Γι αυτό, όταν πρόκειται περί συγγραµµικών ζευγών, µπορούµε να υποκαταστήσουµε τα 

διανύσµατα των ροπών µε αλγεβρικούς (προσηµασµένους) αριθµούς, όπου το πρόσηµο 

δηλώνει τη φορά και η απόλυτη τιµή του το µέτρο του διανύσµατος της ροπής. 

Έτσι µπορούµε να ορίσουµε τη ροπή ενός ζεύγους ως εξής : 

Ροπή ζεύγους ορίζεται το γινόµενο του µέτρου της µιας δύναµης  F επί την απόσταση  d 

των φορέων των δυνάµεων.  

Η ροπή ενός ζεύγους είναι θετική όταν οι δυνάµεις τείνουν να περιστραφούν  γύρω από 

σηµείο, που βρίσκεται ανάµεσα στους φορείς των δυνάµεων, κατά φορά αντίθετη αυτής 

των δεικτών του ρολογιού (σχ. 18α). Τότε και το ζεύγος χαρακτηρίζεται θετικό. 

Η ροπή ενός ζεύγους είναι αρνητική όταν οι δυνάµεις τείνουν να περιστραφούν γύρω από 

σηµείο, που βρίσκεται ανάµεσα στους φορείς των δυνάµεων, κατά τη φορά περιστροφής 

των δεικτών του ρολογιού (σχ. 18β). Τότε και το ζεύγος χαρακτηρίζεται αρνητικό. 

 
 

 

                                +                                                                      F            _ 

                             
                                          F 

                         d                                                                                 d 

         
       F 

                                                                                               F 

              

  α. Η ανθωρολογιακή φορά περιστροφής     β.  Η ωρολογιακή φορά περιστροφής δίνει 

       δίνει θετική ροπή ζεύγους: Μ = F x d         αρνητική φορά ροπής ζεύγους:  Μ = -F x d                                                                

                              
                                Σχήµα  18.  Πρόσηµο της ροπής ζεύγους 
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∆ύο συγγραµµικά ζεύγη ονοµάζονται οµόρροπα όταν οι ροπές τους είναι οµόσηµες. 

∆ύο συγγραµµικά ζεύγη ονοµάζονται αντίρροπα όταν οι ροπές τους είναι ετερόσηµες. 

∆ύο συγγραµµικά ζεύγη ονοµάζονται ίσα όταν οι ροπές τους είναι ίσες. 

∆ύο συγγραµµικά ζεύγη ονοµάζονται αντίθετα όταν οι ροπές τους είναι αντίθετες.(σχ.19)  

 

 

 

                                                        +                                 + 

          +                                                                                                                           +                                      

 

 

                    +                                     _                              +                       _                                                     

                                                                                                                            
                                
             

                                                                                                 

        α. οµόρροπα ζεύγη           β.  αντίρροπα ζεύγη           γ.  ίσα ζεύγη    δ.  αντίθετα ζεύγη 

 
                                                   Σχήµα 19.  Σχέσεις ζευγών 

 

 

3.7.  Σύνθεση τυχαίων συνεπίπεδων δυνάµεων 
 

Για τη σύνθεση τυχαίων συνεπίπεδων δυνάµεων ακολουθούµε την παρακάτω διαδικασία  

(σχ.20) : 

α. Ορίζουµε ένα σύστηµα ορθογωνίων αξόνων  Οx , Oy  στο επίπεδο των δυνάµεων. 

β. Αναλύουµε  όλες τις δυνάµεις σε δύο συνιστώσες παράλληλες µε τους άξονες σύµφωνα 

µε τις σχέσεις   (6)  και  (7). Έτσι προκύπτουν δύο οµάδες  δυνάµεων, µια παράλληλη µε 

τον άξονα  Ox  και µια παράλληλη µε τον άξονα  Oy. 

γ. Βρίσκουµε τη συνισταµένη  ΣFx  των παράλληλων προς τον άξονα  Ox και τη  

συνισταµένη  ΣFy  των παράλληλων προς τον άξονα  Oy . 

    Σύµφωνα µε τo θεώρηµα των προβολών αυτές είναι ίσες µε τις προβολές  Σx και Σy 

της ζητούµενης συνισταµένης  Σ. 

δ. Βρίσκουµε το µέτρο και την κατεύθυνση της συνισταµένης  Σ  σύµφωνα µε τις 

σχέσεις(3)  και  (4). Ο φορέας της θα διέρχεται από το σηµείο τοµής των φορέων των  Σx  

και Σy. 

 
                                           F1y                                   F1 

                y                                                                                                F3x 

                                                                                      Σx 

 
                               x                           F1x    
                                                                                Σy                        Σ             F3                      F3y 

                                                                                                     F2x 

 
                                                                            F2y                       F2                                                                                                                       
                                                   

                                       Σχήµα  20.  Σύνθεση τυχαίων συνεπίπεδων δυνάµεων 
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3.8. Παράλληλη µεταφορά δύναµης 
 

Η δύναµη είναι ολισθαίνον διάνυσµα, δηλαδή µπορεί να µετακινηθεί (να ολισθήσει) 

πάνω στο φορέα της χωρίς να µεταβληθεί η δράση της (τα αποτελέσµατά της). 

Μπορούµε να µετακινήσουµε τη δύναµη σε άλλο φορέα της ίδιας διεύθυνσης ως  

εξής : 

Έστω µια δύναµη  F και  α  ο φορέας της (σχ. 21α). Θέλουµε να µεταφέρουµε τη δύναµη  

F  σε φορέα  α΄ παράλληλο µε τον  α  και σε απόσταση  d  από αυτόν. 

Σχεδιάζουµε στο νέο φορέα  α΄ µια δύναµη  F1  ίση µε την F και µια δύναµη  F2  αντίθετη 

της F(σχ.21β). Προφανώς η δύναµη  F ισοδυναµεί µε το σύστηµα των δυνάµεων  F, F1, F2  

αφού οι δυνάµεις  F1  και  F2 , ως αντίθετες, έχουν συνισταµένη µηδέν. 

Οι δυνάµεις  F  και  F2  αποτελούν ζεύγος  δυνάµεων  µε ροπή     M = F x   d. 

Έτσι το σύστηµα των τριών δυνάµεων  F, F1, F2  ισοδυναµεί µε τη δύναµη  F1  και τη ροπή 

του ζεύγους  Μ (σχ.21γ). 

Άρα τελικά η δύναµη  F  µπορεί να αντικατασταθεί από τη ίση της δύναµη  F1  και από µία 

ροπή  Μ = F x  d . 
 

 

    α             F                                 α                    F                               α                                     

                                                                                                     

                                     d                                                                                                                            

                                                                                                                                M=Fxd 

   α΄                                               α΄       F2             F1                                       α΄             F1                

                                                                                                      

                α                                                         β                                              γ                             

                

                                    Σχήµα 21.  Παράλληλη µεταφορά δύναµης 

         

 

3.9  Σύνθεση τυχαίων δυνάµεων στο χώρο 

 
Για να προσδιορίσουµε τον φορέα της συνισταµένης τυχαίων δυνάµεων ακολουθούµε την 

εξής διαδικασία : 

α. Ορίζουµε ένα τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων  Ox , Oy , Oz . 

β. Αναλύουµε όλες τις δυνάµεις σε τρεις συνιστώσες παράλληλες µε τους άξονες  

   (Fix ,Fiy , Fiz).  (προφανώς όσες δυνάµεις έχουν τη διεύθυνση κάποιου άξονα δεν    

                           χρειάζονται ανάλυση) 

γ. Βρίσκουµε τη συνισταµένη των συνιστωσών για κάθε άξονα :  

                Σx=ΣFix ,   Σy=ΣFiy ,   Σz=ΣFiz  
δ. Μεταφέρουµε παράλληλα τις  δύο από τις τρεις δυνάµεις  Σx , Σy , Σz  σε φορείς που         

    διέρχονται από κάποιο σηµείο Κ του φορέα της τρίτης. Έτσι προκύπτουν τρεις  

    δυνάµεις ίσες µε τις  Σx ,Σy , Σz συντρέχουσες στο σηµείο Κ  και δύο ζεύγη από τις  

    δυνάµεις που µεταφέραµε παράλληλα. 

ε. Βρίσκουµε τη συνισταµένη των τριών αυτών συντρεχουσών δυνάµεων και τη  

    συνισταµένη των δύο ζευγών και καταλήγουµε σε µία δύναµη που ο φορέας της  

    διέρχεται από το σηµείο Κ και σε ένα ζεύγος. 

 

 Συµπέρασµα :  Στη γενική περίπτωση ένα σύστηµα τυχαίων δυνάµεων στο χώρο   

                           µπορεί να αντικατασταθεί µε µία δύναµη και ένα ζεύγος. 
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Ειδικές περιπτώσεις :                             

1.  Αν η δύναµη που βρήκαµε τύχει να είναι παράλληλη µε το επίπεδο του ζεύγους,    

    τότε µπορούµε να  φέρουµε το παράλληλο επίπεδο προς το επίπεδο του ζεύγους  που  

    να περιέχει τη δύναµη και να µεταφέρουµε την δύναµη παράλληλα πάνω στο  

    επίπεδο αυτό σε κατάλληλη απόσταση ώστε το ζεύγος  που θα προκύψει από την  

    παράλληλη µεταφορά να είναι αντίθετο του προηγούµενου ζεύγους ώστε τα δύο  

    ζεύγη να έχουν συνισταµένη µηδέν, οπότε το σύστηµα των τυχαίων δυνάµεων στο    

    χώρο έχει συνισταµένη τη δύναµη που προέκυψε από την παράλληλη µεταφορά. 

2.  Αν στο βήµα (ε) προκύψει συνισταµένη δύναµη µηδέν και ζεύγος διάφορο του    

    µηδενός τότε το σύστηµα των τυχαίων δυνάµεων στο χώρο µπορεί να   

     αντικατασταθεί    µε ένα ζεύγος. 

     Καταχρηστικά λέµε ότι οι δυνάµεις έχουν συνισταµένη το ζεύγος. 

3.  Αν κατά το βήµα  (ε)  προκύψει και συνισταµένη δύναµη µηδέν και το ζεύγος µηδέν   

     τότε λέµε ότι το σύστηµα των δυνάµεων ισορροπεί. 

 

Παρατήρηση :Ο προσδιορισµός της συνισταµένης τυχαίων δυνάµεων στο χώρο  δεν 

προσδιορίζεται γραφικά αλλά µόνον αναλυτικά λόγω της αδυναµίας σχεδίασης ευθειών 

του χώρου στο επίπεδο. 

 

 

4. Ισορροπία δυνάµεων    
 

Υπενθυµίζουµε  την αρχή της αδράνειας :  

 

«όταν η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται σε ένα σώµα και η 
συνισταµένη των ροπών των δυνάµεων αυτών ως προς οποιονδήποτε άξονα είναι 
µηδέν, το σώµα ισορροπεί, δηλαδή παραµένει ακίνητο ή κινείται 
 µε σταθερή ταχύτητα (εκτελεί ευθύγραµµη οµαλή κίνηση)». 
 
 

Άρα για να ισορροπεί ένα σώµα πρέπει και η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων που 

ασκούνται στο σώµα να είναι µηδέν, αλλά και η συνισταµένη των ροπών των δυνάµεων 

αυτών ως προς οποιονδήποτε άξονα να είναι µηδέν.  

Αν όµως η συνισταµένη των δυνάµεων είναι µηδέν τότε θα είναι µηδέν και οι προβολές 

της σε κάθε άξονα, οπότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα των προβολών, πρέπει η συνισταµένη 

των προβολών των δυνάµεων σε κάθε άξονα να είναι µηδέν.  

 

Με τον ίδιο συλλογισµό πρέπει και η συνισταµένη των προβολών των ροπών των 

δυνάµεων ως προς οποιονδήποτε άξονα σε κάθε άξονα να είναι µηδέν.  

∆ηλαδή πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις: 

                    ΣFix=0    (α)                                ΣMix=0    (α)                                                

                    ΣFiy=0    (β)       (12)                       ΣΜiy=0   (β)       (13)    

                    ΣFiz=0    (γ)                                     ΣΜiz =0   (γ)           

 

Οι σχέσεις αυτές ονοµάζονται σχέσεις στατικής ισορροπίας. 
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4.1  Ειδικές περιπτώσεις 
α.  Αν οι δυνάµεις που ασκούνται  στο σώµα είναι  συνεπίπεδες,  ορίζουµε  ένα 

τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων  Ox, Oy, Oz  εκ των οποίων οι άξονες  Οx και  Oy  

ανήκουν στο επίπεδο των δυνάµεων ενώ ο άξονας  Oz  είναι κάθετος  σ’ αυτό. 

Τότε οι προβολές των δυνάµεων στο άξονα  Oz είναι µηδέν, οπότε η σχέση  (12γ) δεν έχει 

νόηµα. Επίσης δεν έχουν νόηµα οι σχέσεις  (13α) και (13β) , δεδοµένου ότι οι ροπές των 

δυνάµεων ως προς τους άξονες  Ox και Oy είναι µηδέν  (αφού οι άξονες ανήκουν στο 

επίπεδο των δυνάµεων). Έτσι αποµένουν τελικά οι σχέσεις  (12α), (12β) και (13γ), οι 

οποίες αποτελούν και τις εξισώσεις στατικής ισορροπίας  συνεπίπεδων δυνάµεων. 

 

β. Αν οι δυνάµεις είναι συντρέχουσες  σε ένα σηµείο  Ο , τότε ορίζουµε ένα 

τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων Οx, Oy, Oz µε αρχή το σηµείο  Ο οπότε οι σχέσεις  

(13α), (13β), (13γ) δεν έχουν νόηµα αφού όλες οι δυνάµεις τέµνουν και τους τρεις άξονες 

άρα οι ροπές τους ως προς τους άξονες είναι µηδέν. Έτσι αποµένουν οι σχέσεις  (12α), 

(12β), (12γ), οι οποίες αποτελούν τις εξισώσεις στατικής ισορροπίας συντρεχουσών 

δυνάµεων. 

 
γ. Αν οι δυνάµεις είναι συνεπίπεδες και συντρέχουσες σε ένα σηµείο  Ο, τότε ορίζουµε 

ένα σύστηµα αξόνων  Ox , Oy  στο επίπεδο των δυνάµεων, οπότε οι σχέσεις  (12γ), (13α), 

(13β), (13γ) δεν έχουν νόηµα. Έτσι αποµένουν οι σχέσεις (12β) και (12γ), οι οποίες 

αποτελούν τις εξισώσεις ισορροπίας συνεπίπεδων συντρεχουσών δυνάµεων.   

 
δ.  Αν οι δυνάµεις είναι και συνεπίπεδες και παράλληλες τότε ορίζουµε έναν  άξονα Οx 

στο επίπεδο των δυνάµεων παράλληλο προς τις δυνάµεις και έναν άξονα  Οz  κάθετο στο 

επίπεδο τους, οπότε οι σχέσεις  (12β), (12γ), (13α), (13β)  δεν έχουν νόηµα. Έτσι 

αποµένουν οι σχέσεις  (12α) και (13γ), οι οποίες αποτελούν τις εξισώσεις στατικής 

ισορροπίας συνεπίπεδων παράλληλων δυνάµεων. 
 

ε.  Αν οι δυνάµεις είναι  οµόφορες θεωρούµε ως άξονα  Ox τον φορέα τους, οπότε η 

σχέση  (12α)  αποτελεί την εξίσωση στατικής ισορροπίας οµόφορων δυνάµεων. 

 

 

4.2  Προβλήµατα στατικής ισορροπίας συνεπίπεδων δυνάµεων  
 

Όπως είδαµε παραπάνω οι εξισώσεις στατικής ισορροπίας για κάθε περίπτωση δυνάµεων 

είναι καθορισµένος. Αυτό σηµαίνει ότι ένα πρόβληµα στατικής ισορροπίας µπορεί να 

επιλυθεί µε τις εξισώσεις αυτές αν υπάρχουν τόσες άγνωστες δυνάµεις όσες και οι 

εξισώσεις ισορροπίας. Ένα τέτοιο πρόβληµα λέγεται  στατικό.  

Αν όµως ο αριθµός των αγνώστων δυνάµεων  υπερβαίνει τον αριθµό των εξισώσεων 

στατικής ισορροπίας , τότε οι εξισώσεις στατικής ισορροπίας δεν επαρκούν για την 

επίλυση του προβλήµατος. Τέτοια προβλήµατα ονοµάζονται υπερστατικά.  Ορισµένα 

από αυτά µπορούν να επιλυθούν µε τη βοήθεια κάποιων εξισώσεων από την  Αντοχή 

Υλικών, όχι όµως όλα. 
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5.  Γεωµετρία επίπεδων επιφανειών 

 
5.1.  Κέντρο βάρους επιφάνειας 

 
Έστω επίπεδη επιφάνεια  Α  και  Π  το επίπεδό της. 

Θεωρούµε ένα τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων  Οx, Oy, Oz.  

Οι άξονες  Ox και Oy βρίσκονται πάνω στο επίπεδο Π της επιφάνειας, ενώ ο άξονας Οz 

είναι κάθετος στο επίπεδο Π (σχ. 22). 

Θεωρούµε ότι η επιφάνεια Α αποτελείται από άπειρες στοιχειώδεις επιφάνειες και έστω 

dA µία από αυτές.  

Η στοιχειώδης επιφάνεια dA ορίζεται σαν διάνυσµα ( α ), το οποίο έχει µέτρο το εµβαδόν 

της στοιχειώδους επιφάνειας dA, διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της επιφάνειας  dA (στην 

προκειµένη περίπτωση το επίπεδο Π) και φορά αυθαίρετη  (ίδια όµως για όλες τις 

στοιχειώδεις επιφάνειες), οπότε και η επίπεδη επιφάνεια Α παριστάνεται µε διάνυσµα ( Α 

)  που ορίζεται σαν η συνισταµένη των στοιχειωδών διανυσµάτων α οπότε έχει µέτρο το 

άθροισµα των µέτρων των στοιχειωδών επιφανειών dA, διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο Π, 

και φορά τη φορά των διανυσµά- των  α  (σχ.22). 

 

Κέντρο βάρους (ή κεντροειδές) Κ της επιφάνειας Α ονοµάζεται το σηµείο Κ του 
επιπέδου Π της επιφάνειας Α από το οποίο διέρχεται ο φορέας του διανύσµατος Α.  

 

Για τον υπολογισµό της θέσης του κέντρου βάρους Κ εφαρµόζουµε τη διαδικασία της 

παραγράφου 3.5 και τις σχέσεις (9), (10) και (11), στις οποίες τα αθροίσµατα έχουν 

αντικατασταθεί µε επιφανειακά ολοκληρώµατα, δεδοµένου ότι έχουµε άθροίσµατα 

απείρων όρων και απείρως µικρών. 

   

Άρα το εµβαδόν της επιφάνειας θα δίνεται από τη σχέση: 

  

                                       
A

A dA= ∫        (14)  

 

και οι συντεταγµένες xK και yK του κέντρου βάρους  Κ της επιφάνειας από τις σχέσεις : 

                              

                             

A A
K

A

x dA x dA
x

AdA

⋅ ⋅
= =∫ ∫
∫         (15)  

 

                             

A A
K

A

y dA y dA
y

AdA

⋅ ⋅
= =
∫ ∫
∫        (16)   
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                                            z                

                                                                A     
                                                       

     

                                                O                                                                              y 

                                                                      ρ     xK                    x            

                                                  yK                                      α   

                                                                y           Κ 

                                                                                                                           dA 

                 (Π)    x 

                                                                                                                           Α                   

                                

                                       Σχήµα  22.  Κέντρο βάρους επίπεδης επιφάνειας 

 

Θεώρηµα 1 

«Όταν µια επίπεδη επιφάνεια έχει άξονα συµµετρίας, το κέντρο βάρους της βρίσκεται 
πάνω στον άξονα αυτόν» 
 
Άµεση απόρροια του θεωρήµατος αυτού είναι : 

 

Θεώρηµα 2 

«Όταν µια επιφάνεια έχει περισσότερους του ενός άξονες συµµετρίας, το κέντρο βάρους 
της είναι η τοµή των αξόνων αυτών» 
 
Έτσι το κέντρο βάρους του ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι το σηµείο τοµής των 

µεσοπαραλλήλων των πλευρών του, του ρόµβου το σηµείο τοµής των διαγωνίων του, του 

κύκλου το γεωµετρικό του κέντρο κ.λ.π. 

 

5.2.  Ροπές και ακτίνες αδράνειας επίπεδης επιφάνειας ως προς άξονα 

 
Στην Φυσική, και συγκεκριµένα στην περιστροφκή κίνηση, ορίζεται η έννοια της µαζικής 

ροπής αδράνειας στερεού σώµατος ως προς άξονα περιστροφής, η οποία εκφράζει την 

αδράνεια της ύλης του σώµατος όταν περιστρέφεται γύρω από άξονα, ή πιο απλά την 

αντίσταση που προβάλλει το σώµα όταν επιχειρείται µεταβολή στην περιστροφική του 

κίνηση γύρω από κάποιον άξονα περιστροφής. 

Κατ’ επέκταση ορίζεται και η ροπή αδράνειας επίπεδης επιφάνειας ως προς άξονα, που 

εκφράζει κατά κάποιον τρόπο την αντίσταση της επιφάνειας σε κάθε επιχειρούµενη 

πειστροφική κίνησή της γύρω από τον άξονα αυτόν. 

Οι ροπές αδράνειας της επίπεδης επιφάνειας Α του σχήµατος 22 ως προς τους άξονες Οx, 

Oy, Oz δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις  (σχήµα 22) : 

 

Ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα Οx  :          
2

x
A

J y dA= ⋅∫     (17) 

 

Ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα Οy  :          
2

y
A

J x dA= ⋅∫    (18) 
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Ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα Οz :           
2

PJ dAρ
Α

= ⋅∫    (19) 

 
Οι ροπές  αδράνειας  Jx και  Jy  ονοµάζονται αξονικές  ενώ η JP  ονοµάζεται πολική.  

 

Είναι προφανές ότι  :                                         P x yJ J J= +       (20) 

 
Κατ’ επέκταση των παραπάνω σχέσεων ορίζεται και ένα µαθηµατικό µέγεθος χωρίς 

κάποια φυσική σηµασία, το γινόµενο αδράνειας που υπολογίζεται από την σχέση : 

 

Γινόµενο αδράνειας ως προς τους άξονες Οx και Οy : xy
A

J x y dA= ⋅ ⋅∫    (21) 

 
 

 Από τις σχέσεις  (17), (18), και (19) , προκύπτει ότι η µονάδα της ροπής αδράνειας και 

του γινοµένου αδράνειας είναι το  1m
4
. 

 

Παρατηρήσεις 
 

1. Οι αξονικές και η πολική ροπή αδράνειας είναι πάντοτε θετικοί αριθµοί, ενώ το 

γινόµενο αδράνειας µπορεί να είναι θετικό, αρνητικό ή µηδέν.  

 

2. Η πολική ροπή αδράνειας µιας  επίπεδης επιφάνειας είναι σταθερή, ανεξάρτητη από  

    τους δύο άξονες  Ox, Oy. 

  

3. Το γινόµενο αδράνειας ως προς κεντροβαρικό άξονα συµµετρίας είναι µηδέν. 

       

                                                  

Ως ακτίνα αδράνειας επίπεδης επιφάνειας ως προς άξονα ορίζεται το µέγεθος : 

                               

                                            

J
i

A
=

        (21) 

 
όπου  J : η ροπή αδράνειας της επιφάνειας ως προς τον άξονα  και 

         Α : το εµβαδόν της επιφάνειας. 

 

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι µονάδα της ακτίνας αδράνειας είναι το 1m. 

 

Κατ’ αντιστοιχία µε τις ροπές αδράνειας, και οι ακτίνες αδράνειας ως προς τους άξονες  

Οx  και Οy του επιπέδου της επιφάνειας  ix  και  iy  ονοµάζοντα αξονικές ενώ η ακτίνα 

αδράνειας  iP   ως προς τον άξονα  Oz τον κάθετο στο επίπεδο της επιφάνειας  πολική. 
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5.3.  Θεώρηµα Steiner 

 

«Η ροπή αδράνειας επίπεδης επιφάνειας ως προς άξονα του επιπέδου της είναι ίση µε 
το άθροισµα της ροπής αδράνειας της επιφάνειας ως προς τον  παράλληλο άξονα που 
περνά από το κέντρο βάρους της επιφάνειας (κεντροβαρικός) και του γινοµένου του 
εµβαδού της επιφάνειας επί το τετράγωνο της απόστασης των δύο αξόνων.» 
 

 

                                                                              A 
 

                                                      Κ 

                                                                                                xK   

                                                                                                  

 

                        α                                                           
2

Kx xJ J A a= + ⋅    (22) 

                          

                                                                                              x  

                                                                                                        
                                              Σχήµα 23.  Θεώρηµα Steiner                                                                         
 

Στροφή του συστήµατος αξόνων-Κύριοι άξονες αδράνειας 

 
Έστω ότι γνωρίζουµε τις αξονικές ροπές  και το γινόµενο αδράνειας µιας επιφάνειας Α ως 

προς ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων  xOy. Θεωρούµε ένα σύστηµα ορθογωνίων x΄O 

y΄του οποίου οι άξονες σχηµατίζουν γωνία φ µε τους αρχικούς.(σχ. 24) 

Αποδεικνύεται ότι οι αξονικές ροπές  και το γινόµενο αδράνειας της επιφάνειας Α ως προς 

το νέο σύστηµα αξόνων δίνονται από τις σχέσεις :                                       

                     
' 2 2

2 2

x y x y

x xy

J J J J
J Jσυν ϕ ηµ ϕ

+ −
= + ⋅ − ⋅         (23) 

 

 

                        ' 2 2
2 2

x y x y

y xy

J J J J
J Jσυν ϕ ηµ ϕ

+ −
= − ⋅ + ⋅

        (24) 

                  

                        
2 2

2

x y

x΄y΄ xy

J J
J Jηµ ϕ συν ϕ

−
= ⋅ + ⋅

                         (25)  

 

 

Σηµείωση : Η γωνία φ = xOx΄ θεωρείται θετική όταν έχει φορά αντίθετη των δεικτών 
του ρολογιού 
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                                            y΄           y               A 

 

 

                                                    φ                                                 x΄ 

 

 

                                                         Ο            φ                                    x 
 

 

 

 

                                                  Σχήµα 24. Στροφή αξόνων 

 

Οι σχέσεις (23),(24) και (25) ισχύουν προφανώς και για κεντροβαρικούς άξονες. 

Από τη σχέση (20) προκύπτει ότι το άθροισµα των ροπών αδράνειας ως προς ένα σύστηµα 

κεντροβαρικών ορθογωνίων αξόνων είναι σταθερό ίσο µε την πολική ροπή αδράνειας που 

είναι σταθερή).  Εποµένως  από όλα τα συστήµατα κεντροβαρικών ορθογωνίων αξόνων  

θα υπάρχει ένα που η ροπή αδράνειας  της επιφάνειας θα είναι    η µέγιστη ως προς τον 

ένα άξονα και η ελάχιστη ως προς τον άλλον.  Οι άξονες αυτοί   (της µέγιστης και της 

ελάχιστης ροπής αδράνειας) ονοµάζονται  κύριοι άξονες αδράνειας της επιφάνειας και 

συµβολίζονται : η µέγιστη µε J1 και η ελάχιστη µε J2.  

Για τον υπολογισµό της θέσης των κυρίων αξόνων αδράνειας και του µέτρου των 

αντιστοίχων ροπών αδράνειας, παραγωγίζουµε την Jx  ή την Jy  ως προς τη γωνία φ, 

µηδενίζουµε την παράγωγο και βρίσκουµε την γωνία φο την οποία σχηµατίζουν οι κύριοι 

άξονες αδράνειας µε τους δοσµένους. Μετά από πράξεις βρίσκουµε : 

 

                                     

2
2

xy

o

x y

J

J J
εϕ ϕ = −

−       (26)  

 

Αν αντικαταστήσουµε την τιµή της γωνίας φο στις σχέσεις (23),(24),(25) έχουµε : 

 

                        

2 2

1,2

1
( ) 4

2 2

x y

x y xy

J J
J J J J

+
= ± ⋅ − + ⋅

        (27) 

             (To πρόσηµο (+) αντιστοιχεί στην J1  και το πρόσηµο (-) στην J2) 

 

                                                      12 0J =             (28) 

 

∆ηλαδή το γινόµενο αδράνειας ως προς τους κύριους άξονες αδράνειας   
είναι µηδέν. 

 

Οι αξονικές ροπές αδράνειας ως προς ένα σύστηµα αξόνων που σχηµατίζουν γωνία φ µε 

τους κύριους άξονες αδράνειας δίνονται από τις σχέσεις (23),(24),(25) αρκεί να 

αντικαταστήσουµε την Jx  µε την J1, την Jy µε την J2  και την Jxy= 0, οπότε έχουµε : 
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1 2 1 2 2

2 2
x

J J J J
J συν ϕ

+ −
= + ⋅           (29) 

 

 

                                  
1 2 1 2 2

2 2
y

J J J J
J συν ϕ

+ −
= − ⋅

             (30)  

 

 

                                         
1 2 2

2
xy

J J
J ηµ ϕ

−
= ⋅

                               (31)      

 

Σηµείωση : Οι κύριοι κεντροβαρικοί άξονες καθώς και οι κύριες ροπές αδράνειας 
έχουν ιδιαίτερη σηµασία και για µη συµµετρικές διατοµές για τις οποίες και πρέπει να 
προσδιορίζονται. 


