
 

    ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 
 (Επαναλήψεις – Συμπληρώσεις) 

 
 
 

7.1  ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ 
        (Επαναλήψεις – Συμπληρώσεις) 

 
 
 

Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας  

Έστω οξεία γωνία ω. Αν πάνω στη μία 
από τις δύο πλευρές της γωνίας πάρουμε 
τυχαία σημεία Μ και Ν και φέρουμε τις 

κάθετες 1MM  και 1NN  προς την άλλη 

πλευρά της γωνίας, τότε τα τρίγωνα 

1OMM


 και 1O N N


 θα είναι όμοια, οπότε 

θα ισχύει:  

1 1( ) ( )

( ) ( )

MM NN

OM ON
 ,      1 1( ) ( )

( ) ( )

OM ON

OM ON
       και      1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

MM NN

OM ON
  

Επομένως, για τη γωνία ω τα πηλίκα 

1( )

( )

MM

OM
,     1( )

( )

OM

OM
     και     1

1

( )

( )

MM

OM
 

είναι σταθερά, δηλαδή ανεξάρτητα της θέσης του σημείου Μ πάνω στην 
πλευρά της γωνίας. Τα πηλίκα αυτά, όπως γνωρίζουμε από Γυμνάσιο, ονο-
μάζονται ημίτονο, συνημίτονο και εφαπτομένη της γωνίας ω και συμβολί-
ζονται με ημω , συνω  και εφω , αντιστοίχως. 

Δηλαδή, στο ορθογώνιο τρίγωνο 1M OM


, ισχύει: 

 1( ) απέναντι κάθετη
                

( ) υποτείνουσα 

MM
ημω

OM
   
 

 

7 
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 1( ) προσκείμενη κάθετη
                

( ) υποτείνουσα 

OM
συνω

OM
   
 

 

 1

1

( ) απέναντι κάθετη
                

( ) προσκείμενη κάθετη 

MM
εφω

OM

 
  

 
 

Ορίζουμε ακόμα ως συνεφαπτομένη της οξείας γωνίας ω, την οποία συμβο-
λίζουμε με σφω , το σταθερό πηλίκο  

 1

1

( ) προσκείμενη κάθετη
                

( ) απέναντι κάθετη

OM
σφω

MM

 
  

 
 

 

Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας ω , με 0 360ω    

Έστω Oxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο, Ot  μία ημιευθεία αυ-

τού και ω η γωνία που παράγεται από τον ημιάξονα Ox  αν περιστραφεί κατά 
τη θετική φορά γύρω από το Ο μέχρι να συμπέσει για πρώτη φορά με την η-
μιευθείαOt  (Σχ. α΄, β΄). Ο θετικός ημιάξονας Ox  λέγεται αρχική πλευρά 
της γωνίας ω, ενώ η ημιευθείαOt  λέγεται τελική πλευρά της ω. 

                 

Σχήμα α΄                                                          Σχήμα β΄ 

Πάνω στην τελική πλευρά της γωνίας ω παίρνουμε τυχαίο σημείο Μ( , )x y  και 

φέρνουμε την κάθετη 1MΜ  στον άξονα 'x x  (Σχ. α΄ και β΄). 

Αν η γωνία ω είναι οξεία (Σχ. α΄), τότε, όπως είδαμε παραπάνω, ισχύουν οι 
ισότητες: 

1(Μ M)

(OM)
ημω  ,     1(OΜ )

(OM)
συνω  ,    1

1

(Μ M)

(OΜ )
εφω      και     1

1

(OΜ )

(Μ M)
σφω   

Όμως 1(OΜ ) x , 1(M M) y  και 2 2(ΟΜ) 0x y ρ    . Επομένως, οι πα-

ραπάνω ισότητες γράφονται: 

y
ημω

ρ
 ,   

x
συνω

ρ
 ,   

y
εφω

x
   και   

x
σφω

y
 ,   όπου 2 2 0ρ x y   . 
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Γενικεύοντας τα παραπάνω, ορίζουμε με τον ίδιο τρόπο τους τριγωνομετρι-
κούς αριθμούς οποιασδήποτε γωνίας ω (Σχήμα β΄).  

Σε κάθε λοιπόν περίπτωση έχουμε: 

 

 
2 2

,   εφόσον 0

,  όπου 0

,   εφόσον 0

y y
ημω εφω x

ρ x
ρ x y

x x
συνω σφω y

ρ y

  
  

  
 

όπου ( , )x y  οι συντεταγμένες οποιουδήποτε σημείου Μ (διαφορετικού του 

Ο) της τελικής πλευράς της γωνίας ω και 2 2 0ρ x y    η απόσταση του Μ 

από το Ο.  

 

Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών μεγαλύτερων των 360ο και 
αρνητικών γωνιών 

Ας υποθέσουμε ότι ο ημιάξονας Ox  ενός 
συστήματος συντεταγμένων Ox  περιστρέφε-
ται γύρω από το Ο κατά τη θετική φορά. Αν 
πραγματοποιήσει μια πλήρη περιστροφή και 
περιστραφεί επιπλέον και κατά γωνία μέ-

τρου 30 , τότε λέμε ότι ο Ox  έχει διαγρά-
ψει γωνία 

360 30 390ω      . 

 

Με ανάλογο τρόπο ορίζονται οι γωνίες που 

είναι μεγαλύτερες των 360 , δηλαδή οι γωνί-
ες της μορφής: 

360ω ν μ    , όπου ν    και  

0 360μ   

Αν τώρα ο ημιάξονας Ox , στρεφόμενος 
γύρω από το Ο κατά την αρνητική φορά, 
πραγματοποιήσει μια πλήρη περιστροφή και 

στη συνέχεια διαγράψει γωνία μέτρου 30 , 
τότε λέμε ότι ο ημιάξονας Ox έχει διαγρά-

ψει αρνητική γωνία 360 30 390     ή αλλιώς γωνία: 
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(360 30 ) 390ω        . 

 
Με ανάλογο τρόπο ορίζονται οι αρνητικές γωνίες δηλαδή οι γωνίες της μορ-
φής: 

 360ω ν μ     , όπου ν   και  0 360μ   

Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών που είναι μεγαλύτερες από 360 , καθώς 
και των αρνητικών γωνιών, ορίζονται όπως και οι τριγωνομετρικοί αριθμοί 

γωνιών από 0  μέχρι 360 .  

Δηλαδή, για κάθε γωνία ω, θετική ή αρνητική, ορίζουμε: 

 

 
2 2

,   εφόσον 0

,  όπου 0

,  εφόσον 0

y y
ημω εφω x

ρ x
ρ x y

x x
συνω σφω y

ρ y

  
  

  
 

όπου ( , )x y  οι συντεταγμένες οποιουδήποτε σημείου Μ της τελικής πλευράς 

της γωνίας ω (διαφορετικού του Ο) και 2 2 0ρ x y    η απόσταση του Μ 

από το Ο. 

Ας θεωρήσουμε τώρα μια γωνία ω (θετική ή αρνητική) με αρχική πλευρά 
τον ημιάξονα Ox .  
Αν ο ημιάξονας Ox , στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά τη θετική φορά, συ-
μπληρώσει ν πλήρεις στροφές και στη συνέχεια διαγράψει τη γωνία ω, τότε 

θα έχει διαγράψει γωνία 360ν ω  , που έχει την ίδια τελική πλευρά με την 
ω.  
Αν όμως ο ημιάξονας Ox , στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά την αρνητική 
φορά, συμπληρώσει ν πλήρεις στροφές και στη συνέχεια διαγράψει τη γωνία 

ω, τότε θα έχει διαγράψει γωνία 360ν ω   , που έχει και αυτή την ίδια τε-
λική πλευρά με την ω.  

Οι παραπάνω γωνίες, που είναι της μορφής 360 ,  k ω k    , επειδή έχουν 

την ίδια τελική πλευρά θα έχουν και τους ίδιους τριγωνομετρικούς αριθμούς. 
Επομένως, για κάθε k  θα ισχύει:  

   
   

360 ,  360

360 ,    360

ημ k ω ημω εφ k ω εφω

συν k ω συνω σφ k ω σφω

     

     

 

 
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Ο τριγωνομετρικός κύκλος  

Για έναν κατά προσέγγιση, αλλά σύντομο, υπολογισμό των τριγωνομετρικών 
αριθμών, χρησιμοποιούμε τον λεγόμενο τριγωνομετρικό κύκλο. Ο τριγωνο-
μετρικός κύκλος θα μας εξυπηρετήσει και σε άλλους σκοπούς, όπως θα φα-
νεί στις επόμενες παραγράφους.  

Με κέντρο την αρχή Ο(0,0)  
ενός συστήματος συντεταγμέ-
νων και ακτίνα 1ρ   γράψουμε 
έναν κύκλο. Ο κύκλος αυτός 
λέγεται τριγωνομετρικός κύ-
κλος.  

Έστω τώρα ότι η τελική πλευ-
ρά μιας γωνίας, π.χ. της γωνίας 
ω=35ο, τέμνει τον κύκλο αυτό 

στο σημείο  Ν ,α β .  

Επειδή 35
β

ημ
ρ

  και 1ρ   θα 

ισχύει 35 0,57ημ β  . Ομοί-

ως, επειδή 35
α

συν
ρ

  και 1ρ  , θα ισχύει 35 0,82συν α = . 

Γενικότερα, αν η τελική πλευρά μιας γωνίας ω τέμνει τον τριγωνομετρικό 

κύκλο στο σημείο  Μ ,x y , τότε ισχύει: 

τετμημένη του σημείου Μ

τεταγμένη του σημείου Μ

συνω x

ημω y

 
 

 

Για το λόγο αυτό ο άξονας 'x x  λέγεται και άξονας των συνημίτονων, ενώ ο 
άξονας 'y y  λέγεται και άξονας των ημίτονων. 

Άμεσες συνέπειες του παραπάνω συμπεράσματος είναι οι εξής: 

1. Οι τιμές του συνω και του ημω  μιας γωνίας ω δεν μπορούν να υπερ-
βούν κατ' απόλυτη τιμή την ακτίνα του τριγωνομετρικού κύκλου, που 
είναι ίση με 1. Δηλαδή ισχύει:  

1 1     και     1 1συνω ημω       
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2. Τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας ω, ανάλογα με 
το τεταρτημόριο στο οποίο βρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας αυ-
τής, είναι όπως δείχνει ο παρακάτω πίνακας.  

 1ο 2ο 3ο 4ο 

ημω         
συνω         
εφω         
σφω         

 

Ο άξονας των εφαπτομένων 

Θεωρούμε τον τριγωνομετρικό 
κύκλο και μια γωνία ω που η τελι-
κή της πλευρά τον τέμνει στο ση-
μείο ( , )M x y . Φέρνουμε την εφα-

πτομένη ε του τριγωνομετρικού 
κύκλου στο σημείο Α.  

Αν η τελική πλευρά της γωνίας 
βρίσκεται στο 1ο τεταρτημόριο και 
η ευθεία ΟΜ τέμνει την ε στο Ε, 
τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο 

AO E


 θα έχουμε  

 
 

   
1

ΑΕ ΑΕ
εφω ΑΕ

ΟΑ
    

Αν με Ey  παραστήσουμε την τεταγμένη του Ε, τότε θα ισχύει   EΑΕ y , 

οπότε θα είναι 

Eεφω y . 

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε και όταν η τελική πλευρά της γωνίας ω 
βρίσκεται σε οποιοδήποτε άλλο τεταρτημόριο.  

Επομένως σε κάθε περίπτωση ισχύει: 

Ε τεταγμένη του σημείου Εεφω y   

Για το λόγο αυτό η ευθεία ε, που έχει εξίσωση 1x  , λέγεται άξονας των 
εφαπτομένων.  



7.1  Τριγωνομετρικοί Αριθμοί Γωνίας                                                              185 

Το ακτίνιο ως μονάδα μέτρησης γωνιών  

Έχουμε γνωρίσει στο Γυμνάσιο το ακτίνιο ως 
μονάδα μέτρησης τόξων. Συγκεκριμένα, ένα 

τόξο AB  ενός κύκλου  Ο, ρ  λέγεται τόξο ενός 

ακτινίου (ή 1rad), αν το τόξο αυτό έχει μήκος 
ίσο με την ακτίνα ρ του κύκλου. Επομένως, το 
τόξο α ακτινίων (ή  α rad ) έχει μήκος S α ρ  . 

Ορίζουμε τώρα το ακτίνιο και ως μονάδα μέ-
τρησης των γωνιών ως εξής:  

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Ακτίνιο (ή 1 rad ) είναι η γωνία η οποία, όταν γίνει επίκεντρη σε έναν 
κύκλο, βαίνει σε τόξο ενός ακτινίου (ή 1 rad ). 

Από τον ορισμό αυτό προκύπτει και η σχέση μοίρας και ακτινίου ως μονά-
δων μέτρησης γωνιών, ως εξής: 

Έστω ότι μια γωνία ω είναι μ και α rad . Επειδή το μήκος ενός κύκλου α-

κτίνας ρ είναι 2πρ, 

η γωνία 360  είναι ίση με 2  π rad . 
οπότε,  

η γωνία 1 rad  είναι ίση με 
360

2π
μοίρες,  

Επομένως,  

η γωνία α rad  είναι ίση με 
180

α
π

  μοίρες.  

Επειδή όμως η γωνία ω είναι μ , θα ισχύει 
180

μ α
π

  , οπότε θα έχουμε: 

180

α μ

π
  

Για παράδειγμα: 

 Για να εκφράσουμε τη γωνία 60  σε ακτίνια, θέτουμε στον τύπο 

180

α μ

π
  όπου 60μ   και έχουμε  

60

180 3
  

 


, 

Άρα είναι 60
3

π
rad . 
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 Για να εκφράσουμε τη γωνία 
5

6

π
rad  σε μοίρες, θέτουμε στον τύπο 

180

α μ

π
  όπου 

5

6

π
α   και έχουμε  

5
56 150

180 6 180

π
μ μ

μ
π

      

Άρα 
5

150
6

π
rad   . 

Στον παρακάτω πίνακα επαναλαμβάνουμε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς 
μερικών γωνιών που είχαμε υπολογίσει στο Γυμνάσιο και οι οποίοι είναι ι-
διαίτερα χρήσιμοι στις διάφορες εφαρμογές.  

Γωνία ω  Τριγωνομετρικοί αριθμοί 

σε μοίρες σε rad  ημω  συνω  εφω  σφω  

0  0  0  1  0  Δεν  
ορίζεται 

30  
6


 1

2
 3

2
 

3

3
 3  

45  
4


 2

2
 

2

2
 1  1  

60  
3


 3

2
 

1

2
 3  

3

3
 

90  
2


 1  0  Δεν  

ορίζεται 
0  

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 

Στη συνέχεια, επειδή στον τριγωνομετρικό κύκλο το τόξο x rad  έχει μήκος 

x, αντί να γράφουμε  

 ημ x rad ,     συν x rad ,    εφ x rad    και    σφ x rad , 

θα γράφουμε απλά  
ημx ,   x ,   εφx    και   σφx . 

Για παράδειγμα, αντί να γράφουμε π.χ. 
3

π
ημ rad

 
 
 

 θα γράφουμε απλά 
3

π
ημ  

και αντί  100ημ rad  θα γράφουμε απλά 100ημ . 
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1η Οι μετρήσεις που έκανε ένας μηχανι-
κός για να βρει το ύψος h ενός καμπανα-
ριού ΓΚ, φαίνονται στο διπλανό σχήμα. 
Να υπολογιστεί το ύψος του καμπαναριού 
σε μέτρα με προσέγγιση ακέραιας μονά-
δας. 
 
ΛΥΣΗ  

Από το σχήμα έχουμε:  

48
h

εφ
ΑΓ

 , οπότε 
48

h
ΑΓ

εφ
   

70
h

εφ
ΒΓ

 , οπότε 
70

h
ΒΓ

εφ
   

20ΑΓ ΒΓ ΑΒ m    

Επομένως 20
48 70

h h

εφ εφ
   , οπότε 

20 70 48

70 48

εφ εφ
h

εφ εφ






 

  . 

Με τους τριγωνομετρικούς πίνακες ή με ένα κομπιουτεράκι βρίσκουμε ότι  

70 2,75εφ     και  48 1,11εφ   . 

Αντικαθιστούμε στην (1) και έχουμε:  

61,05
37

1,64
h    

Άρα το ύψος του καμπαναριού είναι περίπου 37m .  

 
2η Να υπολογιστούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας 750ο. 
 
ΛΥΣΗ  

Αν διαιρέσουμε το 750 με το 360 βρίσκουμε πηλίκο 2 και υπόλοιπο 30, έτσι έχουμε  

750 2 360 30      

Επομένως  

  1
750 2 360 30 30

2
           

3
750 30

2
     

3
750 30

3
     750 30 3     
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3η Να υπολογιστούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας 
79

3

π
rad . 

 
ΛΥΣΗ  

Είναι 
79 79

2
3 6

π
π  . Αν τώρα διαιρέσουμε τον 79 με τον 6 βρίσκουμε πηλίκο 13 και 

υπόλοιπο 1. Επομένως είναι 
79 79 1

2 13 2 13 2
3 6 6 3

π π
π π π

        
 

, οπότε θα έχουμε: 

79 3
13 2

3 3 3 2

π π π
ημ ημ π ημ

      
 

 
79 1

3 3 2

π π
συν συν   

79
3

3 3

π π
εφ εφ   

79 3

3 3 3

π π
σφ σφ   

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 
1. Στο διπλανό σχήμα να υπολογίσετε τα μήκη 

,  x y και τη γωνία ω . 

 
 
 

2. Να υπολογίσετε τις πλευρές του τριγώνου 
του διπλανού σχήματος.  

 
3. Μια επίκεντρη γωνία ω βαίνει σε τόξο 6 .S cm  Να εκφράσετε τη γωνία αυτή 

σε ακτίνια, αν η ακτίνα του κύκλου είναι: 
i) 1ρ cm  ii) 2ρ cm  iii) 3ρ cm . 

 
4. Να εκφράσετε σε rad  γωνία 

i) 30   ii) 120   iii) 1260  iv) 1485  . 
 

5. Να μετατρέψετε σε μοίρες γωνία:  

i) 
10

π
rad  ii) 

5π

6
rad  iii) 

91π

3
rad  iv) 100rad . 

6. Να υπολογίσετε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνίας  

i)    1830   ii)    2940   iii)    1980  iv)    3600 . 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Σε μικρά αεροδρόμια υπο-
λογίζουν το ύψος των νεφών 
με τη βοήθεια μιας ισχυρής 
λάμπας εντός παραβολικού 
κατόπτρου, η οποία βρίσκε-
ται σε απόσταση 1000  πόδια 
(1πόδι  0,3 m ) από το ση-

μείο του παρατηρητή. Η λά-
μπα είναι τοποθετημένη υπό 
σταθερή γωνία και ο παρατηρητής στρέφει το όργανο παρατήρησης στο 
σημείο ανάκλασης του φωτός από τα νέφη.  

i) Να προσδιορίσετε το ύψος h  για 30ω   , 45  και 60 . 
ii) Πόση είναι η γωνία ω , αν 1000h   πόδια;  
 

2. Με τη βοήθεια του διπλανού σχήματος: 
i) Να δείξετε ότι: 

(ΑΓ) (ΒΓ) 2 45 2ημ   . 

ii) Να εξηγήσετε γιατί είναι 

(ΕΒ) 4 22,5ημ   . 

iii) Να υπολογίσετε το μήκος (ΓΕ) . 

iv) Να δείξετε, χρησιμοποιώντας το 

τρίγωνο ΒΕΓ


, ότι (ΕΒ) 2 2 2  . 

v) Να υπολογίσετε το 22,5ημ  .  

vi) Ποιων άλλων γωνιών μπορείτε να υπολογίσετε το ημίτονο και πώς 
πρέπει να συνεχιστεί η κατασκευή για το σκοπό αυτό; 
 

3. Να βρείτε την περίμετρο και το 
εμβαδόν του τριγώνου ΑΓΔ του 
διπλανού σχήματος. 

 

 

 

4. Η πιο αργή κίνηση που μπορεί να επισημάνει το ανθρώπινο μάτι είναι 1mm ανά 
δευτερόλεπτο. Να βρείτε πόσο μήκος πρέπει να έχει ο λεπτοδείκτης ενός ρολο-
γιού για να μπορούμε να επισημάνουμε την κίνηση του άκρου του. 
 
 
 

 
  

 
 



7.2  ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
 
 

Από τους ορισμούς των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας ω προκύ-
πτουν ορισμένες σχέσεις που τους συνδέουν και είναι γνωστές ως τριγωνο-
μετρικές ταυτότητες. Οι ταυτότητες αυτές είναι χρήσιμες στο λογισμό με 
παραστάσεις που περιέχουν τριγωνομετρικούς αριθμούς. 

Συγκεκριμένα ισχύουν:  

1.  2 2 1ημ ω συν ω   

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Αν  ,M x y  είναι το σημείο στο οποίο η 

τελική πλευρά της γωνίας ω τέμνει τον 
τριγωνομετρικό κύκλο, τότε θα είναι: 

και  x συνω y ημω    

Επειδή όμως,  

2 22 2 2( ) 1 και  ( )OM OM x y x y      

θα ισχύει: 
2 2 1x y  , 

οπότε θα έχουμε:  
2 2 1συν ω ημ ω   

 

2.  και   
ημω συνω

εφω σφω
συνω ημω

   

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Στο ίδιο σχήμα έχουμε: 
y ημω

εφω
x συνω

         (εφόσον 0x συνω   

x συνω
σφω

y ημω
         (εφόσον 0y ημω  . 
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Με τη βοήθεια των ταυτοτήτων (1) και (2), θα αποδείξουμε δύο επιπλέον χρήσι-
μες ταυτότητες.  
 

3.  1εφω σφω   

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Είναι: 

   και          (εφόσον  0   και   0) 
ημω συνω

εφω σφω συνω ημω
συνω ημω

     

Επομένως: 

1
ημω συνω

εφω σφω
συνω ημω

    . 

 

4.  
2 2

2 2

1
και

1 1

εφω
συν ω ημ ω

εφ ω εφ ω
 

 
 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

i) Διαιρούμε και τα δύο μέλη της ταυτότητας 2 2 1ημ ω συν ω   με 2 0συν ω   

και έχουμε:  

2 2
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
1

1

ημ ω συν ω
εφ ω συν ω

συν ω ημ ω συν ω συν ω εφ ω
      


. 

Άρα 2
2

1

1
συν ω

εφ ω



. 

ii) Αν στην ταυτότητα 2 2 1ημ ω συν ω   θέσουμε 2
2

1

1
συν ω

εφ ω



, έχουμε:  

2
2 2 2

2 2 2

1 1
1 1

1 1 1

εφ ω
ημ ω ημ ω ημ ω

εφ ω εφ ω εφ ω
      

  
. 

Άρα 
2

2
21

εφ ω
ημ ω

εφ ω



. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

1η Αν 
5

13
ημω   και 90 180ω   ,  να βρεθούν οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθ-

μοί της γωνίας ω. 

 

ΛΥΣΗ  
Από την ταυτότητα 2 2 1ημ ω συν ω  προκύπτει ότι 2 21συν ω ημ ω  . Αντικαθιστού-

με το ημω  με 
5

13
 και έχουμε:  

2
2 5 25 169 25 144

1 1
13 169 169 169

συν ω
       

 
. 

Επειδή 90 180ω   , είναι 0συνω  , οπότε έχουμε  

144 12

169 13
συνω      

Από τις ταυτότητες τώρα 
ημω

εφω
συνω

  και 
συνω

σφω
ημω

 , έχουμε:  

5
513

12 12
13

εφω   


 και 

12
1213

5 5
13

σφω


    

 
2η Να αποδειχθεί ότι  

i) 4 4 2 21 2ημ ω συν ω ημ ωσυν ω                ii) 4 4 22 1ημ ω συν ω ημ ω    

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

i) Έχουμε διαδοχικά:  

   
 

2 24 4 2 2

22 2 2 2

2 2 2 2

2

1 2 , (επειδή 1)

ημ ω συν ω ημ ω συν ω

ημ ω συν ω ημ ω συν ω

ημ ω συν ω ημ ω συν ω

  

   

    

 

ii) Έχουμε διαδοχικά: 

   
  

 

2 24 4 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

(επειδή 1)

1 2 1.

ημ ω συν ω ημ ω συν ω

ημ ω συν ω ημ ω συν ω

ημ ω συν ω ημ ω συν ω

ημ ω ημ ω ημ ω

  

  

   

    
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Αν 
3

5
ημx   και 

2

π
x π  , να βρείτε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς 

της γωνίας  x rad . 

2. Αν 
2

3
συνx    και 

3

2

π
π x  , να βρείτε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθ-

μούς της γωνίας  x rad . 

3. Αν  
3

3
εφx    και 

3
2

2

π
x π  ,  να βρείτε τους άλλους τριγωνομετρικούς 

αριθμούς της γωνίας  x rad . 

4. Αν 
2 5

5
σφx   και 0

2

π
x  , να βρείτε τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθ-

μούς της γωνίας  x rad . 

5. Αν 2σφx    και 
3

2
2

π
x π  , να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης 

2

1

ημxσυνx

συνx
. 

6. Να εξετάσετε, αν υπάρχουν τιμές του x  για τις οποίες: 
i) Να ισχύει συγχρόνως 0ημx   και 0συνx  . 

ii) Να ισχύει συγχρόνως 1ημx   και 1συνx  . 

iii) Να ισχύει συγχρόνως 
3

5
ημx   και 

4

5
συνx  . 

7. Να αποδείξετε ότι, τα σημεία  ,M x y  του επιπέδου με 3x συνθ  και 

3y ημθ , είναι σημεία κύκλου  0,0O  κέντρου και ακτίνας 3ρ  . 

8. Αν ισχύει 2x συνθ  και 3y ημθ , να δείξετε ότι 2 29 4 36x y  . 

9. Αν είναι  x r ημθσυνφ ,  y r ημθημφ  και  z r συνθ , να δείξετε ότι 
2 2 2 2x y z r   . 

10. Να αποδείξετε ότι: 

i) 
1

1

ημα συνα

συνα ημα





 ii) 4 4 22 1συν α ημ α συν α   . 
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11. Να αποδείξετε ότι: 

i) 
1 2

1

ημθ συνθ

συνθ ημθ ημθ


 


 ii) 

2

1 1

συνx συνx

ημx ημx συνx
 

 
. 

12. Να αποδείξετε ότι: 

i) 
εφα σφβ εφα

εφβ σφα εφβ





 ii) 2 2 2 2εφ α ημ α εφ α ημ α   . 

13. Να αποδείξετε ότι: 

i) 
1 1

συνx ημx
ημx συνx

εφx σφx
  

 
 ii)   1

1 1συνx ημx εφx
συνx

     
 

. 

iii) 
1

ημx συνx
εφx σφx

 


 iv) 
1 1

ημx συνx ημx συνx
ημx συνx

       
  

 

 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Αν ημx συνx α  , να υπολογίσετε ως συνάρτηση του α  τις παραστάσεις: 

i) ημx συνx   ii) 
1 1

ημx συνx
   

iii)  εφx σφx  iv) 3 3ημ x συν x . 

2. Να αποδείξετε ότι: 

i) 4 4 2 21 2ημ x συν x ημ x συν x      ii) 6 6 2 21 3ημ x συν x ημ x συν x    . 

iii) Η παράσταση    6 6 4 42 3ημ x συν x ημ x συν x    έχει τιμή ανεξάρτητη του 

x , δηλαδή είναι σταθερή.  

3. Αν 
2 2

π π
x   , να αποδείξετε ότι 

1 1
2

1 1

ημx ημx
εφx

ημx ημx

 
 

 
. 

4. Αν 0
2

π
x  , να αποδείξετε ότι 

1 1 1

11 1

συνx συνx ημx συνx

συνx ημxσυνx συνx

   
 

  
.  

 
 
 

 



7.3  ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΤΟ 1ο ΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΟ  
 
 
Ο υπολογισμός των τριγωνομετρικών αριθμών οποιασδήποτε γωνίας μπορεί 
να γίνει, όπως θα δούμε στη συνέχεια, με τη βοήθεια πινάκων που δίνουν 
τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών από 0ο μέχρι 90ο.  
Ας θεωρήσουμε δύο γωνίες ω και ω' που οι τελικές πλευρές τους τέμνουν 
τον τριγωνομετρικό κύκλο στα σημεία Μ και Μ' αντιστοίχως.  
 

Γωνίες αντίθετες  
Αν οι γωνίες ω και ω' είναι αντίθε-
τες, δηλαδή αν ω ω′ = − , τότε, όπως 
φαίνεται στο διπλανό σχήμα, τα ση-
μεία Μ και Μ΄ είναι συμμετρικά ως 
προς τον άξονα x x′ . Επομένως τα 
σημεία αυτά έχουν την ίδια τετμη-
μένη και αντίθετες τεταγμένες.  

Έχοντας υπόψη τους ορισμούς των 
τριγωνομετρικών αριθμών, συμπε-
ραίνουμε ότι: 

( ) ( )
( ) ( )

συν ω συνω ημ ω ημω
εφ ω εφω σφ ω σφω

− = − = −
− = − − = −

Δηλαδή:  
Οι αντίθετες γωνίες έχουν το ίδιο συνημίτονο και αντίθετους τους άλ-
λους τριγωνομετρικούς αριθμούς.  

Για παράδειγμα: 

 Έχουμε: 

( ) ( ) 130 30
2

ημ ημ− = − = −  ( ) ( ) 330 30
2

συν συν− = =  

( ) ( ) 330 30
3

εφ εφ− = − = −  ( ) ( )30 30 3σφ σφ− = − = −  

 Επίσης, έχουμε: 

2
4 4 2
π πημ ημ⎛ ⎞− = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 2

4 4 2
π πσυν συν⎛ ⎞− = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
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1
4 4
π πεφ εφ⎛ ⎞− = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 1

4 4
π πσφ σφ⎛ ⎞− = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Γωνίες με άθροισμα 180ο 
Αν οι γωνίες ω και ω' έχουν άθροι-
σμα 180 , δηλαδή αν 180ω ω′ = − , 
τότε, όπως φαίνεται στο διπλανό 
σχήμα, τα σημεία Μ και Μ' είναι 
συμμετρικά ως προς τον άξονα y y′ . 
Επομένως τα σημεία αυτά έχουν 
την ίδια τεταγμένη και αντίθετες 
τετμημένες.  
Έχοντας υπόψη τους ορισμούς των 
τριγωνομετρικών αριθμών, συμπε-
ραίνουμε ότι:  

( ) ( )
( ) ( )
180 180

180 180

ημ ω ημω συν ω συνω

εφ ω εφω σφ ω σφω

− = − = −

− = − − = −
 

Δηλαδή,  

Οι γωνίες με άθροισμα 180ο έχουν το ίδιο ημίτονο και αντίθετους τους 
άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς.  

Για παράδειγμα: 

 Επειδή 150 180 30= − , έχουμε: 

( ) 1150 180 30 30
2

ημ ημ ημ= − = =  

( ) 3150 180 30 30
2

συν συν συν= − = − = −  

( ) 3150 180 30 30
3

εφ εφ εφ= − = − = −  

( )150 180 30 30 3σφ σφ σφ= − = − = −  

 Επειδή 2
3 3
π ππ= − , έχουμε: 

2 3
3 3 3 2
π π πημ ημ π ημ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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2 1
3 3 3 2
π π πσυν συν π συν⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 3
3 3 3
π π πεφ εφ π εφ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 3
3 3 3 3
π π πσφ σφ π σφ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
Γωνίες που διαφέρουν κατά 180ο  
Αν οι γωνίες ω και ω' διαφέρουν κατά 
180o, δηλαδή αν 180ω ω′ = + , τότε, 
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα, τα 
σημεία Μ και Μ' είναι συμμετρικά ως 
προς την αρχή των αξόνων. Επομένως 
τα σημεία αυτά έχουν αντίθετες τε-
τμημένες και αντίθετες τεταγμένες.  

Έχοντας υπόψη τους ορισμούς των 
τριγωνομετρικών αριθμών, συμπεραί-
νουμε ότι:  

( ) ( )
( ) ( )
180 180

180 180

ημ ω ημω συν ω συνω

εφ ω εφω σφ ω σφω

+ = − + = −

+ = + =

Δηλαδή,  

Οι γωνίες που διαφέρουν κατά 180ο έχουν αντίθετο ημίτονο και συνημί-
τονο, ενώ έχουν την ίδια εφαπτομένη και συνεφαπτομένη.  

Για παράδειγμα: 

 Επειδή 210 180 30= + , έχουμε: 

( ) 1210 180 30 30
2

ημ ημ ημ= + = − = −  

( ) 3210 180 30 30
2

συν συν συν= + = − = −  

( ) 3210 180 30 30
3

εφ εφ εφ= + = =  

( )210 180 30 30 3σφ σφ σφ= + = =  
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 Επειδή 4
3 3
π ππ= + , έχουμε: 

4 3
3 3 3 2
π π πημ ημ π ημ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

4 1
3 3 3 2
π π πσυν συν π συν⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

4 3
3 3 3
π π πεφ εφ π εφ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

4 3
3 3 3 3
π π πσφ σφ π σφ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
Γωνίες με άθροισμα 90ο  
Αν οι γωνίες ω και ω' έχουν άθροισμα 
90ο, δηλαδή 90ω ω′ = − , τότε, όπως 
φαίνεται στο διπλανό σχήμα, τα ση-
μεία Μ και Μ' είναι συμμετρικά ως 
προς τη διχοτόμο της γωνίας Ο̂x y . 
Επομένως η τετμημένη του καθενός 
ισούται με την τεταγμένη του άλλου. 

Έχοντας υπόψη τους ορισμούς των 
τριγωνομετρικών αριθμών, συμπεραί-
νουμε ότι:  

( ) ( )
( ) ( )
90 90

90 90

ημ ω συνω συν ω ημω

εφ ω σφω σφ ω εφω

− = − =

− = − =

Δηλαδή,  

Αν δύο γωνίες έχουν άθροισμα 90ο, τότε το ημίτονο της μιας ισούται με 
το συνημίτονο της άλλης και η εφαπτομένη της μιας ισούται με τη συνε-
φαπτομένη της άλλης.  

Για παράδειγμα, επειδή 60 90 30= − , έχουμε: 

360 30
2

ημ συν= = ,  160 30
2

συν ημ= = , 

60 30 3εφ σφ= =                και 360 30
3

σφ εφ= =  
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ΣΧΟΛΙΟ  

Από τα προηγούμενα καταλαβαίνουμε ότι δεν χρειάζεται να έχουμε πίνακες 
τριγωνομετρικών αριθμών όλων των γωνιών, αλλά μόνο των γωνιών από  0ο 
μέχρι 90ο. 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

1η Δίνεται ότι 1 536
4

συν +
= . Να υπολογιστούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί 

της γωνίας 54   
 
ΛΥΣΗ  

Επειδή 54 90 36= − , έχουμε  

1 554 36
4

ημ συν +
= =  

Σύμφωνα με την ταυτότητα 2 2 1ημ ω συν ω+ =  ισχύει 2 254 54 1ημ συν+ = , οπότε:  
2

2 2 1 5 6 2 5 10 2 554 1 54 1 1
4 16 16

συν ημ
⎛ ⎞+ + −

= − = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

οπότε 

10 2 554
4

συν −
=  

Επομένως είναι:  

54 1 554
54 10 2 5

ημεφ
συν

+
= =

−
          και        54 10 2 554

54 1 5
συνσφ
ημ

−
= =

+
. 

 
2η Να υπολογιστεί με τη βοήθεια της γωνίας ω οι τριγωνομετρικοί αριθμοί των 

γωνιών: 

α) 90 ω+ , β) 270 ω−         και γ) 270 ω+  

 

ΛΥΣΗ 
i)  Επειδή ( )90 90ω ω+ = − − , έχουμε:  

( ) ( )( ) ( )90 90ημ ω ημ ω συν ω συνω+ = − − = − = . 

Ομοίως υπολογίζονται οι υπόλοιποι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 90 ω+ . 
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ii) Επειδή ( )270 180 90ω ω− = + − ,έχουμε:  

( ) ( )( ) ( )270 180 90 90 νημ ω ημ ω ημ ω συ ω− = + − = − − = − . 

Ομοίως υπολογίζονται οι υπόλοιποι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 270 ω− . 

iii) Επειδή ( )270 360 90 360 90ω ω ω+ = − + = + − ,έχουμε:  

( ) ( ) ( )270 90 90εφ ω εφ ω εφ ω σφω+ = − = − − = − . 
Ομοίως υπολογίζονται οι υπόλοιποι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας 270 ω+ . 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας: 
i) 1200  ii) 2850− . 

2. Να βρείτε τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της γωνίας  

i) 187  rad
6
π   ii) 21 rad

4
π . 

3. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ  να αποδείξετε ότι: 
i) ( )Α Β Γημ ημ= +   ii) ( )Α Β Γ 0συν συν+ + =  

iii) Α Β Γ
2 2

ημ συν +
=   iv) Α Β Γ

2 2
συν ημ +

= . 

4. Να απλοποιήσετε την παράσταση 
( ) ( )
( ) ( )

180

90

συν α συν α

ημ α ημ α

− ⋅ +

− ⋅ +
. 

5. Να αποδείξετε ότι: 
( ) ( )

( ) ( )

92
2 1

2113
2

πεφ π x συν π x συν x

πημ π x συν x σφ x

⎛ ⎞− ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠ = −

⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

6. Να δείξετε ότι έχει σταθερή τιμή η παράσταση: 

( ) ( ) ( )2 22 2
2
πημ π x συν π x συν π x ημ x⎛ ⎞− + − − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ 

1. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

( )
( )

495 120 495 120

120 495

ημ συν συν συν

εφ εφ

⋅ + ⋅ −

− +
. 

2. Να αποδείξετε ότι: 

( ) ( )

( ) ( )
2

5 75 7
2 2 1
5 75 7
2 2

π πημ π ω συν π ω ημ ω συν ω
ημ ω

π πσφ π ω ημ π ω συν ω σφ ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ − ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ = −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ − ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

3. Αν 5
3 6
π πεφ x εφ x⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 

2 2

3 6
π πεφ x εφ x⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

4. Να αποδείξετε ότι: 
( )0 1

( )
εφ π x

εφx σφ π x
+

< <
+ +

.  

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΟΥ 7ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 
 

I. Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να κυκλώσετε το γράμμα Α, 
αν ο ισχυρισμός είναι αληθής και το γράμμα Ψ, αν ο ισχυρισμός είναι 
ψευδής. 

1.  Αν 1ημω = , τότε υποχρεωτικά θα είναι 0συνω = . Α Ψ  

2.  Αν 0συνω = , τότε υποχρεωτικά θα είναι 1ημω = . Α Ψ  

3.  Υπάρχει γωνία ω με 2ημω συνω+ = .  Α Ψ  

4.  Για κάθε γωνία ω ισχύει 21ημω συν ω= −  Α Ψ  

5.  2 220 70 1ημ ημ+ =  Α Ψ  

6.  Για κάθε x∈R  ισχύει ( )ημ x π ημx− = −  Α Ψ  

7.  Για κάθε x∈R  ισχύει 2 2ημ x ημx=  Α Ψ  
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8.  Αν  ( ) 0
2
πσυν x ημx− + = , τότε 0ημx =  Α Ψ  

9.  Για κάθε x∈R  ισχύει ( ) ( ) 0
6 3
π πσυν x ημ x− − + =  Α Ψ  

 

II. Να αντιστοιχίσετε καθένα από τους τριγωνομετρικούς αριθμούς της Α΄ 
ομάδας με τον ίσο του από τη Β΄ ομάδα.  

Α΄  ΟΜΑΔΑ Β΄  ΟΜΑΔΑ 

1 120ημ  Α 3−  

2 150συν  Β 3
2

−  

3 210ημ  Γ 3
3

−  

4 300συν  Δ 1
2

−  

5 210εφ  Ε 1
2

 

6 300σφ  

 

Ζ 3
3

 

7 300εφ  
 

Η 3
2

 

8 210σφ   Θ 3  
 

III. Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να επιλέξετε τη σωστή απά-
ντηση. 

1. Αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο ( 90Α = ) και όχι ισοσκελές, τότε: 

Α) 2 2 1ημ Β ημ Γ+ = ,        Β) 2 2 1ημ Β συν Γ+ = ,       Γ) 1εφΒ = . 

2. Αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ δεν είναι ορθογώνιο τότε: 

Α) ( )συν Β Γ συνΑ+ = ,    Β) ( )ημ Β Γ ημΑ+ = ,        Γ) ( )εφ Β Γ εφΑ+ = . 

3. Αν ένα τρίγωνο ΑΒΓ δεν είναι ορθογώνιο τότε: 

Α) ( )
2 2

Β Γ Ασυν ημ+
= ,    Β), ( )

2 2
Β Γ Ασυν συν+

=    Γ) ( )
2 2

Β Γ Αεφ εφ+
= . 
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ 
 
Ενώ είναι κοινώς παραδεκτό ότι η γεωμετρία είναι δημιούργημα της κλασι-
κής περιόδου της αρχαίας Ελλάδας, εντούτοις δεν είναι εξίσου γνωστό ότι η 
τριγωνομετρία είναι δημιούργημα της ελληνιστικής περιόδου με πρωταγωνι-
στές τον 'Ιππαρχο, τον Μενέλαο και τον Πτολεμαίο.  

Η τριγωνομετρία ξεπήδησε στην προσπάθεια να θεμελιωθεί μια ποσοτική 
αστρονομία η οποία θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί για να προβλεφθούν οι 
θέσεις των ουρανίων σωμάτων, ο υπολογισμός του ημερολογίου και να ε-
φαρμοσθεί στη ναυσιπλοΐα και στη γεωγραφία. Θεμελιωτής της αστρονομίας 
υπήρξε ο Ίππαρχος που έζησε στη Ρόδο και στην Αλεξάνδρεια και πέθανε 
γύρω στο 125 π.Χ. Για την προσωπική του ζωή ξέρουμε πολύ λίγα και τα 
περισσότερα που ξέρουμε γι' αυτόν προέρχονται από τα βιβλία του Πτολε-
μαίου. Ο Ίππαρχος συνέβαλε αποφασιστικά στη διαμόρφωση της θεωρίας 
των επικύκλων, και ήταν σε θέση να υπολογίσει εκλείψεις της σελήνης με 
ακρίβεια μιας έως δύο ωρών. Διέθετε επίσης και μια θεωρία για μια ικανο-
ποιητική εξήγηση του φαινομένου των εποχών.  

Η σημαντικότερη ανακάλυψη του ήταν ότι τα σημεία που ο άξονας περι-
στροφής της γης τέμνει την ουράνια σφαίρα μετακινούνται και διαγράφουν 
κύκλο με περίοδο 2600 χρόνια Το μεγαλύτερο μέρος της τριγωνομετρίας του 
Ιππάρχου αναφέρεται σε αυτό που σήμερα ονομάζουμε σφαιρική τριγωνομε-
τρία. Και αυτό είναι μοιραίο, αφού τον ενδιέφεραν κυρίως τρίγωνα που σχη-
ματίζονται πάνω στον ουράνιο θόλο. Όμως ανέπτυξε και βασικά σημεία της 
επιπέδου τριγωνομετρίας.  

Το έργο του Ίππαρχου συνέχισε ο Μενέλαος που έζησε γύρω στο 98 μ.Χ. 
και του οποίου το βασικό έργο είναι τα «σφαιρικά».  

Η ανάπτυξη της ελληνικής τριγωνομετρίας και των εφαρμογών της στην α-
στρονομία ολοκληρώνεται με το έργο του Πτολεμαίου που έζησε στην Αλε-
ξάνδρεια γύρω στο 168 μ.Χ. και του οποίου το κύριο σύγγραμμα είναι η Αλ-
μαγέστη (αραβική παραφθορά της λέξης «Μεγίστη»).  

Το βιβλίο Α της Αλμαγέστης περιέχει όλα τα αναγκαία θεωρήματα για την 
κατασκευή ενός πίνακα ημιτόνων και συνημιτόνων. Το Βασικό θεώρημα για 
την κατασκευή αυτού του πίνακα είναι το εξής:  

«Έστω ΑΒΓΔ  είναι κυρτό τετράπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο. Τότε ισχύει:  

ΑΒ ΓΔ+ΑΔ ΒΓ=ΑΓ ΒΔ⋅ ⋅ ⋅ ». 
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Στο θεώρημα αυτό στηρίχτηκε και ο Πτολεμαίος για να βρει διάφορους τρι-
γωνομετρικούς τύπους μεταξύ των οποίων και αυτού που σήμερα εκφράζου-
με ως  

ημ( α - β ) ημα συνβ συνα ημβ= ⋅ − ⋅  

Η Αλμαγέστη έκανε για την τριγωνομετρία ότι έκαναν τα «Στοιχεία του Ευ-
κλείδη» για τη Γεωμετρία: Την διετύπωσαν στη μορφή που παρέμεινε για τα 
επόμενα 1000 χρόνια.  

Μετά το 200 μ.Χ. με την τριγωνομετρία ασχολήθηκαν και οι Ινδοί με κίνη-
τρο επίσης την αντιμετώπιση αστρονομικών προβλημάτων. Δεν είχαν σημα-
ντική συνεισφορά και αξίζει να σημειωθεί ότι για διάφορους τριγωνομετρι-
κούς και αστρονομικούς όρους όπως κέντρο, λεπτό κτλ., χρησιμοποιούσαν 
τις ελληνικές λέξεις.  

Κατά τα χρόνια του Μεσαίωνα με την τριγωνομετρία ασχολούνται και οι 
Άραβες, χωρίς να συνεισφέρουν σε αυτήν κάτι σημαντικό δικό τους. Συνέ-
βαλαν όμως στο να μεταδώσουν την Ελληνική τριγωνομετρία στην Ευρώπη.  


