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4.1 Εισαγωγή 

 Η  προσπάθεια επίλυσης των: 

 � εξισώσεων 3ου βαθµού ( )3 2 0ax x xβ γ δ+ + + = , µε πραγµατικούς 

συντελεστές και  

 �  των δευτεροβάθµιων εξισώσεων ( )2 0ax xβ γ+ + = , µε πραγµατικούς 

συντελεστές και αρνητική διακρίνουσα,  

οδήγησε τους µαθηµατικούς (S.Del Ferro, N. Tartaglia, R. Bombelli), στα µέσα του 

16ου αιώνα, στο να διευρύνουν το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ℝ µε τη 

δηµιουργία νέων αριθµών, της µορφής  a iβ+  στο υπερσύνολο ℂ, τους µιγαδικούς 

αριθµούς (complex   numbers). Στο ℂ οι πράξεις, οι ιδιότητες τους και η επίλυση των 

εξισώσεων, ταυτίζονται µε αυτές του ℝ.     

= Ιℂ ℝ∪  

{ } Q ά ίρρητοι αριθµο= ∪ℝ  

 *
: ,  

m
m Z n Z

n
Q
 = ∈ ∈ 
 

 

{ }0,  1,  2,  3,  ...Z = ± ± ±  

{ }..., 3, 2, 1= − − −−ℤ ℕ  

{ }0,  1,  2,  3,  ...N = ,      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.2 Ορισµοί φανταστικών και µιγαδικών   

Η εξίσωση 
2 , α + β  + γ = 0 µε  α, β, γx x ∈ℝ : 

� έχει δύο άνισες πραγµατικές ρίζες,  όταν 0∆ >  

� έχει µία διπλή πραγµατική ρίζα, όταν  0∆ =  

� είναι αδύνατη στο ℝ , όταν 0∆ <  
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∆ηλαδή,  

2
2

1,2

2 2

1 2

2

4
 , ∆= 4 0

2

α β γ 0                 , ∆= 4  =0
2

αδύνατη στο             , ∆= 4 0

x

x x x x

β β αγ
β αγ

α
β

β αγ
α

β αγ

 − ± −
= − >


 −

+ + = ⇔ = = −

 − <



ℝ

 

  Η εξίσωση 
2 1x = −  είναι αδύνατη στο ℝ, διότι πάντα 

2 0x ≥ . Προκειµένου να 

ξεπεραστεί αυτή η αδυναµία,  έγινε διεύρυνση του ℝ  σε ένα νέο σύνολο, το ℂ.  Το 

νέο υπερσύνολο έχει τις ίδιες πράξεις και ιδιότητες πράξεων µε το γνήσιο υποσύνολο 

του ℝ, αλλά περιέχει επιπλέον τουλάχιστον µία λύση της  
2 = 1x −   

Το ℂ περιέχει ως  στοιχείο του τον   αριθµό i , για τον οποίο ισχύει ότι  
2 1i = −  και 

ονοµάζεται φανταστική µονάδα. Κάθε αριθµός της µορφής ai , µε a∈ℝ ονοµάζεται 

φανταστικός αριθµός. Πρώτος ο Gauss εισήγαγε τον συµβολισµό 1i = − , αλλά ο 

Euler τον εισήγαγε οριστικά.  

  Κάθε αριθµός της µορφής z a bi= + , µε ,a b∈ℝ ονοµάζεται µιγαδικός. Ο 

αριθµός a  ονοµάζεται πραγµατικό µέρος του z  και συµβολίζεται ως  Re( )z , ενώ ο 

αριθµός b  ονοµάζεται φανταστικό µέρος του z  και συµβολίζεται ως Im( )z  Άρα, 

Re( ) Im( )z ia zb zi= + ⋅ = + ⋅  Κάθε a∈ℝ  είναι µιγαδικός αριθµός, διότι 0a a i= +  

Κάθε φανταστικός αριθµός bi  είναι µιγαδικός αριθµός, διότι 0bi bi= +  Άρα, 

0 Re( ) 0z I a z∈ ⇔ = ⇔ =  και 0 Im( ) 0z b z∈ ⇔ = ⇔ =ℝ   

         Είναι ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ℕ ℤ ℚ ℝ ℂ  και  =  Ιℂ ℝ∪ , όπου I  το σύνολο των φανταστικών 

αριθµών. Αν 0ab ≠ , τότε ο z  λέγεται καθαρός ή γνήσιος µιγαδικός. Είναι 

( )0, 0b bi bi= + =   και ( ),a b a bi= +  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 1 

Να παρασταθούν στο µιγαδικό επίπεδο, οι 1 i+ , 3 i+ , 2 4i+ , 3 2i+ , 1 4i− +  
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Εφαρµογή 2 

Να υπολογισθούν οι δυνάµεις της µορφής 
ki , k∀ ∈ℤ . Είναι  

0 1i = ,   
1i i= ,  

2 1i = − ,   

( )3 2 1i i i i i= = − = − ,  ( ) ( )4 2 2 1 1 1i i i= = − − =  

Aν ο ακέραιος 4k λ υ= +  µε  0 4υ≤ < , τότε 44

   1

 

, υ=0

, υ=1  
( )

, υ=2

, υ=3

1

k
i

i i ii i i

i

υ υ υλ λ

−





= = = = 

−



 

Είναι  
5 4 1 4 1ii i i i i+= = = ⋅ =  ,  

6 4 2 24 1 ( 1) 1i iii += = = ⋅ − = − , κλπ 

 

Εφαρµογή 3 

Χαρακτηρίστε ως αληθή ή ψευδή την παρακάτω πρόταση, αιτιολογώντας την 

απάντηση σας. Αν 1 2 1 21 2z , z  τότε z z 0 z 0 ή z =0⋅ = ⇔ =∈ℂ  

Η πρόταση είναι αληθής, διότι αν 1 2 1 2z z 0, τότε  z z 0= = ⋅ =  

Αν 1 1 2 2 2 21

11

1
z 0 , τότε z z 0 z 0 1 z 0 zz

z z

1
0⋅≠ ⋅ = ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⇔ =  

Οµοίως ενεργώ, όταν 2z 0≠  

  

Εφαρµογή 4 

Χαρακτηρίστε ως αληθή ή ψευδή την παρακάτω πρόταση,  αιτιολογώντας την 

απάντηση σας.  Η εξίσωση 
2 2 0x α+ =  έχει λύση στο  ℂ  

Η πρόταση είναι αληθής διότι, 
2 2 2 2 2 2 20 ( 1) 0 0x x x iα α α+ = ⇔ − − = ⇔ − = ⇔  

2 2( ) 0 ( ) ( ) 0   x i x i x xήx ii iα α α α α=− = ⇔ ⋅ = ⇔ = −− +  

Παράδειγµα 
2 29 0 9 3x x x i+ = ⇔ = − ⇔ = ±  

  

Εφαρµογή 5 

Χαρακτηρίστε ως αληθή ή ψευδή την παρακάτω πρόταση,  αιτιολογώντας την 

απάντηση σας. Αν 
2 2, : 0 0x y x y x y∈ + = ⇔ = =ℂ  

Η πρόταση είναι ψευδής διότι, αν 2 2 2 2
1 0

 τότε  1 1 1 0
0

x
x y i

y i

= ≠
+ = + = − =

= ≠
  ή 

επίσης 2 2
0

αν    τό 1τε  6
3

9 0
1 0

1 6 9
3

x
x y i

i
i

iy
− +

= ≠
+ = + − − =

= ≠

+

+ −
 

  

Εφαρµογή 6 

Για κάθε µη µηδενικό µιγαδικό z , ισχύει ότι 
2 0z > . Η πρόταση είναι ψευδής διότι, 

αν 
* 2 21 2  τότε (1 2 ) 1 4 4 3 4z i z i i i= + ∈ = + = − + = − +ℂ  ∆εν µπορώ να ισχυρισθώ ότι 

2 3 4 0z i= − + > ,  διότι το ℂ  δεν είναι διατεταγµένο (όπως ήταν το ℝ ). 

 

Εφαρµογή 7 

Να λυθεί στο ℂ , η 
2 6 10 0x x− + =  

Είναι 1a = , 6β = − ,  10γ = , ( )22 4 6 4 1 10 36 40 4 0β αγ= − = − − ⋅ ⋅ = − = − <∆  

Άρα,  1,2

6 4 6 2
3

2 2 2

ii i
z i

β
α

− ± ∆ ± ±
= = =

−
= ±  
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Επίσης,  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2

1 2 3 3 ... 6 10iax x x z x z x xix xβ γ α + −− + = − − = − − = = − +  

 

Εφαρµογή 8 

Να λυθεί στο ℂ , η 
23 3 1 0x x− + =  

Είναι 3a = ,  3β = − ,  1γ = , ( )22 4 3 4 3 1 9 12 3 0β αγ= − = − − ⋅ ⋅ = − = − <∆  

Άρα,  1,2

3 3 1 3

2 6 2 6

i
z

i
i

β
α

− ± ∆ ±
= = = ±

−
   Επίσης, ισχύει ότι 

( ) ( )2 2

1 2 3 ... 3
1 3 1 3

2
3 1

6 2 6
iax x x z x z x x x xiβ γ α

      
− + = − − = − − = = − +             

+


−

 

Εφαρµογή 9 

Να λυθεί στο ℂ , η 
24 12 13 0x x− + =  

Έχω 4a = , 12β = − , 13γ = , ( )22 4 12 4 4 13 144 208 64 0β αγ= − = − − ⋅ ⋅ = − = − <∆  

Άρα, 1,2

12 64 12 8 3

2 8 8 2

i i i
z i

β
α

− ± ∆ ± ±
= = =

−
= ± . Επίσης,  

( ) ( )2 2

1 2 4 ... 4 12
3

2
3

2
1

3
ax x x z x z xix x xiβ γ α

     − + = − − = − − = = − +          
+ −  

 

Εφαρµογή 10 

Να λυθεί στο ℂ , η 
2 4 8 0z z+ + =  

Είναι 
2 2α 1γ 8β 4 4 4 16 32 16 0∆ = − = − ⋅ ⋅ = − = − <  

Άρα, 1,2

14 4 4
2 2

2 2

6

1 2

i i i
ix

β
α

− ± − ± − ±
= = = = −

∆
±

⋅
−

 

 

Εφαρµογή 11 

Βρείτε τους  ,α β ∈ℝ  αν η 
2 0x ax β+ + =  έχει ρίζα τον 5 i−  

Η εξίσωση έχει πραγµατικούς συντελεστές και ρίζα τον 5 i− ,  άρα  έχει και άλλη µία 

ρίζα,  τον συζυγή του 5 i−  δηλαδή τον 5 i+  

Είναι        

    5

  5

   10

i

i

−

+ + ,   άρα 10a = −  

Είναι ( ) ( ) ( )2 25 5 5 25 1 26i i i− + = − = − − = , άρα 26β =  

Παρατήρηση 1 

Για το τριώνυµο 
2 0x Sx P− + = , ισχύει ότι 1 2S x x= +  και 1 2P x x= ⋅  

 

Εφαρµογή 12 

Να βρεθεί η εξίσωση 
2 β γ 0az z+ + =  όπου ,β,γa ∈ℝ  µε 0a ≠  αν µία λύση της είναι 

η 1 1z i= +  

Αφού το τριώνυµο µε πραγµατικούς συντελεστές, έχει ως µία λύση τον 1 1z i= +  θα 

έχει ως 2η λύση και τον συζυγή του, δηλαδή τον  2 1 1 1z z i i= = + = −   
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Είναι 

( ) ( ) 2

2

2

1

1 2

2
2

2
1 11

1

1 1 2

1S z

P i

i

z

i

i

z

z i

β
β αα

γ γ α
α

− = = + = + =  − =  
⇔   

=  = = ⋅ = = − = + =


−



+


−+

 

Άρα, ( )
0

2 2 2 2β γ 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0az z az az a z z z z
α

α
≠

+ + = ⇔ − + = ⇔ − + = − + =⇔  

 

4.3 Γεωµετρική παράσταση των µιγαδικών 

  Κάθε µιγαδικό α β , µε  α,βz i= + ∈ℝ  µπορώ να τον αντιστοιχίσω στο σηµείο 

( ),a βΜ  του επιπέδου. Αντιστρόφως,  κάθε σηµείο ( ),a βΜ  του επιπέδου µπορώ να 

το  αντιστοιχίσω στον µιγαδικό α β , µε  α,βz i= + ∈ℝ . Το Μ  ονοµάζεται εικόνα του 

µιγαδικού  α β , µε  α,βz i= + ∈ℝ  και συµβολίζεται ως ( )zΜ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Με αυτή την απεικόνιση: 

  1 Ο µιγαδικός 0z =  απεικονίζεται στην αρχή Ο  του ορθοκανονικού 

συστήµατος των αξόνων. 

  2 Οι πραγµατικοί αριθµοί, δηλαδή οι µιγαδικοί της µορφής 0z a i= + , 

απεικονίζονται στον οριζόντιο άξονα xx′  (άξονας των πραγµατικών αριθµών). Οι 

θετικοί πραγµατικοί αριθµοί, απεικονίζονται στον θετικό ηµιάξονα xΟ  ενώ οι 

αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί, απεικονίζονται στον αρνητικό ηµιάξονα x′Ο  

  3 Οι φανταστικοί αριθµοί, δηλαδή οι µιγαδικοί της µορφής 0z iβ= + , 

απεικονίζονται στον κατακόρυφο άξονα yy′  (άξονας των φανταστικών αριθµών). Οι 

έχοντες 0β > , απεικονίζονται στον θετικό ηµιάξονα Oy  ενώ οι έχοντες 0β < , 

απεικονίζονται στον αρνητικό ηµιάξονα Oy′  
 

 

 

 

 

 

 

 

4 Οι αντίθετοι µιγαδικοί απεικονίζονται στο επίπεδο, σε σηµεία συµµετρικά 

ως προς την αρχή των αξόνων. 

 

Εφαρµογή 13 

Να παρασταθούν στο µιγαδικό επίπεδο (ή επίπεδο Gauss) οι 3, 4i , 3 4i+ , 2 3i− , 

4 2i− +  
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Εφαρµογή 14 

Να παρασταθούν στο µιγαδικό επίπεδο οι x a bi= + , 
*x a bi= − , y c di= + , 

*y c di= − , αν , , , 0a b c d >  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 15 

Να παρασταθεί στο µιγαδικό επίπεδο ο z x yi= +  αν , 0x y >  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 16 

Να παρασταθούν στο µιγαδικό επίπεδο οι 2 8i+ , 5 i− + , 7 7i− − , 3 4i−  
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Εφαρµογή 17 

Να παρασταθούν στο µιγαδικό επίπεδο οι 5 6i+ , 4 4i− , 3 2i− −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.4 Ισότητα των µιγαδικών 

  Επειδή κάθε µιγαδικός z  γράφεται µε µοναδικό τρόπο στη µορφή a iβ+ , δύο 

µιγαδικοί 1z a iβ= + , 2z iγ δ= +  είναι ίσοι, αν και µόνο αν τα πραγµατικά και τα 

φανταστικά τους µέρη είναι, αντίστοιχα, ίσα µεταξύ τους.  

  ∆ηλαδή, 1 2z z i ia β δ
β δ
α γ

γ


= ⇔ + = +
=

=
⇔ 


  

Οι µιγαδικοί  δεν διατάσσονται, δηλαδή δεν έχει νόηµα να λέµε ότι ο 1z  είναι 

µεγαλύτερος ή µικρότερος του 2z  

 

4.3.1 Ιδιότητες της ισότητας των µιγαδικών 

  Ανακλαστική Κάθε µιγαδικός  είναι ίσος µε τον εαυτό του. ( )z z=  

  Συµµετρική Αν ο 1z  ισούται µε τον 2z , τότε και ο 2z  είναι ίσος µε τον 1z

Άρα, ( )1 2 2 1z z z z= ⇔ =  

  Μεταβατική Αν 1 2z z=  και 2 3z z= , τότε 1 3z z=  

 

Εφαρµογή 18 

Να λυθεί η ( ) ( ) ( )3 4 2 1i z i i+ + − = −  

Είναι ( ) ( )3 4 2 (1 )i z i i+ + − = − ⇔  

( ) ( )3 (1 ) 4 2i z i i+ = − − − ⇔  

( )3 3i z i+ = − + ⇔  
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( )
( ) ( )
( ) ( )

3 33

3 3 3

i ii
z

i i i

− + −− +
= = =
+ + −

9 3 3 1 8 6 4 3 4 3

9 1 10 5 5 5

i i i i
i

− + + + − + − + −
= = = +

+
 

                                                              

2ος τρόπος  Θέτω z a bi= +  και η εξίσωση ισοδυνάµως γράφεται 

( ) ( ) ( ) ( )3 + 4 2 1

           3 3 3

i a bi i i

a bi ai b i

+ + − = − ⇔

+ + − = − + ⇔
 

      ( ) ( )3 3 3a b b a i i− + + = − + ⇔

4

3  = 3 5

3  = 1 3

5

a
a b

b a
b

− =− −  
⇔  

+   =


     Άρα, 
4 3

5 5
z i= − +  

Εφαρµογή 19 

Να γραφεί στη µορφή a bi+ , όπου ,a b∈ℝ  ο  
1 2

3 7

i

i

+
+

 

Είναι 
(3 7 )

(3

1 2 (1 2 ) (3 14) (6 7) 17 17 1

3 7 (3 7 ) 9 49 58 58 587 )

i

i

i i i i
i

i i

+ + ⋅ + + − −
= = = = −

−+ ⋅ +
−

+
 

 

Παρατήρηση 2 

Επειδή 0 0 0i= + , έπεται ότι  0 0 και 0a iβ α β+ = ⇔ = =  

Απόδειξη 

( )22 2 20 0 0a i i iβ α β α β α β α β+ = ⇔ = − ⇔ = − ⇔ + = ⇔ = =  

Το αντίστροφο είναι προφανές. 

 

4.5 Μέτρο των µιγαδικών  

  Μέτρο ή απόλυτη τιµή ενός µιγαδικού z a iβ= +  ( ),α β∈ℝ  ονοµάζεται ο µη 

αρνητικός αριθµός 
2 2z α β= + , ο οποίος είναι η απόσταση από την αρχή του 

συστήµατος των αξόνων, της εικόνας του z , δηλαδή του σηµείου Μ 

 

Εξ ορισµού προκύπτουν:  

1 0 0z z= ⇔ =  

2 Το µέτρο ενός πραγµατικού αριθµού, είναι η απόλυτη τιµή του. 

3 λ∀ ∈ℝ  και z∀ ∈ℂ , ισχύει ότι z zλ λ= ⋅            

4 1 2,z z∀ ∈ℂ , ισχύει ότι 1 2 1 2z z z z= ⋅  

5 z∀ ∈ℂ  και ν∀ ∈ℕ , ισχύει ότι z z
νν =          
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6 *

1 2,  z z∀ ∈ ∀ ∈ℂ ℂ , ισχύει ότι 
11

2 2

zz

z z
=  

7 * z∀ ∈ℂ , ισχύει ότι 
1 1

z z
= ,  δηλαδή  

11z z
−− =     

8 z∀ ∈ℂ , ισχύει ότι z z=  

9 Η 
2 2z z=  ισχύει µόνο για τους πραγµατικούς αριθµούς.   

   Αν 3 4z i= +  τότε 5z =  άρα, 
2

25z =   

   Επίσης ( )( )2 3 4 3 4 7 24z z z i i i= ⋅ = + + = − +  

10 Το µέτρο ενός φανταστικού αριθµού ai , µε a∈ℝ  είναι a  

     Αν 1 15 5z i z= ⇒ =    

     Αν 1 14 4z i z=− ⇒ =  

11 Ισχύει ότι 0z r= >  αν και µόνο αν η εικόνα του z , δηλαδή 

το σηµείο Μ  ανήκει στον κύκλο 
2 2 2x y r+ =  

 

12 Έστω ο z a bi= +   Είναι 
1

2 2 2 2 2 2

1 a b a b
z i i

z a b a bz z

− = = − = −
+ +

 

Εφαρµογή 20 

Αν 3 4z i= +  τότε 
2 23 4 25 5z = + = =  

 

 

Εφαρµογή 21 

Υπολογίστε το 5 6i+  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 22 

Γράψτε στη µορφή  µε ,bi a bα + ∈ℝ , τους ( )31 2i− , ( ) 1
2 i

−
+  

Είναι ( ) 3 2 2 33
1 3 1 2 3 1 (2 ) (21 2 ) 1 6 12 8 11 2i i i i i ii = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − = − − + = − +−  

και  1

2

1 1 (2 ) 2 2 2 2 1

2 (2 ) (2 ) 4 4 1 5
( )

5
2

5

i i i i
i

i i i
i

i

− ⋅ − − − −
= = = = = = −
+ + ⋅ − − +

+  
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Εφαρµογή 23 

Αν 2z i= +  να γραφεί ο 1z−  στη µορφή a bi+  

Είναι 
( ) ( )

1 1 1 2 2 2 1

2 2 2 5 5 5

i i
z i

z i i i

− − −
= = = = = −

+ + −
 

 

Εφαρµογή 24 

Βρείτε  το µέτρο του 
1

2

1 3

i
z

i

+
=
−

 

Είναι 
( ) ( )
( ) ( )1 2 2

22 2 3 1 7 1 7
 = 

1 3 1 3

1 3 6

1 9 10 13 0 11 0

ii
z

i

i i i i
i

ii i

++ ++ + − − + −
= = =

+
= +

− − −
 

Άρα, 

2 2

1

1 7 1 49 5

10 10 100

0

100
z

−   = + = + =   
    10 0

1 1 1 2 2

2 22 2 2
= = = =  

 

Εφαρµογή 25 

Βρείτε τα µέτρα των ( )21z i= + ,  

3
1

1

i
w

i

− =  + 
, 1u i= − +   και ( ) ( )2

1 2 2 5v i i= − + +  

Είναι   ( ) ( ) ( ) ( )
2 222 2 21 1 1 1 2 2z i i= + = + = + = =  

Είναι   

3 3333

3

3

1 11 1 2
1 1

1 1 1 21

i ii i
w

i i ii

   − −− −   = = = = = = =         + + +    +   
 

Είναι  ( )2 21 1 1 1 2u = − + = + =  

Είναι ( ) ( )2 2 21 2 1 4 2 1 2 1 42 5 2 5 2 5 14i i iv i i i i ui= + +− = + + = + + =+ − ⋅ −− +− =⋅  

Συνεπώς, 2v u= =  

 

Εφαρµογή 26 

∆είξτε ότι z z= −  

Έστω z a iβ= + , µε ,α β ∈ℝ  Εξ ΄ ορισµού είναι  
2 2

z a β= +  Επίσης είναι   

z a iβ− = − − , άρα 
2 2 2 2

( ) ( )z a a zβ β− = − + − = + =   ∆ύο αντίθετοι µιγαδικοί, 

απεικονίζονται σε σηµεία µε αντίθετες συντεταγµένες, άρα σε σηµεία συµµετρικά ως 

προς την αρχή των αξόνων ( )0,  0Ο  

 

4.6 Συζυγείς µιγαδικοί   

  Συζυγής του z a iβ= +  είναι  ο a iβ−   και συµβολίζεται ως z  δηλαδή, 

i iα β α β+ = −  ∆ύο συζυγείς µιγαδικοί, απεικονίζονται σε σηµεία µε την ίδια 

τετµηµένη και αντίθετες τεταγµένες, άρα σε σηµεία συµµετρικά ως προς τον άξονα 

xx′  
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Εφαρµογή 27 

Να βρεθούν ,x y∈ℝ  ώστε 1 2z z=  αν  ( )1
= 2z x y i+ −  και 2 16 (4 )z x y i= − −   

Πρέπει   

( )42 162 16 2 16 9 18 2

1 (4 ) 1 4 4 1 7

1

4 1

xx xy x y x x

x y x y y x yy x

+ = + = + = = =      
⇔ ⇔ ⇔ ⇔        

− = − − = − = − ==  

−

  −  
 

 

Εφαρµογή 28 

Αν z x yi= +  µε , 0x y >  αποτυπώστε στο επίπεδο τους z− , z , z−  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 29 

Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα 

z  3 4i+  3 4i− +  3 4i−  3 4i− −  5 2i  

z        

z        

 

Είναι 

z  3 4i+  3 4i− +  3 4i−  3 4i− −  5 2i  

z  3 4i−  3 4i− −  3 4i+  3 4i− +  5 2i−  

z  5 5 5 5 5 2 

 

Εφαρµογή 30 

Να βρεθούν οι ,x y∈ℝ  ώστε οι ( )1
2z x y i= + +   και ( )2

16 4z x y i= − −   να είναι 

συζυγείς. 

Πρέπει 

2 16 2 16 2( ) 16

1 4 4

4

1 1

1

4

x y x y x

x y y

x

x y x

−+ = + = + =     
⇔ ⇔ ⇔     

= − = = −   −  
 

9 18 2

4 1 7

x x

y x y

= =  
⇔  

= − =  
 

Άρα, 1 (2 14) 16z i i= + + = +  και ( )2
16 8 7 16z i i= − − = −  
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Εφαρµογή 31 

Αν 2z i= + , να παρασταθούν στο επίπεδο οι ,  ,  ,  z z z z− −  

Είναι 2z i= + ,  2z i− = − − ,   2z i= − ,   2z i− = − +  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 32 

Να εκφρασθούν το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του z a bi= + , 

συναρτήσει του z  

  ( )2 Re
2

z a bi z z
z z a a z

z a bi

= +  +
⇒ + = ⇒ = =

= − 
 

 

( )
  

2 Im
2

z a bi z z
z z bi b z

iz a bi

= +  −
⇒ − = ⇒ = =

− = − + 
 

 

Εφαρµογή 33 

Να παρασταθούν στο επίπεδο, οι 2z i= + , 2z , 3z−  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.6.1 Ιδιότητες των συζυγών µιγαδικών 

1 Από τον ορισµό προκύπτει  ότι  ( )z z= , δηλαδή συζυγής του συζυγούς είναι ο 

αρχικός µιγαδικός.  

 

2  z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι 2z z α+ = , όπου z a iβ= +  

Απόδειξη 

Αν ( ) ( ) 2
z i

z z i i
z i

α β
α β α β α

α β

= + 
⇒ + = + + − = 

= − 
 

  

3  z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι 2z z iβ− = , όπου z a iβ= +  

Απόδειξη 
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Αν ( ) ( ) 2
z i

z z i i i
z i

α β
α β α β β

α β

= + 
⇒ − = + − − = 

= − 
                                                               

 

4  z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι 
22 2z z zα β⋅ = + = , όπου z a iβ= +  

Απόδειξη 

Είναι ( ) ( ) 2 2 2 2 2 2 2 2z z i i ii i iαβ αα β α β βα β α β α β⋅ = + ⋅ − −= − = − = ++  

  

5 Το άθροισµα και το γινόµενο δύο συζυγών µιγαδικών, είναι πραγµατικός αριθµός. 

Τα αντίστροφα, δεν ισχύουν. 

Πράγµατι, αν 
1

1 2

2

3 4
8

5 4

z i
z z

z i

= + 
⇒ + = ∈ 

= − 
ℝ ,  αλλά 1 2z z≠  

Επίσης, αν 
1 2

1 2

2

3
3 4 12 12

4

z i
z z i i i

z i

= 
⇒ ⋅ = ⋅ = = − ∈ 

= 
ℝ , αλλά 1 2z z≠  

 

6 Αν z z z∈ ⇔ =ℝ  

Απόδειξη 

Αν z∈ℝ  τότε είναι 0z i iα β α α= + = + =  και z α=    Άρα, z z=  

Αν z z=  τότε α i αβ+ = 2 0 0i iiβ β β β β β β− ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  

Άρα, 0z i iα β α α= + = + =  

 

7 Αν z I z z∈ ⇔ =−   όπου  I  το σύνολο των φανταστικών αριθµών. 

Απόδειξη 

Αν z ,  τότε 0I z i i iα β β β∈ = + = + =    Επίσης ( )  z i i zβ β= − = − = −  

Αν z z= − , τότε ( ) ( )0 0 2 0 0z z i iα β α β α α+ = ⇔ + + − = ⇔ = ⇔ =   

Άρα, z iβ=  δηλαδή z I∈  

 

8 z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι z z z= = −  

Απόδειξη 

Έστω z a iβ= + , τότε 
2 2

z a β= +  

Επίσης z iα β= −  και 2 2 2 2( )z a aβ β= + − = +    Άρα,  z z=  

Επίσης  z iα β− = − +  και 2 2 2 2( )z a a zβ β− = − + = + =  

 

9 z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι  
2

z z z= ⋅  

Απόδειξη 

Έστω z a iβ= + , µε ,α β ∈ℝ  Εξ΄ ορισµού είναι  
2 2

z a β= +   Άρα, 
2 2 2z a β= +   

Επίσης είναι   z iα β= −  και ( ) ( ) 2 2 z z i iα β α αβ β= + − =⋅ +    Άρα, 
2

z z z= ⋅  

 

10 z∀ ∈ℂ  µε z a iβ= + , όπου ,α β ∈ℝ  ισχύει ότι ( )z z− = −    
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11 Αν  1 1 1z iα β= +  και 2 2 2z iα β= +  τότε 1 2 1 2z z = z z+ +  δηλαδή, ο συζυγής του 

αθροίσµατος δυο µιγαδικών, ισούται µε το άθροισµα των συζυγών τους. 

Απόδειξη 

1 2z z  =+

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2  = a a i a a i i i z zβ β β β α β α β+ + + + − + = − + − = +  

 

12 Επαγωγικά, αποδεικνύεται ότι 1 2 1 2... ...z z z z z zν ν+ + + = + + +  για 2ν ≥   

 

13 1 2,z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι 1 2 1 2z z z z− = −  δηλαδή, ο συζυγής της διαφοράς δυο 

µιγαδικών, ισούται µε τη διαφορά των συζυγών τους. 

 

14 1 2,z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  δηλαδή, ο συζυγής του γινοµένου δυο 

µιγαδικών, ισούται µε το γινόµενο των συζυγών τους.  

 

15  Επαγωγικά, αποδεικνύεται ότι 1 2 1 2... ...z z z z z zν ν⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  για 2ν ≥    

 

16 *

1 2,  z z∀ ∈ ∀ ∈ℂ ℂ  ισχύει ότι 1
1 2

2

:
z

z z
z
=  δηλαδή, ο συζυγής του πηλίκου δυο 

µιγαδικών, ισούται µε το πηλίκο των συζυγών τους. 

 

17 Από την ανωτέρω ιδιότητα για 1 1z =  και 2 0z z= ≠  ισχύει ότι 
1 1

z z

  = 
 

   δηλαδή, 

ο συζυγής του αντίστροφου ενός µιγαδικού, ισούται µε τον αντίστροφο του συζυγούς 

του. 

 

18 z∀ ∈ℂ  και *ν∀ ∈ℕ  ισχύει ότι ( ) ( )z z
ν

ν =  

 

4.7 Πρόσθεση των µιγαδικών 

  Η πρόσθεση των  iα β+  και iγ δ+  ορίζεται ως πρόσθεση των πραγµατικών 

και των φανταστικών µερών τους, αντίστοιχα. ( ) ( ) ( ) ( )i i iα β γ δ α γ β δ+ + + = + + +   

Παράδειγµα  (1 2 ) (3 7 ) 4 9i i i+ + + = +  

 

4.7.1 Γεωµετρική παράσταση του αθροίσµατος των µιγαδικών 

  Αν οι εικόνες των  iα β+  και iγ δ+  στο επίπεδο, είναι αντίστοιχα τα σηµεία 

( )1 ,  α βΜ , ( )2 ,  δγΜ  τότε το ( ),  α γ β δΜ + +  είναι η εικόνα του αθροίσµατος τους 

( ) ( ) ( ) ( )i i iα β γ δ α γ β δ+ + + = + + +   

  Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος των a iβ+  και iγ δ+  είναι το 

άθροισµα των διανυσµατικών τους ακτίνων, δηλαδή 1 2OM OM OM= +
����� ����� ������
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Εφαρµογή 34 

Να  παρασταθεί γραφικά, η πρόσθεση των 1 2iα α+  και 1 2b b i+  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 35 

Να παρασταθούν γραφικά οι 1 2z z+ , 1 2z z− , 1 2z z− − , 2 1z z−  

Είναι 1 2z z OR+ =
����

,  1 2 Qz z P− =
����

, 1 2z z RO− − =
����

, 2 1 Qz z P− =
����

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 36 

Να γραφεί η τργιγωνική ανισότητα για τους µιγαδικούς ,z w  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 37 

Να παρασταθεί γραφικά, η πρόσθεση των 3 2i+  και 5 i−  
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4.7.2 Ιδιότητες της πρόσθεσης των µιγαδικών  

  1 Αντιµεταθετική 1 2,   ισχύει ότιz z∀ ∈ℂ 1 2 2 1z z z z+ = +    

  2 Προσεταιριστική 1 2 3 ,  ,   ισχύει ότιz z z∀ ∈ℂ ( ) ( )1 2 3 1 2 3z z z z z z+ + = + +  

  3 Ουδέτερο στοιχείο z∀ ∈ℂ , z′∃ ∈ℂ : ΄ ΄z z z z z+ = + =  

Το z′  είναι το µηδενικό στοιχείο της πρόσθεσης και έχει τη µορφή 0 0i+  

Αποδεικνύεται ότι, το µηδενικό στοιχείο της πρόσθεσης είναι µοναδικό. 

  4 Συµµετρικό στοιχείο (αντίθετος µιγαδικού αριθµού) 

 υπάρχει ΄ ,  έτσι ώστε να ισχύει ΄ ΄ 0z z z z z z∀ ∈ ∈ + = + =ℂ ℂ  Τo z′  είναι o αντίθετος 

του µιγαδικού z . Αποδεικνύεται ότι, κάθε µιγαδικός έχει µόνο έναν αντίθετο. 

  5 ∆ιαγραφή 1 2, ,  z z z∀ ∈ℂ ισχύει ότι αν 1 2z z= τότε  1 2z z z z+ = +             

6 Αν η εξίσωση 1

1 1 0... 0x x xν ν
ν να α α α−

−+ + + + =  µε πραγµατικούς 

συντελεστές ( )1 1 0, , ... , ,ν να α α α− ∈ℝ  και 0να ≠  έχει ρίζα τον µιγαδικό z , τότε  έχει 

ρίζα και τον z  Πράγµατι, αφού ο z  είναι ρίζα της εξίσωσης, ισχύει ότι 
1

1 1 0... 0z z zν ν
ν να α α α−

−+ + + + = ⇔  

1

1 1 0... 0z z zν ν
ν να α α α−

−+ + + + = ⇔  

1

1 1 0... 0z z zν ν
ν να α α α−

−+ + + + = ⇔  

1

1 1 0... 0z z zν ν
ν να α α α−

−+ + + + = ⇔  

( ) ( ) 1

1 1 0... 0z z z
ν ν

ν να α α α
−

−+ + + + =    Άρα, ο z είναι ρίζα της εξίσωσης. 

 

4.8 Αφαίρεση των µιγαδικών  

  Για την αφαίρεση του 2z iγ δ= +  από τον 1z a iβ= + , εκτελώ πρόσθεση του 

1z  µε τον 2z iγ δ− = − −  (αντίθετος του 2z ) δηλαδή, εκτελώ αφαίρεση των 

πραγµατικών και των φανταστικών τους µερών, αντίστοιχα. 

1 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z i i i i iα β γ δ α β γ δ α γ β δ− = + − + = + + − − = − + −    

Παράδειγµα (1 2 ) (3 7 ) (1 2 ) ( 3 7 ) (1 3) (2 7) 2 5i i i i i i+ − + = + + − − = − + − = − −  

 

4.8.1 Γεωµετρική παράσταση της διαφοράς των µιγαδικών 

  Αν τα ( )1 ,  α βΜ ,  ( )2 ,  δγΜ  είναι οι εικόνες των 1z a iβ= + , 2z iγ δ= +  

αντίστοιχα, τότε εικόνα της  διαφοράς  τους 1 2z z−   είναι το  ( ),  α γ β δΝ − −   
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Η διανυσµατική ακτίνα της διαφοράς των a iβ+  και iγ δ+ , είναι η διαφορά  των 

διανυσµατικών ακτίνων τους, δηλαδή 1 2O OM OMΝ= −
���� ����� ������

 

Από την τριγωνική ανισότητα και από τη γεωµετρική ερµηνεία του αθροίσµατος 

1 2z z+  και της διαφοράς 1 2z z− , προκύπτει ότι 1 2 1 2 1 2+z z z z z z− ≤ + ≤  

  Αν αντικαταστήσω το 2z  µε το 2 z− , η ανωτέρω σχέση γράφεται 

1 2 1 2 1 2+z z z z z z− ≤ − ≤  

Επαγωγικά, αποδεικνύεται ότι 1 2 1 2...    +  +...+z z z z z zν ν+ + + ≤  

                    

Εφαρµογή 38 

Να παρασταθεί  γεωµετρικά, στο επίπεδο, η αφαίρεση  ( ) ( )3 2 1 3i i+ − +  

Είναι ( ) ( )3 2 1 3 2i i i+ − + = −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.9 Πολλαπλασιασµός  των µιγαδικών  

Για τον πολλαπλασιασµό των iα β+  και iγ δ+  ισχύει ότι  

( ) ( ) ( ) ( )i i i i iα β γ δ α γ δ β γ δ+ ⋅ + = ⋅ + + ⋅ + =

( ) ( )i i iαγ αδ βγ βδ αγ βδ αδ βγ+ + − = − + +  

Παράδειγµα (1 2 ) (3 7 ) 1 (3 7 ) 2 (3 7 ) 3 7 6 14 11 13i i i i i i i i+ ⋅ + = ⋅ + + ⋅ + = + + − = − +  

 

4.9.1 Ιδιότητες του πολλαπλασιασµού  των µιγαδικών  

  1 Αντιµεταθετική 1 2, z z∀ ∈ℂ ισχύει ότι 1 2 2 1z z z z⋅ = ⋅  

  2 Προσεταιριστική 1 2 3, ,  z z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι ( ) ( )1 2 3 1 2 3z z z z z z⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  
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  3 Ουδέτερο στοιχείο ,  ΄ :  ΄ ΄z z z z z z z∀ ∈ ∃ ∈ ⋅ = ⋅ =ℂ ℂ  

Το z′  είναι το ουδέτερο  στοιχείο του πολλαπλασιασµού  και έχει τη µορφή 1 0i+  

Αποδεικνύεται ότι, το ουδέτερο  στοιχείο του πολλαπλασιασµού  είναι µοναδικό. 

  4 Συµµετρικό στοιχείο (αντίστροφος µιγαδικού αριθµού) 
* * ,  ΄ : ΄ ΄ 1z z z z z z∀ ∈ ∃ ∈ ⋅ = ⋅ =ℂ ℂ  Τo z′  είναι o αντίστροφος του µιγαδικού z . 

Αποδεικνύεται ότι, κάθε µιγαδικός έχει µόνο έναν αντίστροφο. 

  5 ∆ιαγραφή 1 2, ,  z z z∀ ∈ℂ  µε 0z ≠ , αν 1 2z z z z⋅ = ⋅  τότε 1 2zz =  

  6 Επιµεριστική 1 2, ,  z z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι  1 2 3 1 2 1 3( )z z z z z z z⋅ + = ⋅ + ⋅    

7 Αν  1 1 1z iα β= +  και 2 2 2z iα β= +  τότε 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

Απόδειξη 

1 2z z⋅ = ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 a i a i iβ β α α β β α β α β+ ⋅ + = − + +

( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 iαα β β α β α β= − + +  

1 2z z⋅ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2i i i iα β α β α β α β= + ⋅ + = − ⋅ − ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 iαα β β α β α β= − + − −  

άρα, 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  

8 Αν 2z 0≠  τότε 1 1

2 2  

z z

z z

 
= 

 
  

Απόδειξη 

Θέτω 1 1
2 1 2 1 2 1

2 2

z
z z z z  =  =

z  

z
z z z z z z z

z
= ⇔ ⋅ = ⇔ ⋅ ⇔ ⋅ = ⇔     άρα, 1 1

2 2  

z z

z z

 
= 

 
 

Αν στην  ανωτέρω σχέση θέσω  1 1z = , 2 0z z= ≠  τότε 
1 1

 z z

  = 
 

  άρα, ( ) ( ) 1
1 z z

−
− =  

9 Επαγωγικά, αποδεικνύεται ότι 2ν∀ ≥  είναι 1 2 1 2... ...z z z z z zν ν+ + + = + + +  και 

1 2 1 2z z ... z = ...z z zν ν⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

Αν στην τελευταία ισότητα θέσω 1 2 ...z z zν= = =   προκύπτει ότι ( ) ( )z z
ν

ν =  

10 1 2,z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι ( )1 2 1 2 2 1 1 20 ή 0 z z z z z z z z+ = + ⇔ ⋅ ≥ ⋅ ≥  

11 1 2,z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι ( )1 2 1 2 2 1 1 20 ή 0 z z z z z z z z− = + ⇔ ⋅ ≤ ⋅ ≤  

12 1 2,z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι ( )1 2 1 2 2 1 1 20 ή 0 z z z z z z z z− = + ⇔ ⋅ ≤ ⋅ ≤  

13 1 2,z z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι ( )1 2 1 2 2 1 1 20 ή 0 z z z z z z z z− = − ⇔ ⋅ ≥ ⋅ ≥  

14 z∀ ∈ℂ  ισχύει ότι 2z z z+ ≤  

      Πράγµατι, αν z a bi= +  τότε z a bi= − , άρα 2z z a+ =  

       Είναι 2 2 2
2 2 2 2 2z a b a a a z z= + ≥ = ≥ = +  

       Είναι 2z z z+ =  όταν ( )2 2 Re 0 και 0a z a z z z a b= ⇔ = ⇔ = ⇔ ≥ =  
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4.10 Πηλίκο των µιγαδικών  

  Προκειµένου να ορίζεται το πηλίκο 
i

i

α β
γ δ
+
+

 των iα β+  και iγ δ+ , πρέπει 

0iγ δ+ ≠ . Για την απαλοιφή από τον παρονοµαστή, του κλάσµατος της φανταστικής 

µονάδας, πολλαπλασιάζω αριθµητή και παρονοµαστή µε τη συζυγή παράσταση του 

παρονοµαστή. Έτσι,  
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i i i

i i i

α β α β γ δ αγ βδ βγ αδ
γ δ γ δ γ δ γ δ
+ + ⋅ − + + −
= =

+ + ⋅ − +
 

 

Εφαρµογή 39 

Αν 0z ≠ , δείξτε ότι ο αριθµός 
z z

w
zz

= −   είναι φανταστικός. 

Είναι 

z z
w

zz
w I

z z z z z z z z
w w

z z z zz z z z


= − 

 
∈ 

       = − = − = − = − − = −              

 

 

Εφαρµογή 40 

Βρείτε τον z  αν 21 1z z− = =  

Αν z x yi= +  είναι  ( )
2

22 2 2 2 21 1 1 1z z x y x y= ⇔ = ⇔ + = ⇔ + =  

Επίσης ( ) ( )( ) ( )
2

2 22 21 1 1 1 1 1 1 1z x yi x y x y− = ⇔ − + = ⇔ − + = ⇔ − + = ⇔  

2 1x + 22 1x y− + = 2 2 1
2 0 1 2 0

2
x x y x x⇔ − + = ⇔ − = ⇔ =  

Αφού 
1

2
x =  από τη 

2 2
1x y+ =  έπεται 

3

2
y = ±   Άρα, 

1 3 1 3

2 2 2

i
z x yi i

±
= + = ± =  

 

Εφαρµογή 41 

Ποιες είναι η µέγιστη και  η ελάχιστη τιµή του  1 2z z±  αν 1 3 4z i= −   και 2 2z = ; 

Από τη θεωρία ισχύει  ότι  1 21 2 1 2z z z zz z− ≤ ± ≤ +  

Είναι  ( )22

1 3 4 9 16 5z = + − = + =  

Άρα,  1 25 2 5 2z z− ≤ ± ≤ + ⇔ 1 23 7z z≤ ± ≤  

 

Εφαρµογή 42 

Αν 1 2z i= +  να παρασταθούν στο µιγαδικό επίπεδο, οι z , 1 2z z= + ,    

2 2z z= − ,   3z z i= − ,    4z z i= +  

Είναι 1 2z i= +             

( )1 1 22 2 3 2z iz i= + = + = ++         

( )2 1 22 2 1 2zz ii= = − =− +− +  
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Είναι 1 2z i= +  

( )3 1 2 1z i iz i i+= − = − = +   

( )4 1 2 1 3z iz i i i= = + =++ +  

 

Εφαρµογή 43 

Αν το άθροισµα και το γινόµενο δυο µη πραγµατικών µιγαδικών 1 2,  z z  είναι 

πραγµατικοί αριθµοί, αποδείξτε ότι οι 1 2,  z z  είναι συζυγείς µιγαδικοί. 

Είναι 1 ,  0z a bi b= + ≠   και 2 ,  0z c di d= + ≠  

Άρα,   

( ) ( )

1

2

1 2

     

  

z a bi

z c di

z z a c b d i

= +

+ = +

+ = + + +

  και       

( ) ( )

1

2

1 2

     

    

z a bi

z c di

z z ac bd ad bc i

= +

⋅ = +

⋅ = − + +

 

 

Για να είναι 1 2z z+ ∈ℝ  πρέπει 0b d b d+ = ⇔ = −  

Για να είναι  1 2z z⋅ ∈ℝ  πρέπει ( )0 0 0ad bc ad dc d a c+ = ⇔ − = ⇔ − =  

Επειδή είναι 0d ≠  πρέπει 0a c a c− = ⇔ =  

Άρα, 1z a bi= +   και 2 1z c di a bi z= + = − =  

 

Εφαρµογή 44 

Αν z i z i+ = −  δείξτε ότι ο z  είναι πραγµατικός αριθµός. 

Αρκεί να δειχθεί ότι z z=   Είναι 
2 2

z i z i z i z i+ = − ⇔ + = − ⇔  

( )( ) ( ) ( )z i z i z i z i+ + = − − ⇔  

( )( ) ( )( )z i z i z i z i+ − = − + ⇔  

2 2z z zz zi i i i z iz i z− + − = + − − ⇔  

zi i z zi i z− + = − ⇔  

z z z z− + = − ⇔  

2 2z z− = − ⇔  z z=  

 

Εφαρµογή 45 

Αν  1 2 ... 1kz z z= = = = , δείξτε ότι 1 2

1 2

1 1 1
... ...k

k

z z z
z z z

+ + + = + + +   

Από 1 2 ... 1kz z z= = = =  προκύπτει ότι 
1

1

1
z

z
= ,

2

2

1
z

z
= ,…, 

1
k

k

z
z
=   

Άρα, 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 1
 ... ... ... ...k k k

k

z z z z z z z z z
z z z
+ + + = + + + = + + + = + + +  

 

Εφαρµογή 46 

Αν z∈ℂ , z ai≠ ,  α∈ℝ *, δείξτε ότι  φανταστικός  φανταστικός
z ai

w z
iz a

+
= ⇔
+
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Είναι 
( )

 φανταστικός 
z ai z ai z ai

w w w
iz a iz aiz a

+ − − +
= = −

− +
⇔ =⇔

+ +
⇔   

( ) ( ) ( ) ( )z ai iz a z ai iz a− + = − + − + ⇔  

ziz 2 2az ia ai z+ −− ziz= 2 2az ia ai z− −+ ⇔  
0a

az az az az
≠

+ = − − ⇔  

z z z z+ = − − ⇔   

2 2 0z z+ = ⇔  

0z z z z⇔+ = = −      

άρα, ο  z  είναι φανταστικός 

 

Εφαρµογή 47 

 Αν 1 2,  z z ∈ℂ  δείξτε ότι 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 22 2z z z z z z+ + − = + .  Είναι η γνωστή 

πρόταση της  γεωµετρίας ότι «Το άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων ενός 

παραλληλογράµµου, ισούται µε το άθροισµα των τετραγώνων των πλευρών του». 

Είναι  11

2

2

2

2 zz zz + −+ =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22 21 1zz z z z z zz ++ − −+ =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z+ + + − − =  

1 2 1 21 1 2 2 1 1 2 22 1 2 1z z z z zz z z zz zzzz zz −+ + +−+ + =  

1 1 2 22 2  z z z z+ =  

2 2

1 22 2z z+  

Εφαρµογή 48 

∆είξτε ότι 1 2,z z∀ ∈ℂ  µε  1 1z <  και 2 1z <  είναι 1 2 1 21z z z z− < −   

1 2 1 21z z z z− < − ⇔  

22

1 2 1 21z z z z− < − ⇔  

( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 21 1z z z z z z z z− − < − − ⇔  

1 1 1 2z z z z− 2 1z z− 2 2 1 21z z z z+ < − 1 2z z− 1 2 1 2z z z z+ ⇔  

1 1 2 2 1 2 1 21z z z z z z z z+ < + ⇔  

2 2 2 2

1 2 1 21z z z z+ < + ⋅ ⇔  

2

2

2 2 2

1 1 21 0z z zz − ⋅+ − < ⇔  

( ) ( )2 2

1 2

2

2 01 1z z z− − <− ⇔  

( )( )2 2

2 11 1 0z z− − <    (1) 

Από 
2 2

1 1 11 1 1 0z z z< ⇒ < ⇒ − <  και από την  (1) προκύπτει ότι ( )2

21 0z− > ⇔                                                                                            

2

21 z> ή    
2

2 1z < που ισχύει 
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Εφαρµογή 49 

 Αν 1 2,  z z ∈ℂ  δείξτε ότι 1 2 1 2 1 2 23z z z z z z z+ = = ⇒ − =  

Αφού 1 2 1 2z z z z+ = =  , η ανωτέρω σχέση γράφεται  ως 

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

2

1 2

2

1 2

2 2 2

1 2 2

2 2 2

2

2

2 2 

2 2

3

3

z z z z z z

z z

z z

z z z

z z z

z

+ + − = +

+ − = +

−

⇔− =

=

⇔

⇔
 

 

Εφαρµογή 50 

Αν 1z = , δείξτε ότι 
1

z
z
=      

Είναι  
2 1

1 1 1z z z z z
z

⇔ =⇔ ⇔= = ⋅ =  

 

Εφαρµογή 51 

Αν 0z ≠ , δείξτε ότι ( ) ( ) 1
1z z

−
− = , δηλαδή 

1 1

z z

  = 
 

 

Είναι  ( ) ( ) 1
11 1 1 1 1

1 1 1z z z z z
z z z z z

−
−   = = ⋅ = = =   ⇔ ⇔

   
⇔ ⇔  

 

Εφαρµογή 52 

∆είξτε ότι  ισχύει πάντα η 2z z z+ ≤ . Εξετάστε πότε ισχύει η ισότητα. 

Αν z a bi= + , τότε z a bi= − , άρα 2z z a+ =   Επίσης είναι 2 2
z a b= +  

Άρα, 2 2 2
2 2 2 2 2z a b a a a z z= + ≥ = ≥ = +  

Η 2z z z+ =  ισχύει όταν 2 2a z= , δηλαδή a z=  άρα ( )Re z z=  

Άρα, η 2z z z+ =  ισχύει όταν 0a ≥  και 0b =  

 

Εφαρµογή 53 

 Αν 
2

1

i
z

i
=
−

 δείξτε ότι ( )2Re 0z =  

Είναι 
( )
2 2

2 12 2 2
1

1 1 2

i ii i
z i

i i

+ −
= = = = − +
− −

 

Άρα, ( )22 1z 1 2 2 0 21i i i i= − + = − = − = −−        Συνεπώς,  ( )2Re 0z =  

 

Εφαρµογή 54 

Βρείτε τους ,a β ∈ℝ  έτσι ώστε  ( )10
1i iα β+ = +  

Είναι ( ) ( )
5

10 2
1 1 1i i + = + = 

2i+( ) ( )
5

5 5 5 42 2 2 32 32i i i i i i+ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =  
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Άρα, 0α =  και  32β =  

 

Εφαρµογή 55 

∆είξτε ότι z∀ ∈ℂ υπάρχουν µοναδικοί ,a b∈ℝ  

τέτοιοι ώστε z a bi= + . 

Αν η γραφή του ( ),a b  ως  a bi+  δεν είναι µοναδική 

αλλά το ( ),a b  γράφεται και ως a b i′ ′+ ,  τότε 

 
a a

a bi a b i
b b

′=
′ ′+ = + ⇔ ′=

 

 

4.11 Τριγωνοµετρική (ή πολική)  µορφή των µιγαδικών  

Έστω z x yi= +  ένας µη µηδενικός µιγαδικός και OM
�����

 η διανυσµατική ακτίνα 

του. Όρισµα του z  ονοµάζεται κάθε µια από τις γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την 

ηµιευθεία Ox  και τελική πλευρά την ηµιευθεία OM . Το µέτρο του z  είναι 
2 2

r z x y= = +  

   

 

 

 

 

 

 

  Εξ΄ ορισµού, ισχύουν                  

  

 =

 = 

x
cos x r cos

r

y
sin y r sin

r

θ θ

θ θ

 ⇔ = ⋅

 ⇔ = ⋅


       

 

Άρα, ο z x yi= +  γράφεται και ως  ( )z cos sin i cos i s nr ir rθ θ θ θ= ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅  

  Αυτός ο τρόπος γραφής του z  λέγεται τριγωνοµετρική (ή πολική) µορφή 

του z .  Αντιστρόφως, έστω ( )z cos i sinλ ϕ ϕ= + ⋅ . Τότε, αν 0λ >  το 2ο µέλος της 

ανωτέρω σχέσης είναι η τριγωνοµετρική µορφή του z , δηλαδή λ είναι το µέτρο και φ 

είναι το όρισµα του z . Πράγµατι ( )2 2 2 2
z cos sinλ ϕ ϕ= +  και επειδή 0λ >  είναι  

z λ= . Επίσης, αν θ   είναι ένα όρισµα του z  τότε ( )z cos i sinλ θ θ= ⋅ + ⋅   

  Άρα, πρέπει  
 

 : +2 π
 

cos cos
ά k k

sin sin

θ ϕ
υπ ρχει ϕ θ

θ ϕ
= 

⇒ ∈ = 
= 

ℤ   

  Συνεπώς,  ο θ  είναι ένα όρισµα του z  

 

Παρατηρήσεις 1 

1  Αν 0λ <  τότε ο ( )z cos i sinλ θ θ= ⋅ + ⋅  γράφεται ως 

( ) ( ) ( )z cos i sin cos i sinλ θ θ λ π θ π θ= − − − ⋅ = − + + ⋅ +     

άρα, ο z  έχει µέτρο λ−  και ένα όρισµα του είναι ( )π θ+  
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Π.χ.  ( )0 05 30 30z cos i sin= + ⋅− =  

( )0 05 30 30cos i sin⋅− − =  

( )0 05 210 210cos i sin+ ⋅  

 

2  Ένας µιγαδικός  έχει µέτρο 1 αν θ∃ ∈ℝ  τέτοιος ώστε z cos i sinθ θ= + ⋅  

Π.χ.  ( )0 0 0 01 1 0 0 0 0 1 0cos i sin cos i sin i= + ⋅ = + ⋅ = +  

      ( )1 1 1 0cos i sin cos i sin iπ π π π− = + ⋅ = + ⋅ = − +  

        1 0 1
2 2 2 2

i cos i sin cos i sin i
π π π π = + ⋅ = + ⋅ = + 

 
 

      
3 3 3 3

1 0 1
2 2 2 2 2 2

i cos i sin cos i sin cos i sin i
π π π π π π− − − = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = − 

 
 

 

3 Αν 0λ >  τότε ο  ( )z cos i sinλ θ θ= − + ⋅  γράφεται ( ) ( )z cos i sinλ π θ π θ= − + ⋅ −    

άρα, ο z  έχει µέτρο λ  και ένα όρισµα του είναι ( )π θ−  

Π.χ. ( )0 05 30 30z cos i sin= + ⋅− =  

             ( )0 05 150 150cos i sin+ ⋅  

 

 

 

4 Αν 0λ <   τότε ο  ( )z cos i sinλ θ θ= − + ⋅  γράφεται ως

( ) ( )( ) ( )z cos i sin cos i sin cos i sinλ θ θ λ θ θ λ θ θ= − + ⋅ = − − ⋅ = − − + ⋅ −    άρα, ο z  έχει 

µέτρο λ−  και ένα όρισµα του είναι θ−  

 

Π.χ. ( )0 05 30 30z cos i sin= + ⋅− − =  

                 ( )0 05 30 30cos i sin⋅− =                                                          

                 ( ) ( )0 05 30 30cos i sin − + ⋅ −   

 

5  Αν 0λ >  τότε  ο ( )z cos i sinλ θ θ= − ⋅  γράφεται ως 

( ) ( )( )z cos i sin cos i sinλ θ θ λ θ θ= − ⋅ = − + ⋅ −    άρα, ο z  έχει µέτρο λ  και ένα 

όρισµα του είναι  θ−  

 

Π.χ. ( )0 05 30 30z cos i sin−= ⋅ =  

              ( ) ( )0 05 30 30cos i sin − + ⋅ −   

 

 

6 Αν 0λ < ,  τότε ο  ( )z cos i sinλ θ θ= − ⋅  γράφεται ως 

( ) ( )( )z cos i sin cos i sinλ θ θ λ π θ π θ= − − + ⋅ = − − − + ⋅ −    άρα, ο z  έχει µέτρο λ−  

και ένα όρισµα του είναι ( )π θ−  
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Π.χ. ( )0 05 30 30z cos i sin− −= ⋅ =  

                ( )0 05 30 30cos i sin+ ⋅− =  

                ( )0 05 150 150cos i sin+ ⋅  

 

7  Αν 0λ >  τότε ο ( )z sin i cosλ θ θ= + ⋅  γράφεται ως 

( )
2 2

z sin i cos cos i sin
π π

λ θ θ λ θ θ
    = + ⋅ = − + ⋅ −        

 άρα, ο z  έχει µέτρο λ  και ένα 

όρισµα του είναι  
2

π
θ − 

 
 

Π.χ.  ( )0 05 30 30z sin i cos= + ⋅ =  

               ( )0 05 60 60cos i sin+ ⋅  

 

 

8 Αν 0λ < , τότε ο ( )z sin i cosλ θ θ= + ⋅  γράφεται ως  

( ) ( )( )z sin i cos sin i cosλ θ θ λ π θ π θ= − − − ⋅ = − + + ⋅ + =    

                                         
2 2

cos i sin
π π

λ θ θ
    − − − + ⋅ − −        

 

Άρα, ο z  έχει µέτρο λ−  και ένα όρισµα του είναι 
2

π
θ − − 

 
 

Π.χ.  ( ) ( )0 0 0 05 30 30 5 60 60z sin i cos cos i sin= + ⋅ = + ⋅− − =  

                 ( ) ( )0 0 0 05 60 60 5 240 240cos i sin cos i sin⋅ = + ⋅− −  

 

9 Αν 0λ > , τότε ο ( )z sin i cosλ θ θ= − + ⋅  γράφεται ως 

( )
2 2

z sin i cos cos i sin
π π

λ θ θ λ θ θ
    = − + ⋅ = − − + ⋅ − =        

  

                                       
2 2

cos i sin
π π

λ θ θ
    + + ⋅ +        

 

Άρα, ο z  έχει µέτρο λ  και ένα όρισµα του είναι 
2

π
θ + 

 
 

Π.χ.  ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 05 30 30 5 60 60 5 120 120z sin i cos cos i sin cos i sin= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅− −  

 

Παραδείγµατα 

1 Αν 3z i= +  τότε 3 1 2z = + = ,  ɵ

3
cos

2

61
sin   = 

2

θ π
θ

θ

 
=  ⇒ = 

 
  

    

άρα, 2
6 6

z i
π π

συν ηµ = + ⋅ 
 
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2 Αν 5z =  τότε 0Argz =  και 2 2
5 0 5z = + =               άρα, ( )5 0 0z cos i sin= + ⋅  

3  Αν 5z = −  τότε Argz π=  και ( )2 25 0 5z = − + =    άρα, ( )5z cos i sinπ π= + ⋅  

4 Αν 5z i=  τότε 
2

Argz
π
=  και 2 2

0 5 5z = + =    άρα, 5
2 2

z cos i sin
π π = + ⋅ 

 
 

5 Αν 5z i= −  τότε 
2

Argz
π−

= , ( )220 5 5z = + − = , 5
2 2

z cos i sin
π π    = − + ⋅ −        

 

6 Αν 
4 12

1 2

i
z

i

+
=
−

 τότε 
( )( )
( )( )

1 24 12 20 20
4 4

1 2 41 2 1

i

i

i i
z i

i

++ − +
= = = − +
− + +

, άρα 

( )2 24 4 4 2z = − + =   

Αν φ Argz=  τότε ɵ 0

4 1 2
φ

2 34 2 2
φ 135

44 1 2
φ

24 2 2

cos

sin

π

 − − −
= = = 

 
⇒ = = 

 = = =  

 

Άρα, 
3 3

4 2
4 4

z cos i sin
π π = + ⋅ 

 
 

7 Αν 2 2z i= − −  τότε 

         ( )0 02 2 5 5
2 2 225 225 2

2 2 4 4
z i cos i sin cos i sin

π π −  = − + ⋅ + ⋅     
= = 

 

8 Αν   1 3z i= − +   τότε 

            ( )0 01 3 2 2
2 2 120 120 2

2 2 3 3
z i cos i sin cos i sin

π π   = − + + ⋅ + ⋅     
= = 

 

9 Αν 2
4 4

z cos i sin
π π = − ⋅ 

 
 τότε  

4 4
2z cos i sin

π π    −= ⋅       
+


−  

10 Αν   4
5 5

z cos i sin
π π = + ⋅


− 


  τότε 

               
6 6

4 4
55 55

z cos i sin cos i sin
π

π π
ππ π      = + ⋅ + ⋅         

=
 

+


+  

11 Αν  
6 6

z cos i sin
π π
−= ⋅    τότε 

6 6
1z cos i sin

π π    −= + ⋅        
−  

12 Αν  1z i= −   τότε 
1 1

2 2
2 2 4 4

z i cos i sin
π π      = + ⋅         
− −

  
−


=  

 

Εφαρµογή 56 

Ποιές είναι οι τριγωνοµετρικές µορφές των µιγαδικών που οι γεωµετρικές 

παραστάσεις τους φαίνονται στα παρακάτω σχήµατα; 
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2 cos sin
4 4

z i
π π = + ⋅ = 

 
 

        
2 2

2
2 2

i
 

+ ⋅ = 
 

 

         2 2i+ ⋅  

 

 

3 3
2 cos sin

4 4
z i

π π = + ⋅ = 
 

 

        ( )0 02 cos135 sin135i+ ⋅ =  

      ( )0 0 2 2
2 cos 45 sin 45 2 2 2

2 2
i i i

 −
− + ⋅ = + ⋅ = − + ⋅ 

 
 

 

 

3 3
2 cos sin

4 4
z i

π π− − = + ⋅ = 
 

    

        ( ) ( )0 02 cos 135 sin 135i − + ⋅ − =   

      ( )0 0 2 2
2 cos 45 sin 45 2 2 2

2 2
i i i

 −
− − ⋅ = − ⋅ = − − ⋅ 

 
 

                          

2 cos sin
4 4

z i
π π− − = + ⋅ = 

 
 

2 cos sin
4 4

i
π π − ⋅ = 

 
        

2 2
2 2 2

2 2
i i

 
− ⋅ = − ⋅ 

 
       

 

 

21 3 2ρ = + = ,   060
3

π
θ = =   

2 cos sin 2 sin cos
3 3 6 6

z i i
π π π π   = + ⋅ = + ⋅ =   

   
 

1 3
2 1 3

2 2
i i

 
+ ⋅ = + ⋅ 

 
                                          

 

Εφαρµογή 57 

Να βρεθεί η τριγωνοµετρική µορφή των 1 3z i= − + ,  2 1 3z i= − +   και να  

υπολογισθούν οι 1 2z z ,  1

2

z

z
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� Είναι  ( )2 2

1 3 1 2z = − + =    και 



1

0

1

1

3
cos

52 150
61

sin
2

θ π
θ

θ

 
= −  ⇒ = = 

 =
  

 

Άρα, 
1

5 5
2 cos sin

6 6
z i

π π = + ⋅ 
 

 

 

� Είναι ( ) ( )22

2 1 3 1 3 2z = − + = + =  και 



2

0

2

2

1
cos

22
120

33
sin

2

θ
π

θ
θ

 = −  ⇒ = = 
 =
  

 

Άρα,  
2

2 2
2 cos sin

3 3
z i

π π = + ⋅ 
 

 

 

� Είναι  1 2

5 5 2 2
2 cos sin 2 cos sin

6 6 3 3
z z i i

π π π π   ⋅ = + ⋅ ⋅ + ⋅ =   
   

 

              
5 2 5 2

4 cos sin
6 3 6 3

i
π π π π    + + ⋅ + =        

 

                
9 9

4 cos sin
6 6

i
π π + ⋅ =  

 

                ( )3 3
4 cos sin 4 0 4

2 2
i i i

π π + ⋅ = − = −  
 

 

� Είναι 1

2

5 5
2 cos sin

6 6

2 2
2 cos sin

3 3

i
z

z
i

π π

π π

 + ⋅ 
 = =
 + ⋅ 
 

 

5 5
cos sin

6 6

2 2
cos sin

3 3

i

i

π π

π π

   + ⋅   
    =
   + ⋅   
   

 

5 2 5 2
cos sin

6 3 6 3
i

π π π π   − + ⋅ − =   
   

 

cos sin
6 6

i
π π
+ ⋅ =

3 1

2 2
i+  
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4.12 Πρωτεύον όρισµα και όρισµα 

  Έστω 0z ≠ , µε z ρ= . Αφού 0ρ ≠ , η εικόνα Μ  του z   στο επίπεδο είναι 

ένα σηµείο του κύκλου ( ),ρΟ . Η θέση του σηµείου Μ  καθορίζεται πλήρως, όταν 

δοθεί η κυρτή προσανατολισµένη γωνία �( ),xΟ ΟΜ , η αλγεβρική τιµή  0φ   της 

οποίας, ονοµάζεται πρωτεύον όρισµα του z  και συµβολίζεται ως Arg  (Argument). 

Κάθε πραγµατικός αριθµός φ 2Argz kπ= + , k∈ℤ  ονοµάζεται όρισµα του z   

  ∆ηλαδή, η θέση του Μ  καθορίζεται από το ζεύγος των αριθµών zρ =  και 

φ Argz=  που λέγονται πολικές συντεταγµένες του σηµείου Μ . Ισχύει ότι 

1 2 1 2 1 20  και Arg Argz z z z z z= ≠ ⇔ = =  

 
Από τον ορισµό του Argz  προκύπτουν τα ακόλουθα:  

� αν 0z ≠ , τότε Argzπ π− < ≤      

� αν * , τότε 0z Argz+∈ =ℝ                                             

� αν * , τότε z Argz π−∈ =ℝ  

� αν 

µε β 0 , τότε 
2

µε β 0 , τότε 
2

Argz

z i

Argz

π

β
π

 > == 
− < =



 

� Ισχύει ότι Arg z Argz= −  εκτός από την 

περίπτωση που *z −∈ℝ  οπότε είναι 

Arg z Argz π= =  

 � Αν ο z x yi= +  έχει για εικόνα  το σηµείο 

M , τότε ανάλογα µε το τεταρτηµόριο στο 

οποίο βρίσκεται το σηµείο, το πρωτεύον 

όρισµα του z    λαµβάνει τις τιµές που 

φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 
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Τεταρτηµόριο Πρωτεύον όρισµα Τιµές του x  Τιµές του y  

1ο  
0

2
Argz

π
< <  

0x >  0y >  

2ο  

2
Argz

π
π< <  

0x <  0y >  

3ο  3

2
Argz

π
π < <  

0x <  0y <  

4ο  3
2

2
Argz

π
π< <  

0x >  0y <  

 

Παρατηρήσεις 2 

• Αν 0z = , τότε δεν έχει νόηµα ο όρος όρισµα. 

• Αν φ  είναι ένα όρισµα του z , τότε:  

       � Ο  φ−  είναι ένα όρισµα του z      

       � Ο ( )π φ+   είναι ένα όρισµα του z−   

 

 

• Αν για το τυχόν όρισµα φ  του z  ισχύει ότι [ )φ 0,  2Argz π= ∉  τότε από την 

φ 2Argz kπ= + , k∈ℤ  προκύπτει ότι φ 2 π 2 πArgz k argz k= − = − , k∈ℤ  

 

4.13 Ισότητα των µιγαδικών  

  Αν 1 2φ ,φ  είναι ορίσµατα των 1 2,z z  αντιστοίχως, τότε υπάρχουν 1 2,k k ∈ℤ  

ώστε 
1 1 1

1 2 1 2 1 2

2 2 2

φ 2
φ φ 2 ,  

φ 2

Argz k
Argz Argz k k k k

Argz k

π
π

π

= + 
⇒ − = − + = − 

= + 
 

  � Αν 1 2Argz Argz=  τότε 1 2φ φ 2kπ− =  

  � Αν 1 2Argz Argz≠  τότε 1 22π <2πArgz Argz− < −  και δεν υπάρχει k∈ℤ : 

1 2φ φ 2kπ− =  

Άρα, 1 2 1 2 , φ φ 2Argz Argz ά k kυπ ρχει π= ⇔ ∈ − =ℤ   

Η σχέση 1 2 1 2 1 20  και z z z z Argz Argz= ≠ ⇔ = =  γίνεται 

1 2 1 2 1 20  και  ,  φ φ 2z z z z k kπ= ≠ ⇔ = ∃ ∈ − =ℤ  Έτσι, προκύπτει το κριτήριο 

ισότητας των µιγαδικών αριθµών.  

 

4.13.1 Κριτήριο ισότητας  των µιγαδικών  

  ∆ύο µη µηδενικοί µιγαδικοί είναι ίσοι µεταξύ τους, αν και µόνο αν έχουν ίσα 

µέτρα και η διαφορά δύο οποιωνδήποτε ορισµάτων τους είναι ακέραιο πολλαπλάσιο 

του 2π. 

 

4.14 Μέτρο και όρισµα του γινοµένου των µιγαδικών 

  Έστω 1 2,z z  µε 1 2φ , φ  ορίσµατα και 1 2,  r r  τα µέτρα τους, αντίστοιχα. Τότε 

( ) ( )1 2 1 1 1 2 22φ φ φ φz z r cos sini ir cos sin⋅ = + ⋅ + ⋅ = 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 11 2 φ φ φ φ φ φ φ φir r cos cos sin sin sin cos sin cos⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =    
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( ) ( )1 2 11 2 2φ φ φ φir r cos sin+ +⋅ + ⋅    

Επειδή  1 2 0r r⋅ > , µέτρο του 1 2z z⋅  είναι το 1 2r r⋅  και ένα όρισµα του είναι ( )1 2φ φ+  

Το παραπάνω συµπέρασµα γενικεύεται µε χρήση της επαγωγής, για 2ν >  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θεώρηµα 1 

  Έστω οι µη µηδενικοί 1 2, ,...,z z zν  και iφ  ένα όρισµα του iz , όπου 1,2,...i ν= . 

Το γινόµενο 1 2 ...z z zν⋅ ⋅ ⋅  έχει:  

� µέτρο, ίσο µε το γινόµενο των µέτρων τους ,  1 2 1 2... ...z z z z z zν ν⋅ ⋅ ⋅ =  

� όρισµα, το άθροισµα ( )1 2φ φ ... φν+ + +  

 

Πόρισµα 1 

  Αν 1 2 ...z z z zν= = = =  και φ ένα όρισµα του z , τότε  z z
νν = και  το ( )νφ  

είναι όρισµα του zν   

  

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 3 

  Ο πολλαπλασιασµός ενός µιγαδικού z  επί οποιονδήποτε µιγαδικό της µορφής 

θ θcos i sin+ ⋅  (που έχει µέτρο 1), στρέφει τη διανυσµατική του ακτίνα, κατά γωνία θ 

 

4.15 Μέτρο και όρισµα του πηλίκου των µιγαδικών 

Έστω 0z ≠ , φ  ένα όρισµα του και θ  ένα όρισµα του 
1

z
 Επειδή 

1
z 1

z
= , από το 

προηγούµενο θεώρηµα, το ( )θ φ+ είναι ένα όρισµα του 1. Άρα, k∃ ∈ℤ  τέτοιος ώστε 

θ φ 1 2 θ φ 0 2 θ φ 2 θ φ 2Arg k k k kπ π π π+ = + + = + + = −⇔= +⇔ ⇔  

Αν 0k = , τότε είναι θ φ= −     Είναι 
1 1 1 1

1  =1z z
z z z z
= ⇔ ⋅ ⇔ =   

Θεώρηµα 2 

  Ο αντίστροφος του 0z ≠  έχει µέτρο τον αντίστροφο του µέτρου του z , ενώ 

ένα όρισµα του είναι ο αντίθετος ενός οποιουδήποτε ορίσµατος του z  
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Πόρισµα 2 

Αν οι 1 2z 0, z 0≠ ≠ έχουν ορίσµατα φ1, φ2 αντιστοίχως, τότε:  

� 
11

2 2

zz

z z
=        � το ( )1 2φ φ−  είναι ένα όρισµα του 1

2

z

z
 

 

Παρατήρηση 4 

Το ανωτέρω πόρισµα, ισχύει προφανώς και όταν 1z  = 0  Στο σχήµα που ακολουθεί, 

εικόνα του πηλίκου είναι το σηµείο Μ στο οποίο τέµνει τον κύκλο 1

2

,  
z

O
z

 
  
 

 η 

τελική πλευρά της γωνίας �( )1 2φ φ−  

   
 

4.16 ∆ύναµη µε εκθέτη ακέραιο  

Θεώρηµα 3 

Έστω 0z ≠  και φ ένα όρισµα του. Τότε, k∀ ∈ℤ ισχύουν  � 
kk

z z=      

� Το ( )φk  είναι ένα όρισµα του 
kz  

 

Τύπος του De Moivre 

  Για τον ( )z r cos i sinθ θ= + ⋅  ισχύει  ότι  

� 
2z z z= ⋅ = ( ) ( )r rcos i sin cos i sinθ θ θ θ+ ⋅ + ⋅ =

( ) ( )2 cos i sin cos i sir nθ θ θ θ+ ⋅ + ⋅ =  

( )2 cos cos cos i sin i sinr cos i sin i sinθ θ θ θ θ θ θ θ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =  

( )22 2 2cos cos sin ir sinθ θ θ θ+ ⋅ ⋅ ⋅ − =  

( )22 2 2cos sin cos sin ir θ θ θ θ− + ⋅ ⋅ ⋅ = ( ) ( )2 2 2cos i inr sθ θ+ ⋅    

 

� ( ) ( )3 3. 3 3..z z z z r cos i sinθ θ= ⋅ ⋅ = = + ⋅    

 

� ( ) ( )4 4 4. 4. .z z z z z r cos i sinθ θ= ⋅ ⋅ ⋅ = = + ⋅    κ.τ.λ.  

∆ηλαδή, ( ) ( ) ( )k
cos i sin cos i sink kθ θ θ θ+ ⋅ = + ⋅  Αυτή η ισότητα, είναι 

γνωστή ως τύπος του Abraham De Moivre (1667–1754). 

 

Θεώρηµα 4 

Αν ( )z r cos i sinθ θ= + ⋅  και ν ∈ℤ , τότε  ( ) ( )z r iν ν συν νθ νµ θη= + ⋅    
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Απόδειξη 

Μέθοδος εργασίας Αποδεικνύω ότι η προς απόδειξη σχέση ισχύει για τη 

µικρότερη τιµή του ν, δηλαδή για 1ν = . ∆έχοµαι ότι ισχύει για kν =  και 

αποδεικνύω ότι ισχύει για 1kν = +  

� Αν 1ν = , η προς απόδειξη σχέση γίνεται ( ) ( )1 1 1 1z r cos i sinθ θ= ⋅⋅ ⋅+   , ισχύει. 

� Έστω ότι η προς απόδειξη σχέση ισχύει για kν = , δηλαδή έστω ότι 

( ) ( )k kz r cos i sink kθ θ= + ⋅    

� Θα δειχθεί ότι η προς απόδειξη σχέση ισχύει για 1kν = + , δηλαδή θα δειχθεί ότι 

( ) ( )1 1 1 1k kz r cos ik in ksθ θ+ += + +⋅+    

Πράγµατι, ( ) ( ) ( )1k k kz z z cos i sin cos i sir rk k nθ θ θ θ+ = ⋅ = + ⋅ + ⋅ =     

                                     ( ) ( )1 1 1k cos i sin kr k θ θ+ + ++ ⋅    

Άρα, η προς απόδειξη σχέση ισχύει για όλους τους θετικούς ακεραίους αριθµούς. 

Αποδεικνύεται ότι, ο τύπος του De Moivre ισχύει για όλους τους ακεραίους αριθµούς. 

 

Π.χ. Αν   ( )0 010 103z co is sin= + ⋅   τότε:  

              ( )02 02 03 2 20z cos sii n= + ⋅ ,   ( )03 03 03 3 30z cos sii n= + ⋅ , 

              ( )04 04 03 4 40z cos sii n= + ⋅ ,   ( )05 05 03 5 50z cos sii n= + ⋅ . 

Υπόδειξη 1 

Από την τριγωνοµετρία είναι  

� ( )cos cos cos sia b a b an sinb= ⋅ − ⋅+        

� ( )cos cos cos sia b a b an sinb= ⋅ + ⋅−  

� ( ) ( ) 2 22cos cos cos coa a a a a as sin sin cos sina a a= = ⋅ − −⋅ =+  

� ( )sin sin cos coa b a b as sinb= ⋅ + ⋅+ ,           

� ( )sin sin cos coa b a b as sinb= ⋅ − ⋅−  

� ( ) ( ) 22sin sin sin cos cos sin sin cosa a a a a a a a a= = ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅+  

 

Εφαρµογή 58 

Αν ( )1 11 1z cos i sinr θ θ= + ⋅ , ( )2 22 2z cos i sinr θ θ= + ⋅ , ( )3 33 3z cos i sinr θ θ= + ⋅ είναι 

� ( ) ( )1 21 2 1 2 1 2z z cr r os i sinθ θ θ θ⋅ = + + ⋅ +⋅      

� ( ) ( )1 31 3 1 3 1 3z z cr r os i sinθ θ θ θ⋅ = + + ⋅ +⋅     

� ( ) ( )2 32 3 2 3 2 3z z cr r os i sinθ θ θ θ⋅ = + + ⋅ +⋅     

� ( ) ( )1 21 2 3 1 2 3 1 2 33z z z cos i sir r r nθ θ θ θ θ θ⋅ ⋅ = + + + ⋅ + +⋅ ⋅     

� ( ) ( )1
1 2

2

1

2

1
2

z
cos i sin

z

r

r
θ θ θ θ= − + ⋅ −       

� ( ) ( )2
2 1

1

2

1

2
1

z
cos i sin

z

r

r
θ θ θ θ= − + ⋅ −    
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� ( ) ( )1
1 3

3

1

3

1
3

z
cos i sin

z

r

r
θ θ θ θ= − + ⋅ −       

� ( ) ( )3
3 1

1

3

1

3
1

z
cos i sin

z

r

r
θ θ θ θ= − + ⋅ −    

� ( ) ( )2
2 3

3

2

3

2
3

z
cos i sin

z

r

r
θ θ θ θ= − + ⋅ −      

� ( ) ( )3
3 2

2

3

2

3
2

z
cos i sin

z

r

r
θ θ θ θ= − + ⋅ −    

� 
( )
( )

( ) ( )1 1

1 1 11 1

1 10 01 cos i sin
cos i sin

z cos i sinr r
θ θ

θ θ
+ ⋅

= = − + ⋅ −  + ⋅
 

� 
( )
( )

( ) ( )2 2

2 2 22 2

1 10 01 cos i sin
cos i sin

z cos i sinr r
θ θ

θ θ
+ ⋅

= = − + ⋅ −  + ⋅
 

 

� 
( )
( )

( ) ( )3 3

3 3 33 3

1 10 01 cos i sin
cos i sin

z cos i sinr r
θ θ

θ θ
+ ⋅

= = − + ⋅ −  + ⋅
 

� 11 1 1
2 2

z i cos i sinr
π π

θ θ
    ⋅ = + + ⋅ +        

  

� 22 2 2
2 2

z i cos i sinr
π π

θ θ
    ⋅ = + + ⋅ +        

 

� 33 3 3
2 2

z i cos i sinr
π π

θ θ
    ⋅ = + + ⋅ +        

 

� 1 1

1 1 2

1

2

i
cos i sin

z r

π π
θ θ

    = − + ⋅ −        
  

 

� 2 2

2 2 2

1

2

i
cos i sin

z r

π π
θ θ

    = − + ⋅ −        
 

 

� 3 3

3 3 2

1

2

i
cos i sin

z r

π π
θ θ

    = − + ⋅ −        
 

 

� 1
1

1 1
2 2

z
cos i

i
r sin

π π
θ θ

    = − + ⋅ −        
   

 

� 2
2

2 2
2 2

z
cos i

i
r sin

π π
θ θ

    = − + ⋅ −        
 

 

� 3
3

3 3
2 2

z
cos i

i
r sin

π π
θ θ

    = − + ⋅ −        
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Εφαρµογή 59 

Υπολογίστε µέτρο και πρωτεύον όρισµα του 1z i= −  και βρείτε τον  
2016z  

Είναι  ( )221 1 1 2z i= − = + − =  και ɵ 0

1 2
cos

2 72
45

41 2
sin

22

θ
π

θ

θ

 
= = 

 
⇒ = − = 

− − = =  

 

Άρα, 
7 7

2 cos sin
4 4

z i
π π = + 

 
 

Είναι  

2016

2016 7 7
2 cos sin

4 4
z i

π π  = + =    
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( )
2016

2016 7 7
2 cos sin

4 4
i

π π + = 
 

 

1008 7 2016 7 2016
2 cos sin

4 4
i

π π + = 
 

 

( ) ( )10082 cos 7 504 sin 7 504iπ π+ =    

( ) ( )10082 cos 3.528 sin 3.528iπ π+ =    

( ) ( )10082 cos 2 1.764 sin 2 1.764iπ π⋅ + ⋅ =    

( ) ( ) ( )1008 1008 10082 cos 2 sin 2 2 1 0 2i iπ π+ = + =    

 

Εφαρµογή 60 

Να υπολογισθεί το άθροισµα τριών µονοφασικών αρµονικών ρευµάτων, ίδιας 

κυκλικής συχνότητας ω  και ίδιου πλάτους 0I , που έχουν διαφορά φάσης 
2π

3
  µεταξύ 

τους.  

Οι στιγµιαίες τιµές των ρευµάτων, δίνονται από τους παρακάτω τύπους. 

1 0I I sin tω= ⋅ ,   
2 0

2π
I I

3
sin tω = ⋅ + 
 

,  
3 0

4π
I I

3
sin tω = ⋅ + 
 

 

Τα ρεύµατα, παριστάνονται µε τη µιγαδική τους µορφή, ως ακολούθως.   

( )1 0I I 0 0cos i sin= + ⋅ ,   
2 0

2π 2π
I I

3 3
cos i sin
 = + ⋅ 
 

, 
3 0

4π 4π
I I

3 3
cos i sin
 = + ⋅ 
 

 

Αθροίζοντας τις στιγµιαίες τιµές των ρευµάτων, προκύπτει ότι  

( )0 01 2 03

2π 2π 4π 4π
I I I 0 0I I

3 3 3
I

3
cos sin cos si in cos sini i

   Ι = + + = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅   
   

 

( )0 0 0

1 3 1 3
                     1 0

2 2 2
I I I

2
i i i

   
= + ⋅ + − + + − −      

   
 

0 0

1 1 3 3
                     1 0 0

2
I

2 2 2
Ii

   = − − + − = =       
⋅

 
 

Παρατήρηση 5 

Από τη θεωρία, ισχύει ότι ( ) ( )φ φ φX sin t X c ios sinω⋅ + = + ⋅  

 

Εφαρµογή 61 

Τα εναλλασσόµενα ρεύµατα περιγράφονται µε τη χρήση περιοδικών 

συναρτήσεων του χρόνου. Τα αρµονικά µεγέθη (αρµονική ταλάντωση, αρµονική 

τάση, αρµονικό ρεύµα) περιγράφονται από ηµιτονοειδείς συναρτήσεις του χρόνου, 

της µορφής ( ) ( )φf t a sin tω= ⋅ + , όπου: 

0a >   το πλάτος,  

ω        η κυκλική συχνότητα (ή γωνιακή ταχύτητα) και  

φ        η αρχική φάση του αρµονικού µεγέθους. 

Ευθύγραµµος χάλκινος αγωγός διαρρέεται από δυο αρµονικώς 

µεταβαλλόµενα ηλεκτρικά ρεύµατα, της ιδίας κυκλικής συχνότητας ω . Οι στιγµιαίες 
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τιµές των ρευµάτων είναι 1I 2 sin tω= ⋅    και   
2

2π
I 2

3
sin tω = ⋅ + 
 

. Ποια είναι η 

συνολική τιµή Ι του ρεύµατος;  

( ) ( )1 2

2π 2π
I

3
2I 2

3
2sin t sin t sin t sin tω ω ω ω

    Ι = + = ⋅ + ⋅ + = + + =        
 

( ) ( ) ( )2π 2π

3 3
2 sin t sin t cocos sin s tω ω ω
 

+ ⋅ +   
   


⋅ =
  




 

( ) ( ) ( )1 3

2 2
2 sin t sin t cos tω ω ω
 

+ ⋅


− =


 

( ) ( )2
1 3

2 2
sin t cos tω ω

 
+ = 

 
 

( ) ( )π π

3
2

3
cos sinsin t cos tω ω    

⋅ +  ⋅ = 


 
   

 

π
2

3
sin tω + 
 
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Αν 0cos cos cosα β γ+ + = ,  0sin sin sinα β γ+ + =  δείξτε ότι  

(α) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3cos cos cos cosα β γ α β γ+ + = + + . 

(β)  ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3sin sin sin sinα β γ α β γ+ + = + + . 

Έστω    

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3

3

3

3 3

3 3

3 3

x cos i sin x cos i sin

y cos i sin y cos i sin

z cos i sin z cos i sin

α α α α

β β β β

γ γ γ γ

 = + ⋅ ⇒ = + ⋅

= + ⋅ ⇒ = + ⋅

 = + ⋅ ⇒ = + ⋅

  

Τότε ( ) ( ) 0x y z cos cos cos i sin sin sinα β γ α β γ+ + = + + + + + =  

Από την ταυτότητα ( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 3 3 1
3

2
x y z xyz x y z x y y z z x + + − = + + − + − + −   

αν 

0

      ή

0

x y z

x y z

+ + = 
 
 
 = = = 

οπότε µηδενίζεται το 2ο µέλος, είναι  
3 3 3 3x y z xyz+ + =  

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 3 3x y z cos cos sin si sii n nα β συν γ α β γ+ + = + + + + +        
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� ( )( ) ( )3 3xyz cos i sin cos i sin cos i sinα α β β γ γ= + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

              ( ) ( )3 cos i sinα β γ α β γ+ + + ⋅ + +    

  

   Άρα, 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3

3 3 3 3

cos cos cos cos

sin sin sin sin

α β γ α β γ

α β γ α β γ

+ + = + +


+ + = + +
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∆είξτε ότι  ( ) 2 22cos cos sinθ θ θ= −     και   ( )2 2sin cos sinθ θ θ= ⋅  

Έστω z cos i sinθ θ= + ⋅ . Από τον τύπο του De Moivre  ισχύει ότι 

( ) ( )2 2 2z cos i sinθ θ= + ⋅ . Επίσης από την ( )2 2 2 2a b a b ab+ = + + , ισχύει ότι 

( )22 2 2 2z cos i sin c i coos s s siin nθ θ θ θθ θ⋅= − + ⋅= + ⋅ ⋅  

Άρα, 
( )
( )

2 2

2 2

2

sin cos

cos cos

sin

sin

θ

θ θ

θ θ

θ  
 
 

=

=

−

⋅
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∆είξτε ότι  ( ) 33 4 3cos cos cosθ θ θ= −   και  ( ) 33 3 4sin sin sinθ θ θ= −  

Έστω z cos i sinθ θ= + ⋅ . Από τον τύπο του De Moivre  ισχύει ότι

( ) ( )3 3 3z cos i sinθ θ= + ⋅ . Επίσης από την ( )3 3 2 2 33 3a b a a b ab b+ = + + + , ισχύει ότι  

( )

( ) ( )

( )

33

2 33 2

3 2 2 3

3 2 2 3

       3 3

       3 3

       3 3

z cos i sin

cos cos i sin cos i sin i sin

cos cos sin cos sin sin

cos cos sin cos sin

i

n

i

isi

θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

= + ⋅ =

+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ =

+ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =

− ⋅ + ⋅ −

 

Άρα, 
( )
( )

3 2

2 3

3

33

3cos cos cos sin

cos sin ssin in

θ

θ

θ θ θ

θ θ θ=

 = − ⋅ 
 

⋅ −  
 και από 

2 2 1cos sinθ θ+ =  προκύπτει ότι  

( ) 33 4 3cos cos cosθ θ θ= −   και  ( ) 33 3 4sin sin sinθ θ θ= −  
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Υπολογίστε τα ( )4sin θ  και ( )4cos θ  

Από τον τύπο του De Moivre είναι  ( ) ( ) ( )4
4 4cos i sin cos i sinθ θ θ θ+ ⋅ = + ⋅  

Αναπτύσσω το 1ο  µέρος της ισότητας και µετά από τις πράξεις έχω       

( ) ( ) ( )4 4 2 3
8 8 1 4 2cos sin cos cos cos sin sii niθ θ θ θ θ θ θ+ ⋅ = − + + ⋅ −  

Άρα, ( ) ( ) ( ) ( )4 2 38 8 41 44 2cos sin sin sicos cos coi i nsθ θ θθ θ θθ⋅ ⋅− = +− + +  

Άρα,  
( )
( ) ( )

4 2

3

8 8 1

4  4

4

2

cos cos

sin cos sin

c

s n

s

i

o θ θ

θ θ θ

θ

θ

 = − +


= −
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4.17 Ρίζες των µιγαδικών  

  Νιοστή ρίζα του a  ονοµάζεται κάθε µιγαδικός z , τέτοιος ώστε z aν =  

 

 4.17.1 Νιοστές ρίζες της µονάδας 

Θα βρω τις ρίζες της εξίσωσης 1zν = . Ο ( )ζ ζ cos i sinθ θ= + ⋅  για να είναι νιοστή 

ρίζα της µονάδας πρέπει ζ 1ν = , δηλαδή, ( ) ( )νν
ζ ζ 1cos i sinνθ νθ= + ⋅ =     

Επειδή 1 1=  και 1 0Arg = , ο ζ  είναι ρίζα του 1 αν και µόνο αν k∃ ∈ℤ  έτσι ώστε 

 και ζ 1 0 2kν νθ π= − =  δηλαδή,   και
2

ζ 1  
kπ

θ
ν

= =  

Άρα, νιοστή ρίζα της µονάδας είναι κάθε αριθµός της µορφής ( )ζ ζ cos i sinθ θ= + ⋅  

 

Π.χ. νιοστές ρίζες της µονάδας είναι  οι αριθµοί 0ζ 0 0 1cos i sin= + ⋅ = ,  

1

2 2
ζ cos sini

π π
ν ν

= + ⋅  Παρατηρώ ότι 
1ζ ζ k

k = , k∀ ∈ℤ  δηλαδή 2

2 1ζ ζ=   , 3

3 1ζ ζ= , …. 

 

Θεώρηµα 5 

Οι νιοστές ρίζες της µονάδας, είναι ν  το πλήθος αριθµοί.  

 

4.17.2 Ιδιότητες των νιοστών ριζών της µονάδας 

1 Ο αντίστροφος της ρίζας ζλ, είναι η ρίζα ζν-λ  Πράγµατι, 
1 1 1ζ ζ ζ ζ ζ 1λ ν λ ν

λ ν λ
−

−⋅ = ⋅ = =  

2 Είναι 
2 3 1 1

0 1 2 1 1 1 1 1

1

ζ 1
ζ ζ ζ ... ζ 1 ζ ζ ζ ... ζ

ζ 1

ν
ν

ν
−

−

−
+ + + + = + + + + + =

−
 και επειδή 

1ζ 1ν = , 

έπεται ότι  0 1 2 1ζ ζ ζ ... ζ 0ν −+ + + + =  

3 Ισχύει ότι ( ) ( )1 12 3 1

0 1 2 1 1 1 1 1ζ ζ ζ ... ζ 1 ζ ζ ζ ... ζ 1 1
ν νν

ν
− +−

−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − = −  

4  Όλες οι ρίζες, έχουν το ίδιο µέτρο ( )1=   

5 Τα ορίσµατα δύο διαδοχικών ριζών, διαφέρουν κατά 
2π
ν

   

6 Οι εικόνες των ριζών στο επίπεδο, είναι κορυφές κανονικού ν– γώνου, 

εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7 Αν ζ  είναι η νιοστή ρίζα της µονάδας µε ζ 1≠ , τότε  
2 11 2ζ 3ζ ... ζ

1

ν ν
ν

ζ
−+ + + + =

−
  

και  
( )
( )

2

2 2 1

2

1 2
1 4ζ 9ζ ... ζ

1

ν ν ζ ν
ν

ζ
− − +

+ + + + = −
−
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4.17.3 Νιοστές ρίζες των µιγαδικών 

  Θα υπολογίσω τις νιοστές ρίζες ενός µιγαδικού a , δηλαδή θα βρω τις ρίζες 

της εξίσωσης z aν = . ∆ιακρίνω τις περιπτώσεις: 

� Αν 0a = , τότε η µοναδική νιοστή ρίζα του a  είναι  το 0, διότι 0 0z zν = ⇔ =  

� Αν 0a ≠  και φ είναι ένα όρισµα του a , τότε ( )icos sinϕα ϕα= + ⋅   

Για να είναι ο ( )ζ ζ cos siniθ θ= + ⋅  νιοστή ρίζα του a , πρέπει 

( ) ( )ζ icos sin
ν νθ να θ= + ⋅    άρα,  z z

ν
να α= ⇔ = και k∃ ∈ℤ  τέτοιος ώστε 

φ 2kνθ π− =  δηλαδή 
φ 2kπ

θ
ν
+

=  

Άρα, νιοστή ρίζα του a  είναι κάθε αριθµός της µορφής  

2 2
,  kz cos si

k k
n kiν

ϕ π ϕ π
ν ν

α  = ⋅ + ⋅ ∈ 
 

+ +
ℤ  

2 2
k iz cos s

k k
inν

ϕ π ϕ π
ν ν

α
ν ν

    = ⋅ + ⋅       
+


+    

    
2 2

i
k

cos sin
k

icos sinν
ϕ ϕ π π
ν ν

α
ν ν

   = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅   
   

 

        
2 2

o kZ

cos sin cos s n
k

ii
k

iν

ζ

ϕ ϕ π π
ν ν ν

α
ν

   = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅   
   �



�



� �



�



�

ζo kz= ⋅  

  Από αυτή την ισότητα συµπεραίνω ότι ο a  έχει ν  νιοστές ρίζες, που τις 

βρίσκω αν πολλαπλασιάσω τη 0z  µε τις νιοστές ρίζες της µονάδας. 

 

4.17.4 Παρατηρήσεις 

1 Οι εικόνες των νιοστών ριζών του a  στο επίπεδο, είναι κορυφές κανονικού 

πολυγώνου.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Οι νιοστές ρίζες του  a , προκύπτουν όταν µία οποιαδήποτε νιοστή του ρίζα (όχι 

υποχρεωτικά η 0z ) πολλαπλασιασθεί µε τις νιοστές ρίζες της µονάδας. Πράγµατι 

{ }0,  1,  2,..., 1λ ν∀ ∈ −  είναι ( ) ( ) ( )ζ ζ 1k kz z a a
ν ν ν

λ λ⋅ = = ⋅ =   άρα, ο ζkz λ⋅  είναι µία 

ρίζα του a  
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Να υπολογισθούν οι κυβικές ρίζες της µονάδας. 
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� 
0

02 2
ζ 0 0

0

3
0

3
1cos sin cos sini i i

π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = 1 

� 0 0

1

2 2 2 2
ζ 120 120

3 3

1 1

3 3
cos sin cos sin cos si i i in

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ =  

            
0 0 0 060 60 30 30cos sin sini cosi− + ⋅ = − ⋅+ =

1 3

2 2
i− +  

�
0 0

2

2 2 4 4
ζ 240 240

3 3

2 2

3 3
cos sin cos sin cos si i i in

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ =  

           
0 0 0 060 60 30 30cos i c si isn oηµ− − ⋅ = ⋅− − =

1 3

2 2
i− −  

Υπόδειξη 2 

Έγινε χρήση του τύπου  
2 2

ζ , 0, 1, 2, 3,...,ν 1cos i sinυ

υπ υπ
υ

ν ν
= + ⋅ = −  

� 0 1 2ζ ζ ζ 0+ + =  

� 2

2 1ζ ζ=  

� ( ) ( ) ( )1 3 1 2

0 1 2ζ ζ ζ 1 1 1 1
ν − −

⋅ ⋅ = − = − = − =  
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Να υπολογισθούν οι τέταρτης τάξης ρίζες της µονάδας. 

� 
0

02 2
ζ 0 0

0

4
0

4
1cos sin cos sini i i

π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = 1 

� 
1

1 1

4 4

2 2
ζ 0 1

2 2
cos sin cos sini i i

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = i  
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� 2

2
ζ cos=

2⋅

4

π⋅ 2
ni si+ ⋅

2⋅

4

π⋅
1 0cos sii inπ π= + = − +⋅ = 1−  

� 
3

3 32 2 3

4 4

3
ζ

2 2
cos si in cos sini

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ =   

                                                    ( )0 0270 270 0 1cos sini i+ ⋅ = + − = i−  

Υπόδειξη 3 

Έγινε χρήση του τύπου  
2 2

ζ , 0, 1, 2, 3,...,ν 1cos i sinυ

υπ υπ
υ

ν ν
= + ⋅ = −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� 0 1 2 3ζ ζ ζ ζ 0+ + + =                           � 2

2 1ζ ζ=                  � 3

3 2 1 1ζ ζ ζ ζ= ⋅ =  

� ( ) ( ) ( )1 4 1 3

0 1 2 3ζ ζ ζ ζ 1 1 1 1
ν − −

⋅ ⋅ ⋅ = − = − = − = −  
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Να υπολογισθούν οι πέµπτης τάξης ρίζες της µονάδας. 

� 
0

2 2
ζ 0 0 1

0 0
1

5 5
0cos sin cos s ini ii

π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ =  

� 0 0

1

1 1

5 5

2 2 2 2
ζ 72 7

5 5
2cos sin cos sin cos sini i i

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅  

� 0 0

2

2 2 4 4
ζ 144 1

2
44

2

5 5 5 5
cos sin cos sin cos si i i in

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅  

ή µε 2ο τρόπο: 
2

0 02

2 1

2 2 4 4
144 144

5 5 5
ζ ζ

5
cos sin cos sini i c sinios

π π π π⋅ ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ 
 

=  

� 0 0

3

2 2 6 6
ζ 216 2

3
16

3

5 5 5 5
cos sin cos sin cos si i i in

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅  

ή µε 2ο τρόπο: 
3

0 03

3 1

2 2 6 6
216 216

5 5 5
ζ ζ

5
cos sin cos sini i c sinios

π π π π⋅ ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ 
 

=  

� 0 0

4

2 2 8 8
ζ 288 2

4
88

4

5 5 5 5
cos sin cos sin cos si i i in

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅  

ή µε 2ο τρόπο: 
4

0 04

4 1

2 2 8 8
288 288

5 5 5
ζ ζ

5
cos sin cos sini i c sinios

π π π π⋅ ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ 
 

=  
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Υπόδειξη 4 

Έγινε χρήση του τύπου 
2 2

ζ , 0, 1, 2, 3,...,ν 1cos siniυ

υ π υ π
υ

ν ν
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= + ⋅ = −  

 

 

 

 

 

 

 

 

� 0 1 2 3 4ζ ζ ζ ζ ζ 0+ + + + =  

� 2

2 1ζ ζ=  

� 3

3 2 1 1ζ ζ ζ ζ= ⋅ =  

� 3 4

4 3 1 1 1 1ζ ζ ζ ζ ζ ζ= ⋅ = ⋅ =  

� ( ) ( ) ( )1 5 1 4

0 1 2 3 4ζ ζ ζ ζ ζ 1 1 1 1
ν − −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − = − = − =  
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Να υπολογισθούν οι έκτης τάξης ρίζες της µονάδας. 

� 0 0

0

02 2
ζ 0 0 1 0

0

6 6
cos sin cos si i in i

π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = 1 

�  
1

2 2
ζ

3

1

6 3

1

6
cos sin cosi sini

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ =

1 3

2 2
i+ ⋅  

� 
2

2 22 2 2

6 6

2
ζ

3 3
cos si in cos sini

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ =

1 3

2 2
i− + ⋅  

ή µε 2ο τρόπο:  
2

2

0 02

1

2 2
120 1ζ 20

3 3 3 3
ζ cos sin cos sini i icos sin

π π π π = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = 
 

=                                                          

                                    0 0 0 0 1 3
60 60 30 30

2 2
cos i isi n in si cos− + ⋅ = − + ⋅ = − + ⋅  

�  
3

3 3

6
ζ

6

2 2
1 0i i icos sin cos sin

π π
π π

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ = − + ⋅ = 1−  

ή µε 2ο τρόπο: 

3

3 1

3
3 3

3 3
ζ

3
ζ

3
cos sin cos sini i
π π π π = + ⋅ = + ⋅ = 

 
= 1 0 1cos i sin iπ π+ ⋅ = − + ⋅ = −                                                                                                                              

� 
4

4 42 2 4

6 6

4
ζ

3 3
cos si in cos sini

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ =

1 3

2 2
i− − ⋅  

ή µε 2ο τρόπο: 
4

4

0 04

1

4 4
240 2ζ 40

3 3 3 3
ζ cos sin cos sini i icos sin

π π π π = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = 
 

=  

                                                   0 0 0 0 1 3
60 60 30 30

2 2
cos sin sini icosi− − ⋅ = − − ⋅ = − −  
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� 
5

5 52 2 5

6 6

5
ζ

3 3
cos si in cos sini

π π π π⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + ⋅ = + ⋅ =

1 3

2 2
i− ⋅  

ή µε 2ο τρόπο: 
5

5

0 05

1

5 5
300 3ζ 00

3 3 3 3
ζ cos sin cos sini i icos sin

π π π π = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = 
 

=   

                                               0 0 0 0 1 3
60 60 30 30

2 2
cos sin sin c iosi i− ⋅ = − ⋅ = − ⋅  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Υπόδειξη 5 

Έγινε χρήση του τύπου 
2 2

ζ , 0, 1, 2, 3,...,ν 1cos siniυ

υ π υ π
υ

ν ν
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= + ⋅ = −  

� 0 1 2 3 4 5ζ ζ ζ ζ ζ ζ 0+ + + + + =                  � 2

2 1ζ ζ=  

� 2 3

3 2 1 1 1 1ζ ζ ζ ζ ζ ζ= ⋅ = ⋅ =                          � 3 4

4 3 1 1 1 1ζ ζ ζ ζ ζ ζ= ⋅ = ⋅ =  

� 4 5

5 4 1 1 1 1ζ ζ ζ ζ ζ ζ= ⋅ = ⋅ =       

� ( ) ( ) ( )1 6 1 5

0 1 2 3 4 5ζ ζ ζ ζ ζ ζ 1 1 1 1
ν − −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − = − = − = −  

 

Εφαρµογή 70 

Να λυθεί στο ℂ η 38 1z =  

Είναι ( )
0

33

1

2

1

2 1 2
2 ζ

1 3 1 3
8 1 2 1 2 ζ 2

2 2 4 4
2 ζ

1 3 1 3
2

2 2 4 4

z
z

z

z z z z i z i

z

z i z i

   =  =
=     

     
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = − + ⇔ = − +     

     =     
= − − = − −   

   

 

Εφαρµογή 71 

Εύρεση των τετραγωνικών ριζών του 3 4z i= − +  

Έστω ότι η ζητούµενη τετραγωνική ρίζα είναι η x yi+  

Είναι ( )2 3 4x yi i+ = − + ⇔ ( )22 2 3 4x yi xyi i+ + = − + ⇔  

( )
2 2

2 2 2 2

2 2

3
3 3

2 3 4 2
2 4 2

x y
x y x y

x y xyi i
xy xy y

x

 − = −   − = − − = −  
− + = − + ⇔ ⇔ ⇔ ⇔     

= = =      
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( ) ( )
( ) ( )

2

2 4 22

2

42
13 4 33 , 1,  2

22
2 , 1,  22

xx x xx x yxx

y x yy
y xy x

xx

     = ± − = − − = −  − = −     =            ⇔ ⇔ ⇔ ⇔         
= = − −=           =  =       

Άρα, η ζητούµενη τετραγωνική ρίζα είναι 
1 2

1 2

i
x yi

i

+
+ = 

− −
 

Υπόδειξη 6 
4 2 4 24 3 3 4 0x x x x− = − ⇔ + − =  (διτετράγωνη εξίσωση) θέτω 2x ω= , οπότε η 

ανωτέρω εξίσωση γράφεται 

2

2

2 Απορρί

1 1 1 
3 4 0

πτε1 ται1

x x

x

ω
ω ω

ω

 = = ⇔ = ±   + − = ⇔ ⇔   
= − = −    

 

Εφαρµογή 72 

Να λυθεί στο ℂ η  3 1z i= +  

3 3 2 2
1 2 2

2 2 4 4
z i z cos s ni ii

π π   = + ⇔ = + = + ⋅       
 

� 6
0 2

12 12
z cos sini

π π = + ⋅ = 
 

 

( )0 06 2 15 15icos sin+ ⋅ =  

6 6 2 6 2
2

4 4
i

 + −
+ 

 
 

 

� 
1 0 1

6 2
12 1

ζ
32

2 2

3
z z cos sin sinc iosi

ππ π π  = = + ⋅ =  
 

⋅


+


       

                    6 8 8
2

12 12 12 12
cos sin cos sini i
π π π π   + ⋅ + ⋅ =  

   

6 8 8
2

12 12 12

8 8

12 12 12 1212
i sincos cos sin cos c s ni is o sn

ππ π π π ππ π  ⋅ + ⋅ 
 

 
⋅ − ⋅ + = 

 
 

 6 9 9
2

12 12
cos sii n
π π + ⋅ = 

 
 

6 3 3
2

4 4
cos sini
π π + ⋅ = 

 
 

( )0 06 2 135 135icos sin+ ⋅ =  

( )0 06 2 45 45os ic sin− + ⋅ =  

6 2 2
2

2 2
i

 −
+ 

 
 

 

�
2 0 2

6 2
12 1

ζ
32

4 4

3
z z cos sin cos sini i

π ππ π   = = + ⋅ =  
 

⋅


+


                      

                     6 2
12

16 16

121 122
coi iscos sin sin

ππ ππ
+ ⋅  + ⋅ =  

  
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6 16 16

12 1

16 16
2

1 2 12 12 12 12 212
sin cos cos sinicos cos sin sin
π π ππ π π ππ  ⋅ + ⋅ 

 

 
⋅ − ⋅ + = 

 
 

6 16 16
2

12 12 12 12
cos sini

π π π π    + + ⋅ + =        
 

6 17 17
2

12 12
cos sii n

π π + ⋅ = 
 

 

( ) ( )6 17 1 7 12 5 1 5cos si in⋅ ⋅+ ⋅ =    

( )0 06 2 255 255icos sin+ ⋅ =  

( ) ( )0 0 0 06 180 75 180 752 cos si in+ + + ⋅ =   

( )0 06 15 152 co is sin− − ⋅ =  

6 6 2 6 2
2

4 4
i

 + −
− + 
 

 

Υπόδειξη 7 

� ( )0 0 0 0 0 0 015 45 30 45 30 45 30cos cos cos cos sin sin= − = ⋅ + ⋅ =   

                                            
2 3 2 1 6 2 6 2

2 2 2 2 4 4 4

+
+ = + =  

� ( )0 0 0 0 0 0 015 60 45 60 45 45 60sin sin sin cos sin cos= − = ⋅ − ⋅ =  

3 2 2 1 6 2 6 2

2 2 2 2 4 4 4

−
⋅ − ⋅ = − =  

 

Εφαρµογή 73 

Να δειχθεί ότι αν ο a  είναι  µία νιοστή ρίζα του z , τότε ο  a   είναι νιοστή ρίζα του 

z  

Αφού ο a  είναι µία νιοστή ρίζα του z , ισχύει ότι ( ) ( )a z a z a z
νν ν= ⇔ = ⇔ =  

 

Εφαρµογή 74 

Με χρήση της προηγούµενης εφαρµογής, δείξτε ότι οι µη πραγµατικές νιοστές 

ρίζες της µονάδας είναι ανά δυο συζυγείς. 

Έστω ότι ο ζλ  είναι µία νιοστή ρίζα του 1. Τότε ο ζλ  θα είναι µία νιοστή ρίζα 

του 1  δηλαδή του 1 

 

Εφαρµογή 75 

∆είξτε ότι αν ζλ  είναι µία νιοστή ρίζα της µονάδας ( )0 λ ν< < , τότε ζ ζλ ν λ−=  

Είναι 
1 1 1ζ ζ ζ ζ ζ 1λ ν λ ν

λ ν λ
−

−⋅ = ⋅ = = , άρα 
1

ζ
ζ

ν λ
λ

− =  

Είναι 
1

1 1z z z z
z

= ⇒ ⋅ = ⇒ =  άρα, από την  
1

ζ
ζ

ν λ
λ

− = προκύπτει ότι ζ ζν λ λ− =  
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Εφαρµογή 76 

Αν 0 1 2ζ ,  ζ ,  ζ  είναι οι κυβικές ρίζες της µονάδας, δείξτε ότι 1 2ζ ζ 1⋅ =  και 2

2 1ζ ζ=  

Είναι  
1

3

1 12 1

2ζ ζζ ζ ζ 1⋅ = ⋅ = =  και  ( )2
2

2

2 4 3

1 1 1 1 11 ζ ζ ζ 1ζ ζζ ζ= = = ⋅ = ⋅ =  

 

Εφαρµογή 77 

Να λυθεί στο ℂ η 3 64z = −  

( )3 364 64z z cos i sinπ π= − ⇔ = + ⋅          

Από τη θεωρία ισχύει ότι ,  0,  1
2

,  2,
2

 1k

k k
z cos s ni i kν α ν

ϕ π ϕ π
ν ν

 = ⋅ + ⋅ = − 
 

+ +
 

Άρα, στη συγκεκριµένη περίπτωση 

3 2 2

3
64 ,  0,  1,  2

3
k i

k
z cos sin k

kπ π π π + +
= ⋅ + ⋅ = 

 
 

∆ηλαδή, 
2 2

4 ,  0,  1
3

,  
3

2k

k k
z cos s n ki i

π π π π = + ⋅ = 
 

+ +
   

Συνεπώς:  

� 3

0

1 3
64 4 4

3 3 3 3 2 2
z co i os i is c

π π π π
ηµ ηµ

    = + ⋅ = + ⋅ = + =           
2 2 3i+  

�  ( ) ( )1

2 2
4 4 4 1 0

3 3
z cos sini cos si ini

π π π π
π π

+ + = + ⋅ = + ⋅ = − + ⋅ = 
 

4−  

�  
2

4 4 5 5
4 4

3 3 3 3
z cos sin cos sini i

π π π π π π+ +   = + ⋅ = + ⋅ =   
   

2 2 3i−  

Εφαρµογή 78 

Να λυθεί στο ℂ η  
5 1z = −  

Είναι 5 51z z co sinisπ π= − ⇔ = + ⋅  

Εφαρµόζοντας  τον τύπο ,  0,  1
2

,  2,
2

 1k

k k
z cos s ni i kν α ν

ϕ π ϕ π
ν ν

 = ⋅ + ⋅ = − 
 

+ +
 

που στη συγκεκριµένη περίπτωση γίνεται 

5 1 ,  0,  1,  2,  3  
2

5
4

2

5
,kz cos si in k

k kπ π π π + + = ⋅ + ⋅ = 
 

 

δηλαδή 
2 2

5 5
,  0,  1,  2,  3,  4kz cos sin ki

k kπ π π π = + ⋅ = 
 

+ +
 προκύπτει ότι 

 

� 0 05

0

0 02 2
1 36 36

5 5 5 5
z i i icos sin cos sin cos sin

π π π π π π+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ 
 

 

 

�
0 05

1

2 2 3 3
1 108 108

5 5 5

1

5

1
z cos sin cos sin cos sii i i n

π π π π π π+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ 
 

 

  
11 0

3 3

5 5 5 5

2 2
ζ

5 5
z z cos sin cos sincoi is isin

π ππ π π π  = = + = +  
  

+    

                                                                             0 0108 108c ios sin= +  
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� 5

2

2 2 5
1

2

5 5

2
z cos sini cos

π π π π+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = + ⋅ = 
  5

π 5
ni si+ ⋅

5

π
1 0 1i= − + ⋅ = −  

ή µε 2ο τρόπο  

22 0

5 5
1

5 5 5 5

4 4
ζ

5 5
z z cos sin cos sincos sini i i

π π ππ π π
+   = ⋅ = + ⋅ = +⋅ ⋅ = −   

   
 

 

 

�
5

3

3 32 2 7 7
1

5 5 5 5
z cos sin cos sii ni

π π π π π π+ ⋅ + ⋅ = + = + = 
 

0 0228 228icos sin+ ⋅   

ή µε 2ο τρόπο  
33 0

7 7

5 5 5 5

6 6
ζ

5 5
z z cos sin cos sincoi is isin

π ππ π π π  = = + = +  
  

+   

                                                                                                  0 0228 228c ios sin= +  

 

�
5

4

4 42 2 9 9
1

5 5 5 5
z cos sin cos sii ni

π π π π π π+ ⋅ + ⋅ = + = + = 
 

0 0324 324icos sin+  

ή µε 2ο τρόπο 
44 0

9 9

5 5 5 5

8 8
ζ

5 5
z z cos sin cos sincoi is isin

π ππ π π π  = = + = +  
  

+    

                                                                                                  0 0324 324c ios sin= +  

 

Εφαρµογή 79 

Να βρεθούν οι τρίτης τάξης (ή κυβικές) ρίζες του i  

Είναι  0 1i i= + , 
2

Argi
π
=  και 

2 2
0 1 1i = + =  

�
33

0

0 0

3 3

2 2
2 2 2 21

3 3
z cos sin cos sini i i

π π π π
π π   + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅   

= + = + =   
  

⋅


   

⋅  

                                   0 0
1

6
3

6
0 30cos sin cos sii ni

π π + ⋅ = + ⋅ = 
 

3 1

2 2
i+  

 

�
33

1

5 5
2 1 1

3 3 3 3

2
2 2 2 21z cos sin cos sini i i

π π π π
π π   + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅   

= + = + ⋅ =   
   
   

⋅

0 0 0 05 5
150 150 30 30

6 6
cos sin cos sin cos sii ni i
π π
+ ⋅ = + ⋅ = − + ⋅ =

3 1

2 2
i− + ή µε 2ο 

τρόπο  1

2
2

1 0

2

4

3 1 3 3 3 3

2 2 4 4 4 4

3

2
ζ

2

1

2 2

i

i i
z z i i ii

  
= = + = − + − + = − +    

  
− +

�
�
�
 

�
33

2

9 9
2 2 2

3 3 3 3

2
2 2 2 21z cos sin cos sini i i

π π π π
π π   + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅   

= + = + ⋅ =   
   
   

⋅  
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( )0 09 9 3 3
270 270 0 1

6 6 2 2
cos sin cos sin cos sini i i i
π π π π
+ ⋅ = + ⋅ = + ⋅ = + ⋅ − = i−  

ή µε 2ο τρόπο  
22 0

3 1

2 2

3

4

1 3
ζ

2 2
iz z i

  
= = + =    

  
−− −

2
23

4 4

3

4
i

i
ii

−

− − −
�
�
�

i= −  

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 6 

� 0 1 2 0z z z+ + =  

 

4.18 Εκθετική µορφή των µιγαδικών  

Κάθε µιγαδικός γράφεται στην εκθετική του µορφή, δηλαδή 

( ) iz cos i sin eθρ θ θ ρ= + ⋅ = ⋅  

Σηµείωση  Από τον Euler πως ισχύει ότι ( )ie cos i sinθ θ θ= + ⋅  

        

4.18.1 Νεπέρειος λογάριθµος των µιγαδικών  

Έστω ο µη µηδενικός ( ) iz cos i sin eθρ θ θ ρ= + ⋅ =   

Είναι 
i

lnz lnp lne lnp i lne lnp i
θ

θ θ= + = + = +  όπου ( ),  θ π π∈ −   πρωτεύον όρισµα. 

Αν δεν είναι πρωτεύον όρισµα, τότε ( )2 ,  0, 1, 2,...lnz lnp i νπ θ ν= + + = ± ±  

Ορίζω  τη λογαριθµική συνάρτηση ως 

 ( )2 , 0, 1, 2,...logz lnp i νπ θ ν= + + = ± ±  ή   ( )logz ln z i Arg z= + ⋅  

 

Εφαρµογή 80 

Να υπολογισθεί ο ( )1+ 3log i  

Είναι 2z =  και ( )
3

Arg z
π
= , άρα 2 2

3
logz ln i

π
νπ = + + 
 

 

 

Εφαρµογή 81 

Παραγοντοποιήστε το άθροισµα 
2 2  α αβ β+ +  

Είναι 
2 2α αβ β+ + =  

2 22
2

β
α α β+ + =  
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2

2
2 2

2

2

+2
2 4 4

a

β
α

β β β
βα

 + 
 

− + =+
�

�

�

 

2 2 2

42

4

4

β ββ
α − 


++ 


=  

22
3

42
α

ββ + 
 

+ =  

2 2
23

2 4
i

β β
α + − = 
 

 

22
2 3

2 2

a iβ β +  − =  
   

 

2 3 2 3

2 2 2 2

a i a iβ β β β   + +
− +  

  
 

 

Εφαρµογή 82 

∆είξτε ότι η 
2 0x px q+ + = , µε ,p q∈ℝ και 

2 4 0p q− <  έχει λύση στο ℂ 

Πράγµατι, 
2 0x px q+ + = ⇔  

                     
2

2
2

4
2

2
0

4

p
q

p p
x x+ + − + = ⇔  

                 

2 24

2
0

4

p
x

q p− +  +


=


  

Θέτω 
2

p
a= −  και 

2
24

4

q p
β

−
=   Το β∈ℝ,  διότι είναι  

24 0q p− >  

Η παραπάνω εξίσωση γράφεται ως ( )2 2 0x α β− + = ⇔  

                                                          ( )2 2( ) 0x a iβ− − = ⇔  

                                                          ( ) ( ) 0x i x iα β α β− − − + =  

Άρα, η αρχική εξίσωση έχει στο ℂ, λύσεις x a iβ= +  και x a iβ= −   


