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7.1 Αόριστο ολοκλήρωµα 

7.1.1 Βασικοί κανόνες ολοκλήρωσης  

� ( )( ) ( )  ( ) ( ) f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫  

� ( )( ) ( )  ( ) ( ) f x g x dx f x dx g x dx− = −∫ ∫ ∫  

� ( )( )  ( ) ,  cf x dx c f x dx c= ∈∫ ∫ ℝ  

� 1 + ,  dx dx x c c= = ∈∫ ∫ ℝ    διότι  ( )1 +x c ′=  

� 0 ,  dx c c= ∈∫ ℝ   διότι  0 c′=  

 

7.1.2 Ολοκλήρωση απλών τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

�   + ,  sinx dx cosx c c= − ∈∫ ℝ   διότι   ( ) +sinx cosx c ′= −  

�   + ,  cosx dx sinx c c= ∈∫ ℝ    διότι   ( ) +cosx sinx c ′=  

� ( )5  5  5 + ,   sinx dx sinx dx cosx c c= = − ∈∫ ∫ ℝ  

� ( )3  3  3 + ,   cosx dx cosx dx sinx c c= = ∈∫ ∫ ℝ  

�
2

+ ,  
dx

tanx c c
cos x

= ∈∫ ℝ   διότι ( )2

1
+tanx c

cos x
′=  

�
2

σφ + ,  
dx

x c c
sin x

−
= ∈∫ ℝ  διότι  ( )2

1
σφ +x c

sin x

− ′=  

�
( )

   + ,   
cosxsinx

tanx dx dx dx ln cosx c c
cosx cosx

′
= = − = − ∈∫ ∫ ∫ ℝ  

�
( )

σφ    + ,   
sinxcosx

x dx dx dx ln sinx c c
sinx sinx

′
= = = ∈∫ ∫ ∫ ℝ  

� ( ) ( )1
 ,  , ,  0sin ax dx cos ax c a c a

a
= − + ∈ ≠∫ ℝ  

� ( ) ( )1
 ,   , , ,  0sin ax dx cos ax c a c a

a
β β β+ = − + + ∈ ≠∫ ℝ  

� ( ) ( )1
 ,  , ,  0cos ax dx sin ax c a c a

a
= + ∈ ≠∫ ℝ  

� ( ) ( )1
 ,   , , ,  0cos ax dx sin ax c a c a

a
β β β+ = + + ∈ ≠∫ ℝ  

� 
( )

( )2

1 1
  ,  , ,  0dx tan ax c a c a

cos ax a
= + ∈ ≠∫ ℝ  

� 
( )

( )2

1 1
  ,  , ,  0dx ax c a c a

sin ax a
σϕ= − + ∈ ≠∫ ℝ  

� 
1

,   , , ,  0ax b ax be dx e c a b c a
a

+ += + ∈ ≠∫ ℝ  

� ( ) ( ) ( ) ( )33 2 4 3  2  34  sin x cos x dx sin x dx cos x dx− = − =  ∫ ∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( )3 2 4 31 1
2 3 ,  

2 3 2 3
3 4

cos x sin x
cos x sin x c c

− ⋅ ⋅   − − = − + ∈      
ℝ  

� ( )3 35 6   5  6 x x x xe e dx e dx e dx dx− −− + = − + =∫ ∫ ∫ ∫  

                                      31
5 ,  

3

x xe e x c c−+ + + ∈ℝ  

� ( ) ( )2 1 2 13 2  3 2x xsin x e dx sin x dx e dx+ + + + = + + = ∫ ∫ ∫  

           ( ) 2 11 1
3 2 ,  

3 2

xcos x e c c+− + + + ∈ℝ  

 

7.1.3 Ολοκλήρωση εκθετικών συναρτήσεων 

�  + ,  x xe dx e c c= ∈∫ ℝ  διότι   ( )+x xe e c
′=  

� 2  2  2 + ,   x x xe dx e dx e c c= = ∈∫ ∫ ℝ  

�
2

2  + ,  
2

x
x dx c c

ln
= ∈∫ ℝ   διότι 

2
2 +

2

x
x c

ln

′ 
=  
 

 

� ( )2 2 22 21 1
   

2
2  

1
,

2
 

2

xx x xx e dx x e dx cx e dx e c
′ == = + ∈∫∫ ∫ ℝ  

Επεξήγηση Ισχύει ότι ( ) ( ) ( ) ,  f x f xe f x dx e c c′ = + ∈∫ ℝ  

� ( )1 1
     2   22

2
,  

x
x x x xe

dx e dx e dx x e dx e c c
x x x

′
= = = = + ∈∫ ∫ ∫ ∫ ℝ  

Επεξήγηση Ισχύει ότι ( ) ( ) ( ) ,  f x f xe f x dx e c c′ = + ∈∫ ℝ  

 

7.1.4 Ολοκλήρωση µονωνύµων 

�

2

 + ,  
2

x
x dx c c= ∈∫ ℝ   διότι 

2

+
2

x
x c

′ 
=  
 

 

�

3
2 + ,  

3

x
x dx c c= ∈∫ ℝ  διότι   

3
2 +

3

x
x c

′ 
=  
 

 

�

4
3 + ,  

4

x
x dx c c= ∈∫ ℝ   διότι 

4
3 +

4

x
x c

′ 
=  
 

 

�

2
3  + ,  

2

x
x dx c c

−
− = ∈

−∫ ℝ   διότι 
2

3 +
2

x
x c

−
−

′ 
=  − 

  

�

8 8
7 74  4  4 + + ,   

8 2

x x
x dx x dx c c c= = = ∈∫ ∫ ℝ  

 

7.1.5 Ολοκλήρωση πολυωνύµων 

� ( )
3 2

2 25 6   5  6 5 6 + ,   
3 2

x x
x x dx x dx x dx dx x c c− + = − + = − + ∈∫ ∫ ∫ ∫ ℝ  
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�

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1
    

sin x cos x sin x cos x
dx dx dx dx

sin x cos x sin x cos x sin x cos x sin x cos x

+
= = + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫ ∫ ∫ ∫   

                                
2 2

1 1
  εφ σφ + ,   dx dx x x c c

cos x sin x
+ = − ∈∫ ∫ ℝ  

� ( )
5

3 2  x dx− =∫ ( )
5

3 2
1

 3
3

 x dx− =∫ ( ) ( )
51

 3 2
3

3 2 x dxx − =′−∫    

                                                             
( )63 21

,  
3 6

x
c c

−
⋅ + ∈ℝ  

 

7.1.6 Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων 

�
( ) ( )

2

2

2 2

12
  1 + ,   

1 1

xx
dx dx ln x c c

x x

′+
= = + ∈

+ +∫ ∫ ℝ  

�
( )51

   5 + ,   
5 5 5

xdx
dx dx ln x c c

x x x

′−
= = = − ∈

− − −∫ ∫ ∫ ℝ  

�  
( )21

  2 ,  
2 2

x
dx dx ln x c c

x x

′+
= = + + ∈

+ +∫ ∫ ℝ  

� 
( )3 45 5 5 5

   3 4 ,  
3 4 3

3

3 4 3 3 4 3

x
dx dx dx ln x c c

x x x

′−
= = = − + ∈

− − −∫ ∫ ∫ ℝ  

� 
( )2

2 2 2

31 1
   

3 3 2

2

2 3

xx x
dx dx dx

x x x

′+
= = =

+ + +∫ ∫ ∫  

    ( )2 21 1
3 3 ,  

2 2
ln x c ln x c c+ + = + + ∈ℝ  

� 
( )

1
1

   ,  
lnxxdx dx dx ln lnx c c

x lnx lnx lnx

′
= = = + ∈

⋅∫ ∫ ∫ ℝ  

 

Επεξήγηση 
( )

 ( ) ,  
( )

f x
dx ln f x c c

f x

′
= + ∈∫ ℝ  

 

7.1.7 Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση 

� Βρείτε το ( )3  sin x dx∫  

Θέτω 3 3
3

dt
t x dt dx dx⇒= =⇒=   

Είναι ( ) 1 1
3  sin  sin  cos +

3 3 3

dt
sin x dx t t dt t c

−
= = =∫ ∫ ∫ ,   c∈ℝ  

Άρα ( ) ( )1
3  cos 3 +

3
sin x dx x c

−
=∫ ,   c∈ℝ  

 

� Βρείτε το ( )2 3  cos x dx+∫  

 Θέτω 2 3 2
2

dt
t x dt dx dx⇒= =⇒= +  
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Είναι ( ) 1
2 3   + ,   

2 2

dt
cos x dx cost sint c c+ = = ∈∫ ∫ ℝ  

Άρα ( ) ( )1
2 3  2 3 + ,   

2
cos x dx sin x c c+ = + ∈∫ ℝ  

 

7.1. 8 Παραγοντική ολοκλήρωση 

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  f x g x dx f x g x f x g x dx′ ′= −∫ ∫  

� ( )    + ,   x x x x x x x xxe dx x e dx xe x e dx xe e dx xe e c c
′ ′= = − = − = − ∈∫ ∫ ∫ ∫ ℝ  

� ( )   x cosx dx x sinx dx x sinx x sinx dx′ ′⋅ = = ⋅ − =∫ ∫ ∫  

                                                 + ,   x sinx sinx dx x sinx cosx c c⋅ − = ⋅ + ∈∫ ℝ  

� ( ) ( )2 12 3
2 2     ,  

2 1 3

1 lnxln x ln x
dx ln x dx ln x dln x c c

x
x

x
c

+

= = = + = + ∈
+

′∫ ∫ ∫ ℝ  

� ( ) ( )4 1 5
4 4  ,  

4 1 5

cosx cos x
cos x dx cos x dxsinx co csx c c

+

⋅ = ⋅ = − + = −− + ∈
+

′∫ ∫ ℝ  

Επεξήγηση  Ισχύει ότι 
1( )

( ) ( ) ,  
1

f x
f x f x dx c c

ν
ν

ν

+

′⋅ = + ∈
+∫ ℝ  

 

7.1.9 Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων 

∆ιακρίνω δύο περιπτώσεις: 

� Ο αριθµητής έχει µικρότερο βαθµό από τον παρονοµαστή. 

Έστω κλάσµα 
( )
( )

P x

Q x
 µε βαθµό  πολυωνύµου ( )P x  <  από βαθµό πολυωνύµου ( )Q x  

ή συµβολικά ( ) ( )P x Q x∂ < ∂  

Αν το ( )Q x  έχει ως απλές του ρίζες τους 1 2 3, , ,..., νρ ρ ρ ρ ∈ℝ  δηλαδή  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 3 ...Q x x x x x νρ ρ ρ ρ= − − − − τότε υπάρχουν 1 2 3, , ,...,c c c cν ∈ℝ  τέτοιοι 

ώστε 
( )
( )

31 2

1 2 3

...
P x c cc c

Q x x x x x

ν

νρ ρ ρ ρ
= + + + +
− − − −

 

 

Εφαρµογή 1  

Βρείτε το 
3

2

2

1
 

1
dx

x −∫  

Είναι 
( ) ( )2

1 1

1 1 1 1 1

a b

x x x x x
= = +

− − + − +
, όπου ,a b∈ℝ   

Προσδιορισµός των ,a b∈ℝ  

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
1 ( )1 1

11 1 1 1 1 1 1 11

a b a b x a ba b

x x x x x x

x x

xx xx

+ + −
= + = +

+
=

− + − + − + −

−

+ +−
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Συνεπώς, 

1

0 2

1 1

2

a
a b

a b
b

 =+ =  
⇔  

− = −   =


 

Άρα, 

3

2

2

1
 

1
dx

x
=

−∫  

3

2

1 1

2 2  
1 1

dx
x x

 − 
+ = − + 

 

∫  

3

2

1 1 1 1
 

2 1 2 1
dx

x x

 − = − + ∫  

( ) ( )3

2

1 11 1
 

2 1 2 1

x x
dx

x x

 ′ ′− + − =
− + 

 
∫  

( ) ( )3 3

2 2

1 11 1

2 1 2 1

x x
dx dx

x x

′ ′− +
− =

− +∫ ∫  

2

3

2

3
11

1
2

1
2

lnln x x
 − +  =  

−  
 

1 1
2 1

2 2
ln ln−

1 1
4 3

2 2
ln ln− + =  

( )1
2 4 3

2
ln ln ln− + =  

( )1 2 3 1 3 1
3 2

2 4 2 2 2
ln ln ln ln
⋅
= = −  

 

Εφαρµογή 2 

Βρείτε το 

0

2

1

1
 

3 2

x
dx

x x−

+
− +∫  

Είναι 
( ) ( )2

1 1

3 2 1 2 1 2

x x a b

x x x x x x

+ +
= = +

− + − − − −
 όπου ,a b∈ℝ  

Προσδιορισµός των ,a b∈ℝ  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )
2 11

1 2 1 2 1 2 1 2

a x b xx a b

x x x x x x x x

− −+
= + = + =

− − − − − − − −
( )
( )( )

2

1 2

a b x a b

x x

+ − −

− −
 

Συνεπώς, 
1 2

2 0 3

a b a

a b b

+ = = −  
⇔  

− − = =  
 

Άρα, 

0

2

1

1
 

3 2

x
dx

x x−

+
=

− +∫  

0

1

2 3
 

1 2
dx

x x−

− + = − − ∫  
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0 0

1 1

2 3
  

1 2
dx dx

x x− −

−
+ =

− −∫ ∫  

( ) ( )0 0

1 1

1 2
2  3  

1 2

x x
dx dx

x x− −

′ ′− −
− + =

− −∫ ∫  

 0  0

1 1
2 1 3 2ln x ln x

− −
− − + − =        

12ln−
32

3 3 32 2 3 2 5 2 3 32 27
27

ln ln ln lnln ln l lnn+ + − = − = − =  

 

Εφαρµογή 3 

Βρείτε το 

3 2

3

2

1
 

x x
dx

x x

+ +
−∫  

Είναι  
( ) ( )

3 32 2

3

2 2

1 1
  

1 1

x x x x
dx dx

x x x x x

+ + + +
=

− − +∫ ∫  

Ισχύει ότι 
( )( )

2
1

1 1 1 1

x x a b c

x x x x x x

+ +
= + +

− + − +
όπου , ,a b c∈ℝ  

Προσδιορισµός των , ,a b c∈ℝ  

( ) ( )

2 1

1 1

x x

x x x

+ +
=

− +
 

1 1

a b c

x x x
+ + =
− +

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1 1

1 11 11 1

x x x x x x

x x x

a b c

x x xx x x

− + + −

− +
+

−
+

+
=

− +
 

( ) ( )
( ) ( )

2

1 1

a b c x b c x a

x x x

+ + + − −

− +
              

Συνεπώς, 

1
1

3
1

2
1

1

2

a
a b c

b c b

a

c


 = −

+ + =  
  
− = ⇔ =  

  − =  
=

 

Άρα, 

3 2

3

2

1
 

x x
dx

x x

+ +
=

−∫  

( ) ( )

3 2

2

1
 

1 1

x x
dx

x x x

+ +
=

− +∫  

3

2

3 1
1 2 2  

1 1
dx

x x x

 
 −
+ + = − + 

 

∫  
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3 3 3

2 2 2

1 3 1 1 1
   

2 1 2 1
dx dx dx

x x x

−
+ + =

− +∫ ∫ ∫  

2

3

2

3 3

2

3
1

2

1
1

2
ln x n xl x ln − + + + = −      

3 3
2 1

2
3

2
2 lnln ln ln+ −− +

1 1 7 3
4 3 2 3

2 2 2 2
ln ln ln ln+ − = −  

� Αν ο παρονοµαστής ( )Q x  έχει ως ρίζα πολλαπλότητας k  τον ρ∈ℝ , τότε στον 

παράγοντα ( )kx ρ−  αντιστοιχούν τα κλάσµατα 1
c

x ρ−
, 
( )

2

2

c

x ρ−
, …,  

( )
k

k

c

x ρ−
, όπου 

1 2
, ,...,

k
c c c  σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί.  

 

Εφαρµογή 4 

Βρείτε το 

2

3 2

1

1
 

2

x
dx

x x

−
+∫  

Είναι 
( )

2 2 2

3 2 2 2

1 1 1

1 1
   

2 2 1 2 1

x x a b c
dx dx dx

x x x x x x x

− −  = = + + + + + ∫ ∫ ∫  

Προσδιορισµός των , ,a b c∈ℝ  

2 2 1

a b c

x x x
+ + =

+
 

( )
( )

( )
( ) ( )2 22

22 1 2 1

2 1 11 22

x x x x

x x

a b c

x x x x
+

+
+

+

+ ++
=  

( ) ( )
( )

2

2

2 2

2 1

a c x a b x b

x x

+ + + +

+
 

Συνεπώς 

2 0 3

2 1 1

1 6

a c a

a b b

b c

+ = =  
  
+ = ⇔ = −  

  = − = −  

       

Άρα, 

2

3 2

1

1
 

2

x
dx

x x

−
=

+∫  

( )

2

2

1

1
 

2 1

x
dx

x x

−
=

+∫  

2

2

1

 
2 1

a b c
dx

x x x

 + + = + ∫  

2

2

1

3 1 6
 

2 1
dx

x x x

− − + + = + ∫  

2

2

1

2

1

2

1

1
 

2
 

1

1
 3

2
3 dx

x
dx x

x
d

x
− − =

+∫∫∫  

1

2

1

2 2

1

1
3 23 1ln x l x

x
n

 +   − + = 
   
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3 2 3 1ln ln⋅ − ⋅ 5
1

2
3

1

1
3 3ln ln− ⋅ + ⋅+ − =  

3 3 32 5
1

2
3 lln n ln− − + =  

3 3 35 3
1

2
2 lnl nn l− +− =  

( ) ( )
3 3

3

2 3 1 6 1 6 1
3 3 6 5

5 2 5

1

2 2 5 2
ln ln ln ln ln
⋅    + = − + = − + = − + −   −

   
 

 

Εφαρµογή 5 

Βρείτε το 

1

3 22

4 2

1

2

3 11 3
 

2 1

x x x
dx

x x
−

+ − −
− +∫  

Είναι ( )( ) ( ) ( )2 24 2 2 2
2 1 1 1 1 1x x x x x x− + = − − = − +  

Άρα 
( ) ( )

3 2

2 24 2

3 11 3

2 1 1 11 1

ax x x

x x x xx

b c d

x

+ − −
= + + +

− + − +− +
, όπου , , ,a b c d∈ℝ  

Κατά τα γνωστά, αποδεικνύεται ότι 
5

2
a = , 

5

2
b = − , 

1

2
c = , 

3

2
d = −  

Συνεπώς, 

1

3 22

4 2

1

2

3 11 3
 

2 1

x x x
dx

x x−

+ − −
=

− +∫  

( ) ( )

1

2

2 2

1

2

 
1 11 1

dx
x xx x

a b c d

−

 
+ + + = 

− +− +  
∫  

( ) ( )

1

2

2 2

1

2

5 5 1 3

2  
1 11

2 2 2

1
dx

x xx x
−

 
 

+ + + = − +− + 

− −

 

∫  

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

5 5 11 1 1 3

2 2 2 2

1
    

1 11 1
dx dx dx dx

x xx x
− − − −

+ =
− +

− −
− +∫ ∫ ∫ ∫  

1 1
1 1

2 2
2 2

1 1
1 1

2 2
2 2

1 1 4
1 1

5
...

5 1 3

2 2
2 3

1 2 1 32
ln x ln x ln

x x− −
− −

+ + +    −   +  = = − −      − +   
 

 

Εφαρµογή 6 

Βρείτε το 
( ) ( )

3 2

3

4 2 1

2 1

x x x
dx

x x

− + +

− +∫  

( ) ( )

3 2

3

4 2 1

2 1

x x x

x x

− + +
=

− +
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( ) ( )2 3
2 1 1 1

a b c d

x x x x
+ + + =

− + + +
 

( ) ( )2 3

1 3 5 2

2 1 1 1x x x x

−
+ + +

− + + +
 

Άρα, 
( ) ( )

3 2

3

4 2 1

2 1

x x x
dx

x x

− + +
=

− +∫  

( ) ( )2 3

1 1 1 1
 3  5  2  

2 1 1 1
dx dx dx dx

x x x x
+ − + =

− + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( )2
1 1

2 3 1 5 ,  
1 1

ln x ln x c c
x x

− + + + − + ∈
+ +

ℝ  

 

� Ο αριθµητής έχει βαθµό ≥  από το βαθµό του παρονοµαστή. Έστω το κλάσµα 

( )
( )

P x

Q x
 µε βαθµό ( )P x  ≥από βαθµό ( )Q x  ή συµβολικά ( ) ( )P x Q x∂ ≥ ∂  

Εκτελώ τη διαίρεση ( ) ( ):P x Q x  και έστω ότι 

( )

( )

( )

( )

Q xP x

x xυ Π

 δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( )P x Q x x xυ= ⋅Π +  

Άρα, 
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

P x Q x x x x
x

Q x Q x Q x

υ υ⋅Π +
= = Π +   

Το  
( )
( )
x

Q x

υ
 ολοκληρώνεται σύµφωνα µε την 1η  περίπτωση διότι ( ) ( )x Q xυ∂ < ∂  

 

Εφαρµογή 7 

Βρείτε το 
3

2

3 2
 

5 6

x x
dx

x x

− +
− +∫  

Είναι ( )( )3 23 2 5 6 5 16 28x x x x x x− + = − + + + −  

Άρα, 
3

2

3 2

5 6

x x

x x

− +
=

− +
 

( ) ( )2

2

5 6 5 16 28

5 6

x x x x

x x

− + + + −
=

− +
 

( ) ( )2

2 2

5 6

5 6

5 16 28

5 6

x x

x

x x

x xx

+ −
+

−

−− + +

+
=  

( ) ( )
( ) ( )2

16 28 16 28
5 5

5 6 2 3

x x
x x

x x x x

− −
+ + = + +

− + − −
    

Είναι 
( ) ( )

16 28

2 3

x

x x

−
=

− −
 

2 3

a b

x x
+ =

− −
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )3 3

3 2

22

a bx x

x xx x

−

− −−

−
+ =

−
 

( ) ( )
( ) ( )

3 2

2 3

a b x a b

x x

+ − +

− −
 

Συνεπώς, 
16 4

3 2 28 20

a b a

a b b

+ = = −  
⇔  

+ = =  
     

Άρα, 
3

2

3 2
 

5 6

x x
dx

x x

− +
=

− +∫  

( )
( ) ( )

16 28
5  

2 3

x
x dx

x x

 −
+ + = − − 

∫  

( )
( ) ( )

16 28
5

2 3

x
x dx dx

x x

−
+ + =

− −∫ ∫  

2 4 20
5

2 2 3

x
x dx

x x

− + + + = − − ∫  

2 4 20
5

2 2 3

x
x dx dx

x x

−
+ + + =

− −∫ ∫  

2 1 1
5 4 20

2 2 3

x
x dx dx

x x
+ − + =

− −∫ ∫  

2

5 4 2 20 3 ,  
2

x
x ln x ln x c c+ − ⋅ − + ⋅ − + ∈ℝ  

 

Εφαρµογή 8 

Βρείτε το 3 2 1 x dx+∫  

3 2 1 x dx+ =∫  

( )
1

32 1  x dx+ =∫  

( )
1

32 1
1

 2
2

 x dx+ =∫  

( ) ( )
1

3
2

1
 1 2 1

2
xx dx′+ ⋅ + =∫  

( )
1

1
32 11

12 1
3

x
c

+
+

⋅ + =
+

 

( )
4

32 11

42

3

x
c

+
⋅ + =  

( ) ( )
4

3 4
3

3 2 1 3
 2 1 ,  

8 8

x
c x c c

+
+ = + + ∈ℝ  
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Εφαρµογή 9 

Βρείτε το ( )2  2 1  x xcos dx+∫  

( ) ( ) ( )1
2 2 +1

2
 2 1   2 1  x xx xcos dx c

ln
os dx+ = + =′∫ ∫  

( ) ( ) ( )
   

1 1
  2 1   2 1 ,  1

2
2 +

2

x x xcos dx sin c c
ln ln

ΒΛΕΠΕ ΕΠΕΞΗΓΗΣΗ

′ + = + + ∈∫ ℝ
�����������

 

Επεξήγηση Ισχύει ότι [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ,  cos f x f x dx sin f x c c′⋅ = + ∈∫ ℝ  

                    Ισχύει ότι [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ,  sin f x f x dx cos f x c c′⋅ = − + ∈∫ ℝ  

 

Εφαρµογή 10 

Βρείτε το 
1

 
1 x

dx
e−+∫  

1 1 1
   

1 11
1

xx

x x

dx dx dx
ee

e e

−
= = =

++ +
∫ ∫ ∫

( )1
  1 ,  

1 1

xx
x

x x

ee
dx dx ln e c c

e e

′+
= = + + ∈

+ +∫ ∫ ℝ  

Επεξήγηση Ισχύει ότι 
( )

 ( ) ,  
( )

f x
dx ln f x c c

f x

′
= + ∈∫ ℝ  

 

Εφαρµογή 11 

Βρείτε το 
2 4 x x dx+∫  

2 4  x x dx+ =∫  

( )
1

2 24  x x dx+ =∫  

( )
1

2 24
1

 2
2

 x x dx+ =∫  

( ) ( )
 

2

 

1
2 2

1
 4 4  

2
x x dx

ΒΛΕΠΕ ΕΠΕΞΗΓΗΣΗ

′+ + =∫�����������  

( )
1

1
2 241

12 1
2

x
c

+
+

⋅ + =
+

 

( )
3

2 241

32

2

x
c

+
⋅ + =  

( )
3

2 2421

2 3

x
c

+
⋅ + =  
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( )
3

2 24

3

x
c

+
+ =  

( )321
 4 ,  

3
x c c+ + ∈ℝ  

Επεξήγηση Ισχύει ότι 
1( )

( ) ( ) ,  
1

f x
f x f x dx c c

ν
ν

ν

+

′⋅ = + ∈
+∫ ℝ  

  

7.1.10 Μορφή ( ),R x x dxηµ συν∫ , µε R  ρητή συνάρτηση των ηµx, συνx 

Μέθοδος εργασίας  

 Εκφράζω τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, συναρτήσει της εφ
2

x 
 
 

 

∆ηλαδή, κάνω εφαρµογή των τύπων 
2

2
2

1
2

x

x
x

εϕ
ηµ

εϕ

 
 
 =
 +  
 

, 

2

2

1
2

1
2

x

x
x

εϕ
συν

εϕ

 −  
 =
 +  
 

  

Θέτω εφ
2

x
ω  = 

 
 οπότε έχω 

2

2

1
x

ω
ηµ

ω
=
+

,
2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

. Η εφ
2

x
ω  = 

 
  δίνει 

2 2

x x
τοξεϕ

′ = ⇒  
 

( ) 1

2
dx dτοξεϕω ω′= ⇒

2 2

1 2

1 1

d
dx d dx

ω
ω

ω ω
= ⇒ =
+ +

 

Ειδικές περιπτώσεις  

� Αν η συνάρτηση R  είναι περιττή ως προς το xηµ , θέτω xσυν ω=   

� Αν η συνάρτηση R  είναι περιττή ως προς το xσυν  , θέτω xηµ ω=  

� Αν η συνάρτηση R  είναι άρτια ως προς το xηµ  και το xσυν , θέτω xεϕ ω=  

 

Εφαρµογή 12 

Υπολογίστε τα α) 
2 2

1

5 3 4
I dx

x xηµ συν
=

− +∫     β) 
1

x
I dx

x

συν
συν

=
+∫  

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση είναι άρτια ως προς xηµ  και xσυν  

Θέτω ( )x x dxεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ′= ⇒ = ⇒ =
2

1

1
d dx dω ω

ω
⇒ =

+
 

Ισχύει ότι 
2 2

2

2 2
1 1

x
x

x

εϕ ω
ηµ

εϕ ω
= =
+ +

 και 2

2 2

1 1

1 1
x

x
συν

εϕ ω
= =
+ +

 

Άρα, 
2

2

2 2

1

1

1
5 3 4

1 1

I ω
ω
ω ω

+=
− +

+ +

∫ = 

2

2 2

2

1

1

5 3 4 4

1

dω
ω

ω ω
ω

+
− + +
+

∫ = 

29 1

dω
ω +∫ = 
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2

1 (3 )

3 (3 ) 1

d ω
ω

=
+∫   

( )1
3

3
cτοξεϕ ω + =  

( )1
3

3
x cτοξεϕ εϕ +  

β) Θέτω εφ
2

x
ω  = 

 
 οπότε 

2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

 και 
2

2

1

d
dx

ω
ω

=
+

 

Έτσι, είναι 

2

2 2

2

2

1 2

1 1
1

1
1

I d

ω
ω ω ω
ω
ω

−
+ += =
−

+
+

∫  

( )
( )

2

2
2 2

2

2

2 1

1 1

2 1

1

d d

ω

ω ω
ω ω

ω
ω

−

+ −
=

+
+

∫ ∫  

2

2
1

1
dω

ω
 − + = + ∫  

2
2

1

d
d

ω
ω

ω
− + =

+∫ ∫  

2 cω τοξεϕ− + + =  

2

x
x cεϕ  − + + 

 
 

 

7.1.11 Μορφή  ,  , *vx x dx vµηµ συν µ⋅ ∈∫ ℤ   

Μέθοδος εργασίας 

α) Αν οι αριθµοί ,µ ν  είναι φυσικοί και ο ένας τουλάχιστον είναι περιττός π.χ. 

2 1µ κ= + , k∈ℕ  τότε εργάζοµαι ως εξής  vx x dxµηµ συν⋅ =∫  

2( )( )( ) k vx x x dxηµ ηµ συν =∫  

( ) ( )2  
k

vx x d xηµ συν συν− =∫  

( ) ( )21  
k

vx x d xσυν συν συν− −∫   

Αναπτύσσω το ( )21 x
κ

συν− και το χωρίζω σε άθροισµα ολοκληρωµάτων. Με 

τον ίδιο τρόπο εργάζοµαι αν ο ν  είναι περιττός. 

 

Εφαρµογή 13 

Υπολογίστε το 
10 3  I x x dxηµ συν= ⋅∫  

Είναι 
10 2  I x x x dxηµ συν συν= =∫  

( ) ( )10 21  x x d xηµ ηµ ηµ− =∫  
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( ) ( )10 12xd x xd xηµ ηµ ηµ ηµ− =∫ ∫  

11 13

11 13

x x
c

ηµ ηµ
− +  

β) Αν οι αριθµοί ,µ ν  είναι φυσικοί και άρτιοι, τότε κάνω χρήση των τύπων 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 1 1
1 2 ,  2 1 2 ,  2

2 2 2
ηµ συν συν συν ηµ συν ηµΑ = − Α Α = + Α Α ⋅ Α = Α  

 

Εφαρµογή 14  

Υπολογίστε το ( ) ( )2 43 3  x x dxσυν ηµ∫  

Είναι ( ) ( )2 43 3x x dxσυν ηµ =∫  

( ) ( )( ) ( )2 23 3 3  x x x dxσυν ηµ ηµ =∫  

( ) ( )2 6 1 6

4 2

x x
dx

ηµ συν−
=∫  

( ) ( ) ( )( )2 21
6 6 6  

8
x x x dxηµ ηµ συν− =∫  

( ) ( ) ( )21 121
6 6

8 2

x
x x dx

συν
ηµ συν

− 
− = 

 
∫  

( ) ( ) ( )( )2121 1
6  6

8 2 2 6

xdx
dx x d x

συν
ηµ ηµ

 
− − = 

 
∫ ∫ ∫

( ) ( )21 1 1
12  (12 ) 6  ( 6 )

8 2 24 6

x
x d x x d xσυν ηµ ηµ − − =  ∫   

( ) ( )31 1 1
12 6

8 2 24 18

x
x x cηµ ηµ − − +  

 

 

 

γ) Αν οι αριθµοί ,µ ν  είναι αρνητικοί και συγχρόνως άρτιοι ή περιττοί, τότε 

εργάζοµαι ως εξής
vx xdxµηµ συν =∫ v

dx

x xµηµ συν− −
=∫  

1 1
v

dx
x x

µ

ηµ συν

− −
    =  

  
∫  

( ) ( ) v
x x dx

µστεµ τεµ− −
=∫  

( ) ( ) ( )2 2v
x x x dx

µστεµ τεµ τεµ− − −
=∫  

( ) ( ) ( )2v
x x x dx

µ
στεµ τεµ εϕ

− − − ′ =∫  

( )
/2 2

2 2
2

1
1 1

v

x d x
x

µ

εϕ εϕ
εϕ

− +
− 

+ + 
 
∫  Το τελευταίο ολοκλήρωµα υπολογίζεται εύκολα 
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Εφαρµογή 15 

Υπολογίστε το 
2 4  x x dxηµ συν− −∫  

2 4x xdxηµ συν− − =∫ 2 4

1 1
dx

x xηµ συν
=∫  

( ) ( )
2 4

x x dxστεµ τεµ =∫  

( ) ( ) ( )2 2 2
x x x dxστεµ τεµ τεµ =∫  

( ) ( ) ( )
2 2

x x d xστεµ τεµ εϕ =∫  

( ) ( )
2/2

2/2
2

2

1
1 1 x d xεϕ εϕ
εϕ

 
+ + = 

 
∫  

( )2

2

1
1 1 ( )x d x

x
εϕ εϕ

εϕ
 
+ + = 

 
∫  

( )2

2

1
1 1  x d x

x
εϕ εϕ

εϕ
 
+ + + = 

 
∫  

( ) ( ) ( )2

2
2  

d x
d x x d x

x

εϕ
εϕ εϕ εϕ

εϕ
+ + =∫ ∫ ∫  

2 1 3

2
2 1 3

x x
x
εϕ εϕ

εϕ
− +

+ + =
− +

 

31 1
2

3
x x c

x
εϕ εϕ

εϕ
− + +  

 

7.1.12 Μορφή  I x x dxµ νηµ συν= ⋅∫ , µ, ν ρητοί αριθµοί  

Μέθοδος εργασίας 

Υπολογίζονται ως εξής:  

α) Αν ο µ  είναι ακέραιος περιττός, τότε κάνω την αντικατάσταση x tσυν =  

β) Αν ο ν  είναι ακέραιος περιττός, τότε κάνω την αντικατάσταση x tηµ =  

γ) Αν ο µ ν+ είναι άρτιος, τότε κάνω την αντικατάσταση x tεϕ =  ή x tσυν =  

 

Εφαρµογή 16 

Υπολογίστε τα α) 
3

3 2

x
I dx

x

ηµ

συν
= ∫   β)

2

6

x
I dx

x

ηµ
συν

= ∫  

α) Έχω 
3 2/3I x xdxηµ συν −= ∫  Είναι 3µ =  περιττός, οπότε θέτω tσυν = , άρα 

 x dx dtηµ− = , συνεπώς  x dx dtηµ = − , άρα ( )2 2/31I t t dt−= − − =∫  

1/3 7/33
3

7
t t c− + + = 733 3

3
7

x x cσυν συν− + +  

 

β)  Έχω 
2 6I x xdxηµ συν −= ∫  Οι αριθµοί ,µ ν  είναι άρτιοι, άρα ο µ ν+ είναι άρτιος. 

Θέτω 
2 2

2 2

2 2

1 1 1
1

x x
x t t t t

x x x

συν συν
εϕ

συν συν συν
− −

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = +  
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Είναι ( )
2

dx
x dx t dt dt

x
εϕ

συν
′ ′= ⇒ =  

Άρα, 2 4

2

dx
I x x

x
ηµ συν

συν
−= =∫  

2

2 2 2

1x dx

x x x

ηµ
συν συν συν

=∫  

2

2 2

1 dx
x

x
εϕ

συν συν
=∫  

( )2 21t t dt+ =∫  

3 5

3 5

t t
c+ + =  

3 5

3 3

x x
c

εϕ εϕ
+ +  

 

7.1.13 Μορφή * ,x dx Zµηµ µ −∈∫  

     Το ολοκλήρωµα της µορφής  x dxµηµ∫  όπου µ  είναι αρνητικός ακέραιος 

υπολογίζεται ως εξής 
( )

1 1
 

2
2 2

x dx dx dx
x x x

µ
µ µηµ

ηµ
ηµ συν

− −= =
    

        

∫ ∫ ∫  

2 2

2

2 2

x
d

x xµ
µ µηµ συν

−
− −

 
 
 =

   
   
   

∫  ακολούθως εργάζοµαι σύµφωνα µε τη προηγούµενη 

µέθοδο.  

 

Εφαρµογή 17 

Υπολογίστε το 
3I xdxηµ−= ∫    

33 3
3 3

1 1

2
2

2 22 2

dx dx
I dx

x xx x xηµ ηµ συνηµ συν

= = = =
                       

∫ ∫ ∫

3
3 3

1 1 1

2

2 2

dx
x x

ηµ συν
=

   
   
   

∫  

3/2

1/2

2

2

2 1
1 1

8 2 2

2

x x
d

x
εϕ εϕ

εϕ

 
         +  + =               

    

∫  
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3/2 1/2

2 2

3/2

2

1 1
1 2 2

4 2

2

x x

x
d

x

εϕ εϕ
εϕ

εϕ

      + +                =      
    

∫  

2

2

3

1
1 2

4 2

2

x

x
d

x

εϕ
εϕ

εϕ

  +         =      
 
 

∫  

2 4

3

1 2
1 2 2

4 2

2

x x

x
d

x

εϕ εϕ
εϕ

εϕ

   + +          =      
 
 

∫  

31 2

4 2 2 2

2

x x x
d

x
εϕ εϕ εϕ

εϕ

−

 
         + +  =              

    

∫  

2 4

3

1 2
1 2 2

4 2

2

x x

x
d

x

εϕ εϕ
εϕ

εϕ

   + +          =      
 
 

∫  

31 2

4 2 2 2

2

x x x
d

x
εϕ εϕ εϕ

εϕ

−

 
         + +  =              

    

∫  

31 1 12

4 2 2 2 4 2 2

2

x
d

x x x x
d d

x

εϕ
εϕ εϕ εϕ εϕ

εϕ

−

 
         + + =               
 
 

∫ ∫ ∫

2 2

1 1 12 2
1

4 2 2 2 4 2

x x

x
nI I c

εϕ εϕ
εϕ

−    
       + + + = −  

 

 

2

2

1 1 1 1
1

8 2 2 8 2

2

x x
nI I c

x
εϕ εϕ

εϕ

−    + + +        
 
 

 

 

7.1.14 Μορφή * ,  v x dx vσυν ε −∫ ℤ   

        Το ολοκλήρωµα της µορφής  v x dxσυν∫  (όπου ν  ακέραιος αρνητικός) 

υπολογίζεται µετασχηµατίζοντας το συνηµίτονο, σε ηµίτονο. Είναι 
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1
  

2

v

v
v

dx
x dx dx

x
x

συν
πσυν ηµ

−
−

= =
 + 
 

∫ ∫ ∫  Έτσι ανάγετε στη µορφή που περιγράφω 

στην προηγούµενη περίπτωση. 

 

Εφαρµογή 18 

Υπολογίστε το 
1  x dxσυν −∫     

 
1 1

2

dx
xdx dx

x
x

συν
πσυν ηµ

− = = =
 + 
 

∫ ∫ ∫  

2
2 4 2 4

dx

x xπ π
ηµ συν

=
   + +   
   

∫  

2

1 12 4

2

2 4 2 4

x

dx
x x

π
συν

π π
ηµ συν

 + 
  ⋅ =
   + +   
   

∫  

2
 

2 2 4 2 4

x x
d

π π
εσϕ ϕ   + + =   

   ∫  

1
 ln

2 4 2 4

2 4

x x
d c

x

π π
εϕ εϕ

π
εϕ

   + = + +        + 
 

∫  

7.1.15 Μορφή * ,v x dx vεϕ ∈∫ ℕ   

Τα ολοκληρώµατα της µορφής  vx dxεϕ∫  (ή της µορφής  vx dxσϕ∫ ) όπου ν  είναι 

φυσικός αριθµός, υπολογίζονται µε τη βοήθεια των τύπων 2 2 1x xτεµεϕ = − ,
2 2 1x xστεµσϕ = −  

 

Εφαρµογή 19 

Υπολογίστε το 
4  x dxεϕ∫  

( )4 2 2 1  xx dx x dxεϕ εϕ τεµ −= =∫ ∫  

( )2
2 x dx dxx xεϕ τεµεϕ− + =∫ ∫  

( )2 2 x dx x x dxεϕ εϕ εϕ− ′+ =∫ ∫  

( )2 2  x dx x d xεϕ εϕ εϕ− + =∫ ∫  

3
2  

3

x
x dx

εϕ
εϕ− + =∫  

( )
3

2 1  
3

x
x dx

εϕ
τεµ− − + =∫  
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3
2  

3

x
x dx dx

εϕ
τεµ− + + =∫ ∫  

3

3

x
x x c

εϕ
εϕ + + + =  

( )
3

3

x
x dx x

εϕ
εϕ ′− + + =∫  

3

3

x
x x

εϕ
εϕ− + +

 
 

Παρατήρηση  

Τα ολοκληρώµατα της προηγούµενης µορφής υπολογίζονται και µε την 

αντικατάσταση x tεϕ =         

        

Εφαρµογή 20  

Υπολογίστε το 
7xdxεϕ∫  

Θέτω 
2

1

1
x t x t d dt

t
xεϕ τοξεϕ =

+
= ⇒ = ⇒   Άρα, 7

21

dt
I t

t
= =

+∫  

5 3

21

t
t t t dt

t

 − + − = + ∫  

6 4 2 2

2

1 ( 1)

6 4 2 2 1

t t t d t

t

+
− + − =

+∫  

6 4 2
21

ln( 1)
6 4 2 2

t t t
t c− + − + +  µε t xεϕ=    

 

7.1.16 Μορφές  ( ) ( ) x x dxηµ α συν β⋅∫ , ( ) ( )  x x dxηµ α ηµ β⋅∫ , 

( ) ( )  x x dxσυν α συν β⋅∫  

Τα ολοκληρώµατα αυτά υπολογίζονται µε τη βοήθεια των γνωστών τριγωνοµετρικών 

τύπων � ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

2
x x x xηµ α συν β ηµ α β ηµ α β⋅ = + + −    

           � ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

2
x x x xηµ α ηµ β συν α β συν α β⋅ = − − +    

           � ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

2
x x x xσυν α συν β συν α β συν α β⋅ = − + +    

 

Εφαρµογή 21 

Υπολογίστε τα  α)
1

1

x
I dx

x

ηµ
συν
+

=
+∫   β)

5 4

dx
I

xσυν
=

+∫   γ) ( )9  x x dxηµ ηµ⋅∫  

α) Θέτω 
2

2

2 1

x
x

ω
εϕ ω ηµ

ω
  = ⇒ =  + 

 και    
2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

  Η 
2

x
εϕ ω  = 
 

 δίνει 

2 2

x x
τοξεϕω

′ = ⇒  
 

( ) 1

2
dx dτοξεϕω ω′= ⇒

2 2

2

1 1

1 d
dx d dx

ω
ω

ω ω
= ⇒ =
+ +
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Άρα, 
2 2

2

2

2 2
1

1 1

1
1

1

I d

ω
ω ω ω
ω
ω

 + + + = =
−

+
+

∫  

2 2

2 2

(1 2 )(1 ) 2

2(1 ) 1
d

ω ω ω
ω

ω ω
+ + +

⋅
+ +∫  

2

2 2 2

1 2 2 2
1

1 1 1
d dd d

ω ω ω ω
ω

ω ω ω
ω ω ω+ +

= +
+ + +

 = + = 
 ∫ ∫ ∫∫

2
2

2

( 1)
ln( 1)

1

d
d c

ω
ω ω ω

ω
+

+ = + + + =
+∫ ∫  

2
ln 1

2 2

x x
cεϕ εϕ

    + + +        
 

 

β) Θέτω 
2

2d
= d =

2 1+

x
x

ω
εϕ ω

ω
  ⇒ 
 

  Επίσης ισχύει ότι 
2

2

1
συν =

1+
x

ω
ω
−

 

Άρα, 
2 2

2 2 2

2 2

22

1 1
1 5 5 4 4

5 4
1 1

I d dω ωω ω
ω ω ω
ω ω

+ += = =
− + + −

+ ⋅
+ +

∫ ∫  

2 9

2
dω

ω +
=∫  

2

2 23

3 3 3
1

3

d

c

ω
ω

τοξεϕ
ω

 
     = + = 

   + 
 

∫  

2 1

3 3 2

x
cτοξεϕ εϕ  + 

 
 

 

γ) ( ) [ ]1
9  (9 1) (9 1)  

2
x x dx x x dxηµ ηµ συν συν= − − + =∫ ∫  

( ) ( )1
8 10

2
x x dxσυν συν− =  ∫  

( ) ( )1 1
8 10

2 2
x dx x dxσυν συν− =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
8  8 10  10

2 8 2 10
x d x x d xσυν συν− =

⋅ ⋅∫ ∫  

( ) ( )1 1
8 10

16 20
x x cηµ ηµ− +  

 

Εφαρµογή 22 

Υπολογίστε τα  α) 
dx

I
xηµ

= ∫   β)
3

2

x
I dx

xσ
µ
υν

η
=

+∫   γ) 
4  x dxεϕ∫      
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α) Θέτω 
2

2

2 1

x d
dx

ω
εϕ ω

ω
  = ⇒ =  + 

   και 
2

2

1
x

ω
η

ω
µ =

+
 άρα, 

2

2

2

1 ln c ln
2 2

1

d
dx x

c
x

dω
ω
ω ω εϕ
ωηµ ω
ω

 +⇒ = = = + = + 
 

+

∫ ∫ ∫  

 

β) Είναι
3 3( )

( , ) ( , )
2 ( ) 2

x x
R x x R x x

x x

ηµ ηµ
ηµ συν ηµ συν

συν συν
−

− = = − = −
+ − +

 

∆ηλαδή, η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ  

Έτσι, θέτω 
3 2

2 2

x x x
dx dx

x x

ηµ
συν συν
ηµ ηµ ⋅

= =
+ +∫ ∫  

( )2 2(1 ) 1

2 2

x d x
d

x

συν συν ω
ω

συν ω
− −

= − =
+ +∫ ∫  

2

2
2

1 3

2
d dω

ω
ω ω

ω ω
−

= + − + 
 

=
+ +∫ ∫  

2 3
2

d
d d

ω
ω ω ω

ω
− + =

+∫ ∫ ∫  

2 ( 2)
2 3

2 2

dω ω
ω

ω
+

− + =
+∫  

2

2 3ln 2
2

c
ω

ω ω− + + + =  

21
2 3ln 2

2
x x x cσυν συν συν− + + +  

 

γ) Είναι 
4

4

4
  x dx d

x

x
x

ηµ
εϕ

συν
=∫ ∫ . Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι άρτια ως 

προς xηµ  και xσυν .  

Θέτω ( ) 2

1
.

1
x x dx ΄d dx dεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ω ω

ω
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+
  

Άρα, 
4  x dxεϕ =∫ 4

2
 

1

1
dω ω

ω
=

+∫  

4
2

2 2

1
1

1 1
d

ω
ω ω

ω ω
 − + = + + ∫  

2

2 1

d
d d

ω
ω ω ω

ω
− + =

+∫ ∫ ∫  

3

3
c

ω
ω τοξεϕω− + + =  

[ ]
3

( )
3

x
x x cεϕ τοξ εϕ εϕ

εϕ
− + + =  

3

3
x c

x
xεϕ

εϕ
− + +  
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Εφαρµογή 23  

Υπολογίστε τα  α) 
2

4

x
dx

ηµ
συν∫      β) 

5  I dσυν ϕ ϕ= ∫     γ)
5

3

x
I dx

x

συν
ηµ

= ∫  

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι άρτια ως προς xηµ και xσυν . Θέτω  

xεϕ ω=  οπότε 
2 2

2

2 2 2

1
,

1 1 1

x
dx d x

x

εϕ ω
ω ηµ

ω εϕ ω
= = =
+ + +

 και  

2

2 2

1
.

1

1

1
x

x
συν

εϕ ω
= =
+ +

  

Άρα, 
2 3 3

2

2

2

2

24

2

1

31

1

1 3

xdx x
d

d

x
c c

ω
εϕω ω

ω

ηµ ω ω
ω

συν ω
+

 
 

= ⋅ = = + = +
+

+ 

∫ ∫ ∫  

 

β) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς συνϕ . Πράγµατι είναι 

( ) ( ) ( )5 5
R Rσυνϕ συνϕ συν ϕ συνϕ− = − = − = −  Έτσι, θέτω ηµϕ ω= . Άρα,  

5  dσυν ϕ ϕ =∫  

4  dσυν ϕσυνϕ ϕ =∫  

2 2(1 ) ( )dηµ ϕ ηµϕ− =∫  

2 2(1 ) dω ω− =∫  

2 4(1 2 ) dω ω ω− + =∫  

2 42d d dω ω ω ω ω− + =∫ ∫ ∫  

3 5

2
3 5

c
ω ω

ω − + + =  

3 52 1

3 5
cηµϕ ηµ ϕ ηµ ϕ− + +  

 

γ) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς xσυν . Θέτω xηµ ω=  

Άρα, 

5

3

x
dx

x

συν
ηµ

=∫
4

3

x x
dx

x

συν συν
ηµ
⋅

=∫  

2 2

3

(1 ) ( )x d x

x

ηµ ηµ
ηµ

−
=∫  

42 2 2

1/33

(1 ) 1 2
d

dω ω
ω

ω ω
ω ω

− − +
= =∫ ∫  

1 1
3 3

1
3

2 41
2d d dω ω ω ω ω

ω
− −− + =∫ ∫ ∫  

1/3 5/3 11/32d d dω ω ω ω ω ω− − + =∫ ∫ ∫  
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1/3 1 5/3 1 11/3 1

1 5 11
1 1

2

1
3 3 3

c
ω ω ω− + + +

− + + +
− ⋅ + + =  

2/3 8/3 14/33 6 3

2 8 14
cω ω ω− + + =  

2 8 143 3 3
3 6 3

2 8 14
x x x cηµ ηµ ηµ− + +  

 

Εφαρµογή 24  

Υπολογίστε τα  α) 
5

 
y

dy
y

ηµ
συν∫    β) 

3/2

15/2

 x dx
I

x

ηµ
συν

= ∫   γ) 
2 5  x x dxηµ συν⋅∫    δ) 

2 4  x x dxηµ συν⋅∫      

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς yηµ . Θέτω yσυν ω=   

Άρα, 

5
y

dy
y

ηµ
συν

=∫  

4
y y

dy
y

ηµ ηµ
συν
⋅

=∫  

2 2
(1 ) ( )y d y

y

συν συν
συν

−
− =∫  

2 2(1 ) dω ω
ω

−
− =∫  

2 4

1 2

1 2
d

ω ω
ω

ω
 − +

− = 
 
∫  

2 1 2 4 1 2

1 2

1
2d d dω ω ω ω ω

ω
− −− + + =∫ ∫ ∫  

1/2 3/2 7/22d d dω ω ω ω ω ω−− + − =∫ ∫ ∫  

1/2 1 3/2 1 7/2 1

2
1 3 7

1 1 1
2 2 2

c
ω ω ω− + + +

− +
+

⋅ −
+ +

+
−

=  

1/2 5/2 9/24 2
2

5 9
cω ω ω− + +− =  

5 94 2
2

5 9
y y y cσυν συν συν− + − +  

2 42 1
2 1

5 9
y y y cσυν συν συν − − + + 
 

 

 

β) Είναι 
3 3

1515

x x
I dx dx

xx

ηµ ηµ
συνσυν

= =∫ ∫  

Είναι 
3 3

15 15

( )
( , ) ( , )

( )

x x
R x x R x x

x x

ηµ ηµ
ηµ συν ηµ συν

συν συν
−

− − = = =
−
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H συνάρτηση R, είναι άρτια ως προς xηµ  και xσυν . Θέτω xεϕ ω= .  

Έτσι είναι 
3

3 12

1
 

x
I dx

x x

ηµ
συν συν

= ⋅ =∫  

3

2

6

1

1

1
x dx

x

εϕ

εϕ
 
 
 

⋅ =

+

∫  

( )63 21x x dxεϕ εϕ+ =∫  

( )23 2 21 dω ω ω+ =∫  

( )3 2 2 41 2 dω ω ω ω+ +∫  

3 2 7 2 11 22d d dω ω ω ω ω ω+ + =∫ ∫ ∫  

3 2 1 7 2 1 11 2 1

2
3 7 11

1 1 1
2 2 2

c
ω ω ω+ + +

+ + + =
+ + +

 

5/2 9/2 13/22 4 2

5 9 13
cx x xεϕ εϕ εϕ+ + +  

 

γ) Είναι
42 x x xdxηµ συν συν⋅ ⋅ =∫ 2 2 2( ) ( )x x d xηµ συν ηµ =∫  

2 2(1 ) ( )x x d xηµ ηµ ηµ− =∫  

2 4 6 ( ) 2  ( )  ( )x d x x d x x d xηµ ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ− + =∫ ∫ ∫  

3 5 7

75
2

3

x x x
c

ηµ ηµ ηµ
− + +  

 

δ) Είναι 
2 4  x x dxηµ συν⋅ =∫  

( ) ( )
2

1 2 1 2

2 2

x x
dx

συν συν− + 
⋅ = 
 

∫  

( ) ( ) ( )( )2 32
1

1 2 2  
8

x x x dxσυν συν συν+ − − =∫  

( ) ( ) ( )2 31 1 1 1
2 2 2

8 8 8 8
d x x dx x dx x dxσυν συν συν+ − − =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )21 41 1 1 1
2 (2 ) 2 ( 2 )

8 16 8 2 1
 

6

x
dx x d x dx x d x

συν
ηµσυν συν

+
+ − − =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )2 
1 1 1 1 1

ηµ 2 4 (4 ) (1 µ 2 ) ( µ 2 )
8 16 16 6 16

 
4

x x dx x d x x d xσ ν ηυ η+ − − − − =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )31 1 1 1 1 1
2 4 2 2

8 16 16 64 16 48
x x x x x x cηµ ηµ ηµ ηµ+ − − − + + =  

( ) ( )31 1 1
4 2

16 64 48
x x x cηµ ηµ− + +  
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Εφαρµογή 25  

Υπολογίστε τα α) 
1

3 2
I dx

xεϕ
=

+∫   β)  
2 3

x x
dxσυν συν   

   
   ∫  

α) Θέτω 
21

d
x dx

ω
ε ω

ω
ϕ = ⇒ =

+
   

Άρα, 
2

1

3 2 1

d
I

ω
ω ω

= ⋅ =
+ +∫ 2(3 2)(1 )

dω
ω ω+ +∫  

Είναι  
2 2(3 2)

1

(1 ) 3 2 1

A Bω
ω ω ω ω

+ Γ
= +

+ + + +
 οπότε εργαζόµενος κατά τα γνωστά 

βρίσκω ότι 
9 3 2

, ,
13 13 13

A B= = − Γ = 
 
 

 

Άρα, 
2 2

9 3 2

13 3 2 13 1 13 1

d d d
I

ω ω ω ω
ω ω ω

= − + =
+ + +∫ ∫ ∫  

2 2

9 3 2 2

13 26 1 13

3

2 1
3

d d dω ω ω ω
ω ωω

− + =
+ + + 

 

∫ ∫ ∫  

2

2 2

3 3 2

13 26 1 13 12

3

d d dω ω ω
ω ωω

− + =
+ ++

∫ ∫ ∫  

2

2 2

3 3 ( 1) 23

13 26 1 12 3

3

2

1

d
d d

ω
ω ω
ω ωω

 +  +  − + =
+ ++

∫ ∫ ∫

23 3 2
ln ln( 1)

13 3 26 1

2

3
x cω ω τοξεϕ+ − + + +  όπου xω εϕ=  

 

β)  
2 3

x x
dxσυν συν    =   

   ∫  

1

2 2 3 2 3

x x x x
dxσυν συν

    − + + =        
∫  

1 5

2 6 6

x x
dxσυν

  + =    
∫  

6 6 5 5
 

2 6 6 1
 

0 6 6

x x x x
d dσυν συν       + =       

       ∫ ∫  

3 5
3

6 5 6

x x
cηµ ηµ   + +   

   
 

 

Εφαρµογή 26  

Υπολογίστε τα  α)
2 3I x xdxηυν µσ= ⋅∫     β) ( ) ( )3 5  x x dxηµ συν∫    

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς .xηµ  Θέτω .xσυν ω=  

Είναι 
2 3x xdxησ µυν ⋅ =∫  
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( ) ( )2 21  x x d xσυν συν συν− − =∫  

2 4( )dω ω ω− − =∫  

3 5

3 5
c

ω ω
− + + =  

3 5

3 5

x x
c

συν συν
− + +  

β) ( ) ( )3 5  x x dxηµ συν =∫  

( )1
8 (3 5 )  

2
x x x dxηµ ηµ+ − =  ∫  

( ) ( )1 1
8 2

2 2
 x dx x dxηµ ηµ− =∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 1
8  8 2  

16 4
x d x x dxηµ ηµ− =∫ ∫  

( ) ( )1 1
8 2

16 4
x x cσυν συν

−
− +  

 

Εφαρµογή 27  

Υπολογίστε τα α) ( ) ( )2 3  x x x dxηµ ηµηµ ⋅ ⋅∫     β) 
1

dx
I dx

x xηµ συν
=
+ +∫     γ) 

21

dx
I dx

xηµ
=
+∫  

α) ( ) ( )2 3  x x x dxηµ ηµηµ ⋅ ⋅ =∫  

[ ] ( )1
( 2 ) ( 2  ) 3

2
x x x x x dxσυν συν ηµ− − + ⋅ =∫  

( )( ) ( )1
3 3

2
x x x dxσυν συν ηµ− ⋅ =∫  

( ) ( ) ( )1 1
3 3 3

2 2
x x dx x x dxσυν συνηµ ηµ− =∫ ∫  

[ ] [ ]1 1 1 1
(3 ) (3 ) (3 3 ) (3 3 )

2 2 2 2
x x x x dx x x x x dxηµ ηµ ηµ ηµ⋅ + + − − ⋅ + + − =∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 1 1 1
4 2 6 0

4 4 4 4
x dx x dx x dx dxηµ ηη ηµ µµ + − + =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
4  4 2  2 6  6 0

16 8 24 4
x d x x d x x d x dxηµ ηµ ηµ+ − + =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 1 1
4 2 6

16 8 24
x x x cσυν συν συν

−
− + +  

β) Θέτω 
2

x
εϕ ω  = 
 

 οπότε 
2

2 2 2

2 2 1
, ,

1 1 1

d
dx x x

ω ω ω
ηµ συν

ω ω ω
−

= = =
+ + +

Άρα,  

2

2 2

2

2 1

1
1

1

d
I

ω
ω ω
ω ω

+ +
= =

−
+ +

∫  
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(1 )

1 1

d dω ω
ω ω

+
= =

+ +∫ ∫  

ln 1 cω+ + =  

ln 1
2

x
cεϕ+ +  

γ) Θέτω 
2

2

2 2
,  

1 1

d
x x dx

ω ω
εϕ ω ηµ

ω ω
= ⇒ = =

+ +
 Άρα,   

( )
2

2

2
1 1

1

d
I

ω
ω

ω
ω

= =
 

+ + + 

∫  

21 2

dω
ω
=

+∫  

2

1 ( 2)

2 1 ( 2)

d ω
ω

=
+∫  

1
( 2)

2
cτοξεϕ ω + =  

( )1
2

2
x cτοξεϕ εϕ +  

 

Εφαρµογή 28  

Υπολογίστε τα  α) 
1

 
1

x
dx

x

εϕ
εϕ
+
−∫      β)

3(1 )

x
dx

x

ηµ
συν−∫    γ) 

2 3  dxx xσυνηµ ⋅∫   δ) 

2 2  dxx xσυνηµ ⋅∫  

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι άρτια ως προς xηµ  και xσυν . Πράγµατι 

είναι 
1 1

( , ) ( , )
1 1

x
R x x R x x

x

ηµ εϕ
ηµ συν ηµ συν

συν εϕ
− +

− − = = =
− −

 

Θέτω 
2

1
( )

1
x x dx d dx dεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ω ω

ω
′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+
 

Άρα,  
1

1

x
dx

x

εϕ
εϕ
+

=
−∫  

2

1 1

1 1
d

ω
ω

ω ω
+
⋅ =

− +∫ 2

1

(1 )(1 )
d

ω
ω

ω ω
+

− +∫   Είναι  

( ) ( )2

2 2

0 1
1

1 1 1
(1 )(1 ) 1 1

1 0

A B A
A B

B B

A

ω ω
ω ω ω

ω ω ω ω

− = ⇒ =
+ + Γ 

= + ⇒ + = Α −Β + Β− Γ + Α + Γ − Γ = ⇒ =
− + − +  + Γ = ⇒ Γ =

Άρα, 
2

1

(1 )(1 )
d

ω
ω

ω ω
+

=
− +∫  

2

1

1 1
d d

ω
ω ω

ω ω
+ =

− +∫ ∫  

( )
2

1 1 2

1 2 1

d
d

ω ω
ω

ω ω
−

− + =
− +∫ ∫  
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2

2

1 ( 1)
ln 1

2 1

d ω
ω

ω
+

− − + =
+∫  

( )21
ln 1 ln 1

2
cω ω− − + + + =  

( )21
ln 1 ln 1

2
xx cεϕ εϕ− − + + +  

 

β) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ .Θέτω 

( ) .x x dx d xdx dω συν ωσυν ηµ ω′= ⇒ = ⇒ − =   

Άρα, 
3(1 )

xdx

x

ηµ
συν

=
−∫  

3(1 )

xdx

x

ηµ
συν
−

− =
−∫  

3(1 )

dω
ω

− =
−∫  

3(1 ) (1 )dω ω−− − =∫  

2(1 )

2
c

ω −−
+ =

−
 

( )2
1

2 1
c

ω

−
+ =

− 2

1

2(1 )
c

xσυν
−

+
−

 

 

 γ) οι εκθέτες, είναι φυσικοί και ένας από αυτούς είναι περιττός.  

Άρα, 
2 3  x x dxηµ συν⋅ =∫  

2 2  x x x dxηµ συν συν⋅ =∫  

( )2 2  x x d xηµ συν ηµ⋅ =∫  

( ) ( )2 21  x x d xηµ ηµ ηµ− =  

( ) ( )2 4  x d x x d xηµ ηµ ηµ ηµ− =∫ ∫  

3 5

3 5

x x
c

ηµ ηµ
− +  

 

δ) Οι εκθέτες, είναι φυσικοί άρτιοι. Έχω
2 2  dxx xσυνηµ ⋅ =∫  

( ) ( )1 2 1 2

2 2

x x
dx

συν συν− +
⋅ =∫  

( )( )21
1 2  

4
x dxσυν− =∫  

( )21
2  

4
x dxηµ =∫  

( )1 41

4 2

x
dx

συν−
=∫  
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( ) ( )1 1
4  4

8 32
dx x d xσυν− =∫ ∫  

( )1 1
4

8 32
x x cηµ− +

 
 

Εφαρµογή 29  

Υπολογίστε τα α) 3 4  
3 4

x x
I dx dxεϕ εϕ   = +   

   ∫ ∫    β) 
3  x dx

x

ηµ
συν∫      γ) 

1

1

x
dx

x

συν
συν
−
+∫  

α) Είναι 3 4  
3 4

x x
I dx dxεϕ εϕ   = +   

   ∫ ∫  

�  Για να υπολογίσω το 3  
3

x
dxεϕ   

 ∫  Θέτω  

2

1 1
( )

3 3 3 1

x x
x dx d dx dεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ω ω

ω

′  ′= ⇒ = ⇒ = = =  + 
    

Άρα, 3  
3

x
dxεϕ   = 

 ∫  

3

2
3

1
d

ω
ω

ω
=

+∫  

2
3  

1
d

ω
ω ω
ω

 − = + ∫  

2

3 2
3   

2 1
d d

ω
ω ω ω

ω
− =

+∫ ∫  

( )22

2

13
3

2 2 1

d ωω
ω

+
⋅ − =

+∫  

2
23

3 ln 1
22

( ) c
ω

ω⋅ − + + =  

2 23 3
ln 1

2 3 2 3

x x
cεϕ εϕ

    − + +        
 

� Για να υπολογίσω το 4

4

x
dxεϕ   

 ∫  θέτω 
2

4

4 1

x
dx dεϕ ω ω

ω
  = ⇒ =  + 

  

4

4

x
dxεϕ   = 

 ∫  

4
2

2 2

1
4 4 1  

1 1
d d

ω
ω ω ω

ω ω
 = − + = + + ∫ ∫  

2

2

1
4 4 4

1
d d dω ω ω ω

ω
− + =

+∫ ∫ ∫  

3

4 4 4
3

c
ω

ω τοξεϕω− + + =  

4
4 4

3 4 4 4

x x x
cεϕ εϕ τοξεϕ εϕ

      − + +            
  Συνεπώς,  
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2 2 33 3 4
ln 1 4 4

2 3 2 3 3 4 4 4

x x x x x
I cεϕ εϕ εϕ εϕ τοξεϕ εϕ

          = − + + − + +                    
 

 

β) Είναι 
3  x dx

x

ηµ
συν

=∫
2  x dxx

x

ηµ ηµ
συν
⋅

=∫  

( )( )2(1 ) x d x

x

συν συν ν

συν

−
− =∫  

( )( )( )
 

d x
x d x

x

συν
συν συν ν

συνν
− + =∫ ∫  

( )21
ln

2
x x cσυν συν ν− + +  

 

γ) Θέτω 
2

x
εϕ ω  = 
 

 οπότε 
2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

 και  

( )
2 2

x x
dx dτοξεϕω τοξεϕω ω
′  ′= ⇒ = ⇒ 

 
 

2 2

1 2

2 1 1

1 d
dx d dx

ω
ω

ω ω
= ⇒ =
+ +

   

 Έτσι, έχω 
1

1

x
dx

x

συν
συν
−

=
+∫  

2

2

2

1
1

21
1 11
1

d
ω

ωω
ω ω
ω

−
−
+ ⋅ =
− ++
+

∫  

2

2 2

1 1 2

1 1 1

dω ω ω
ω ω ω
+ − +

⋅ =
+ + − +∫  

2

2

2

1

dω ω
ω
=

+∫
2

2

1
2

1

1
d

ω
ω

ω +
+ −

=∫  

2

2 2
2 2

1

1

1

d
d

ω ω
ω

ω ω
− =

+
+
+∫ ∫  

2 2 cω τοξεϕω− + =  

2 2
2 2

x x
cεϕ τοξεϕ εϕ

    − + =        
 

2 2 2
2 2 2

x x x
c x cεϕ εϕ   − + = − +   

   
 

 

Εφαρµογή 30  

Υπολογίστε τα α) 
1

1

x
dx

x

ηµ
ηµ
+
−∫   β) 

2

x
dx

x

ηµ
συν∫   γ) 

( )

4

5
51

x x
dx

x

ηµ συν

συν

⋅

+
∫  

α) Θέτω 
2

x
εϕ ω  = 
 

 οπότε 
2

2

1
x

ω
ηµ

ω
=
−

και 
2

2
.

1

d
dx

ω
ω

=
+

 Άρα, 
1

1

x
dx

x

ηµ
ηµ
+

=
−∫  



36 

 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 
 

2

2

2

2
1

21
2 11

1

d
ω

ωω
ω ω
ω

+
− ⋅ =

+−
−

∫  

2

2 2

1 2 2

1 2 1

dω ω ω
ω ω ω
+ +

⋅ =
+ − +∫  

2

2 2

(1 )

(1 (1 )

2

)
d

ω
ω

ω ω
+

− +
⋅

∫  

Είναι

2

2 2 2 2

(1 )

(1 ) (1 ) 1 (1 ) 1

A Bω ω
ω ω ω ω ω
+ Γ + ∆

= + + ⇔
− + − − +

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 21 1 1 1 1A Bω ω ω ω ω ω+ = − + + + + Γ +∆ − ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )2 3 21 2 2 2ω ω ω ω ω+ + = Γ − Α + Α + Β− Γ + ∆ + −Α + Γ − ∆ + Α + Β+ ∆ ⇔  

0 0

2 1 2

2 2 0

1 1

A A

A B B

A

A B

Γ − = =   
   + − Γ + ∆ = =   

⇔   
− Γ − ∆ = Γ =   
   + + ∆ = ∆ = −   

  

Άρα, 

2

2 2

(1 )

(1 ) (1

2

)
d

ω
ω

ω ω
+

=
− +

⋅
∫  

2 2

2 1
2 2

(1 ) 1
d dω ω

ω ω
− =

− +∫ ∫  

( ) ( )
2

2
4 1 1 2

1

d
dω ω

ω
ω

−
− − − =

+
−∫ ∫  

( ) 1
1

4 2
1

c
ω

τοξεϕω
−

−
− + =

−
 

1
4 2

1
cτοξεϕω

ω
− + =

−
 

1
4 2

21
2

x
c

x
τοξεϕω εϕ

εϕ

  − + =  
  −

 

1
4 2

2
1

2

x
c

x
εϕ

− + =
 −  
 

 

1
4

1
2

x c
x

εϕ
− +

 −  
 

 

 

β) Η συνάρτηση f  µε ( )
( )2

x
f x

x

ηµ

συν
= , είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω 

xσυν ω= . Είναι 
( )2

x
dx

x

ηµ

συν
=∫  
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22 1

x
dx

x

ηµ

συν
=

−
∫  

2

( )

2 1

d x

x

συν

συν
− =

−
∫  

22 1

dω

ω
− =

−
∫  

2 1
2

2

dω

ω
− =

−
∫  

2

1

2 1

2

dω

ω

−
=

−
∫  

( )
( )( )

2

2 2

1 2  1

2 1 2 1 2

dω ω ω

ω ω ω

− +−

− + −
=∫  

2

2

1
1 21

2 1 2
d

ω

ω
ω

ω ω

+
−−

=
− +

∫  

( )2

2

1 21

2 1 2

d ωω

ω ω

+− −
=

− +
∫  

21
ln 1 2

2
cω ω −

−
+ + =  

21
ln 1 2

2
x x cσυν συν

−
+ − +  

 

γ) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω xσυν ω=  

Άρα, 

4

5 5(1 )

x x
dx

x

ηµ συν
συν

=
+∫  

( )
4

5
5

( )

1

 x d x

x

συν

συ

σ ν

ν

υ
− =

+
∫  

( )
4

5
51

 dω ω

ω
− =

+
∫  

( )
4

5
5

1 5

1

 

5

dω ω

ω

−

+
=∫  

( )
( )

5

5
5

11

5 1

d ω

ω

+−
=

+
∫  

5 5 51
( 1) ( 1)

5
dω ω−−

+ + =∫  
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( ) 4
5 11

5 4
c

ω
−

+−
+ =

−
 

5 4

1 1

20 ( 1)
c

ω
+ =

+
 

5 4

1 1

20 (sin 1)
c

x
+

+  
 

Εφαρµογή 31 

Υπολογίστε τα α)
3
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5x x
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x x
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ν +
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+∫   β) 

( )
( )4

2 4

3

x x
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x x

ηµ ηµ

συν συν

+
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α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xσυν . Θέτω 
xηµ ω= . Άρα,   
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ω
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1
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β) Είναι 
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2
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3
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Υπολογίστε τα α) 5 3 συν  x x dxηµ∫     β) 
3

1
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xσυν∫    γ) 
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1
dx

xσυν∫  
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α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω 

.xσυν ω=  Άρα, 
5 3 συν  x x dxηµ =∫ 4 3η  =µx x x dxσυνηµ ⋅∫  

( ) ( )
2

2 3  x x d xηµ συν συν− =∫  

( ) ( )
2

2 31  x x d xσυν συν συν− − =∫  

2 2 3(1 )  =dω ω ω− −∫  

2 4 1/3(1 2 + )  =dω ω ω ω− −∫  

1/3 7/3 13/32d d dω ω ω ω ω ω− + − =∫ ∫ ∫  

1 3 1 7 3 1 13 3 1

2
1 7 13

1 1 1
3 3 3

c
ω ω ω+ + +
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4/3 10/3 16/33 4 16

4 3 3
cω ω ω

−
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4 10 163 3 33 3

54 16

3
x x x cσυν συν συν

−
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β) Είναι
3

1
dx

xσυν
=∫

3

2

dx

x
π

ηµ
=

 + 
 

∫  

3

2
2 4 2 4

dx

x xπ π
ηµ συν

=
    + +        

∫  

3
3 3

1

2

2 4 2 4

dx

x xπ π
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=
   + +   
   
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3 3

1 1 1

8

2 4 2 4

dx
x xπ π
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=

   + +   
   
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2 2

1
1 1 2 4
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2 4 2 4

x
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x x

π
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εϕ σ
π
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π

   + +    + = 
    + +        
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4
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=∫ 2 2

1
dx

x xσυνσυν
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⋅∫  
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Υπολογίστε τα  α) 
3 2

I
2 3

x x
dx
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+

=
+∫    β) 

2
I

1 3

dx

xσυν
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12

3 2 3 13
3 2 (2 3 ) (3 2 )

2 3 2 5
ηµ συν 

3

 

1

a
a

x x a x a x
a

β
ηµ συν β β

β
β

 == − 
⇔ + = − + + ⇔ ⇔ 
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 
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Υπολογίστε τα α) 
2 2

1

3 5
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2 2συν3
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x x x xηµ ηµ συν
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+
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 
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β) ∆ιαιρώ αριθµητή και παρονοµαστή µε το 2 xσυν .Έχω 

2 2συν3
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Υπολογίστε τα α) 
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Υπολογίστε τα α) ( )I x xdxσυν ηµ συν ηµ= + −∫     β) 
( )3 2
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I

x xεϕ συν
=

⋅∫  

α) Θέτω ( )( )x x d x x dx x x dxσυν ηµ ω ω συν ηµ ηµ συν′− = ⇒ = − = − +  

Άρα, [ ]( )I x x x x dxσυν ηµ συν ηµ= − − − + =∫  
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1 2 1
1/2

1
1

2

d d c
ω

ω ω ω ω
+

− = − = − + =
+

∫ ∫  

3/2 3/22 2
( )

3 3
c x x cω συν ηµ

− −
+ = − +  

 

β) Είναι 
2 23 323

 ( )

1 2 1 21 2

dx x dx d x
I

x x x x xx
x

συν ηµ
ηµ ηµ ηµ ηµ ηµηµ
συν

= = =
− −−

∫ ∫ ∫  

Θέτω x tηµ = οπότε 
23 1 2

dt
I

t t
=

−
∫  

Θέτω 2t z=  οπότε ( ) 1
 

2
t z dt z dz dt dz

z

′= ⇒ = ⇒ =   

Άρα, 
3 3

1

12

21 2 1 2

dz
dzzI

z z z z
= =

− −∫ ∫  

Θέτω 3 1 2 z ω− = ⇒ 31 2z ω− = ⇒
31

2
z

ω−
= ⇒

31

2
dz d

ω
ω
′ −

= ⇒ 
 

23

2
dz dω ω

−
=  

Άρα, 

2

3

3
1 2

12

2

d
I

ω ω

ω
ω

−
= =

−∫ 3

3

2 1
d

ω
ω

ω
−

=
−∫  

2

1 1 1

2 1 1
d

ω
ω

ω ω ω
− − = − + + ∫  

( )
2

11 1 1

2 1 2 1

d
d

ω ω
ω

ω ω ω
− −
− =

− + +∫ ∫  

2

1 1 2 1 3
ln | 1 |

2 4 1
d

ω
ω ω

ω ω
+ −

− − =
+ +∫  

2 2

1 1 2 1 3
ln | 1 |

2 4 1 4 1

d
d

ω ω
ω ω

ω ω ω ω
+

− − + =
+ + + +∫ ∫  

2

22

1 1 ( 1) 3
ln | 1 |

2 4 1 4 1 3

2 4

d dω ω ω
ω

ω ω
ω

+ +
− − + ⋅ =

+ +  + + 
 

∫  

2

2

1 1 3
ln | 1 | ln( 1)

2 4 4 1
2

3 2
1

4 3

dω
ω ω ω

ω

− − + + + =
   + ⋅     + 
  
    

∫  
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( )
2

2

1 2 2

1 1 3 3
ln | 1| ln( 1)

2 4 4 1
2

2
1

3

d
ω

ω
ω ω ω

ω

+ ⋅

− − + + + =
  + ⋅     +
 
  

∫

2

1
2

1 1 3 2
ln | 1 | ln( 1)

2 4 2 3
c

ω
ω ω ω τοξεϕ

 + ⋅ 
 − − + + + +          

 Όπου
3 2 23 331 2 1 2 1 2 2 .z t x xω ηµ συν= − = − = − =  Άρα,  

( ) ( )( ) ( )
( )

33 3

3
21 1 3

ln 2 1 ln 2 1
2 4 2

2

3

2 1
2I x xx c

xσυ
συν

ν
συ συν τοξεϕν

+ 
 = − − + + + +
 
 

 

 

Εφαρµογή 38 

Υπολογίστε τα α) I xdxεϕ= ∫   β) I xdxσϕ= ∫  

α) Θέτω ( )2 2t x t tx xεϕ εϕ τοξεϕ= ⇒ = ⇒ = ⇒  

( )( )2

4
 

2

1
dx t d

t
dtt

t
dxτοξεϕ ′= ⇒ =

+
   Άρα, 

2

4
2

1
 

t
I dt

t
=

+∫  Είναι 

 
4

2 2

2 2 2 21 ( 2 1)( 2 1) 2 1 2 1

t t At B t

t t t t t t t t t

+ Γ + ∆
= = + ⇒

+ − + + + − + + +

2 2 2 1 1
( )( 2 1) ( )( 2 1) , 0, , 0

2 2
t At B t t t t t A B

 
= + + + + Γ + ∆ − + ⇒ = = Γ = − ∆ = 

 

Έτσι είναι 
2 2

1
 

2 2 1 2 1

t t
I dt

t t t t

 = − = − + + + ∫  

2 2

1 1

2 2 1 2 2 1

tdt tdt

t t t t
− =

− + + +∫ ∫  

2 2

1 2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1

t t
dt dt

t t t t

− + + −
− =

− + + +∫ ∫  

2 2 2 2

1 2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

t dt t dt
dt dt

t t t t t t t t

− +
+ − + =

− + − + + + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

2 22 2

12 ( 2 1) ( 2 1)

2 2 22 1 2 2 2 12 1 2 2 1

d t t dt d t t dt

t t t tt t t t

− + +
+ − + =

− + +

+

+⋅ − + ⋅ + +
∫ ∫ ∫ ∫  

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 11 1 1 1
ln( 2 1) ln( 2 1)

2 2 2 2 2 22 1 1 2 1 1

d t d t
t t t t

t t

− −
− + + − + + + =

− + − +
∫ ∫

( ) ( )2 21 1 1 1
ln( 2 1) 2 1 ln( 2 1) 2 1

2 2 2 2 2 2
t t t t t t cτοξεϕ τοξεϕ+ + + − − + + + + +  

όπου t xεϕ=  
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β) Θέτω ( )2 2 2

4

2

1

t
x t x t x t dx t dt dx dt

t
σϕ σϕ τοξσϕ τοξσϕ

−′= ⇔ = ⇔ = =
+

⇔ = ⇒  

Άρα, 
2

4 4

2
2

1 1

t t
I dt dt

t t
= − = −

+ +∫ ∫  Παρατηρώ ότι το ολοκλήρωµα αυτό διαφέρει από 

το ολοκλήρωµα της προηγούµενης άσκησης ως προς το µείον. 

 

Εφαρµογή 39 

Υπολογίστε τα α) 
3 3

I=
+

dx

x xηµ συν∫   β)
4

3

x
I= dx

x

συν
ηµ∫  

α) Είναι � ( ) 33 =3 4x x xηµ ηµ ηµ−  και  

              � ( ) 33 =4 3x x xσυν συν συν−    

Άρα, 3 3
4( + )=x xηµ συν  

( ) ( )3( + )+ 3 3 =x x x xηµ συν συν ηµ−    

( )3 2 + 2 3
4 4

x x
π π

συν ηµ −   
   
   

−  

Θέτω 
4

x y
π
− =  άρα,  3 3

4( )x xηµ συν+ =  

( )3 2 2 3y yσυν συν− =  

( )2(3 3 )y yσυν συν− =  

32 2(3 2 )y yσυν συν− =  

2 42 2
3 2y y

y
συν συν

συν
 − =   

2 2 2y
2 2

3(1 ) 2(1 )y
y

ηµ ηµ
συν

 − − − =   

4 22 2
(2 1)y

y
yηµ ηµ

συν
−

− −  

Άρα, 
4 2

 ( )
2

2 1

y d y
I

y y

συν ηµ
ηµ ηµ

= =
− −∫ 4 2

( )
2

2 1

d y

y y

ηµ
ηµ ηµ− −∫  

Θέτω t yηµ= οπότε 
4 2

2
2 1

dt

t t
=

− −∫ 2
4

2

12

2 2

dt

t
t

=
− −

∫  

2
2 1

2

2
 

2 1

A Bt
dt

t t

 
 + Γ

+ = − 


+


∫  

2
2

2 1 1
 

13

2

dt
t t t

 
 

− = − + 
 

∫  
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2
2

2 2

13 3

2

dt dt

t t t

− =
− +

∫ ∫  

2 2

2 2 2

3 3 ( 2 ) 1

dt dt

t t t
−

− +∫ ∫  

Υπολογισµός των 
2

dt

t t−∫ και
2( 2 ) 1

dt

t +∫  

�
2

dt

t t
=

−∫  

1 1 1 1

2 1 2 1
dt dt

t t

−
+ =

+ −∫ ∫  

1 1
ln | 1 | ln | 1 |

2 2
t t c

−
+ + − +  

�
2( 2 ) 1

dt

t
=

+∫  

2

1 ( 2 )

2 ( 2 ) 1

d t

t
=

+∫
1

2
2

t cτοξεϕ +  

 

β) Θέτω = =x t x dtσυν ηµ⇒ −  Άρα, 

4

4
I= d =

x x
x

x

συν ηµ
ηµ
⋅

∫  

4

2 2(1 )

t
dt

t
− =

−∫  

3

2 2
=

(1 )

t
t dt

t

 
−  − 
∫  

3

2

1
=

2(1 )
t dt

t

′ 
−  − 
∫  

3 2

2 2

3

2(1 ) 2(1 )

t t
dt

t t
− + =

− −∫  

3 2

2 2

3

2(1 ) 2 1

t t
dt

t t
− + =

− −∫  

3 2

2 2

3 1 1

2(1 ) 2 1

t t
dt

t t

− +
+ =

− −∫  

3 2

2 2 2

3 1 3

2(1 ) 2 1 2 1

t t dt
dt

t t t

−
− − + =

− − −∫ ∫  

 

3

2

3 3

2(1 ) 2 2 1 1

t A B
t dt

t t t

 − − + + = − − + ∫  

3

2

3 3 1 1

2(1 ) 2 4 1 1

t
t dt

t t t

 − + + = − − + ∫  
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3

2

3 3 3
ln |1 | ln |1 |

2(1 ) 2 4 4

t
t t t c

t
− − − − + + +

−
 

3

2

3 3 1
ln

2 4 4 1

x x
x c

x x

συν
συν

η
ν
µ συ

συ
ν

+
− − + +

−
 

 

Εφαρµογή 40 

Υπολογίστε τα α)  I=
(2 2 )

dx

x x xηµ συν ηµ+ −∫  β) 
2

I=
(2 1)

dx

x xηµ συν −∫  

Θέτω  εφ
2

x
t

  = 
 

 οπότε 
2

2

1

t
x

t
ηµ =

+
,

2

2

1

1

t
x

t
συν

−
=
+

 Είναι 2x tτοξεϕ=
2

2

1

dt
dx

t
=
+

Άρα, 
2

2

2 2 2

2

1

2 1 4
2

1 1 1

dt

tI
t t t

t t t

+= =
 −

− + + + 

∫  

2

2

(1 )

( 4 3)

t
dt

t t t

+
=

− +∫  

21

( 3)( 1)

t
dt

t t t

+
=

− −∫  

3 1

A B C
dt

t t t

 + + = − − ∫  

1 5

3 3 3 1

dt dt dt

t t t
+ − =

− −∫ ∫ ∫  

1 5
ln ln 3 ln 1

3 3
t t t c+ − − − + =  

1 5
ln ln 3 ln 1

3 2 3 2 2

x x x
cεϕ εϕ εϕ     + − − − +     

     
 

 

β) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω 

2

1 1
 

1
x t dx x dt dx dt dt

x t
συν ηµ

ηµ
− −

= ⇒ = − ⇒ = =
−

  

Είναι 2 211x txηµ συν = −−=   

Άρα, 
2 2

1
I= =

(1 )( 12 )
dt

t t− −
−

∫  

2 2
=

(1 )(1 2 )

dt

t t− −∫  

2 2

2 2

(2 2 ) (1 2 )
=

(1 )(1 2 )

t t
dt

t t

− − −
− −∫  

2 2

1 1
2 =

1 2 1
dt dt

t t
−

− −∫ ∫  
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1 1 2 1 1
ln ln =

2 12 1 2

t t
c

tt

+ +
− +

−−
 

1 1 2 1 1
ln ln

2 12 1 2

x x
c

xx

συν συν
συνσυν

+ −
− +

+−
 

 

Εφαρµογή 41 

Υπολογίστε τα α)  
113

=
dx

I
x xηµ συν⋅

∫   β) 

4

2

x
dx

x

συν
ηµ∫  

α) 
11 1

3 3 d =I x x xη συνµ
− −

⋅∫  Είναι  
11 1 12

4
3 3 3

− −
− = = −  αριθµός άρτιος. Θέτω 

2
( )

dx
x t x dx dt dt

x
εϕ εϕ

συν
′= ⇔ = ⇔ =   

Έχω 
11 113

123
11

dx dx
I

x x x
x

x

ηµ συν ηµ
συν

συν

= = =
⋅

∫ ∫  

4 113

dx

x xσυν εϕ
=

⋅
∫  

22 113

1 dx

x xx συνσυν εϕ
⋅ =

⋅
 

2

2113

1
(1 )

dx
x

xx
εϕ

συνεϕ
+ ⋅ ⋅ =∫  

( )2 2 11/3

113

1
1 (1 )t dt t t dt

t

−+ = + =∫ ∫  

( )11/3 5/3  t t dt− −+ =∫  

2
8/3 2/3

2 23

3 3 3(1 4 )

8 2 8

x
t t c c

x x

εϕ

εϕ εϕ
− −− +
− + = +  

 

β) Είναι 

4 2 2

2 2

(1 )
  d =  d =

x x
x x

x x

συν ηµ
ηµ ηµ

−
∫ ∫  

2

2

1
2+  d =x x

x
ηµ

ηµ
 
 
 

−∫  

21
2 + 2 d =

2
 x x x xσϕ ηµ− − ∫  

( )1
2 + (1 2 ) dx=

2
x x xσϕ συν− − −∫  

( ) ( )1 1
2 + 2  d 2 =

2 4
x x x x xσϕ συν− − − ∫  

( )23
x +c

2 4

x
x
ηµ

σϕ− − −  
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Εφαρµογή 42 

Υπολογίστε τα α)  

2

=  
+

I dx
x x

x x

ηµ συν
ηµ συν

⋅
∫       β) 

2 2

2ε +3
=  

+2

x

x
I dx

x

ϕ
ηµ συν∫  

α) Θέτω  
2

1
t x dt dx

x
εϕ

συν
= ⇒ =      Άρα,

2 4

21

x x dx
I

x x

εϕ συν
εϕ συν
−

= ⋅ =
+∫  

2

2 2( 1)( 1)

t dt

t t
=

+ +∫  

( )22 21 1 1

A Bt t
dt

t t t

 + Γ ∆ + Ε + + =
+ + + 

∫  

( )22 2

1 1 1 1 1

4 1 4 1 2 1

dt t t
dt dt

t t t

− −
− + =

+ + +
∫ ∫ ∫  

22

1 1 1 1
ln

4 4 11

t t
c

tt

+ +
− + =

++
 

22

1 1 1 1
ln

4 4 11

x x
c

xx

εϕ εϕ
εϕεϕ

+ +
− +

++
 

 

β) Θέτω 
2

= =
d

t t
x

x
x

dεϕ
συν

⇔    Άρα, 
2 2

2ε +3
=

+2

x

x
I dx

x

ϕ
ηµ συν

=∫  

( )
2

2

2

2 +3
xd

x
x

x

εϕ
συν

εϕ +
=∫  

2 2 2

2 3 2
3

2 2

1

2

t t
dt dt dt

t t t

+
= + =

+ + +∫ ∫ ∫  

( )2

2 2

2 3 2 1

2 2 2
1

2

d t t
d

t t

+  + = +      +  
   

∫ ∫  

2 3
ln( 2)

2 2

t
t cτοξεϕ  + + + = 

 
 

2 3
ln( 2)

2 2

x
x c

εϕ
εϕ τοξεϕ  + + + 

 
 

 

7.1.17 Ολοκληρώµατα της µορφής ( ) axR e dx∫  όπου R  ρητή συνάρτηση του 
axe  

 Τα ολοκληρώµατα αυτά, υπολογίζονται µε την αντικατάσταση 
axe ω= , οπότε

ax

ax

d d
a e dx d dx

a e a

ω ω
ω

ω
⋅ = ⇔ = =

⋅ ⋅
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Εφαρµογή 43 

Υπολογίστε τα  α) 
21

x

x

e
dx

e+∫    β) 
2

2

4

2

x x

x x

e e
dx

e e

+
− −∫    γ) 

23 4

x

x

e dx
I

e
=

−
∫  

α) Θέτω ln (1 )  x d
e x dx n d

ω
ω ω ω ω

ω
′= ⇔ = ⇔ = =  

Άρα,  
21

x

x

e
dx

e
=

+∫  

21 ( )

x

x

e
dx

e
=

+∫  

2

1

1
d

ω
ω

ω ω
⋅ =

+∫  

2

1

1
dω

ω
=

+∫  

( )xc e cτοξεϕω τοξεϕ+ = +  

 

β) Θέτω ( )x x x d
e e dx d e dx d dx

ω
ω ω ω

ω
′= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Άρα, 
2

2

4

2

dω ω ω
ω ω ω
+

⋅ =
− −∫  

4

( 1)( 2)
d

ω
ω

ω ω
+

=
+ −∫  

 
 

1 2

A B d
d

ω
ω

ω ω
+ =

+ −∫  

2
1 2

d dω ω
ω ω

− + =
+ −∫ ∫  

ln 1 2ln 2 cω ω− + + − + =  

ln(1 ) 2 ln 2x xe e c− + + − + =  

2( 2)
ln

1

x

x

e
c

e

−
+

+
 

 

γ) Θέτω 
2 2 2

( )
3 3 3

x x xe e dx d e dx dω ω ω ω
′ ′= ⇔ = ⇔ = 

 
 

  
2 2

3 3

d
dx d dx

ω
ω ω

ω
⇔ = ⇒ =  

Άρα, 
2

2

2

33

34 1
3 4

3

d
d

I

ω ω
ω

ωω ω
= =

−−
∫   

Θέτω  t d t dtω συν ω ηµ= ⇔ =  

Άρα 
2

3 3

3 3ch 1

tdt t
I dt

tt

ηµ ηµ
ηµ

= = =
−

∫ ∫  
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3 3
arg

3 3
t c ch cω+ = + =  

23
ln 1

3
cω ω+ − + =  

23 3 1
ln 3 4

3 2 2

x xe e c
 

+ − + 
 
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Υπολογίστε τα α) 
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2

1

1

x

x

e
I dx

e

−
=

+∫   β) 
/ 2

2

1

1

x

x

e
I dx

e
=

+

−
∫     γ)

2 4 1x x

dx
I

e e
=

+ +
∫  

α) Θέτω ( )2 2 22
2

x x x d
e e dx d e dx d dx

ω
ω ω ω ω

ω
′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇔ =  

Άρα, 
1

1 2

d
I

ω ω
ω ω
−

= ⋅ =
+∫  

1 1

2 ( 1)
d

ω
ω

ω ω
−

=
+∫  

1 1 2

2 1
( )dω
ω ω
− + =

+∫  

1 1 2 1

2 2 1
d dω ω
ω ω

− + =
+∫ ∫  

1
ln ln 1

2
cω ω

−
+ + + =  

( )2 21
ln ln 1

2

x xe e c
−

+ + + =  

( )2ln 1xx e c− + + +  

 

β) Θέτω / 2 ln 2 ln ( 2 ln ) 2
2

x x d
e x dx d

ω
ω ω ω ω ω

ω
′= ⇔ = ⇔ = ⇔ = =  

Άρα, 
( )

2

2

1
2

1
I d

ω
ω

ω ω
−

= =
+∫  

2

2 1
2

1
( )d
ω

ω
ω ω

− =
+∫  

2

2
2 2

1

d
d

ω ω
ω

ω ω
− =

+∫ ∫  

2

2

( 1)
2 2

1

d dω ω
ω ω
+
− =

+∫ ∫  

22 ln( 1) 2 ln cω ω+ − + =  
2 1

2 ln c
ω
ω
+
+ =  

1
2 ln cω

ω
 + + = 
 
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/ 2

/ 2

1
2 ln x

x
e c

e

 + + 
 

 

γ) Θέτω 
1

ln (ln )xe x dx d dω ω ω ω ω
ω

′= ⇔ = ⇔ = =  

Άρα, 
2

1

4 1
I dω

ω ω ω
=

+ +
∫  

Θέτω 
2 4 1 zω ω ω+ + = − ⇔  

2 4 1z ω ω ω= − + + ⇔  

( )2 2 2 24 1 2 4 1z ω ω ω ω ω ω= + + + − + + =  

2 4 1zω ω+ +  

Άρα, 

2
2 1

1 2 ( 2)
2( 2)

z
z z

z
ω ω

−
− = + ⇔ = ⇔

+
 

2 2

2

1 1 4 1

2( 2) 2 ( 2)

z z z
d dz dz

z z
ω

′ − + +
= = ⋅ + + 

 

Άρα, 
( )

( ) ( )

2 2

4

2

4 1

1 4 1

2

2 2

2

2 2

z z

I dz
z z z

z z

z

+ +

= =
− − −
+ +

+

−∫  

2 2

1
2 2

1 1

dz
dz

z z
− = − =

− −∫ ∫  

( ) ( )
1

2
1 1

dz
z z

−
− +∫  

Είναι 
( ) ( )

1
1 ( 1) ( 1)

1 1 1 1

A B
A z B z

z z z z
= + ⇔ = + + − ⇔

− + − +
 

1

0 2
1 ( ) ( ) 1

1 1

2

A
A B

A B z A B
A B

B

 = + =   
= + + − = ⇔ ⇔   

− = −   =
  

 

Άρα, 

1

2

1

22 2
1 1

I dz dz
z z

−
= − − =

− +∫ ∫  

1 1

dz dz

z z
− + =
− +∫ ∫  

ln 1 ln 1z z c− − + + + =  

1
ln

1

z
c

z

+
+

−
 

Από 2 24 1 4 1x x xz e e eω ω ω= − + + = − + + είναι  
2

2

4 1 1
ln

4 1 1

x x x

x x x

e e e
I c

e e e

− + + +
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Υπολογίστε τα α)
2

1

1

x
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e
I dx

e

+
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4 1
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e dx
I
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2

2

1

3

x

x

e
I dx

e

−
=

+∫     

α) Θέτω x x

x

d d
e e dx d dx
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2

1
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d
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ω
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ω
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2
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2
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( )21
ln 1

2
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β) Θέτω 
4 44 1 1 1x x xe e eω ω ω+ = ⇒ + = ⇒ = − ⇒  

( ) ( )4 1xe dx dω ω′ ′= − ⇒  
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4
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dx d

e

ω ω ω
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2
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−
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4 4
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( )
1 1
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ω
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ω ω
−

=
+∫  

1

2 3
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dω

ω ω
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dω

ω ω
− ⋅ + ⋅ = + ∫  

1 2

6 3

1

3

dω
ω ω

−
+ =

+∫ ∫  

1 2
ln ln 3

6 3
cω ω

−
+ + + =  

2 2 2/31
ln ln( 3)

6

x xe e c
−

+ + + =  

( )2/3
21

ln 3
3
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−
+ + +  

 

7.2 Ορισµένο ολοκλήρωµα 

 Ορισµένο ολοκλήρωµα της συνεχούς συνάρτησης f  από το σηµείο a  ως το σηµείο 

b  ονοµάζεται η διαφορά ( ) ( )F Fβ α− , όπου F  µία παράγουσα (ή αρχική 

συνάρτηση) της συνάρτησης f  στο διάστηµα [ ],  bα και συµβολίζεται ως ( ) 

b

a

f x dx∫   

 

� Το ορισµένο ολοκλήρωµα ορίζεται σε διάστηµα [ ],  bα  µε a b< . Τα ,a b  

ονοµάζονται άκρα  της ολοκλήρωσης. 
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7.2.1 Ιδιότητες του ορισµένου ολοκληρώµατος 

� Αν η f  είναι ορισµένη σε ένα σηµείο α , τότε ( ) 0
a

f x dx

α

=∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

� Αν η f  είναι συνεχής στο [ ],  α β , τότε ( ) ( )
a

f x dx f x dx

β α

β

= −∫ ∫  

� Αν  η f  είναι συνεχής στο  [ ],  α β  και c∈ℝ , τότε ( ) ( )
a a

cf x dx c f x dx

β β

=∫ ∫  

� Αν οι ,f g  είναι συνεχείς στο [ ],  bα , τότε  

[ ]( ) ( )  ( ) ( ) 

b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Αν η f  είναι συνεχής στο [ ],  bα  και ( ),  c bα∈  τότε  

( ) ( ) ( ) 

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

� Αν  η  f είναι  συνεχής στο [ ],  bα  και ( ) 0f x ≥  [ ],  x bα∀ ∈ , τότε ( ) 0

b

a

f x dx ≥∫  
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� 1ο θεώρηµα µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού 

Αν η f  είναι συνεχής στο  [ ],  α β   τότε ( ),  ξ α β∃ ∈  έτσι ώστε  

( )( )( )
a

f x dx f

β

ξ β α= −∫   

 β

 f

 ξ α O

 x

 y = f ( x )

 y
1 5

 

 

 
� Αν οι ,f g  είναι συνεχείς στο  [ ],  bα  και ( ) ( )f x g x≥  [ ],  x bα∀ ∈ , τότε 

( ) ( )

b b

a a

f x dx g x dx≥∫ ∫  
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 
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 0 1 0 1
2
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1 1 0 0
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x x dx x

     
− + = − + = − + ⋅ − − + ⋅ =    

     
∫  

                                                                                                         
1 1

2,5 6 3,5
3 3
− + = +  

� [ ]
0

0

 0 ( 1) 1 2sinx dx cosx cos cos

π
π

π= − = − + = − − + =∫  

 
 

7.2.2 Υπολογισµός εµβαδών    

Ιστορική αναδροµή 

Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος, για να φτάσει στη σηµερινή της 

µορφή, πέρασε δια µέσου των αιωνίων από διάφορα εξελικτικά στάδια. Η γέννηση 

της έννοιας του ολοκληρώµατος τοποθετείται τον 3ο π.Χ. αιώνα, οφείλεται στους 

αρχαίους Έλληνες µαθηµατικούς και ειδικότερα στον Αρχιµήδη (287–212 πΧ). 

Η µέθοδος της «εξάντλησης» που χρησιµοποιούσαν οι αρχαίοι Έλληνες 

µαθηµατικοί, προκειµένου να προσδιορίσουν τον αριθµό που µετρά το εµβαδό ενός 

επίπεδου χωρίου, είναι ο πρόδροµος της ολοκλήρωσης. Αυτή τη µέθοδο εφάρµοσε ο 

Αρχιµήδης ώστε να υπολογίσει το εµβαδό του κύκλου, το εµβαδό του παραβολικού 

χωρίου και το εµβαδό άλλων περισσότερο πολύπλοκων επίπεδων χωρίων. Σύµφωνα 

µε αυτή τη µέθοδο για τον υπολογισµό µιας επίπεδης περιοχής, εγγράφω µέσα σε 

αυτήν µια κλειστή πολυγωνική γραµµή, που περικλείει το επίπεδο χωρίο του οποίου 

µπορώ εύκολα να υπολογίζω το εµβαδό. Έτσι, έχω µια πρώτη «µε έλλειψη» 

προσέγγιση του ζητούµενου εµβαδού. Συνεχίζω όµοια, µε την εγγραφή µιας δεύτερης 

κλειστής πολυγωνικής γραµµής που έχει περισσότερες αλλά µικρότερου µήκους 

πλευρές, ώστε να έχω µια καλύτερη  «µε έλλειψη» προσέγγιση του ζητούµενου 

εµβαδού. Αυτή η εργασία συνεχίζεται, µε σκοπό να «εξαντλήσω» την επίπεδη 

περιοχή που ζητώ το εµβαδό της. Ο Αρχιµήδης, για τον υπολογισµό του εµβαδού του 

κύκλου, θεώρησε αρχικά εγγεγραµµένο κανονικό εξάγωνο και είχε µια πρώτη 

προσέγγιση, µετά κανονικό δωδεκάγωνο κ.ο.κ. για να καταλήξει στο θεώρηµα «Πας 

κύκλος ίσος εστί τριγώνω ορθογώνιω ου ή µεν εκ του κέντρου ίση µια των περί 
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την ορθήν, ή δε περίµετρος τη βάσει». Για το παραβολικό χωρίο OB, BO  ο 

Αρχιµήδης µε τη µέθοδο της «εξάντλησης», απέδειξε το καταπληκτικό για εκείνη την 

εποχή ότι το εµβαδό του είναι ίσο µε το 1/3 του εµβαδού που έχει το ορθογώνιο 

παραλληλόγραµµο 1 2ΟΒ ΒΒ  που η βάση του είναι β και το ύψος του είναι 2β , δηλαδή 

( )
3

21 β
OB, BO β β

3 3
= ⋅ ⋅ =  

 

 

 

 

 

 

Η µέθοδος της «εξάντλησης», που έδωσε σπουδαία αποτελέσµατα την εποχή 

του Αρχιµήδη, παρέµεινε σχεδόν στο ίδιο σηµείο ανάπτυξης από τις αρχές του 16ου 

αιώνα. Από την περίοδο αυτή και µετά, οι ερευνητές µαθηµατικοί της εποχής, 

έχοντας στη διάθεση τους νέα εκφραστικά µέσα (π.χ. ένα γεωµετρικό πρόβληµα 

µετατρέπεται σε αλγεβρικό και αντίστροφα, µε την εισαγωγή από τον Cartesius των 

συντεταµένων), αλλά και νέα σύµβολα (π.χ. έχει γίνει αντικατάσταση των ρωµαϊκών 

αριθµητικών συµβόλων µε τα αριθµητικά που χρησιµοποιούµε σήµερα), προχώρησαν 

στην αναδιατύπωση της παλαιάς µεθόδου και στην προσαρµογή της στα νέα 

δεδοµένα. Έτσι, η µέθοδος της «εξάντλησης» άρχισε να µετασχηµατίζεται σε αυτό 

που σήµερα ονοµάζουµε ολοκληρωτικό λογισµό, έναν ξεχωριστό κλάδο της 

µαθηµατικής επιστήµης, µε τον οποίο αντιµετωπίζονται γεωµετρικά προβλήµατα 

εύρεσης εµβαδών, όγκων κτλ. και επιλύονται ποικίλα προβλήµατα των άλλων 

επιστηµών. Η αυστηρή θεµελίωση της έννοιας του ολοκληρώµατος, έγινε κατά τα 

µέσα του προπερασµένου αιώνα από τους µαθηµατικούς Cauchy(1789–1857) και 

Riemann(1826–1866). Έκτοτε, οι ερευνητές µαθηµατικοί, οι σπουδαιότεροι εκ των 

οποίων είναι οι Stieltzes, Lebesque ασχολήθηκαν µε επεκτάσεις και γενικεύσεις της 

θεωρίας της ολοκλήρωσης. 

 

Υπολογισµός εµβαδού του παραβολικού χωρίου 

Είναι χρήσιµο, πριν ορίσω το ορισµένο ολοκλήρωµα και υπολογίσω το 

εµβαδό του επιπέδου χωρίου µε βάση αυτό, να προσέξω µια διαδικασία υπολογισµού 

του εµβαδού του παραβολικού χωρίου, που διατηρεί πολλά αρχικά χαρακτηριστικά 

της µεθόδου του Αρχιµήδη, παρά το ότι οι  λεπτοµέρειες στους συλλογισµούς δεν 

είναι ακριβώς οι ίδιες. Έστω το επίπεδο παραβολικό χωρίο που ορίζουν τα σηµεία 

( )ξ, ηΜ µε 0 ξ β≤ ≤  και 0≤η≤ 2ξ  δηλαδή το χωρίο που περικλείεται από την 

παραβολή 2y x=  τον άξονα xx′  και την ευθεία βx =  µε β>0 .  Αν χωρίσω το 

διάστηµα [ ]0,  β  σε ν  ίσα υποδιαστήµατα µε τα διαιρετικά σηµεία 

0 1 2 1 10,  ,  ,..., , ,..., , βx x x x x x xκ κ ν ν− −= = , το πλάτος του κάθε υποδιαστήµατος θα είναι 

β
ν

, άρα τα διαιρετικά σηµεία  αντιστοιχούν στις τιµές  

 
( )

0 1 2 1

1 ββ 2β β β
0,  ,  ,...,  ,  ,....,  βk

k k
x x x x x xν ν

ν
ν ν ν ν ν−

−
= = = = = = =   
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Θεωρώ τα ορθογώνια που έχουν βάση τα υποδιαστήµατα  

[ ]1,  ,  1,  2,.....,k kx x k ν− =  και ύψος το 
2

1 1k ky x− −= , όπως φαίνεται στο σχήµα (2.β) και 

έτσι έχω µια προσέγγιση του ζητούµενου εµβαδού «µε έλλειψη». Όµοια, θεωρώ τα 

ορθογώνια που έχουν ως βάση τα υποδιαστήµατα[ ]1,  k kx x−  και ύψος το 

2 ,  1,  2,...,k ky x k ν= =  όπως φαίνεται στο σχήµα (2.γ), και έτσι έχω προσέγγιση του 

ζητουµένου εµβαδού «µε υπεροχή». Αν αυξήσω το πλήθος των διαιρετικών σηµείων, 

τότε το άθροισµα των εµβαδών των εσωτερικών ορθογωνίων  σχ(2.β) αυξάνει 

παραµένοντας µικρότερο από το ζητούµενο εµβαδό του παραβολικού χωρίου, ενώ το 

άθροισµα των εµβαδών των εξωτερικών ορθογωνίων σχ(2.γ) ελαττώνεται, 

παραµένοντας µεγαλύτερο από το ζητούµενο εµβαδό.  Αν µε kΕ συµβολίσω το µέρος 

του παραβολικού χωρίου που περιορίζεται από τις 1kx x −=  και kx x=  τότε το kΕ θα 

είναι µεγαλύτερο από το εµβαδό του εσωτερικού ορθογωνίου µε βάση το 

1

β
k kx x

ν−− =  και ύψος ( )
2

22

1 1 2

β
1

ν
k ky x k− −= = −  και µικρότερο από το εµβαδό του 

εξωτερικού ορθογωνίου µε βάση το 1

β

ν
k kx x −− =  και το ύψος  

2
2 2

2

β

ν
k ky x k= =   

Έτσι, αν 
1

E k

k

ν

=

= Ε∑ είναι το ζητούµενο εµβαδό, θα έχουµε  

( )
3 3

2 3

3 3

β β
1

ν ν
k kκ− < Ε < ⋅  k∀ ∈ℕ  

Οπότε 

3 3
2 2

3 3
1 1 1

β β
( 1)

ν ν

v

k

k k k

k k
ν ν

= = =

− < Ε < ⇔∑ ∑ ∑
3 3

2 2

3 3
1 1

β β
( 1)

ν νk k

k k
ν ν

= =

− < Ε <∑ ∑
3 3

3 3

β ( 1) (2 1) β ( 1)(2 1)

ν 6 ν 6
ν ν

ν ν ν ν ν ν− ⋅ − + +
⇔ ⋅ < Ε < ⋅ ⇔ Α < Ε < Β    (1)   

Αν το πλήθος των διαιρετικών σηµείων να αυξάνει απεριόριστα δηλαδή αν 

ν → +∞ , τότε το πλάτος dν , των υποδιαστηµάτων τείνει στο µηδέν δηλαδή 

0vd
β
ν
= →  και

3 3β β
lim A ,  lim

3 3
ν ν= Β =  οπότε η (1) δίνει 

3β

3
Ε =  
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Εµβαδό επίπεδου χωρίου 

Για τον υπολογισµό του εµβαδού ενός επίπεδου χωρίου, διακρίνω τις 

ακόλουθες περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1  

Έστω ότι το χωρίο περικλείεται από τις ευθείες x a= , βx = ( )βα < , τον 

άξονα xx′και τη γραφική παράσταση 
fC της συνάρτησης f , όπου f  συνεχής στο 

[ ],  βa  και ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≥ ∀ ∈   

 

 

 

 

 

 

Τότε, το εµβαδό Ε αυτού του χωρίου, από τον ορισµό του ορισµένου 

ολοκληρώµατος δίνεται από τον τύπο ( ) E f x dx

β

α

= ∫  και είναι το σύνολο των 

σηµείων ( )M ,  x y  µε συντεταγµένες  ( ),  x y  τέτοιες ώστε  
0 ( )

x

y f x

α β≤ ≤ 
 
≤ ≤ 

 

Περίπτωση 2 

  Έστω ότι το χωρίο περικλείεται από τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα < , τον 

άξονα xx′  και τη γραφική παράσταση 
fC  της συνάρτησης f , όπου f  συνεχής στο 

[ ],  βa   και ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≤ ∀ ∈   Τότε το εµβαδό Ε του χωρίου, από τον ορισµό του 

ορισµένου ολοκληρώµατος είναι ( ) E f x dx

β

α

= −∫   

 

 

 

 

 

 

 

Πράγµατι, οι συναρτήσεις f , f−   έχουν γραφικές παραστάσεις συµµετρικές 

ως προς τον άξονα xx′  έτσι το εµβαδό 1Ε που περικλείεται από τις x a= , βx =  του 

άξονα xx′  και την 
fC−  είναι ίσο µε το εµβαδό Ε που περικλείεται από τις x a= , 

βx = , τον άξονα xx′  και την 
fC . Αλλά ( ) [ ]0,  ,  βf x x a− ≥ ∀ ∈ , άρα, από την 1η 

περίπτωση, το εµβαδό 1Ε  δίνεται µε τον τύπο 1 ( ) ( ) f x dx f x dx

β β

α α

Ε = − = −∫ ∫  και 

επειδή Ε= 1Ε  έπεται ότι το εµβαδό Ε είναι ( ) E f x dx

β

α

= −∫ Το επίπεδο χωρίο του 
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οποίου το εµβαδό Ε είναι ( ) E f x dx

β

α

= −∫  και πρόκειται για το σύνολο των σηµείων 

( )M ,  x y  µε  
( ) 0

x

f x y

α β≤ ≤ 
 

≤ ≤ 
 

  

Περίπτωση 3 

Έστω ότι το χωρίο περικλείεται από τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα <  τον 

άξονα xx′  και τη γραφική παράσταση 
fC της συνάρτησης f , όπου f συνεχής στο 

[ ],  βa  και η f  δε διατηρεί σταθερό πρόσηµο [ ],  βx a∀ ∈   Έστω ότι [ ]γ ,  βa∃ ∈  

όπου ( ) [ ]0,  ,  γf x x a≥ ∀ ∈ και ( ) [ ]0,  γ,  β f x x≤ ∀ ∈   Από την 1η και 2η περίπτωση, 

το εµβαδό Ε του επιπέδου χωρίου είναι  ( ) ( ) f x dx f x dx

γ β

α γ

Ε = + −∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

 

Αφού  ( ) [ ]0,  ,  γf x x a≥ ∀ ∈ , είναι ( ) ( )f x f x= στο [ ],  γa και αφού 

( ) [ ]0,  γ,  β f x x≤ ∀ ∈ είναι ( ) ( )f x f x= − στο [ ]γ,  β  Τότε, η 

( ) ( ) f x dx f x dx

γ β

α γ

Ε = + −∫ ∫  γράφεται ( )  ( )  f x dx f x dx

γ β

α γ

Ε = +∫ ∫ ή ( )  f x dx

β

α

Ε = ∫ .  

Το επίπεδο χωρίο είναι το σύνολο των σηµείων ( )M ,  x y  για τα οποία  

και
0 ( ) ( ) 0

a x x

y f x f x y

γ γ β≤ ≤ ≤ ≤   
   
≤ ≤ ≤ ≤   

 

 

Παρατηρήσεις 

1. Αν στο [ ],  βa η f  είναι συνεχής και δε διατηρεί σταθερό πρόσηµο,  τότε 

χωρίζω το [ ],  βa σε υποδιαστήµατα, σε κάθε ένα από τα οποία η f  έχει το ίδιο 

πρόσηµο και θα υπολογίζω τα επιµέρους εµβαδά όπως στις παραπάνω περιπτώσεις. 

Τα υποδιαστήµατα στα οποία χωρίζεται το [ ],  βa  καθορίζονται από τις ρίζες που 

έχει η εξίσωση ( ) 0f x =  στο ( ),  βa .  

2. Στην 3η περίπτωση το εµβαδό δίνεται από τον τύπο ( )  f x dx

β

α

Ε = ∫ . Αν  

( ) [ ]0,  ,  βf x x a≥ ∀ ∈  τότε ( ) ( )  f x dx f x dx

β β

α α

Ε = =∫ ∫  και αν  ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≤ ∀ ∈

τότε ( ) ( )  f x dx f x dx

β β

α α

Ε = =∫ ∫ . Έτσι οι τύποι ( ) E f x dx

β

α

= ∫ , ( ) E f x dx

β

α

= −∫ , 



65 

 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 
 

( ) ( ) f x dx f x dx

γ β

α γ

Ε = + −∫ ∫  ενοποιούνται σε έναν «Το εµβαδό επιπέδου χωρίου που 

περικλείεται από τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα < τον άξονα xx′  και τη γραφική 

παράσταση 
fC  µιας συνάρτησης f  που είναι συνεχής στο [ ],  βa  δίνεται από τον τύπο 

( )  f x dx

β

α
∫ ». 

 

 

 

 

Περίπτωση 4 

Έστω ότι το επίπεδο χωρίο περικλείεται από τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα <

και τις γραφικές παραστάσεις ,f gC C  των συναρτήσεων ,  f g  που είναι συνεχείς 

[ ],  βa και ( ) ( ) f x g x≥ , [ ],  βx a∀ ∈   

Το εµβαδό Ε του επιπέδου χωρίου δίνεται από τον τύπο 

( )( ) ( )  f x g x dx

β

α

Ε = −∫    

 

 

 

 

 

 

 

Η απόδειξη του τύπου αν  ( ) ( ) 0f x g x≥ >  είναι απλή. Πράγµατι, αν 1 2,  Ε Ε  είναι 

τα εµβαδά των χωρίων που ορίζουν οι ευθείες x a= , βx =  ( )βα <  ο άξονας xx′  και 

οι καµπύλες ,  f gC C  αντίστοιχα, από την 1η  περίπτωση είναι  

1 2( ) ,  ( ) f x dx E g x dx

β β

α α

Ε = =∫ ∫  και το ζητούµενο εµβαδό Ε είναι  

( )1 2E ( ) ( ) ( ) ( )  f x dx g x dx f x g x dx

β β β

α α α

= Ε −Ε = − = −∫ ∫ ∫   

Αν ( ) ( ) f x g x≥ , [ ],  βx a∀ ∈  µε τη g  να λαµβάνει αρνητικές τιµές ή και 

την f  να λαµβάνει αρνητικές τιµές θεωρώ τις συναρτήσεις 1( ) ( )f x f x µ= −  και 

( ) ( )g x g x µ= − , όπου µ  η ελάχιστη τιµή της g  στο [ ],  βa   

Τότε [ ],  βx a∀ ∈   ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1  0 ( ) ( ) 0f x g x f x g x f x g xµ µ µ≥ ≥ ⇔ − ≥ − ≥ ⇔ ≥ ≥  

και το ζητούµενο εµβαδό Ε είναι αυτό που περικλείεται από τις x a= , βx =  και τις 

1 1
,f gC C , µε 1 1( ) ( ) 0f x g x≥ ≥  άρα 

1 1( ( ) ( )) [ ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))f x g x dx f x g x dx f x g x dx

β β β

α α α

µ µΕ = − = − − − = −∫ ∫ ∫  
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Οµοίως,  αν ( ) ( ) f x g x≤ , [ ],  βx a∀ ∈  η ( )( ) ( )  f x g x dx

β

α

Ε = −∫  γίνεται 

( )( ) ( )  g x f x dx

β

α

Ε = −∫  δηλαδή σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει ο παρακάτω πρακτικός 

κανόνας «Για να βρεθεί το εµβαδό ενός επιπέδου χωρίου που περικλείεται από τις 

ευθείες x a= , βx =  ( )βα < και τις γραφικές παραστάσεις ,f gC C  των συναρτήσεων 

,f g  θα ολοκληρώνω από α ως β, τη διαφορά που προκύπτει αν από τη συνάρτηση που 

η γραφική της παράσταση περικλείει άνω το χωρίο, αφαιρέσω τη συνάρτηση που η 

γραφική της παράσταση περικλείει κάτω το χωρίο». 

Άρα, για την 1η περίπτωση όπου ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≥ ∀ ∈  έχω ότι περικλείει 

άνω το χωρίο η 
fC  και κάτω ο άξονας xx′ , άρα η 

gC  µε ( ) 0g x = , [ ],  βx a∀ ∈  

οπότε ( ( ) ( )) ( ) f x g x dx f x dx

β β

α α

Ε = − =∫ ∫   

Στη 2η περίπτωση όπου ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≤ ∀ ∈  έχω ότι άνω περικλείει το 

χωρίο ο άξονας ,xx′ άρα η 
gC  µε ( ) [ ]0,  ,  βg x x a= ∀ ∈  και κάτω η  

fC  οπότε 

( ( ) ( )) ( ) ( ) E g x f x dx f x dx f x dx

β β β

α α α

= − = − = −∫ ∫ ∫  

 

Παρατηρήσεις 

1 Το επίπεδο χωρίο του οποίου το εµβαδό Ε προκύπτει από τη σχέση 

( )( ) ( )  f x g x dx

β

α

Ε = −∫  είναι το σύνολο των σηµείων ( )M ,  x y για τα οποία  

( ) ( )

a x

g x y f x

β≤ ≤ 
 

≤ ≤ 
 

 

2 Αν στο διάστηµα [ ],  βa  οι ,f g είναι συνεχείς και η F  µε 

( ) ( ) ( )F x f x g x= −  δεν διατηρεί πρόσηµο στο [ ],  βa τότε θα χωρίζω το [ ],  βa σε 

υποδιαστήµατα έτσι ώστε σε καθένα από αυτά να έχω 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0F x f x g x f x g x= − ≥ ⇔ ≥ ή ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0F x f x g x f x g x= − ≤ ⇔ ≤

οπότε θα υπολογίσω τα επιµέρους εµβαδά όπως στην παραπάνω περίπτωση. Έτσι, για 

το εµβαδό του παρακάτω γραµµοσκιασµένου χωρίου είναι 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )  E f x g x dx g x f x dx f x g x dx

γ γ β

α γ γ

= − + − + −∫ ∫ ∫  
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3 Συχνά, το εµβαδό ενός επίπεδου χωρίου υπολογίζεται ευκολότερα αν το 

στρέψω περί την αρχή των αξόνων κατά γωνία 
090 . Τότε είναι γνωστό ότι αν 

( )M ,  x y είναι ένα σηµείο και ( )M ,  x y′ ′ ′  η νέα θέση του µετά από στροφή κατά 
090  

θα είναι x y′ = −  και y x′ =   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έτσι, για τον υπολογισµό του εµβαδού Ε του χωρίου που περικλείεται από 

την παραβολή  2 1y x= −  και την ευθεία 3x =   παρατηρώ ότι το χωρίο είναι το 

σύνολο των σηµείων ( )M ,  x y  µε (1 3x≤ ≤  και 1 1x y x− − ≤ ≤ − ) οπότε  

( )( )
3 3 3 1

2

1 1 1

8 2
1 1)  2 1 2 ( 1)  

3
E x x dx x dx x dx= − − − − = − = − =∫ ∫ ∫  

Μπορώ να στρέψω το χωρίο κατά 
090 , οπότε στη νέα θέση θα έχει εµβαδό 

E′ , όπου E E′ =  και για να προσδιορίσω τις γραµµές που περικλείουν το E′  θα 

θέσω στις 2 1y x= −  και 3x =  που περικλείουν το αρχικό χωρίο, y x′= −  και x y′=

οπότε { }2( ') ' 1 και ' 3x y y− = − = ή { }2' ( ') 1 και 3y x y′= + =  ή { }2 1 και 3y x y= + =  

δηλαδή το E′  περικλείεται από τις γραµµές µε εξισώσεις 2 1y x= +  και 3y = , που 

προκύπτουν από τις αρχικές γραµµές που περικλείουν τον τόπο, αν θέσω όπου x  το 

y  και όπου y  το x−  όπως φαίνεται στο σχήµα. Τα κοινά σηµεία των 2 1y x= +  και 

3y =  είναι τα ( ) ( )2,  3 ,  2,  3Α − Β  δηλαδή το χωρίο µε εµβαδό E′  είναι το 

σύνολο των σηµείων ( )M , x y′ µε ( )22 2  και 1 3x x y− ≤ ≤ + ≤ ≤ άρα,  

 ( )( ) ( )
2

3
2 2

2 2

2 2
2

8 3
3 1  2  2

3 3

x
E x dx x dx x

− −
−

 
= − + = − = − = 

 
∫ ∫  

Η στροφή έγινε 
090  διότι αν γίνει  

090−  τότε για τις συντεταγµένες ( ),x y′′ ′′  

της νέας θέσης του ( )M ,  x y είναι ( ) και x y y x′′ ′′= = − ή ( ) και y x x y′′ ′′= = − οπότε 

οι εξισώσεις των νέων γραµµών προκύπτουν από τις αρχικές γραµµές που 

περικλείουν τον τόπο, αν θέσω οπού x  το y−  και όπου y  το x . 

 

4 Για τον υπολογισµό του εµβαδού E  του χωρίου που περικλείεται από την 

παραβολή 2 1y x= −  και την ευθεία 3x =  παρατηρώ ότι το χωρίο περικλείεται δεξιά 

από τη 3x =  και αριστερά από την 2 1x y= +  και τα κοινά τους σηµεία είναι τα 

( )A 3,  2− , ( )3,  2B , οπότε το ζητούµενο εµβαδό είναι 
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( ) ( )
2

3
2 2

2 2

2 2
2

8 3
3 1  2  2

3 3

y
E y dy y dy y

− −
−

 
= − − = − = − = 

 
∫ ∫  

Γενικά, αν ένα χωρίο περικλείεται δεξιά από την ( )x yϕ= , αριστερά από την 

( )x yσ=  και τις ευθείες y γ= , y δ=  µε γ δ<  τότε το εµβαδό του είναι 

( )( ) ( )  y y dy
δ

γ
ϕ σΕ = −∫  

 

5  Άρα, το εµβαδό E  ενός επίπεδου χωρίου που περικλείεται από τις ευθείες 

x a= , x β=  και τις γραφικές παραστάσεις ,f gC C  δύο συναρτήσεων ,f g  που είναι 

συνεχείς στο [ ],  βa  είναι ( ) ( )  E f x g x dx

β

α

= −∫ , ενώ αν περικλείεται από τις ευθείες 

y γ= , ( ) y δ γ δ= < και τις ,C Cϕ σ µε ( )x yϕ= , ( )x yσ=  τότε είναι

( ) ( )  E y y dy

δ

γ

ϕ σ= −∫  

 

Εµβαδό σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

Αν µια συνάρτηση ( ) [ ]/ ,  f x a β είναι συνεχής µε ( ) [ ]0,  ,  f x x a β≥ ∀ ∈  

τότε το  ( ) f x dx

β

α
∫  ισούται αριθµητικά µε το εµβαδό του επίπεδου χωρίου που 

σχηµατίζεται από τη γραµµή ( ) [ ]( ){ }: ,  : ,  x f x x a βΓ ∈  από τις ευθείες x a= , x β=  

και από τον xx′άξονα, δηλαδή εξ ορισµού είναι  Ε=
0

lim
λ→

( )
1

( ) i i

i

f x f x dx

βν

α

ξ
=

∆ =∑ ∫   

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν η ( ) [ ]/ ,  f x a β είναι συνεχής µε ( ) [ ]0,  ,  f x x a β< ∀ ∈ τότε το ( ) f x dx

β

α
∫

έχει αρνητική τιµή διότι όλα τα ( )if ξ είναι αρνητικά, άρα το επίπεδο χωρίο θα 

σχηµατίζεται κάτω από τον xx′  άξονα. Επειδή τα εµβαδά, όταν δεν θεωρούνται 

προσηµασµένα, εκφράζονται µε θετικούς αριθµούς, θέτω 

0
1

lim ( ) ( ) i i

i

f x f x dx

βν

λ
α

ξ
→

=

 
Ε = − ∆ = − 

 
∑ ∫  , άρα ( ) 0f x dx

β

α

− >∫  

Αν η ( ) [ ]/ ,  f x a β  είναι συνεχής, αλλά στο [ ],  a β αλλάζει πρόσηµο, δηλαδή 

υπάρχει ένα πεπερασµένο πλήθος αριθµών π.χ. ξ1, ξ2, ξ3 ,ξ4 [ ],  a β∈ , όπου 
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( ) 0kf ξ =  µε 1,2,3,4k =  (δηλαδή ρίζες της ( ) 0f x = ), άρα έχω ένα πεπερασµένο 

πλήθος προσήµων της ( )f x . Tότε εκτελώ  έναν διαµερισµό του [ ],  a β  ώστε τα 

σηµεία διαµέρισης να συµπίπτουν µε τα ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 οπότε  

 
31 2 4

1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

ξξ ξ ξβ β

α α ξ ξ ξ ξ

= − + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για να βρω το εµβαδό που περιέχεται µεταξύ των δύο καµπυλών ( ) ,y f x=

( )y g x=  και των ευθειών ,x a=  x β=  ορισµένων και συνεχών στο διάστηµα 

[ ],  a β  µε ( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a β≥ ∀ ∈ εργάζοµαι ως εξής. Κάνω έναν διαµερισµό του 

[ ],  a β  τον { }0 1 2 ...x x x xν να β∆ = = < < < < =  µε 0λ→ και έστω [ ]1,  i ix x− το τυχόν 

υποδιάστηµα. Σχηµατίζω το στοιχειώδες ορθογώνιο µε βάση  1i i ix x x−− = ∆ και ύψος  

( ) ( )i if gξ ξ− όπου 1,  i i ix xξ −∈   Το εµβαδό αυτού του στοιχειώδους ορθογωνίου είναι 

[ ]
1 1

( ) ( )  i i i i

i i

E E f g x
ν ν

ξ ξ
= =

= = − ∆∑ ∑  . Αν πάρω το όριο του ανωτέρω αθροίσµατος όταν 

0λ→  αυτό λαµβάνεται ως εµβαδό του επίπεδου χωρίου, δηλαδή 

 [ ] [ ]
0 0

1 1

lim lim ( ) ( )  ( ) ( )  i i i i

i i

E E f g x f x g x dx
ν ν β

αλ λ
ξ ξ

→ →
= =

= = − ∆ = −∑ ∑ ∫ . Αυτό το όριο  

υπάρχει διότι αφού οι ( ) ( ),  f x g x  είναι συνεχείς στο [ ],  a β  τότε και η ( ) ( )f g x−  

συνεχής στο [ ],  a β  

 

Παρατηρήσεις 

1 Ο τύπος [ ]( ) ( )  E f x g x dx
β

α
= −∫  ισχύει αν ( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a β≥ ∀ ∈ , ενώ 

αν ( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a β< ∀ ∈ , τότε ο τύπος γράφεται ως [ ]( ) ( )  g x f x dx

β

α

Ε = −∫    

 

2 Αν δεν ισχύει η παραπάνω παρατήρηση  [ ],  x a β∀ ∈  αλλά π.χ. 

( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a γ≥ ∀ ∈  και ( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x γ β< ∀ ∈ τότε εφαρµόζω τους  

[ ]( ) ( )  E f x g x dx
β

α
= −∫  και [ ]( ) ( )  g x f x dx

β

α

Ε = −∫  ανάλογα, δηλαδή για την 

συγκεκριµένη περίπτωση είναι [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]f x g x dx g x f x dx

γ β

α γ

Ε = − + −∫ ∫     
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3 Αν ζητείται το εµβαδό µεταξύ δύο καµπυλών ( ) ( ),   y f x y g x= = αλλά δεν 

δίνονται τα όρια ολοκλήρωσης, τότε για να βρεθούν τις εξισώνω, δηλαδή θέτω 

( ) ( )  f x g x= και λύνω την εξίσωση που προκύπτει. Οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι 

τετµηµένες και αν θέσω αυτές στην ( )y f x=  ή ( )y g x=  έχω τις τεταγµένες  

δηλαδή τα σηµεία τοµής των καµπυλών και συνεπώς τα όρια ολοκλήρωσης  ως προς 

τον xx′άξονα ή ως προς τον yy′άξονα. Και σε αυτή την περίπτωση πρέπει να 

εφαρµόζονται οι παρατηρήσεις 1 και 2. 

 

Εµβαδό σε παραµετρικές εξισώσεις 

Αν η καµπύλη ( )y f x=  του τύπου ( ) E f x dx

β

α

= ∫  δίνεται από τις 

παραµετρικές εξισώσεις ( ) ,x tϕ=   ( )y tσ= , είναι ( )  dx t dtϕ ′= . Αν 1 2,  t t  είναι οι 

τιµές του t  για τις οποίες ,  x a x β= = , από την 1η των ανωτέρω έπεται ότι 

[ ]
1

2

( ) ( ) '( )  

t

t

f x dx t t dt

β

α

σ ϕΕ = =∫ ∫   

                                                                                        

Εµβαδό σε πολικές συντεταγµένες 

Για τον υπολογισµό του εµβαδού Ε που ορίζεται από τη συνεχή καµπύλη 

( ) [ ]/ ,  fπ ρ θ α β= =  και τις ευθείες ,  aθ θ β= =  κάνω διαµερισµό του [ ],  α β , 

δηλαδή { }0 1 2 1...ν ν να θ θ θ θ θ β−∆ = = < < < < < = . Με 0λ→ , έστω 1,  i iθ θ−   ένα 

τυχαίο υποδιάστηµα και 1,  i i iξ θ θ−∈   , σε αυτό αντιστοιχίζω έναν στοιχειώδη 

κυκλικό τοµέα ακτίνας ( )if ξ και γωνίας  1i i iθ θ θ−− = ∆  µετρούµενη σε ακτίνια, άρα 

το εµβαδό είναι, 21
( )

2
i i if ξ θ Ε = ∆  . Το άθροισµα όλων των στοιχειωδών κυκλικών 

τοµέων δίνεται από το άθροισµα του Riemann 2

1 1

1
[ ( ) ]

2

v v

i i i

i i

E f ξ θ
= =

= ∆∑ ∑ . Το όριο της 

ανωτέρω µε 0λ→  λαµβάνεται εξ ορισµού ως εµβαδό του χωρίου που ορίζεται από 

την ρ=f(θ)/ [ ],  α β  και τις ευθείες ,  aθ θ β= =  δηλαδή 

 
2 2

0 0
1 1

1 1
lim lim [ ( ) ] [ ( )]

2 2
i i i

i i

E f f d

βν ν

λ λ
α

ξ θ θ θ
→ →

= =

Ε = = ∆ =∑ ∑ ∫  ή 
21

2
d

β

α

ρ θΕ = ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 47 

Βρείτε το εµβαδό της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 2y x= , 

τον xx′άξονα και τις ευθείες 1,  3x x= =  
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[ ]1,  3x∀ ∈ είναι 
2 0x > άρα 

3 3
2

1

1 26
9

3 3 3

x
x dx

   = = − =     
∫  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 48 

Βρείτε το εµβαδό της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 
2 8 12y x x= − + , τον xx′άξονα και τις ευθείες 3,  5x x= =  

Η καµπύλη τέµνει τον άξονα xx′  στα σηµεία 2 και 6 (ρίζες του τριωνύµου).  

Είναι 
2 8 12 0,x x− + <  [ ]3,  5x∀ ∈  άρα 

 

( ) ( )
2 4

3 2 3 2

1 2

2 4
4 3 4 3

2

1 2

7 10 7 10

7 7 397
5 5

4 3 4 3 12

x x x dx x x x dx

x x x x
x x

Ε = − + − − + =

   
− + − − + =   

   

∫ ∫
  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 49 

Βρείτε το εµβαδό της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 2 9y x= −  

και τον yy′άξονα  

Α΄ τρόπος  

Η καµπύλη γράφεται 29x y= − , τέµνει τον yy′άξονα στα σηµεία µε τεταγµένες 

3,  3−  και τον xx′άξονα στο (9, 0)  άρα  ( )
33 3

2

3 3

9  9 36
3

y
y dy y

− −

 
Ε = − = − = 

 
∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β΄ τρόπος  
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Αν η ολοκλήρωση γίνει κατά µήκος του xx′  άξονα, η καµπύλη γράφεται y=

9 x± −  µε 9 0 9x x− ≥ ⇔ ≥ , δηλαδή χωρίζεται σε δύο κλάδους 9 ,y x= −  

9y x= − −  µε όρια του x από 0 έως 9 που είναι συµµετρικοί ως προς xx′άξονα.  

Άρα, το εµβαδό θα βρεθεί αν διπλασιάσω το εµβαδό που περιέχεται από τον 

κλάδο 9 ,y x= −  τον xx′  άξονα και τον yy′  άξονα. 
9 9 1 3 3 3

92 2 2 2
0

0 0

4 4
2 9 2 (9 ) (9 ) [(9 ) ] [(9 9) (9 0) ] 36

3 3
xdx x d x xΕ = − = − − − = − − = − − − − =∫ ∫   

 

Εφαρµογή 50 

Βρείτε το εµβαδό της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 2 9y x=  

και την ευθεία 3 18y x= −   

Από επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων, τα σηµεία τοµής των 

καµπύλων είναι (4, –6) και (9, 9) άρα είναι και τα όρια ολοκλήρωσης.   

Α΄ τρόπος  

Θα υπολογισθεί το εµβαδό κατά µήκος του yy′άξονα. Οι εξισώσεις των καµπύλων 

γράφονται 
2

9

y
x = , 

18

3

y
x

+
= . Αφού 

18

3

y
x

+
= ≥

2

9

y [ ]6,  9x∀ ∈ −  είναι 

 ( )
99 92 2 3

2

6 6 6

18 1 1 3 125
54 3 54

3 9 9 9 2 3 2

y y y y
dy y y dy y

− − −

   +
Ε = − = + − = + − =   

   
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β ΄ τρόπος  

Θα υπολογισθεί το εµβαδό κατά µήκος του άξονα xx′ . Η 2 9y x= γράφεται 

3y x= ± , δηλαδή χωρίζεται σε δύο κλάδους (συµµετρικοί κλάδοι της παραβολής) 

τον 3y x= άνω του xx′άξονα και τον y= 3 x−  κάτω του xx′άξονα µε 0x ≥   

Επειδή [ ]3 3 ,  0,  4x x x> − ∀ ∈ και [ ]3 3 18,  4,  9x x x> − ∀ ∈ , είναι  

( ) ( )

( )

4 9

1 2

0 4

4 94 9 3 3 2

2 2

0 4 0 4

3 3  3 3 18  

3 125
                    6                  3 3 18  4 2 18

2 2

x x dx x x dx

x
x dx x x dx x x x

 Ε = Ε + Ε = − − + − + = 

   
  + − + = + − + =    

   

∫ ∫

∫ ∫
 

Εφαρµογή 51 

Βρείτε το εµβαδό του κύκλου 2 2 49x y+ =  

Α΄ τρόπος  
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Η καµπύλη γράφεται ως 249y x= ± − , δηλαδή δύο κλάδοι συµµετρικοί ως προς 

τον xx′άξονα και είναι [ ]2 2
49 49  7,  7x x x− ≥ − − ∀ ∈ − αν 7R =  άρα,  

( )
7 7

2 2 2

7 7

49 49 2 49x x dx x dx
− −

 Ε = − − − − = −  ∫ ∫  Θέτω 7x sinθ=  άρα 

7  dx cos dθ θ= .  Αφού το x  µεταβάλλεται από 7− ως 7 , το θ µεταβάλλεται 

από 
2

π
−  ως 

2

π
 οπότε 

7 2
2 2

7

2

2 49 2 49 49sin 7cos  x dx d

π

π

θ θ θ
− −

Ε = − = − ⋅ =∫ ∫  

 
( )2 2

2

22

2
98 cos  98 49

2 4

sni
d

π π

ππ

θθ
θ θ π

−−

 
= + = 
 

∫  

Β΄ τρόπος 

Θέτω τις παραµετρικές εξισώσεις του κύκλου, δηλαδή 7 ,  7x cos y sinθ θ= = και 

επειδή το x  µεταβάλλεται από 7− έως 7 το θ  µεταβάλλεται από π έως 0 , οπότε 

είναι ( ) ( )
00 0

2 2
2 7 7  98  98 49

2 4

sni
sni sni d sni d

π π π

θθ
θ θ θ θ θ π

 
Ε = − = − = − − = 

 
∫ ∫   

 

Εφαρµογή 52 

Βρείτε το εµβαδό της περιοχής που περικλείεται από την καµπύλη 

,  1x sin y cosθ θ θ= − = −  µε 0 2θ π≤ ≤  

Είναι ( )1  dx cos dθ θ= −  άρα,   ( ) ( )
2 2

2 2

0 0

1 cos 1 2cos  d d

π π

θ θ θ συν θ θΕ = − = − + =∫ ∫  

( )
2

0

23
2 3

2 4

sni
sni

π
θ

θ π
 
− + = 

 
 

 

Εφαρµογή 53 

Βρείτε το εµβαδό της περιοχής που περικλείεται από την καµπύλη 

( )2 2 cos 2ρ α θ=  

Η καµπύλη είναι συµµετρική ως προς τον xx′άξονα και την αρχή τον αξόνων. 

Ο υπολογισµός του εµβαδού θα γίνει από 0 ως 
4

π
 και θα το ληφθεί 4 φορές. Άρα, 

( )
4

4 4
2 2 2 2

0 0 0

21
4 2 cos2  2

2 2

sni
d d

π
π π

θ
ρ θ α θ θ α α

 
Ε = ⋅ = = = 

 
∫ ∫   
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Εφαρµογή 54 

Βρείτε το εµβαδό της περιοχής που περικλείεται µεταξύ της καµπύλης 

1 cosρ θ= +  και του κύκλου 1ρ =   

Ζητείται το εµβαδό  της γραµµοσκιασµένης περιοχής. Η 1η καµπύλη είναι άνω του 

κύκλου και η ολοκλήρωση θα γίνει από 
2

π
−  ως 

2

π
. Τα όρια βρίσκονται αν εξισώσω 

τις δύο καµπύλες και λύσω την εξίσωση που θα προκύψει.   

Άρα, ( )
2

2 2

2

1
1 1  

2
cos d

π

π

θ θ
−

 Ε = + − = ∫  

( )
2

2

2

1
2

2
cos cos d

π

π

θ θ θ
−

+ =∫  

( ) 2

2

21
2

2 2 4

sin
sin

π

π

θθ
θ

−

 
+ + = 

 
2

4

π
+   

 

Εφαρµογή 55 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης  2( ) 5 6f x x x= − +  και τον άξονα xx′   
 

 

 

 

 

 

 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης τέµνει τον άξονα xx′σε δυο σηµεία µε 

τετµηµένες 2  και 3 . Όταν 2 3x< <  είναι ( ) 0f x < , άρα το ζητούµενο εµβαδό είναι 

( ) ( )
3 3 3

2 2

2 2 2

( ) 5 6  5 6  E f x dx x x dx x x dx= − = − − + = − + − =∫ ∫ ∫  

3 33 2 2
3

2

2

2 23
5 6 ...

3
5 6 3

3
5 6 2

3 223 2

x x
x − + − ⋅ − + −

     
− + − = − =   
  

⋅
  

 

 

Εφαρµογή 56 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 2( ) 1f x x= − +  και τον άξονα xx′  
 

( )
1 1

2

1 1

( ) 1  E f x dx x dx
− −

= = − + =∫ ∫

( ) ( )
33

1
3

1

1 4

3 3

1
1

3
1

3

x
x
−

 
− +

 −
− + − 
 


 
− + = − = 
 


 
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Εφαρµογή 57 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 2( ) 1f x x x= + + , τις ευθείες 1x = − , 
1

2
x
−
=  και τον άξονα xx′   

Ισχύει x∀ ∈ℝ ότι 2 1 0x x+ + >  

( )
1 1 1

3 22 2 2
2

1 1 1

( ) 1  
3 2

x x
E f x dx x x dx x

− − −

− − −

 
= = + + = + + = 

 
∫ ∫  

( ) ( ) ( )
3

3 2

2
1 1

12 2

3
.

2 2
1

2
.

1

3
.

1

    − −          + + − −  

 − −
+ + − 

 





 

=

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 58 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 2( ) 4 2f x x= +  και τις ευθείες 0x =  0y =  και 2x =  

( )
22 3

2

0 0

4 2  4 2
3

x
E x dx x

 
= + = + = 

 
∫   

3 3 32 44
4

3

0
4 2

3
4 2

3
0

2
2

3

 
+

 
+ ⋅ − 

 
⋅ = + =

 
 

 

 

 

Εφαρµογή 59 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

των συναρτήσεων 2( ) 2f x x= − +  και 
2

3 2 3( )g x x x= =  

[ ]
1 1 2

2 3

1 1

( ) ( )  2  E f x g x dx x x dx
− −

 
= − = − + − = 

 
∫ ∫

1
53

3

1

3
2

3 5

x
x x

−

 
− + − = 
 

( ) ( ) ( )
3

3

3 51 3
2 1

1 3 3
1

2
2 1

3 5 153 5

 −
− + ⋅ − − − 
 
 
−

 
− + ⋅ − = 
 
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Εφαρµογή 60 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 2( ) 3f x x x= −  και την ευθεία y x=  

( ) ( )( )
4 4

2

0 0

( ) 3E x f x dx x x x dx= − = − − =∫ ∫  

( )
44 3

2 2

0 0

4 2
3

x
x x dx x

 
− = − = 

 
∫ ( )

3
2 4 64

2 4 32
3

0
3

 
⋅ − = − −

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 61 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

των συναρτήσεων 2xy = , 22y x x= − και τις ευθείες 2x = , 0x =  

( )( )
2

2

0

2 2  
x

E x x dx= − − =∫
2

3
2

0

2 3 4

2 3 2 3

x x
x

ln ln

 
− + = − 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 62 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων ( )f x x=  και 
3

( )
4

x
g x = στο διάστηµα [ ]1,  2−  

00 3 4 2

1

22 3

0 01

2 4

 
4 16

 
4 2

23

162 61

x x x
x dx

x x x
x dE x

− −

= + = +
   
− − 

   
− −   

  
= 

   
∫ ∫  
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Εφαρµογή 63 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) 1f x x= + , ( )g x cosx=  και τον άξονα xx′  

( ) ( ) [ ]
0

20

1
1

2

2
0

0

1
1  

3

2 2
 cos

x
x dx s nxE x dx i

π

π

− −

 +
= + =+  

 
+

 
=∫∫  

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 64 

Βρείτε το εµβαδό E  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της παραβολής 2 4y x=  και  την ευθεία 2 4y x= −  

 

 

 

 

 

 

 

 

Είναι 
1 2 3E E E E= + + = ( ) ( ) ( ) ( )ΟΒΕΓΟ − ΓΒΕΓ + Α∆ΟΑ + ΑΓ∆Α =    

( ) ( ) ( )
1

0

4 4

0 2

2

1

2  2 4 2 4 ..2   . 9x dx x d x dx dxx x− − + + =− − − =− ∫∫∫ ∫  

 

Εφαρµογή 65 

Βρείτε το εµβαδό του χωρίου  που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων ( )f x sinx= , ( )g x cosx=  και τις ευθείες 0x = , 2x π=  

 π

 Ο

 y=συνx

 y=ηµx

 π/4

 5π/4

 2π

 x

 y
26

 

Βρίσκω τις ρίζες και το πρόσηµο της διαφοράς ( ) ( )f x g x−  στο [ ]0,  2π . Είναι 

5
( ) ( ) 1  

4 4
f x g x sinx cosx tanx x ή x

π π
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = =      

Συνεπώς, το πρόσηµο της διαφοράς ( ) ( )f x g x sinx cosx− = −  είναι 

 

x 0  
4

π
 

 

4

5π
 

 
π2  

)()( xgxf −  
 

−    0 + 0 −  
 



78 

 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 
 

Άρα 
2

0
( ) ( ) ( )f x g x dx

π
Ε Ω = −∫  

                ( ) ( ) ( )
/4 5 /4 2

0 /4 5 /4
sin cos sin cos sin cosx x dx x x dx x x dx

π π π

π π
= − + + − + − +∫ ∫ ∫  

                [ ] 5 /4 2

/4 5 /4

4

0
cos sin cos sin sin[ ] [cos ]x x x x x xπ π

π π

π
= + + − − + +  

               24212212 =+++−=  

 

Εφαρµογή 66  

Βρείτε  το εµβαδό του χωρίου 1Ω  που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης ( ) 2f x x= , τον άξονα xx′  και τις ευθείες 0x =  και 

1x =  

Είναι        ( )
11 3 3 3

2

1

0 0

1 0 1
 

3 3 3 3

x
x dx

 
Ε Ω = = = − = 

 
∫  

 

 

Εφαρµογή 67 

Βρείτε  το εµβαδό του χωρίου Ω  που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης ( )f x xηµ= , τον άξονα xx′  και τις ευθείες 0x =  και 

2
x
π
=  

Είναι     ( ) [ ] ( ) ( )
2

2

0

0

 0 0 1 1
2

x dx x

π

π π
ηµ συν συν συν Ε Ω = = − = − − − = − − = 

 ∫  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 68 

Βρείτε  το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης 3y x= , τον άξονα xx′  και τις ευθείες 0x =  και 2x =  

 Είναι  

22 4 4 4
3

0 0

2 0 16
 4

4 4 4 4

x
x dx

 
Ε = = = − = = 

 
∫  
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Εφαρµογή 69 

Βρείτε τον β∈ℝ  µε 1β > , ώστε το εµβαδό του χωρίου Ω  που περικλείεται 

από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )f x lnx= , τον άξονα xx′  και από τις 

ευθείες 1x =  και x β= , να ισούται µε 1 

 Είναι ( ) ( ) ( )
1

1

 1 1 1 1lnx dx x l lnnx ln

β
β
β βΕ Ω = = − = − −  ∫ ( ) ( )1 1 1lnβ β− = − +  

Συνεπώς, 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 70 

Βρείτε το εµβαδό του γραµµοσκιασµένου χωρίου Ω  που περικλείεται από τις 

γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( ) 2g x x=  και ( ) ,  0f x x x= >   

Εύρεση των σηµείων τοµής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων ,  f g  

( ) ( ) ( )2 4 4 3

0

0 1 0

1

g x f x x x x x x x x x x ή




= = = − =⇔ ⇔ ⇔ −⇔ ⇔= = 



 

Είναι ( ) ( ) [ ]  0,  1f x g x x> ∀ ∈  

Συνεπώς, ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

0 0

  f x g x dx x x dxΕ Ω = − = − =  ∫ ∫  

                           

111 1 3
3

2 2

00 0 0

2 2 1 1
  

3 3 3 3 3

x
x dx x dx x

  − = − = − =     
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 71 

Αντιστοιχίστε τους ακόλουθους τύπους που δίνουν το εµβαδό του γραµµοσκιασµένου 

χωρίου Ω  µε καθένα από τα τρία σχήµατα. 

(i) ( ) ( )
1

1

 f x dx
−

Ε Ω = ∫    (ii) ( ) ( )
1

1

 f x dx
−

Ε Ω = −∫   (iii) ( ) ( ) ( )
0 1

1 0

  f x dx f x dx
−

Ε Ω = − +∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

( ) ( )
( )

1 1 1 1

              1 0

              1 0

              

ln

ln

ln

e

β β

β β

β
β

Ε Ω = ⇔ − + =

⇔ − =

⇔ − =

⇔ =
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Σχήµα Ι Σχήµα ΙΙ Σχήµα ΙΙΙ 

iii i ii 

 

Εφαρµογή 72 

Ποιος τύπος περιγράφει το εµβαδό του γραµµοσκιασµένου χωρίου Ω ;   

(α) ( ) ( )
2

0

 f x dx

π

Ε Ω = ∫           

(β) ( ) ( )
2

0

 g x dx

π

Ε Ω = ∫  

(γ) ( ) ( ) ( )
2

0

 f x g x dx

π

Ε Ω = −  ∫                        

(δ) ( ) ( ) ( )
2

0

 g x f x dx

π

Ε Ω = −  ∫  

(ε) ( ) ( ) ( )
2

2

0

 f x g x dx

π

Ε Ω = −  ∫                 

(στ) ( ) ( ) ( )
2

2

0

 g x f x dx

π

Ε Ω = −  ∫  

(ζ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 2

0 2 3 2

   f x g x dx f x g x dx f x g x dx

π π π

π π

Ε Ω = − − − − + −          ∫ ∫ ∫  

 

Σωστός είναι ο τύπος  (γ) 

 

Εµβαδό επιφάνειας εκ περιστροφής 

          Έστω συνάρτηση ( ) [ ]/ ,  y f x α β= όπου ( ) ( ),  f x f x′ συνεχείς στο [ ],  a β και 

η ( ) y=f x  δεν αλλάζει πρόσηµο στο [ ],  a β . Το εµβαδό της επιφάνειας που 

δηµιουργείται από την περιστροφή του τόξου της καµπύλης 

( ) [ ]{ },  : ,  x f x x a βΓ = ∈    περί τον xx′  άξονα καλείται επιφάνεια εκ περιστροφής.  

 Για τον υπολογισµό του εµβαδού της επιφάνειας που δηµιουργείται κατά την 

περιστροφή της ( )Γ περί τον xx′  άξονα, παίρνω έναν διαµερισµό του [ ],  a β  τον 

{ }0 1 2 1... ...v i i va x x x x x x β−∆ = = < < < < < < < = . 

          Από τα σηµεία διαµέρισης  0 1,  ,  ...,  vx x x , φέρνω παράλληλες προς τον yy′  

άξονα , που ορίζουν στο γράφηµα της ( ) y=f x  τα σηµεία 0 1 1, ,..., ...i i vP P P P P−   
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Η περιστροφή του γραφήµατος ( )Γ  της ( ) y=f x περί τον xx′  άξονα γεννά 

µια επιφάνεια της οποίας το εµβαδό προσεγγίζεται από το εµβαδό της επιφανείας που 

γεννά η εγγεγραµµένη τεθλασµένη γραµµή  0 1 1, ,..., ...i i vP P P P P−  . Κάθε χορδή της 

τεθλασµένης γραµµής παράγει έναν κόλουρο κώνο. 

   Έστω 1[ ,  ]i ix x− , i=1,2…ν το τυχόν υποδιάστηµα της πιο πάνω διαµέρισης και 

1 , 1,2... ,i iP P i ν− = Η τυχούσα χορδή της εγγεγραµµένης τεθλασµένης γραµµής,  κατά 

την πλήρη περιστροφή, παράγει κόλουρο κώνο µε ακτίνες βάσεων 1( ),  ( )i if x f x−  η δε 

γενέτειρα αυτού 1i iP P−  έχει µήκος ( ) ( )2 2

1 ,  1,2,3,...i i i iP P x y i ν− = ∆ + ∆ =  το δε 

εµβαδόν της κυρτής επιφάνειας του κόλουρου κώνου είναι  

2 2( 1) ( )
2 ( ) ( ) ,  1,2,...,

2

i i
i i i

f x f x
x y iπ ν

− +
Ε = ∆ + ∆ =  ή 

[ ]
2

1( ) ( ) 1 ,  1,2,...,i
i i i i

i

y
f x f x x i

x
π ν−

 ∆
Ε = + + ∆ = ∆ 

 Το άθροισµα όλων των 

στοιχειωδών κόλουρων κώνων 

 [ ]
2

1

1 1

( ) ( ) 1 ,  1,2,...,i
i i i i

i i i

y
f x f x x i

x

ν ν

π ν−
= =

 ∆
Ε = + + ∆ = ∆ 
∑ ∑  δίνει µια 1η προσέγγιση 

του εµβαδού της επιφάνειας που παράγει η ( ) y=f x κατά την περιστροφή της περί 

τον xx′άξονα. Το όριο του αθροίσµατος λαµβάνεται εξ ορισµού ως εµβαδόν της 

επιφάνειας εκ περιστροφής περί τον xx′  άξονα της καµπύλης ( ) y=f x . Το όριο 

υπάρχει διότι εξ΄ υποθέσεως οι ( ) ( ),  f x f x′ είναι συνεχείς στο [ ],  a β , άρα 

 ( )
2

1
0 0

1 1

lim lim ( ) ( ) 1  i
i i i i

i i i

y
E f x f x x

x

ν ν

λ λ
π −→ →

= =

 ∆
Ε = = + + ∆ ∆ 

∑ ∑  Από το θεώρηµα Lagrange 

(ή µέσης τιµής) σε κάθε διάστηµα ( )1,  i ix x− υπάρχει ένα iξ , 1,  2,...,i ν= τέτοιο ώστε 

( )'i i iy f xξ∆ = ∆ ή ( )'i
i

i

y
f

x
ξ

∆
=

∆
 και η 



82 

 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 
 

 ( )
2

1
0 0

1 1

lim lim ( ) ( ) 1  i
i i i i

i i i

y
E f x f x x

x

ν ν

λ λ
π −→ →

= =

 ∆
Ε = = + + ∆ ∆ 

∑ ∑ γράφεται ως 

[ ] 2

1
0 0

1 1

lim lim ( ) ( ) 1 [ '( )]  i i i i i

i i

E f x f x f x
ν ν

λ λ
π ξ−→ →

= =

Ε = = + + ∆∑ ∑      

Όταν 0λ→  θεωρώ  ότι ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0

lim lim limi i if x f x f f x
λ λ λ

ξ−→ → →
= = =   

1,  2,...,i ν=  και 
0

lim '( ) '( )if f x
λ

ξ
→

= , οπότε η 

[ ] 2

1
0 0

1 1

lim lim ( ) ( ) 1 [ '( )]  i i i i i

i i

E f x f x f x
ν ν

λ λ
π ξ−→ →

= =

Ε = = + + ∆∑ ∑ δίνει τον τύπο για το 

εµβαδόν εκ περιστροφής 
22 ( ) 1 [ '( )]f x f x dx

β

α

πΕ = +∫    ή 

2

2 ( ) 1
dy

f x dx
dx

β

α

π  Ε = +   ∫    

Ο 

2

2 ( ) 1
dy

f x dx
dx

β

α

π  Ε = +   ∫  γράφεται και ως 

2

2 ( ) 1
dx

f x dy
dy

δ

γ

π
 

Ε = +  
 

∫  όπου 

( )f aγ = και ( )fδ β= . Αν η καµπύλη ( ) [ ]/ ,  x g y γ δ= , όπου ( )g y  και ( )g y′

συνεχείς, ως προς y  στο [ ],  γ δ , τότε το εµβαδόν της επιφάνειας  εκ περιστροφής 

περί τον yy′  άξονα δίνεται µε έναν από τους τύπους [ ]22 ( ) 1 '( )g y g y dy

δ

γ

πΕ = +∫ , 

2

2 ( ) 1
dx

E g y dy
dy

δ

γ

π
 

= +  
 

∫  ή και 

2

2 ( ) 1
dx

E g y dy
dy

δ

γ

π
 

= +  
 

∫   όπου 

( ) ( ),  a g gγ β δ= =  

 

Περιπτώσεις 

1 Το εµβαδό της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή ενός τόξου 

ΑΒ µίας καµπύλης c, που ορίζεται από τη συνάρτηση ( )y f x=  περί τον άξονα xx′  

είναι [ ]
2

2
2 ( ) 1 '( )  2 1  

dy
E f x f x dx y dx

dx

β β

α α

π π  = + = +  
 ∫ ∫  όπου α, β είναι οι 

τετµηµένες των σηµείων Α,Β αντίστοιχα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Το εµβαδό της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή ενός τόξου 

ΑΒ µίας καµπύλης c µε εξίσωση ( )x yϕ=  περί τον άξονα yy′  είναι 
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[ ]22 ( ) 1 '( )  y y dy

β

α

π ϕ ϕΕ = +∫  όπου α, β είναι οι τεταγµένες των σηµείων Α, Β 

αντίστοιχα. 

 

3 Το εµβαδό της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή περί τον 

άξονα xx′  ενός τόξου ΑΒ µιας καµπύλης c, που ορίζεται από τις παραµετρικές 

εξισώσεις ( ) ( ),  x t y tσ ϕ= =  είναι 

[ ] [ ]
2 2

1 1

2 2
2 2

2 ( ) '( ) '( )  2  

t t

t t

dx dy
t t t dt y dt

dt dt
π ϕ σ ϕ π    Ε = + = +   

   ∫ ∫  όπου 1 2,t t είναι οι 

τιµές της παραµέτρου t που αντιστοιχούν στα σηµεία Α, Β. 

 

4 Αν η περιστροφή γίνεται περί τον άξονα yy′  ισχύει ότι 

2

1

2 2

2

t

t

dx dy
E x dt

dt dt
π    = +   

   ∫     

 

5 Το εµβαδό της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή περί τον 

άξονα xx′  ενός τόξου ΑΒ µίας καµπύλης c, που ορίζεται από τις εξισώσεις 

cos ,  sinx yρ θ ρ θ= ⋅ = ⋅ , είναι 
2

1

2

22
d

E sin d
d

θ

θ

ρ
π ρ θ ρ θ

θ
 = ⋅ + 
 ∫  όπου 1 2,θ θ  οι 

πολικές γωνίες που αντιστοιχούν στα σηµεία Α, Β αντίστοιχα. Αν η περιστροφή γίνει 

περί τον άξονα yy′  το εµβαδόν είναι 
2

1

2

22 cos  
d

E d
d

θ

θ

ρ
π ρ θ ρ θ

θ
 = ⋅ + 
 ∫     

 

6 Θεωρώ κλειστή επίπεδη καµπύλη c. Όταν περιστραφεί περί άξονα που 

βρίσκεται στο επίπεδο της και δεν την τέµνει, γράφει επιφάνεια που το εµβαδό της 

υπολογίζεται ως εξής. Θεωρώ ως άξονα περιστροφής τον xx′ .  Έστω Α, Β τα σηµεία 

της c µε τις µικρότερη τετµηµένη α και µεγαλύτερη τετµηµένη β αντίστοιχα. Έστω 

ότι ( ) ( )1 2,  x y y yϕ ϕ= =  οι εξισώσεις των τόξων ΑΓΒ και Α∆Β αντίστοιχα. Αν οι 

συναρτήσεις 1 2,ϕ ϕ  είναι συνεχείς στο [ ],  α β ,  το εµβαδόν της επιφάνειας που 

παράγεται είναι  [ ] [ ]2 2

1 1 2 22 ( ) 1 ' ( ) ( ) 1 '( )  x x x x dx

β

α

π ϕ ϕ ϕ ϕ Ε = + + +
  ∫      

 

 

 

 

 

 

 

7 Το εµβαδό της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή ενός τόξου 

ΑΒ µίας καµπύλης c µε εξίσωση ( )y f x=  περί ευθεία (ε) είναι  
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22 ( , ) 1 ( ')  d M y dx

β

α

π ε Ε = +
 ∫  όπου ( ),d M ε  η απόσταση τυχαίου σηµείου 

( ),  M x y  του τόξου από την  (ε) και α, β οι τετµηµένες των σηµείων Α, Β. 

 

Εµβαδό επιφάνειας εκ περιστροφής σε παραµετρικές εξισώσεις 

Έστω ότι η καµπύλη ορίζεται από τις παραµετρικές εξισώσεις 

( ) ( ),  x g u y h u= =  µε [ ]1 2,  u u u∈  και ικανοποιούνται οι συνθήκες συνέχειας, τότε 

το εµβαδό δίνεται από τους τύπους 

2

2 2

1

2 ( ) [ '( )] [ '( )]

u

u

h u g u h u duπΕ = +∫  αν η 

περιστροφή γίνεται περί τον xx′  άξονα και 

2

2 2

1

2 ( ) [ '( )] [ '( )]

u

u

g u g u h u duπΕ = +∫   αν η 

περιστροφή γίνεται περί τον yy′άξονα. 

 

Εµβαδό επιφάνειας εκ περιστροφής σε πολικές συντεταγµένες 

Έστω ( ) [ ]1 2/ ,  fρ θ θ θ=  και ικανοποιείται η συνθήκη συνέχειας της 

( ) ( ),  f fθ θ′ στο [ ]1 2,  θ θ , τότε το εµβαδό δίνεται από τους τύπους 

[ ] [ ]
2

1

2 2
2 sin '( ) ( )f f d

θ

θ

π ρ θ θ θ θΕ = +∫   ή    
2

1

2

22 sin
dp

d
d

θ

θ

π ρ θ ρ θ
θ

 Ε = +  ∫     

 

Εφαρµογή 73 

Βρείτε το  εµβαδό της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή της 

παραβολής 2 4y x=  περί τον xx′άξονα από 1x = ως 4x =  

Είναι 2y x=  διότι είναι θετική [ ]1,  4x∀ ∈ , συνεπώς  

4

2

1

2 2 1 [(2 ) ']x x dxπΕ = + =∫  

4

1

1
2  

x
x dx

x
π

+
=∫  

4

1

4 1 x dxπ + =∫  

( )
4

3

2

1

8
1

3
x

π  + =  
 

( )8
5 5 2 2

3

π
−  

Από 2 4y x=  είναι 
2

4

y
x = και θέτοντας τα όρια µεταβολής του x  βρίσκω ότι το y  

µεταβάλλεται από 2 µέχρι 4 και ο  

2

2 ( ) 1
dx

f x dy
dy

δ

γ

π
 

Ε = +  
 

∫ δίνει (όπου ( )y xϕ= ) 
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( )
2

4 4 42 12
2 22

2 2 2

4
2 1 2 4  4

4 2 2

y yy
y dy dy y d y

π
π π

 ′  +   Ε = + = = + +      
∫ ∫ ∫  

( ) ( )
4

3
2 2

2

8
4 5 5 2 2

3 3
y

π π 
= + = − 
 

 

 

Εφαρµογή 74 

Βρείτε το  εµβαδό της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή του 

βρόγχου ( )2 2 28 1y x x= − περί τον xx′άξονα µε [ ]0,  1x∈   

Παραγωγίζοντας, έχω ότι 316 ' 2 4yy x x= − και 
32

8

dy x x

dx y

−
= άρα 

( ) ( )2 2
3 32

2 2

2 3 2
1 1

64 64

x x x xdy

dx y y

− − + = + = 
 

 

Άρα, 

1 3

0

3 2
2

8

x x
y dx

y
π

−
Ε = =∫  

1
2 4

0

3 2

4 2 4

x xπ  
− = 

  4

π
 

 

Εφαρµογή 75 

Βρείτε το  εµβαδό της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή της 

καρδιοειδούς ( )1 cosρ α θ= −  περί τον πολικό άξονα.  

Από τον 
2

1

2

22 sin
dp

d
d

θ

θ

π ρ θ ρ θ
θ

 Ε = +  ∫  είναι 

( )22 2 2

0

2 1sin sin cos d

π

π ρ θ α θ α θ θΕ = + − =∫

( ) 2 2

0

2 1 2 2  cos sin cos d

π

π α θ θ α α θ θ− −∫ = 

( ) ( )
3

2 2 2

0 0

2 2 1 1  2 2 (1 )  1cos sin cos d cos d cos

π π

α π θ θ θ θ α π θ θ− − = − − =∫ ∫  

( )
2 25

2

0

4 2 32
1 ]

5 5
cos

π
α π α π

θ − =  
 

Εφαρµογή 76 

Βρείτε το  εµβαδό της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή της 

καµπύλης 
2

3,  
2

t
x y t= − = περί τον άξονα xx′  µε [ ]1,  4t∈ .  

Από 

2

2 2

1

2 ( ) [ '( )] [ '( )]

u

u

h u g u h u duπΕ = +∫  είναι  
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( )
44 3 33

2 2 2 22

1 1

2 2
2 1 1 17 2

3 3
t t dt t

π π
π

  
Ε = + = + = −  

   
∫  

 

Εφαρµογή 77 

Βρείτε το  εµβαδό της επιφάνειας που σχηµατίζεται όταν το ηµικύκλιο 
2 2 2x y α+ =  στραφεί περί άξονα xx′  

 Η  εξίσωση του άνω ηµικυκλίου 2 2y xα= − , άρα 

 
2 2 2

2 2 2 2

2 2
2 1   

a

a

x x y
x dx x dx

y y

α

α

π α α
− −

   +
Ε = − + = − =      

   
∫ ∫  

[ ] 2 2 22  2  2 2 2 4
a

a
y dx dx a x a a

y

α α

α α

α
π π α π π π πα

−
− −

 
= = = + = 

 
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 78 

Βρείτε το  εµβαδό της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή περί  

τον άξονα xx′  ενός τόξου ΑΒ καµπύλης c  µε εξίσωση ( )sin 2y x=  όταν ( )0,  0A ,   

,  0
2

B
π 
 
 

 

( ) [ ] ( ) ( )
2 2

2 2

0 0

2 sin 2 1 (sin 2 ) ' 2 sin 2 1 4cos 2  x x dx x x dx

π π

π πΕ = + = +∫ ∫  

θέτω ( )2 cos 2t x= (1) άρα αν 
2

x
π
= είναι 2t = − , συνεπώς 

 ( )
2 2 2

2 2 2 2

2
2 2

1 1
2 1 1  1 ln 1

4 2 2 2
t dt t dt t t t t

π π
π
−

−−

− −   Ε = + = + = ⋅ + + + + =     ∫ ∫  

( )5 ln 5 2
2

π
π  + +  

 

 

7.2.3 Υπολογισµός όγκων 

Στο ορθογώνιο σύστηµα αξόνων Oxyz , έστω η γραφική παράσταση C της 

συνάρτησης f , όπου η f  είναι συνεχής στο [ ],  α β . Αν η f  στραφεί, περί τον 

άξονα xx′ , τότε το επίπεδο χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες ,  x a x β= =  τον 

άξονα xx′ και τη C,  θα σχηµατίσει ένα «στερεό εκ περιστροφής». Κάθε τοµή αυτού 

του στερεού µε ένα επίπεδο κάθετο στον άξονα xx′  στο [ ],  α β είναι κύκλος ακτίνας 
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( )y f x= , άρα το εµβαδό είναι ( ) ( )2E x f xπ=  για [ ],  x α β∈ . Ο όγκος αυτού του 

στερεού εκ περιστροφής, είναι 
2( )V f x dx

β

α

π= ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 1 

Αν το χωρίο που ορίζεται από την καµπύλη ( )x f y=  και από τις ευθείες 

y a=  και y β= περιστραφεί περί τον άξονα yy′ , τότε σχηµατίζεται ένα στερεό 

σώµα  εκ περιστροφής µε όγκο 
2V x dy

β

α

π= ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 2 

Θεωρώ το χωρίο που περικλείεται από την κλειστή επίπεδη καµπύλη C. Όταν 

το χωρίο περιστραφεί γύρω από τον άξονα που βρίσκεται στο επίπεδο του και που 

δεν τέµνει την καµπύλη,  τότε σχηµατίζεται ένα στερεό που o όγκος του βρίσκεται ως 

εξής: Θεωρώ τον άξονα περιστροφής ως άξονα xx′  ενός ορθογωνίου συστήµατος. 

Έστω Α το σηµείο της c µε τη µεγαλύτερη τετµηµένη β. Έστω ( )1y xϕ= η εξίσωση 

της καµπύλης γραµµής ΑΓΒ στο παρακάτω σχήµα και ( )2y xϕ=  η εξίσωση της 

καµπύλης γραµµής Α∆Β. Αν οι 1 2
,  ϕ ϕ  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [ ],  α β , τότε  

ο όγκος του στερεού που παράγεται είναι 
2 2

2 1( ) ( )  V x x dx

β

α

π ϕ ϕ = − ∫   
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Παρατήρηση 3 

Έστω ότι ζητείται  να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού σώµατος που 

παράγεται από την περιστροφή, περί τον άξονα xx′ , δύο καµπυλών 

( ) ( ),  y f x y g x= = ορισµένων και συνεχών στο [ ],  α β  µε 

( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x α β≥ ∀ ∈  και από τις ευθείες ,  x a x β= =   Ο xx′  άξονας δεν 

ανήκει στο χωρίο Ε (Σχήµα 8.16) Αν φέρω ένα επίπεδο κάθετο στον xx′ άξονα, τότε 

η τοµή του στερεού σώµατος και του επιπέδου είναι από κυκλικός δακτύλιος 

εµβαδού  ( )2 2( ) ( ) ( )x f x g xπΑ = −  Άρα,  
2 2( ) ( )V f x g x dx

β

α

π  = − ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 4 

Χωρίο που ορίζεται από δύο καµπύλες µε εξισώσεις ( )1 1x yϕ= , ( )2 2x yϕ= , 

περιστρέφεται περί τον άξονα yy′ . Ο όγκος του στερεού σώµατος που προκύπτει,  

δίνεται από τον τύπο ( )2 2

1 2

B

V x x dy
α

π= −∫  

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 5 

Χωρίο οριζόµενο από δύο καµπύλες µε εξισώσεις ( )1 1y xϕ= , ( )2 2y xϕ= , 

περιστρέφεται  περί τον άξονα yy′ .  Ο  όγκος του στερεού σώµατος που προκύπτει, 

είναι  ( )2 2

1 2  V y y dx

β

α

π= −∫  
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Όγκος της σφαίρας 

Έστω ηµικύκλιο µε εξίσωση ( ) 2 2f x xρ= − στο επίπεδο Oxyz . Αν στραφεί 

περί τον  άξονα xx′ , τότε το στερεό σώµα εκ περιστροφής που σχηµατίζεται είναι 

σφαίρα, ακτίνας  ρ  και όγκου 

 ( )
3

2 2 2 2 34
( )

3 3

p p

p p

x
V f x dx x dx x

ρ

ρ

π π ρ π ρ πρ
− − −

 
= ⋅ = − = − = 

 
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 6 

Για τον υπολογισµό του όγκου ενός ορθού κώνου µε ακτίνα βάσης ρ  και 

ύψος h ,  θεωρώ ότι η ευθεία µε εξίσωση 
p

y x
h

=  στρέφεται περί τον άξονα xx′ ,  

οπότε ο όγκος είναι 
2 3

2 2 2

2

0 0 0

1
( )

3 3

hh h
x

V f x dx x dx h
h

ρ
π π π πρ

 
= ⋅ = ⋅ = = 

 
∫ ∫  

Οµοίως, για τον όγκο ενός ορθού κυλίνδρου µε ακτίνα βάσης ρ  και ύψος h , θεωρώ 

ότι η ευθεία y ρ=  στρέφεται περί τον xx′ , άρα είναι 2 2

a h

V dx h
α

π ρ πρ
+

⋅ =∫  

 

 
 

Εφαρµογή 79 

Έστω στερεό σώµα µε κυκλική βάση, ακτίνας a . Εύρεση του όγκου του, αν 

κάθε κάθετη τοµή του επιπέδου, σε µια σταθερή διάµετρο, είναι ένα ισόπλευρο 

τρίγωνο. 

Παίρνω ως σταθερή διάµετρο, αυτή που κείται πάνω στον άξονα Ox   

Η εξίσωση του κύκλου, δίνεται από τη σχέση 
2 2 2x y α+ =  
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Το ισόπλευρο τρίγωνο βάσης 2 y  και ύψους 3y , έχει εµβαδό  

( ) 21
2 3 3

2
A x y y y= =  και από την 

2 2 2y xα= −  είναι ( ) ( )2 23A x xα= −  

Άρα, ( )
3 3

2 2 2 4 3
3  3

3 3

a

a

x
V a x dx x

α

α

α
α

− −

 
= − = − = 

 
∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 80 

Το προηγούµενο παράδειγµα, αν η κάθετη τοµή είναι ένα τετράγωνο. 

Το τετράγωνο έχει πλευρά 2 y και εµβαδό ( ) 24A x y=  

Από την εξίσωση του κύκλου είναι 
2 2 2y xα= − , άρα( ( ) ( )2 24A x xα= −   

Συνεπώς,  ( )
3 3

2 2 2 16
4  4

3 3

x
V x dx x

αα

α α

α
α α

− −

 
= − = − = 

 
∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 81 

Ένα στερεό σώµα έχει ως βάση του µία έλλειψη µε µικρό άξονα µήκους 8 και 

εκκεντρότητα  
3

5
ε = . Βρείτε τον όγκο του στερεού σώµατος, αν κάθε τοµή στον 

µεγάλο άξονα είναι ένα  ισοσκελές τρίγωνο ύψους h  

Έστω ότι ο µεγάλος άξονας βρίσκεται στον xx′ άξονα. Αφού 2 8 4β β= ⇔ =  

Είναι 
2 2 2

2 2

3 9 9
5

5 25 25

y y α β
α

α α α
−

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =   
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Τότε, η εξίσωση της έλλειψης είναι 
2 2

1
25 16

x y
+ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το ισοσκελές τρίγωνο έχει βάση 2 y  και ύψος h . Άρα, ( ) 1
2

2
A x yh yh= =  και 

επειδή από την εξίσωση της έλλειψης ισχύει ότι 24
25

5
y x= −  είναι 

( ) 24
25

5

h
A x x= − . Ο  όγκος είναι 

5

2

5

4
25 10

5
V h x dx hπ

−

= − =∫  

 

Εφαρµογή 82 

Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

της καµπύλης 
22y x=  περί τον άξονα xx′  και περικλείεται από τις ευθείες 

0,  2x x= =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο όγκος του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή της καµπύλης περί 

τον xx′  άξονα, είναι ( )
22 2 5

2
2 4

0 0 0

128
2 4 4

5 5

x
V x dx x dx

π
π π π

 
= = = = 

 
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 83 

Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

περί τον άξονα yy ′ , της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 
2 8y x=  και 

από την ευθεία 2x =  

Εύρεση των σηµείων τοµής της καµπύλης 
2

8

y
x =   και της ευθείας 2x =  
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Αυτά είναι τα  ( )2,  4  και ( )2,  4−  Η ολοκλήρωση θα γίνει κατά µήκος του άξονα 

yy ′  Επειδή [ ]4,  4x∀ ∈ − , η ευθεία είναι πάνω από την παραβολή, ισχύει ότι  

 

44 44 4 5

4 0 0

128
4  2 4  2 4

64 64 320 5

y y y
V dy dy y

π
π π π
−

     
= − = − = − =     

     
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 84 

Εύρεση του  όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

της προηγουµένης παραβολής, περί την ευθεία 2x =  

Επειδή η 2x = είναι παράλληλη µε τον yy ′ άξονα είναι 
2 24 42 2

4 0

256
2 2 2

8 8 15

y y
V dy dy

π
π

−

   
= − = − =   
   
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 85   

Εύρεση  του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την πλήρη 

περιστροφή, περί τον άξονα xx′ , της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 
2 3 6y x x= − − +  και από την ευθεία 3x y+ =  

Τα σηµεία τοµής της καµπύλης µε την ευθεία είναι τα ( )3,  6−  και ( )1, 2  

[ ]3,  1x∀ ∈ −  η παραβολή είναι πάνω από την ευθεία. Άρα, 

( ) ( )
1

2 22

3

3 6) 3  V x x x dxπ
−

 = − − + − − =  ∫

( )
11 5 4 3 2

4 3 2

3 3

6 4 30
6 4 30 27  27 119,5

5 4 3 2

x x x x
x x x x dx xπ π π

− −

 
+ − − + = + − − + = 

 
∫  
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 Εφαρµογή 86 

Εύρεση  του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται όταν η  κυκλοειδή 

καµπύλη ,  1x sin y cosθ θ θ= − = − , περιστραφεί περί τον άξονα xx′  
Η µεταβολή της γωνίας είναι από 0  έως 2π και ο όγκος δίνεται από τον τύπο  

( ) ( ) ( )
2 2

22 22

0
0 0

( ) 1  1 (1 ) V f x dx cos d sin cos cos d

π π
π

π π θ θ θ π θ θ θ= = − − = − − =∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

3 2 3 2

0 0

1 1 3 3  5cos d cos cos cos d

π π

π θ θ π θ θ θ θ π− = − + − =∫ ∫  

 

Εφαρµογή 87 

Εύρεση  του όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει όταν περιστραφεί 

περί τον άξονα xx′ το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης ( ) ,   0 1f x x x= ≤ ≤ ,  τον άξονα xx′  και τις ευθείες µε εξισώσεις 

0x =  και 1x =  

Είναι  ( )
121 1 2

0 0 0

  
2 2

x
V x dx x dxπ π

π
π

 
= = = = 

 
∫ ∫  

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 88  

Εύρεση  του όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει όταν περιστραφεί περί τον 

άξονα xx′ το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων ( )g x x= , ( ) 1
f x

x
=  και τις ευθείες µε εξισώσεις 1x = και 4x =  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ισχύει ότι   [ ]1
0  1,  4x x

x
≥ ≥ ∀ ∈     

Συνεπώς, ( ) ( )
4

2 2

1

 V g x f x dxπ  = − = ∫  

( )
24

2

1

1
 x dx

x
π
  − =  

   
∫  

4

2

1

1
 x dx

x
π  − = 
 ∫  
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4
2

1

1

2

x

x
π
 
+ = 

 
 

 
2 24 1 1 1

2 4 2 1
π
    

+ − + =    
    

 

1 1 1 27
8 1 7

4 2 4 4
π π

π   + − − = − =   
   

 

 

Εφαρµογή 89 

Εύρεση  του όγκου V  του κώνου που προκύπτει από την περιστροφή περί τον 

άξονα xx′ του ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΒ , αν υ = ΟΑ και RΑΒ =  

Τα σηµεία ( )0,  0Ο  και ( ),  RυΒ ορίζουν το ευθύγραµµο τµήµα ΟΒ  που έχει 

κλίση 
R

λ
υ
=  Συνεπώς, το ευθύγραµµο τµήµα ΟΒ  περιγράφεται από τη συνάρτηση 

( ) R
f x x

υ
=  µε [ ]0,  x υ∈  

Άρα, 

2 2
2

2

0 0

  
R R

V x dx x dx

υ υ

π π
υ υ
 = = = 
 ∫ ∫  

2 3 2

2

0

23

R x R
υ

π
υ

π
υ
 

= 
 

23

3 3

Rπυ υ
=  
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Ποιος τύπος περιγράφει τον όγκο V του στερεού σώµατος που προκύπτει από 

την περιστροφή του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ ,  περί τον άξονα xx′ ; 

(α) 

3

1

 V x dx= ∫                (β) 

3

2

1

 V x dx= ∫          (γ) 

3

3

1

 V x dx= ∫            (δ) 

3

1

 V x dxπ= ∫                

(ε)  

3

2

1

 V x dxπ= ∫         (στ) 

3

3

1

 V x dxπ= ∫        (ζ) 

3

2

1

 V x dxπ= ∫        (η) 

3

2 2

1

 V x dxπ= ∫            

(θ) 

3

2 3

1

 V x dxπ= ∫  

 

 

 

 

 

 

 

Σωστός, είναι ο τύπος (ε) 

3

2

1

 V x dxπ= ∫  
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Εφαρµογή 91 

Ποιος τύπος περιγράφει τον όγκο V του στερεού σώµατος που προκύπτει από 

την περιστροφή περί τον άξονα xx′ , της τεθλασµένης γραµµής ΟΑΒ ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

Είναι ( )
1 2

2 2

0 1

  V x dx dxπ α απ= +∫ ∫  

 

Εφαρµογή 92 

Βρείτε τον όγκο V του στερεού σώµατος που προκύπτει, από την περιστροφή 

περί τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης y xηµ=  µε [ ]0,  x π∈  και από τον άξονα xx′  

Είναι 2 2

0 0

  V y dx x dx

π π

π π ηµ= = =∫ ∫  

( ) ( )( )
0 0

1 2
 1

2
2  

2

x
dx x dx

π ππυ
συνπ

σ ν−
= − =∫ ∫  

( )
0

2
2

1

2
x x

π

ηµ
π  − =  

 

( )1 1
2 0 0

2 22
π ηµ π

π
ηµ − − + =  

 

1 1
0 0

22 2

π
π − +

2

2

π 
= 

 
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Εύρεση  του όγκου V του στερεού σώµατος που προκύπτει, από την 

περιστροφή περί τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης 2y x= , από τον θετικό ηµιάξονα xΟ  και από την ευθεία 

µε εξίσωση 1x =  

Είναι 

1

2

0

 V y dxπ= =∫  

( )
1

2
2

0

 x dxπ =∫  

 

1
5 5 5

0

1 0

5 5 5 5

x
π

π
π

   
= − =  

   
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Εφαρµογή 94 

Εύρεση  του όγκου V του στερεού σώµατος που προκύπτει, από την 

περιστροφή περί τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση των συναρτήσεων 3 1y x= + , 1y x= −  και από τον άξονα xx′  
Είναι 1 2V V V= + =  

( ) ( )
0 1

2 23

1 0

1  1  x dx x dxπ π
−

+ + − =∫ ∫  

( ) ( )
0 1

26 3

1 0

2 1  1  x x dx x dxπ π
−

+ + + − =∫ ∫  

( )
10 37 4

1 0

12

7 4 3

xx x
xπ π
−

 − 
+ + + =  

    
 

( )311 2
0 1 0

7 4 3
π π

 −  − − + − + − =        
 

 

1 2 1 6 21 42 14 41
1

7 4 3 42 42
π π

π− + + − + + = = 
 
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 Εύρεση  του όγκου  V  του στερεού σώµατος που προκύπτει όταν το χωρίο 

που περικλείεται από την έλλειψη 

2 2

2 2
1

x y

a β
+ =  , περιστραφεί κατά γωνία π  περί τον 

άξονα: (α) xx′  (β) yy′  
(α)  Όταν η έλλειψη στραφεί περί τον οριζόντιο άξονα xx′  κατά γωνία π , τότε 

παράγει τον ίδιο όγκο που παράγεται από την περιστροφή του γραµµοσκιασµένου 

άνω µισού τµήµατος της έλλειψης κατά γωνία 2π , δηλαδή κατά µία ολόκληρη 

περιστροφή. Είναι 

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
1 1 1

x y y x x
y

a a a
β

β β
 

+ = = − = −⇔ 


⇔ 


  

Συνεπώς, 2  

a

V y dx
α

π
−

= =∫  

2
2

2
1  

a

a

x
dx

a
π β
−

 
− = 

 
∫  

2

2

2 1  

a

a

x
dx

a
πβ

−

 
− = 

 
∫  

2

2

0

2 1  2

a
x

dx
a

πβ
 
− = 

 
∫  

3

2

0

22
3

a

x
x

a
πβ
 
− = 

 
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2
3

2
a

aπβ −
23 a

 
= 

 

2
22 4

3
2

3

a a
β

π β
π =  

(β)  Όταν η έλλειψη στραφεί περί τον κατακόρυφο άξονα yy′  κατά γωνία π , τότε 

παράγει τον ίδιο όγκο που παράγεται από την περιστροφή του γραµµοσκιασµένου 

δεξιού µισού τµήµατος της έλλειψης κατά γωνία 2π , δηλαδή κατά µία ολόκληρη 

περιστροφή. Είναι  

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
1 1 1

x y x y y
x a

a aβ β β
 

+ = = − = −⇔ 


⇔ 


    

Συνεπώς, 
2  V x dy

β

β

π
−

= =∫  

2
2

2
1  

y
a dy

β

β β
π
−

 
− = 

 
∫  

2

2

2 1  
y

dya

β

β β
π

−

 
− = 

 
∫  

2

2

0

2 1  2
y

dy

β

π
β

α
 
− = 

 
∫  

3

2

0

22
3

ya
y

β

π
β

 
− = 

 
 

3
22πα

β
β −

23β

 
= 

  

2
22 4

3
2

3

aβ
α

π
π

β
=  
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Βρείτε τον όγκο V  του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή 

περί τον άξονα yy′ του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη µε εξίσωση 2y x= , 

την ευθεία 2y = και τον άξονα yy′  

Είναι  

52 2 5
2 4

0 0 0

32
  

5 5

y
V x dy y dyπ

π
π π

 
= = = = 

 
∫ ∫  
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Βρείτε τον όγκο V  του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή 

περί τον άξονα yy′ του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 

συναρτήσεως y lnx= , τον άξονα xx′  και την ευθεία µε εξίσωση x e=  

Λύνω το σύστηµα 1
y lnx

y lne
x e

= 
⇔ = = 

= 
 

Άρα τα άκρα της ολοκλήρωσης είναι 0y =  και 1y =   Επίσης yy lnx x e= ⇔ =  
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( )2 2

1 2  V x x dy

β

α

π= − =∫  

( )
1

2 2

0

 ye e dyπ − =∫  

1

2 2

0

1

2

yye eπ  − =  
 

2
2 2 0 21 1 1 1 1

0
2 2 2 2 2

e
e e e eπ π π

+   − − + = + =     
 

 

Όγκος κυλίνδρου 

Εύρεση όγκου του κυλίνδρου µε ακτίνα βάσης r  και ύψος h   

Θεωρώ το επίπεδο xOy  ως επίπεδο της µιας βάσης του κυλίνδρου. Ο τύπος 

( )V E t dt
β

α
= ∫ δίνει 2 2 2 2

0
0 0

[ ]
h h

hV r dt r dt r t r hπ π π π= = = =∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

Όγκος ελλειψοειδούς 

Εύρεση όγκου του ελλειψοειδούς 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

cα β
+ + =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θα βρω την τοµή του ελλειψοειδούς µε το επίπεδο x t=     Η 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

cα β
+ + =  

γράφεται ως  
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2

1 1 1

1 1

t y z y z t y z

a c c a t t
c

a a

β β
β

+ + = ⇔ + = − ⇔ + =
   
− −   

   

 

Η 
2 2

2 2
2 2

2 2

1

1 1

y z

t t
c

a a
β

+ =
   
− −   

   

 είναι έλλειψη µε ηµιάξονες 

2 2

2 2
1 ,  1

t t
c

a a
β − −   
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Το εµβαδό της έλλειψης είναι 
2 2 2

2 2 2
1 1 1

t t t
E c c

a a a
π β π β

 
= ⋅ − − = ⋅ ⋅ − 

 
 µε 

a t a− ≤ ≤    

Ο όγκος είναι 
2 3

2 2

4
1

3 3

t t
V c dt y t c

α
α

α
α

π β π β π α β
α α−

−

   
= ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅   

   
∫  

 

Όγκος ορθού κόλουρου κώνου 

Εύρεση όγκου του ορθού κόλουρου κώνου µε ακτίνες βάσεων ,  R r  και ύψος h  

Το στερεό σώµα, παράγεται από την  περιστροφή του τραπεζίου ΟΑΒΟ΄ περί 

τον κατακόρυφο άξονα yy′ . Είναι ���, 0�, ���, 	�. Η έξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι 

( )0

0

Rh R yx R y
x

R h h

ρ
ρ

− −− −
= ⇔ =

− −
ή διαφορετικά 

( )x R h

R
y

ρ
=
−

−
 και για 1 0y = , 

2y h= ισχύει ότι 
( )( )2

20

h Rh R y
V dy

h

ρ
π

− −
= =∫  

( ) ( )( )22 2 2

2 0
2  

h

R h Rh R y R y dy
h

π
ρ ρ− − + − =∫  

( )2 21

3
h R Rπ ρ ρ= = + +⋯  
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Εύρεση όγκου του στερεού που παράγεται µε περιστροφή της επιφάνειας που 

ορίζεται από τον κύκλο 2 2 2( )x a y R− + = , περί τον άξονα yy′  όπου a R>  

Εύρεση της εξίσωσης του κύκλου µε παραµετρικές εξισώσεις. Από το σχήµα έχω ότι 

( )22cos cos cosx a R x a R x a Rθ θ θ− = ⇔ = + ⇔ = + και  sin cosy R dy Rθ θ= ⇔ =  

Όταν η γωνία θ  µεταβάλλεται από 0 έως 2π , το σηµείο Μ διανύει έναν πλήρη 

κύκλο.  
2 2

1

y

y
V x dyπ= =∫  

( )
2 2

0
 R v R v d

π
π α συ θ συ θ θ+ =∫  

( )2
2 2 2

0
2  R v R v R v d

π
π α α συ θ συ θ συ θ θ+ + =∫  
 

 

 

 
2 2 2

2 2 2 3 3

0 0 0
 2   R v d aR v d R v d

π π π
πα συ θ θ π συ θ θ π συ θ θ+ + =∫ ∫ ∫  

( )2 2 2
2 2 2 3 2

0 0 0
 2  1   =R v d R v d R v d

π π π
πα συ θ θ πα συ θ θ π ηµ θ συ θ θ+ + −∫ ∫ ∫  

( )
2

2 2 3 3 3

03
R R v R R

ππ
πα ηµθ πα θ ηµθ συ θ π ηµθ ηµ θ + + ⋅ + −  

=  

2 22 Rπ α  
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Εφαρµογή 99 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή περί 

τον άξονα xx′ , του χωρίου που ορίζεται από τους άξονες xx′ , yy′  και από την 

παραβολή 
1 1 1

2 2 2x y α+ =   

Εύρεση των σηµείων τοµής της παραβολής µε τους άξονες. 

� 
1 1 1

2 2 20 0 ayx yα= ⇔ ⇔= =+  

� 
1 1 1

2 2 200y x x aα= ⇔ ⇔= =+   Άρα, το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι [ ]0,a  

Από  

2
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2y y a xx α
 

+ = = − 
 

⇔ έπεται ότι 

4
1 1

2 2 2

0 0
V y dx a x dx

α α
π π

 
= = − = 

 
∫ ∫  

1 1
2 3/2 3/2 22 2

0
4 6 4  a a x ax a x x dx

α
π
 
− + − + = 

 
∫  

3

15

aπ
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα yy′ ,  του χωρίου που ορίζεται από ένα τόξο της sinx yτοξ=  

Αν siny x= τότε sinx yτοξ=   

Άρα, ( )2

1

1 22

0
sin

y

y
V x dy o y dyπ π τ ξ= =∫ ∫  

Θέτω sin sin cos  t y y t dy t dtτοξ= ⇔ = ⇔ =  

� Αν 0y =  τότε 0t =     

� Αν 1y = τότε 
2

t
π
=   

Άρα, 
( )2

/2
2

0
cos  

8

4
t dtV t

π π π
π

−
= =∫  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή περί 

τον άξονα xx′ , του χωρίου που ορίζεται από την παραβολή, 
2

2
4

x
y = +  και από την 

ευθεία  5 8y 14 0x − + =  

Λύνοντας το 

2

2
4

5 8 14 0

x
y

x y

 
 
 
 

+

− + = 

=
, βρίσκω τα σηµεία τοµής 

1 33
,

2 16

 Α 
 

, 

( )2,3Β  και χρησιµοποιώ τις τετµηµένες τους 
1

,  2
2

A Bx x= =  
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Από ( )
2

1 2
4

x
y x = +  και από ( )2

5 7

8 4
y x x= + προκύπτει ότι ο ζητούµενος 

όγκος είναι   
2

2 2
1 2 2

2

( ) ( )V y x y x dxπ  = − = ∫  

2 2
2

2
1

2

1 5 1
7 2

16 2 4
x x dxπ

    + − + =    
     

∫  

891

1280
π  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή περί 

τον άξονα yy′ ,  του χωρίου που ορίζεται από τις παραβολές 2y x=  και 2 8y x=  

Λύση 

Λύνοντας το 

2

2 8

y x

y x

 =
 
= 

, βρίσκω τα σηµεία τοµής ( )0,0Ο , ( )2,4Β  και χρησιµοποιώ 

τις τεταγµένες τους 1 0y =  και 2 4y = .  Από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτουν οι  

συναρτήσεις  ( )1x y y= , ( )
2

2
8

x
y

y =  και ισχύει ότι 
2

8

y
y ≥  

Άρα, 
4

4

0

24
 

64 5
y dy

y
V

π
π
 

= − = 
 
∫  
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Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος που σχηµατίζεται από την 

περιστροφή περί την ευθεία 2y a= − , του χωρίου που ορίζεται από την παραβολή 
2 4y ax=  και από την ευθεία x a= ,  µε 0a >  
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Θεωρώ νέο σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή των αξόνων το σηµείο 

( )0, 2a′Ο − οπότε η  εξίσωση της παραβολής στο νέο σύστηµα είναι ( )22 4y xα α− =  

και δίνει τις συναρτήσεις   ( )1 2 4y x xα α= −  για την καµπύλη ΟΓ∆ και 

           ( )2 2 4y x xα α= +  για την καµπύλη ΟΑΒ 

Ο ζητούµενος όγκος είναι ( )2 2

2 1
0

V y y dx
α

π= − =∫  

                                                 ( ) ( )2 2

0
2 2 2 2x x dx

α
π α α α α + − − =
  ∫  

                                                  332

3
πα  

Εφαρµογή 104 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη (c) µε παραµετρικές 

εξισώσεις 
3cosx a t=  , 3siny a t=  (αστροειδής). 

         Ο ζητούµενος όγκος V  ισούται µε το διπλάσιο του όγκου που σχηµατίζεται από 

την περιστροφή του χωρίου OAB, δηλαδή  είναι 2

0 
2V y dx

α
π= ∫  

 Είναι 
3 2cos 3 cos sin  x a t dx a t t dt= ⇔ = − ⋅  

� Όταν 0x =  τότε  η 
3cosx a t=  δίνει 

2
t
π
=  

�  Όταν 
 � � τότε η 
3cosx a t= δίνει 
 � 0 

Άρα,  ( )0
2 6 2

/2
2 sin 3 cos sinV t t t dt

π
π α α= − ⋅ =∫  

/2 /2
3 9 7

0 0
6 sin  sin  t dt t dt

π π
πα  − + =  ∫ ∫  

332

105
πα  
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Τόξο της καµπύλης ( )/ /

2

x x x
y e e achα αα

α
−  = + =  

 
 όπου 0α > , µε πέρατα 

τετµηµένων 0 και x  αντίστοιχα, περιστρέφεται περί τον άξονα xx′ . Αν  E  το 

εµβαδό  της επιφάνειας και V  ο όγκος του στερεού σώµατος που παράγονται από την 

περιστροφή,  δείξτε ότι 
2V

E
a

=  

Είναι 
x x

y ach sh
a a

′    = =        
 και ( )2 21 1

x x
y sh ch

a a

   ′+ = + =   
   

 

( )22 1  

x

a

y y dE xπ ′+ == ∫  

2

0

2  

x
x

a ch dx
a

π   = 
 ∫  

2 2

0

2
 

x
x

a ch dx
a a

π   = 
 ∫  
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2 2

0

2
 

x
x

a ch dx
a a
π
   =  

  
∫  

2

0

2
 

x

y dx
a
π
 

= 
 
∫

2V

a
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Υπολογισµός όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

περί τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από τον ηµιάξονα x′Ο  και από το 

τόξο της καµπύλης  

1

xe
y

x
=   µε  ( ),0x∈ −∞  

Είναι 
0

2V y dxπ
−∞

= =∫
0 2/

2
 

xe
dx

x
π
−∞

=∫  

2/

2
0

li  m
xe

dx
xε

λ ∞

ε

λ
−→

→−

=∫  

2/

0

2
lim

2
 xe d

x

ε

ε
λ ∞

λ

π
−→

→−

−   = 
 ∫  

2/

0
lim

2

xe
ε

λε
λ ∞

π
−→

→−

−
  =   

2/ 2/

0
lim

2
e eε λ

ε

π
−→

−
 − =   

( ) ( )2/ 2/

0
lim lim

2
e eε λ

λ ∞ε

π
− →−→

−  − =
 

  

( )0 1
2 2

π π−
− =  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή της 

συνάρτησης ( ) 2

1

1
f x

x
=
+

 περί την οριζόντια ασύµπτωτη της. 

Ο άξονας xx′  είναι η οριζόντια ασύµπτωτη, διότι για  x → ±∞  είναι ( )lim 0f x =  

Είναι 

( )
2

2
21

dx
V y dx

x
π π

+∞ +∞

−∞ −∞
= =

+
∫ ∫   

Θέτω ( )2

2
tan 1 tan  

cos

d
x dx d

ω
ω ω ω

ω
= ⇔ = = +  

� Όταν  x→ −∞  τότε 
2

ω
π−

→  

� Όταν  x→ +∞  τότε 
2

ω
π

→  
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Άρα, 
( )221

dx
V

x

∞

∞

π
+

−

= =
+

∫  

( )

/2 2

2
2

/2

1 tan
 

1 tan
d

π

π

ω
π ω

ω−

+
=

+
∫

/2

2

/2

cos  d

π

π

π ω ω
−

=∫  

( )
/2

/2

sin 2

2 4

π

π

ωω
π

−

 
+ = 

 

2

2

π
 

 

Εφαρµογή 108 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από 

την παραβολή  2 8y x=  και από την ευθεία 2x =  

( ) ( )
22 2 2

2

0 0 0

8 8  16
2

x
V y dx x dxπ π π π= = = =∫ ∫   

Πρόκειται για τον ολικό όγκο, διότι ότι στερεό 

σώµα που γράφει το τόξο (ΟΒ) συµπίπτει µε το 

στερεό σώµα που γράφει το τόξο (ΟΓ), κατά την 

περιστροφή τους. 
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί την ευθεία 2x = , του χωρίου που ορίζεται από την παραβολή 2 8y x=  και από 

την ευθεία 2x =  

Θα κάνω αλλαγή του συστήµατος των αξόνων．Οι γενικοί τύποι της αλλαγής 

του συστήµατος των αξόνων είναι
1 1

1 1

cos sin

sin cos

x a x y

y x y

ϕ ϕ

β ϕ ϕ

= + − 
 
= + ⋅+⋅

⋅ ⋅


 όπου ,α β  οι 

συντεταγµένες της νέας αρχής και ϕ  η γωνία που σχηµατίζει ο άξονας 1x  του νέου 

συστήµατος µε τον άξονα x  του παλαιού συστήµατος． 

            Αρχή είναι το σηµείο ( )2,0Α   

            Οι  άξονες του νέου και του παλαιού 

συστήµατος είναι παράλληλοι, άρα 0ϕ =   

Συνεπώς,   οι 
1 1

1 1

cos sin

sin cos

x a x y

y x y

ϕ ϕ

β ϕ ϕ

= + − 
 
= + ⋅+⋅

⋅ ⋅


 

γίνονται  
1

1

2x x

y y

= + 
 
= 

 

Άρα, οι 
2 8

2

x

x

y

= 
 
= 

γίνονται 
( )

1

2

1 1

0

8 2

x

y x +

=  
 
=  

δηλαδή η ευθεία 1 0x = είναι ο 

άξονας περιστροφής του νέου συστήµατος． 
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Για να βρω τα άκρα ολοκλήρωσης, θέτω 1 0x =  στην εξίσωση της καµπύλης 

οπότε 1 4y = ±   Άρα, 

24 4 2
2 1
1 1 1

4 4

256
2 

8 1
 

5

y
V x dy dy

π
π π
− −

 
= = − = 

 
∫ ∫  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του τόξου της 

υπερβολής 2 2 4x y− =  που βρίσκεται µεταξύ 

των ευθειών 6x = , 0y =  

( )
6

6 3
2

2 2

160
4  4

3 3

x
V x dx x

π
π π

 
= − = − = 

 
∫  

Εφαρµογή 111 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα yΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 
3

4
2

x
y = −  και από τις 

ευθείες 0x = , 0y =  
4

2

0

V x dyπ= =∫ ( )
4

2
3

0

8 2 y dyπ − =∫  

( )
4 2

3

0

 8 2y dyπ − =∫  

( ) ( )
4 2

3

0

 8 2 8 2
2

y d y
π−

− − =∫  

( ) ( )

4

5
4

52

2

0

0

8 2 5
8 2 160 2

5 4

2

y
y

π π
π− =

− − −
=  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα yΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 2y x= και από τις 

ευθείες 0y = , 2x =  

            Ο ζητούµενος  όγκος, ισούται µε τον όγκο 

του στερεού σώµατος που γράφει η ευθεία 2x =  

µείον τον όγκο του στερεού σώµατος που γράφει η 

καµπύλη 2y x=  

∆ηλαδή, ( )2 2

1 2  V x x dy

β

α

π= − =∫  

( )
4

0

4  y dyπ − =∫
4

2

0

4
2

y
yπ

 
− = 

 
8π  



106 

 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 
 

Εφαρµογή 113 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 2 2y x a x= − και από 

την ευθεία 0y =  

( )2 2 2

0

2  

a

V x a x dxπ= − =∫ ( )2 2 4

0

2  

a

a x x dxπ − =∫  

2 3 6

0

2
3 5

a

a x x
π
 

− 
 

= 54

15
a
π

 

 

Εφαρµογή 114 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την xy e= και από τις ευθείες 0y =
, 0x = , 1x =  

1

2

0

 V e dxππ= =∫  

( )
1

2

02

xe
π

=
( )1

2

eeπ −
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την ( )2 1y x x= − και από την 

ευθεία 0y =  

( )1 2
2 2

1
V x x dxπ

−
= − =∫  

( )
1

2
3

0

2  x x dxπ − =∫  

( )
1

6 4 2

0

2 2  x x x dxπ − + =∫  

1
7 5 3

0

2 2
7 5 3

x x x
π
 
− + = 

 
 

1 2 1
2

7 5 3
π  − + = 
 

16

105

π
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την 
2

x x

a a
a

y e e
− 

= + 
 

και από τις 

ευθείες 0y = , x a= , x a= −  
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2
1012

2

0
2

4
e

a
V e e dx

α
π

 
= + = 

 
∫  

2 32

4 2

0
2 2

4

x
aa

e e dx
ππ  

+ = 
 

+∫  

2

2 22

4

0 0 0
2

2

a a a
a

a
e dx e dx dx

π ππ − + + = 
∫ ∫ ∫  

222

2

0 0

2 2

2 22
2

x
a a

a
a a x a x

e d e d x
a a

ππ −  −   − + =    
    

∫ ∫  

2 22

0
22

2
2

a
x x

a aa a a
e e

π −   
   
   

 
− + = 

  
 

2
2 2 2 )

2 2 2 2 2

a a a a a
e e a

π −  − + − − =    
 

3 2 2

22

4a e eπ − − +
= 

 
 

3 4 2

2

4 1

4

a e e

e

π  + −
 
 
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την 2siny x= και από την ευθεία 

0y =  

Για να βρω τα άκρα ολοκλήρωσης,  θέτω 0y =  στην 

εξίσωση της καµπύλης οπότε 
0

x
π
 
=  
 

  

Άρα, 
4

0

sin  V x dx

π

π= =∫
3

4

0

sin cos 3
sin  

4 4

x x
x dx

π

π
 − ⋅

+ = 
 

∫  

3

0

sin cos 3 sin cos

4 4 2 2

x x x x x
π

π
 − ⋅ − ⋅ + + =  

  
 

3

4 2

π
π     =   
   

23

8

π
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την 1xy =  και από τις ευθείες 

0y = ,  1x = , 3x =  
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3

2

1

 V y dxπ= =∫  

      

3

2

1

1
 dx

x
π =∫  

3

1x

π−
=  

   
3
π

π−
+ =

2

3

π
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη 2 2 16x y+ =  και από 

την ευθεία 4x y+ =  

( )
4

2 2

1 2

0

 V y y dxπ= − =∫  

( )
4

2 2

0

16 (4 )  x x dxπ  − − − = ∫  

( )
4

2 2

0

16 16 8  x x x dxπ − − + − =∫  

128
64

3
π  − = 
 

64

3

π
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη 2 4y x= −  και από 

την ευθεία 2 4x y+ =  

( )
4

2 2

1 2

0

 V y y dxπ= − =∫  

( )
24

0

4
4  

2

x
x x dxπ

 − − − − =     
∫  

4 2

0

16 8
4  

4

x x
x dxπ

 + −
− − = 

 
∫  

4 2

0

16 4 16 8
 

4

x x x
dxπ

− − − +
=∫  

( )
4

2

0

4  
4

x x dx
π

− =∫  

4
3

2

0

2
4 3

x
x

π  
− = 

 
 

32 8

4 3 3

π π
− =  
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Εφαρµογή 121 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί την ευθεία  1y = , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη 2y x=  και από 

την ευθεία y x=   

Κάνω αλλαγή των αξόνων 
1

1

x a x

y yβ

= + 
 
= + 

, άρα 
1

11

x x

y y

= 
 
= + 

, αρχή του συστήµατος 

των αξόνων είναι το σηµείο ( )0,1Α  

Άρα, ( )
1

2 2

1 2 1

0

 V y y dxπ= − =∫  

( ) ( )
1

2 22

1 1 1

0

1 1  x x dxπ  − − − =  ∫  

( )
1

4 2 2

1 1 1 1 1

0

2 1 2 1  x x x x dxπ − + − + − =∫  

( )
1

4 2

1 1 1 1

0

3 2  x x x dxπ − + =∫  

1
5

3 21
1 1

0
5

x
x xπ

 
− + 

 
= 1

1 1
5

π  − + = 
  5

π
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, 

περί τον άξονα Ox , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη sinxy e x=  και από 

τον άξονα Ox  

2

0

 V y dx

π

π= =∫ 2 2

0

s  inxe x dx

π

π =∫  

( )2

0

1 cos 2

2
 x x

e dx

π

π
−

=∫  

2 2 2

0 0

 cos  
2 2

x xe dx e x dx

π ππ π
− =∫ ∫  

( ) ( )2 2

0 0

 c 2
2 4

os  x xe dx x d e

π ππ π
− =∫ ∫  

( ) ( ) ( )2 2

0 0

co s
4 4

 2x xe x d e

π ππ π
− =∫  

( ) ( )( ) ( )2 2 2

0

cos 2 sin 2 1
4 12 6

xe e x x e

π
π ππ π π
− + = −  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που σχηµατίζεται από την περιστροφή 

της καµπύλης 4 2 2 2 2 0x a x a y− + =  περί τον άξονα xΟ  
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Ο όγκος είναι  
2V y dx

β

α
π= ∫  Για να βρω τα άκρα της ολοκλήρωσης, θέτω 0y =  

οπότε ( ) ( ) ( )4 2 2 2 2 2 2

0

0 0 0y x a x x x a x x a x a x a

a

 
 

= ⇔ − = ⇔ − = ⇔ − + ⇔ =  
 − 

 

Άρα, ολοκληρώνω από 0  ως a  και διπλασιάζω ή από a−  ως a  και έχω τον ολικό 

όγκο.  Άρα,  
2 2 4 3 5 3

2

2 2

4
 

3 5 15

a

a
a

a a x x x x a
V dx a

a a

π π
π

−
−

 −
= = − = 

 
∫  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη xy xe=  και από τις 

ευθείες 0y =  και 1x =  

( )
1

2 2

0

 xV x e dxπ= =∫ ( )
1

2 2

0

 
2

xx d e
π

=∫  

( )
1

2 2 2

0

2  
2

x xx e e x dx
π  

− = 
 

∫  

( )
1

2 2 2

0

 
2

x xx e x d e
π  

− = 
 

∫  

1

2 2 2 2

0

1

2 2

x x xx e xe e
π  − + = 
 

( )2 1
4

e
π

−  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 2 9y x=  και από την 

ευθεία 3y x=  

Ο ζητούµενος όγκος, ισούται µε τον όγκο του στερεού σώµατος πού γράφει η 

καµπύλη 2 9y x=  µείον τον όγκο του στερεού σώµατος που γράφει η ευθεία 3y x=  

( ) ( )
1 1

2

0 0

9  9  V x dx x dxπ π= − =∫ ∫  

1 1

0

32

0

9
3

2
x x
π

π− =  

9 3
3

2 2

π π
π− =  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την έλλειψη 
2 2

1
16 9

x y
+ =  
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4

2

4

 V y dxπ
−

= =∫ ( )
1

1

4

6
216  x dxπ

−

− =∫   

4
3

4

8
16

16 3

x
x

π

−

 
− = 

 
48π  
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη ( )cos 2y x=  και από τις 

ευθείες 0y = , 
4

x
π
= , 

3

4
x
π

=  

( )
4

4

3

2cos 2  V x dx

π

π

π= =∫  

( ) ( )

3

4
2

4

cos 2  2
2

x d x

π

π

π
=∫  

( ) ( )
3

4

4

cos 2 sin 2

2 2

x x
x

π

π

π ⋅ 
+ 

 
=  

3

2 4 4

π π π − = 
 

2

4

π
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Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη
2 2 2 0x y ax+ − =    

2

2

0

 

a

V y dxπ= =∫  

( )
2

2

0

2  

a

ax x dxπ − =∫
2

3
2

0
3

a

x
axπ
 

− = 
 

 

3
3 8

4
3

a
aπ

 
− = 

 

34

3
aπ  

 

7.2.4 Μήκος τόξου καµπύλης 

Το µήκος ενός τµήµατος µίας καµπύλης γραµµής στο επίπεδο, ονοµάζεται 

πολλές φορές µήκος τόξου της καµπύλης. Υποθέτω ότι το µήκος αυτό υπάρχει και θα 

προσπαθήσω να το εκφράσω µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος. Σε πρώτη φάση 

περιορίζοµαι σε καµπύλες που είναι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. 

Γενικότερες καµπύλες θα θεωρήσω αργότερα. Θεωρώ µία καµπύλη γραµµή που είναι 

γραφική παράσταση της συνάρτησης  ( )y f x=  από x a=  ως x b= , όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήµα.  
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Η καµπύλη αυτή µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από απειροστά τµήµατα. 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα έχω ότι το µήκος d s  κάθε απειροστού τµήµατος είναι  

2 2
ds dx dy= +  

Είναι ( ) ( )dy
f x dy f x dx

dx
′ ′= ⇒ =   άρα  ( )( ) ( )( )2 22 2 1ds dx f x dx f x dx′ ′= + = +  

Άρα, για να βρω το µήκος της καµπύλης πρέπει να υπολογίσω το ολοκλήρωµα  

( )( )21  

b b

a a

ds f x dx′= +∫ ∫  

Το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής η οποία ορίζεται από 

παραµετρικές εξισώσεις, δίνεται από το ολοκλήρωµα  2 2 2dx dy dz

β

α

= + +∫ℓ   

Αν τα , ,x y z  είναι συναρτήσεις του t , δηλαδή αν είναι 

( ) ( ) ( ),  ,  x x t y y t z z t= = = , τότε ο γενικός τύπος (1)  γίνεται 

2 2 2

 
dx dy dz

dt
dt dt dt

β

α

     = + +     
     ∫ℓ , δηλαδή, ο τύπος είναι 

γενικός και ισχύει αν τα , ,x y z   είναι συναρτήσεις κάθε άλλης µεταβλητής. 

Π.χ. Αν ( ) ( ) ( ),  ,  x x y y z zω ω ω= = = , τότε ο τύπος του µήκους του τόξου της 

καµπύλης γραµµής λαµβάνει τη µορφή 

2 2 2

  
dx dy dz

d
d d d

β

α

ω
ω ω ω

     = + +     
     ∫ℓ  

     � Αν η καµπύλη είναι επίπεδη, δηλαδή αν 0z =  (ή κάποια από τις τρείς 

µεταβλητές είναι µηδέν), τότε  το µήκος του τόξου της επίπεδης καµπύλης γραµµής 

δίνεται από τον τύπο  ( )
2

β β β 22 2

α α α
1   1  

dy
dx dy dx y dx

dx

  ′+ = + =


= + 
∫ ∫ ∫ℓ  

     � Αν η ολοκλήρωση γίνεται ως προς τον άξονα xx ′ , τότε το µήκος του τόξου της 

καµπύλης γραµµής δίνεται από τον τύπο ( )
2

β β 2

α α
1  ' 1  

dx
dy x dy

dy

 
= + = + 

 
∫ ∫ℓ  

εφόσον η ολοκλήρωση γίνεται ως προς τον άξονα yy ′  

 

7.2.4.1 Εύρεση των ορίων ολοκλήρωσης 

� Συνήθως δίνονται. 

� Αν θέλω να υπολογίσω το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής µεταξύ 

δύο διαδοχικών σηµείων τοµής αυτής µε τον άξονα xx ′ , θέτω στην εξίσωση της 

καµπύλης 0y =  και λαµβάνω ως όρια τις µεταβολές του x  

2 2 2dx dy dz

β

α

= + +∫ℓ
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� Αν θέλω να υπολογίσω το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής µεταξύ 

δύο διαδοχικών σηµείων τοµής της καµπύλης µε τον άξονα yy ′ , θέτω στην εξίσωση 

της καµπύλης 0x =  και λαµβάνω ως όρια τις µεταβολές του y 

 

7.2.4.2 Μήκος του τόξου καµπύλης σε πολικές συντεταγµένες 

Το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής, της οποίας η εξίσωση δίνεται σε 

πολικές συντεταγµένες, λαµβάνεται από τον τύπο 
2

1

2

2 dp
p d

d

θ

θ

θ
θ

 = +  
 ∫ℓ  ή από τον 

τύπο
2

1

2

2 1 

p

p

d
p dp

dp

θ 
= + 

 
∫ℓ , όπου 1 2,θ θ  οι µεταβολές της πολικής γωνίας και  

1 2,ρ ρ  οι µεταβολές της πολικής ακτίνας. 

 

Μήκος κυκλοειδούς καµπύλης 

Οι παραµετρικές εξισώσεις της κυκλοειδούς καµπύλης είναι: 

( ) ( ),   1x yα ω ηµω α συνω= − = −  Κυκλοειδής είναι η καµπύλη την οποία γράφει 

ένα σηµείο µίας περιφέρειας κύκλου όταν ο οποίος κυλιέται πάνω σε µια ευθεία 

γραµµή. Αν αυτή η ευθεία γραµµή ληφθεί ως άξονας xx′ , τότε θέλω να βρω το µήκος 

µεταξύ των διαδοχικών σηµείων τοµής της καµπύλης µε τον άξονα xx′ . Για να βρω 

τα άκρα ολοκλήρωσης  θέτω 0y =  άρα ( )1 0 ή συνω=1a συνω− =  άρα 0ω =  ή 

2ω π=  

( )22 2 2 2 2

2 2

0 0

α 1 α   α 2 2  d d d

π π

συνω ω ηµ ω ω συνω ω= − + = − =∫ ∫ℓ  

2 2 2

0 0 0

2

0

2 1  2 2 4 2  4
2 2 2 2

d d d

ππ π πω ω ω ω
α συνω ω α ηµ ω α ηµ ασυν

        − = = =                
=∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )4 4 0 4α 1 4α 8αασυνπ ασυν− − − = − − − − =  
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Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 
3

2   y x= από 0x =  ως 

5x =  

Είναι 
3

'
2

x
y =  άρα, το µήκος του τόξου της καµπύλης είναι ( )2 

1
a

y dx

β

′= +∫ℓ  

δηλαδή 



114 

 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 
 

0
3

2

1 15 5 52 2

0 0 0

5

9
1

9 9 4 9 9 4 4
1   1  1  d 1

34 4 9 4 4 9

2

x

x dx x dx x x

  +          = + = + = + + =            
 
 

∫ ∫ ∫ℓ  

3 3
32 2 

3

8 9 8 49 8 7 8 343 8 335
1 5 1 1 1

27 4 27 4 27 2 27 8 27

      −     = + − = − = − = =                      
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Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 
3

23 1 x y= −  από 0y =   ως 

4y =  Είναι 
9

2

y
x′ = . Το µήκος της καµπύλης είναι 

( )

4
3

2

14 4 2
2

0 0

0

81
1

81 4 81 81 4 4
1  1  1 1

34 81 4 4 81

2

y

x dy y dy y d y

β

α

  +        ′= + = + = + + =        
 
 

∫ ∫ ∫ℓ

( )
3

28 81 8
4 1 1 82 82 1

243 4 243

  = + − = −  
   
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Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 424 48xy x= +  από 2x =   

ως 4x =  

Λύνω ως προς y  και έχω  
4 4

2

2 2

48 1 16 1 16
,   '

24 8 8

x x
y y x

x x x

 + − = = − =   
   

 

Το µήκος του τόξου της καµπύλης είναι ( )2 
1

a

y dx

β

′= +∫ℓ  

 

24 4 44 4 8 4 8 4

2 4 2

2 2 2

1 16 64 32 256 32 256
1    

64 64 8

x x x x x x
dx dx dx

x x x

 − + − + + +
= + = = 

 
∫ ∫ ∫  

 

( )244 4 4 4 44
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

16 16 1 16 1
   2

8 8 8 8

x x
dx dx x dx x dx x dx

x x x

−
+ +  = = = + = + 

 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
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Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 

4

2

1

8 4

x
y

x
= +  από 1x =    

ως 4x =   

4
3 3 3

2

2 4 2 2 2 8 1 1 16 3 2 6 17
1

24 24 4 24 2 3 2 3 6 6

x

x

    − − +
= − =
 
 


− − − = − − + = =  
   


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Είναι 

6

3

1

2

x
y

x

−
′ =  Το µήκος του τόξου της καµπύλης είναι ( )2 1 y dx

β

α

′= +∫ℓ

( )4 4

1 1

2
6 6 12 6

6 6

1 4 2
 1    

4 4

x x x x
dx dx

x x

+ −
= + =

−
=∫ ∫  

( )26
12

3

4

1

3

4

1

6 12 1
    

2 2

xx x
dx dx

x x

++ +
= =∫ ∫  

64

1

3

1
  

2

x
dx

x

+
=∫  

3

3

4

1

1 1
  

2
x dx

x

 + = 
 ∫  

3 3

4 4

1 1

1 1
  

2 2
x dx x dx−+∫ ∫

4
4 2

1

1 1

2 2 2 2

x x− 
+ − 

= 

4

1

2

4

1

48 x

x 
− = 

 
 

4

2

4 1 1 1

8 4·4 8 4

   − − − =  
  

 

 

256 1 1 1 2048 1 8 16 2055

8 64 8 4 64 64

− − +
− − + = =  
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Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 2 3,x t y t= =  από 0t =  ως 

4t =   

Η καµπύλη δίνεται σε παραµετρικές εξισώσεις. Το µήκος της είναι 

( ) ( )
2 2

2 2 
  ή  

dx dy
dx dy dt

dt dt

β β

α α

   = + = +   
   ∫ ∫ℓ ℓ   

Βρίσκω τις παραγώγους 2 22 · 2 ,  3 ·   3
dx dy

dx t dt t dy t dt t
dt dt

= ⇒ = = ⇒ =   

Αντικαθιστώ και έχω: 
4 4 4 4

0 0 0 0

1 1
2 2

2 4 2 2 2 2 29 9 4 9 9
 4 9   2 1   1 t   1 1

4 4 9 4 4
t t dt t t dt dt t d t

     = + = + = + = + + =     
     ∫ ∫ ∫ ∫ℓ

( )

4
3

2
2 4

3
2

2

0

0

9
4 1

8 9 84
1 37 37 1

9 3 27 4 27

2

t

t

 +      = + = −  ⋅  

 
 
 
 
 
 



 

 
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Εφαρµογή 134 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής ,  1x yω ηµω συνω= − = −  

από 0ω =   ως 2ω π=   

Η καµπύλη δίνεται σε παραµετρικές εξισώσεις. Το µήκος της είναι 2 2 dx dy

β

α

+= ∫ℓ   

ή και 

2 2
dx dy

d
d d

β

α

ω
ω ω

   = +   
   ∫ℓ  Βρίσκω τις παραγώγους   

( )1 1  
dx

dx d
d

συνω ω συνω
ω

= − ⇒ = −  

·   
dy

dy d
d

ηµω ω ηµω
ω

= ⇒ =            Αντικαθιστώ και έχω 

( )
2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 ω 1 ω 2 ω d d d

π π

συνω ω ηµ ω συν συνω ηµ ω= − + = + − +∫ ∫ℓ  

2 2 2 2

2

0 0 0 0

ω ω ω
2 2  2 1  2 2  4  

2 2 2
d d d d

π π π π

συνω ω συνω ω ηµ ω ηµ     = − = − = =     
     ∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )
2π

0

ω
4 0 4 1 1 84

2
συν συνπ συν − = − − − = + =     

 
 
 

 

 

Εφαρµογή 135 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 
2 2 2

3 3 3x y α+ =  (κλειστή 

καµπύλη). Το µήκος δίνεται από τον τύπο ( )21 y dx

β

α

′= +∫ℓ      

      Είναι 

1
3

1
3x

y
y
−

′ = . Τα όρια ολοκλήρωσης του x  είναι από 0 έως a  και θα βρω το 

1

4
 του µήκους  

2
1 2 2 2 2

3 3 3 3 3

1 2 2 2
3 3 3

0 0 0 0
3

1 1  
y y x y a

dx dx
x x x x

dx dx

α α α α  +
 = + = + = =
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ℓ  

1 2
33 31 2

333 33 3
1

3

0

0 0

3 3 3
·

2 2 2 2

3

a ax
dx a x dx a a a a

x

α α

α

−

 
 
 
 
 

= = = = = =∫ ∫   

Άρα  ολικό

3
4 6

2
a a= =ℓ   
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Εφαρµογή 136 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής ( ) x α συνω ωηµω= +  από 

10 ως ω ω ω= =   

Είναι ( )y α ηµω ωσυνω= −  Το µήκος του τόξου της καµπύλης είναι 

( ) ( )2 2
dx dy dx

β

α

= +∫ℓ  µε  

� ( )α · ·dx d dηµω ηµω ωσυνω ω αωσυνω ω= − + + =  

� ( )α ·dy d dσυνω συνω ωηµω ω αωηµω ω== − +  

11 1
ω

2
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

ω
α ω ω α ω ω  α

2
d d d

ω ω

συν ω ηµ ω αω ω
 
= =


+ = 


∫ ∫ℓ Άρα, 

2

1αω

2
=ℓ  

 

Εφαρµογή 137 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 
2 1

ln
4 2

x
y x= −  από 1x =  

ως 2x =  Είναι 

21 1

2 2 2

x x
y

x x

−
′ = − = . Το µήκος του τόξου της καµπύλης είναι 

( )
( )22 2 22 2 22

2

2

1 1 1

4 11
1 1

2 4

x
y dx dx dx

x x

xx + − −
′= + = + = 

 
∫ ∫ ∫ℓ  

2 2 2 22 4 2 4 2 2

2

1 1 1 1

4 2 1 2 1 1 1 1

4 2 2 2

x x x x x x
dx dx dx x dx

x x x x

+ − + + + +  = = = = + 
 ∫ ∫ ∫ ∫  

2
2

1

1 1 1 1 3
ln 2 ln 2 ln1 ln 2

2 2 2 2 2 2

x
x

     = + = + − − = +    
    

 

 

Εφαρµογή 138 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής
4

2

1
 

2 16

y
x

y
= +  από 1y =  ως 

2y = Είναι 
3

3

1
2

8
x y

y
′ = −  

( )
2 2 2

1 1 1

2

2 3 6

3 6

1 1 1
1 1 2 1 4

8 64 2
x dy y dy y dy

y y

 
′= + = + − = + + − = 

 
∫ ∫ ∫ℓ  

 

2 2 2 2 2

1

2

6 3 3 3 3

6 3 3

1 1 1 1

1 1 1 1 1
4  2 2 2

64 2 8 8 8
y dy y dy y dy y dy y dy

y y y

−   
+ + = + = + = + =   

   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 24 2 4

2

11

2 1 1 16 1 1 1 1 1 1 483
8

4 8 2 2 16 2 64 2 16 64 2 16 64

y y y

y

−    + = − = − − − = − − + =  
 
 


−    
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Εφαρµογή 139 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 2 3 , 2 9x y xy z= =  από 0x =  

ως x a=   

Επειδή δίνονται οι µεταβλητές των x  θα θεωρήσω τα ,y z  συναρτήσεις του x  Είναι  
2 32

,  
3 27

x x
y z= = άρα 

22 2
 ,  

3 9

x x
y z′ ′= =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

0 0 0

2 2 2
1 1

a a a
dy dz

dx dy dz dx y z dx
dx dx

    ′ ′= + + = + + = + + =   
   ∫ ∫ ∫ℓ  

( )
2 4

2
2 4

0

2

0 0

4 4 1 1
1  81 36 4  9 2  

9 81 9 9

a a a
x x

dx x x dx x dx+ + = + + = + =∫ ∫ ∫  

( )
0

3 3
2

0

1 1 2 1 2
9 2  9

9 9 3 9 3

a a

x a
x dx x a

   
= + = + = +  

   
∫  

 

Εφαρµογή 140 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής ( )1p α συνθ= −  από 0θ =  ως 

2θ π=  

Είναι 
2

1

2

2 dp
p d

d

θ

θ

θ
θ

 = +  
 ∫ℓ  

και  ,  
d

d
d

p
p dα

θ
ηµθ θ αηµθ= =  

( )22 2

2

0

2α 1 α θ  d

π

συνθ ηµ θ= − + =∫ℓ  

2 2

2 2 2

0 0 0

α 1 2 θ θ  α 2 2  α 2 1  d d d

π π π

συνθ συν ηµ θ συνθ θ συνθ θ− + + = − = −∫ ∫ ∫  

2 2

0 0

2π

2

0

θ θ θ
α 2 2  2α 4 8α

2 2 2
d d

π π

ηµ θ ηµ θ ασυν = = = − =  ∫ ∫  

 

Εφαρµογή 141 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 3 5p e θ +=  από 0θ =  ως 
4

π
θ = . 

Είναι 3 5 3 53  3
dp

dp e d e
d

θ θθ
θ

+ += ⇒ =  

( )
/4 /4 /4

0 0

4
6 10 6 10 3 5 3 5 3 5

0 0

10 10
9 10  3 5

3 3
d e e d e d e d e

π
θ

π
π

θ θ θ θ
π

θ θ θ+ + + + += + = =
 
 


+ =


∫ ∫ ∫ℓ  

3 3
5

5 54 4
10 10

1
3 3

e e e e
π π
+   

= − = −   
   
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Εφαρµογή 142 

Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 2p ασυνθ=  από 
2

π
θ = −  ως 

2

π
θ =   

Είναι 2  2
dp

dp d
d

αηµθ θ αηµθ
θ

= − ⇒ = −   

2

2

2

/

/2

2 24 4   d

π

π

α συν θ α ηµ θ θ
−

= + =∫ℓ  

[ ]
/

/

2

2

2

2

2 2 2 2
2 2

d
π

π

π

π

π π
α θ αθ α πα

−
−

  = = − − =    
∫ . Αν ήθελα µπορούσα να  ολοκληρώσω 

από 0 ως 
2

π
 και να διπλασιάσω το µήκος του τόξου της καµπύλης που θα βρω. 

 

Εφαρµογή 143 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 3

3
p

θ
αηµ=  από 0θ =  ως 

3

2

π
θ =   

Είναι  2 1
3  

3 3 3
dp a d

θ θ
ηµ συν θ   =    
   

 

Άρα 2

3 3

dp
a

d

θ θ
ηµ συν

θ
   =    
   

 

 

2 6 2 4 2

3 /2 3 /2

0 0

2 
3 3 3

 
3

d d

π πθ θ θ θ
α ηµ α ηµ συν θ α ηµ θ       = + =       

       ∫ ∫ℓ  

( )

3

2

2

/

0

3 2

0

·
33 3 33 3 3 3 0

3 3 2 2 4 4
d

π

π
θ θ θηµ συν

θ θ π πα
α ηµ α α α

    −             = = + = − =      
      

  

∫  

Για να βρω το ολικό µήκος, διπλασιάζω, δηλαδή ολικό

3

2

πα
=ℓ  

 

Εφαρµογή 144 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης γραµµής 2p αηµθ=   

Είναι 2  2
dp

dp d
d

ασυνθ θ ασυνθ
θ

= ⇒ =  

 
2

2 2 2 2 2

ολ

0

ι

0

κό 4 4  
d

d d
d

π πρ
ρ θ α ηµ θ α συν θ θ

θ
 = + = + 
 ∫ ∫ℓ  

 

[ ]
0

0
2 2 2d

π
π

α θ αθ απ= = =∫  
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Εφαρµογή 145 

Εύρεση µήκους του τόξου της καµπύλης 2 ·p α συνθ= −  

Η καµπύλη είναι κύκλος που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει το κέντρο της 

στον αρνητικό ηµιάξονα άξονα xx′  άρα έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα xx′  

Είναι 2  2
d

d dp
d

p
αηµθ θ αηµθ

θ
⇒= =  

3 /2 3 /2

2 2 2 2

/2 /2

4 4 2a d

π π

π π

α συν θ α ηµ θ θ= + =∫ ∫ℓ

[ ]3 /2

/2

2 3 2
2 2

2 2
a

π

π

α π απ
θ απ= = − =  

 

7.3 Τα ολοκληρώµατα στη φυσική 

Εφαρµογή 146 (Έργο ιδανικού ελατηρίου) 

Σε ιδανικό ελατήριο ασκείται δύναµη, ώστε να το επιµηκύνει κατά x . Η 

αντίσταση του ελατηρίου είναι µία δύναµη µέτρου F  ανάλογου της επιµήκυνσης 

(νόµος Hooke) δηλαδή F k x= ⋅ όπου k  η σταθερά του ελατηρίου. Η διεύθυνση της 

F  είναι η διεύθυνση της κίνησης, άρα για το έργο της F  και την αποµάκρυνση από 

τη θέση x a=  ως τη θέση  x β=  είναι  ( )
2 2 2

 
2 2

a a

x
W k x dx k k

ββ β α  −
= ⋅ = = 

 
∫  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 147 (Έργο ιδανικού ελατηρίου) 

Η επιµήκυνση του µήκους 10 cmελατηρίου, είναι ανάλογη µε τη δύναµη F  

που του ασκείται. Ποιο είναι το έργο W  της 25 F Kp= , όταν το ελατήριο 

επιµηκύνεται, κατά το 1
5

 του αρχικού του µήκους;   

Είναι  ( )F x kx= , k =σταθερά και 
1 2

10 2  
5 100

x cm m= = =  άρα, 

 
2

25 1.250
100

F k x k k= ⋅ ⇔ = ⇔ =   άρα, 

0,020,02 2

0 0

1250 1250 0,5
2

x
W xdx KPm

 
= = = 

 
∫  

 

Εφαρµογή 148 (Έργο δύναµης ηλεκτροστατικού πεδίου) 

Ποιο έργο παράγεται από τη δύναµη F  µε την οποία ηλεκτρικό φορτίο 1q  

απωθεί άλλο 2q  από τη θέση 1Α  που απέχει από το 1q  απόσταση R1 στη θέση 2Α  

που απέχει απόσταση 2R  από το 1q , αν το 1q  είναι τοποθετηµένο στην αρχή του 

συστήµατος των αξόνων; 

Είναι 1 2

2

q q
F K

R
= i ,  
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άρα 
22 2

1 1 1

1 2
1 2 1 22

1 2

1 1 1
RR R

RR R

Kq q
W FdR Kq q Kq q

R R R R

  = = = − = −     
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 149 (Εύρεση κέντρου βάρους)   

Εύρεση κέντρου βάρους του επιπέδου χωρίου που περιορίζεται από την καµπύλη 
2y x= , από την ευθεία 2x =  και από τον xx′  άξονα  

Η καµπύλη διέρχεται από την αρχή των αξόνων.  

Έτσι,  

22 3
2

0 0

8

3 3

x
E x dx

 
= = = 

 
∫     

22 5
2 2

0 0

1 1 16
( )

2 2 5 5
x

x
M x dx

 
= = = 

 
∫     

22 4
2

0 0

4
4

y

x
M x x dx

 
= ⋅ = = 

 
∫    

Είναι 

16

65
8 5

3

Υ = =  , 
4 3

8 2

3

Χ = =  άρα 
3 6

,
2 5

 Κ  
 

 

 

Εφαρµογή 150 (Εύρεση κέντρου βάρους)   

Εύρεση κέντρου βάρους του επιπέδου χωρίου που περιορίζεται από την 

καµπύλη 29y x= −  και από τις ευθείες 0x = , 0y =  (1ο τεταρτηµόριο) 

Η καµπύλη τέµνει τους άξονες Ox , Oy  στα σηµεία (3, 0) και (0, 9) αντίστοιχα. Έτσι, 

( )
33 3

2

0 0

54
9 9 18

3 3

x
x dx x

 
Ε = − = − = = 

 
∫   

( )
3

2
2

0

1 324
9

2 5
x

M x dx= − =∫    

( )
3

2

0

81
9

4
y

M x x dx= − =∫   

Τότε 

81
94

18 8
X = =  , 

324

185

18 5
Y = =   άρα 

9 18
,

8 5
K
 
 
 

 

 

Εφαρµογή 151 (Εύρεση κέντρου βάρους)   

Εύρεση κέντρου βάρους του επιπέδου χωρίου που ορίζεται από τις καµπύλες 
2y x=  και y x=  

Τα σηµεία που τέµνονται οι καµπύλες 

είναι ( )1,1Α  και ( )0,0Ο . Τότε 

1

2

0

1
( )

6
x x dxΕ = − =∫     
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( )
1

2

0

1
 

12
yM x x x dx= − =∫  

1

2 2

0

1 1
( )( )

2 15
x

M x x x x dx= + − =∫  

Είναι 
2

5
y = , 

1

2
x =  άρα 

1 2
,

2 5
K
 
 
 

   

 

Εφαρµογή 152 (Εύρεση κέντρου βάρους)   

Εύρεση κέντρου βάρους του επιπέδου χωρίου που ορίζεται από τις καµπύλες 
2x y=  και 2 27x y= −  

Τα σηµεία τοµής των καµπυλών είναι  ( )9, 3− και ( )0,0Ο , οι δε καµπύλες γράφονται 

y x= −  και 
2

27

x
y = − , άρα 

 

9 92 2

0 0

( ) 9
27 27

x x
x dx x dx

   
Ε = − − − = − + =   

   
∫ ∫  

9 2

0

1 243

2 27 27 20
x

x x
M x x dx

  − = − + − − =  
  

∫  

9 9 32 2

2

0 0

729

27 27 20
y

x x
M x x dx x dx

  
= − + = − + =  
   
∫ ∫   

Είναι  

243

2720

9 20
Y

−

= = − , 

729

8120

9 20
X = =    

Άρα, το κέντρο βάρους είναι 
81 27

,
20 20

K
− 

 
 

  

 

Εφαρµογή 153 (Εύρεση κέντρου βάρους)   

Εύρεση κέντρου βάρους ( ,0)K X  του στερεού σώµατος που παράγεται από 

την περιστροφή περί άξονα xx′ , του επίπεδου χωρίου που σχηµατίζεται από την 

καµπύλη 24y x= −  και από τις ευθείες 0x = , 0y =   

Η καµπύλη τέµνει τους άξονες στα σηµεία ( )2,0  και ( )0,4 . Τότε  

[ ]
22 2

2 2

0 0

256
( ) (4 )

15
V f x dx x dx

π
π π= = − =∫ ∫  

2 2

2 2 2

0 0

32
[ ( )] (4 )

3
yz

M x f x dx x x dx
π

π π= = − =∫ ∫   άρα, 

32
52

256 8

15

X

π

π
= =   άρα 

5
,0

8

 Κ  
 
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Εφαρµογή 154 (Εύρεση κέντρου βάρους)   

Εύρεση του κέντρου βάρους (0, )yΚ του στερεού του προηγούµενου 

προβλήµατος, αν η περιστροφή γίνει γύρω από τον άξονα yy′  

Είναι  αντίστοιχα 
2 2

2

0 0

2 ( ) 2 (4 ) 8V xf x dx x x dxπ π π= = − =∫ ∫   

2

2 2

0

32
(4 )

3
xz

M x x dx
π

π= − =∫    

32

43

8 3
Y

π

π
= =   άρα ( ) 4

0, 0,
3

K y K
 =  
 

  

 

Εφαρµογή 155 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση της ροπής αδρανείας ως προς τον άξονα yy′ ,  του επίπεδου χωρίου 

που ορίζεται από την παραβολή 24y x= −  και από τον άξονα xx ′  

Η παραβολή, τέµνει τον άξονα xx ′  στα σηµεία ( )2,0− , ( )2,0  και  είναι    

22 2 3 5
2 2 2 4

2 0 0

4 128
(4 ) 2 (4 ) 2

3 5 15
y

x x
x x dx x x dx

−

 
Ι = − = − = − = 

 
∫ ∫    

 

 

 

 

 

 

 

Επειδή 

22 3
2

2 2

32
(4 ) 4

3 3

x
x dx x

− −

 
Ε = − = − = 

 
∫    για την ακτίνα της ροπής αδρανείας από 

τον  
2

y E RΙ = ⋅  προκύπτει ότι  2128 32

15 3
R=  άρα, 

2 5

5
R =   

 

Εφαρµογή 156 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση της ροπής αδρανείας, ως προς τον άξονα yy′  , του επιπέδου χωρίου 

που ορίζεται από την καµπύλη 2 4y x=  και από την ευθεία 4x =  

 

 

Για το µισό του χωρίου, που βρίσκεται πάνω από τον άξονα xx ′ ,  είναι
4 4 3

3 2
1

0 0

1 1
(4 )

4 4
y y dx x dxΙ = =∫ ∫   

Άρα, η ροπή αδρανείας όλου του επιπέδου χωρίου είναι  
44 3 3 5

2 2 2

0 0

1 1 2 256
2 (4 ) 4

4 2 5 5
y x dx x

 
Ι = ⋅ = = 

 
∫    
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Το εµβαδό του χωρίου, είναι  

44 4 1 1 3

2 2 2

0 0 0

2 64
2 ( ) 2 (4 ) 2 4

3 3
f x dx x dx x

 
Ε = = = ⋅ = 

 
∫ ∫  

Άρα, 2

256

125
64 5

3

xR
E

Ι
= = =    

δηλαδή, 
2 15

5
R =  

 

Εφαρµογή 157 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση  της ροπής αδρανείας περί τον άξονα xx ′ , του στερεού σώµατος που 

παράγεται από την περιστροφή του επίπεδου χωρίου που περιέχεται στο 1ο 

τεταρτηµόριο και ορίζεται από τις γραµµές 2 4y x= , 0y = , 3x =  αν αυτό 

περιστραφεί περί τον άξονα xx ′  

Είναι  

33 3 3
4 2

0 0 0

[ ( )] (4 ) 8 72
2 2 3

x

x
f x dx x dx

π π
π π
 

Ι = = = = 
 

∫ ∫  

Ο όγκος του στερεού που παράγεται είναι  

23 2

0 0

4 4 18
2

x
V xdxπ π π

 
= = = 

 
∫   

Για την ακτίνα της ροπής είναι 2 72
4

18

xI
R

V

π
π

= = =  άρα,  R=2 

 

Εφαρµογή 158 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση  της ροπής αδρανείας, ως προς τον άξονα yy′ , του στερεού σώµατος 

που παράγεται από την περιστροφή του επιπέδου χωρίου του προηγούµενου  

παραδείγµατος.  

Είναι  

33 3 31 7 9

3 3 2 2 2

0 0 0 0

2
2 ( ) 4 4 4 72 3

9
y x f x dx x x dx x dx xπ π π π π

 
Ι = = = = = 

 
∫ ∫ ∫  

 

Εφαρµογή 159 (Εύρεση κέντρου βάρους, στατικής ροπής και ροπής αδρανείας) 

Εύρεση του κέντρου βάρους του  1ου τεταρτηµόριου, του τόξου του κύκλου 
2 2 9x y+ =  

Είναι ( )
dy x

f x
dx y

′ = = − ,  

2
2

2 2

9
1 [ ( )] 1

x
f x

y y
′+ = + = ,  

29y x= −   

Από 

2

2

1 [ ( )]

1 [ ( )]

x f x dx

x

f x dx

β

α
β

α

′+

=

′+

∫

∫
 και 

2

2

( ) 1 [ ( )]

1 [ ( )]

f x f x dx

y

f x dx

β

α
β

α

′+

=

′+

∫

∫
 προκύπτουν  

3 3

2 32
0 0 0

3 3
3

0
2

0 0

3
3

[ 9 ] 69

3 [ ]3
39

x
x dx dx

y xx
x

xdx
dx

y x

πτοξηµ

− −−= = = =

−

∫ ∫

∫ ∫
   και  
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3

0

3

6

3
2

y dx
y

y
π π

= =
⋅

∫
  

Άρα, 
6 6

( , ) ,K x y K
π π
 =  
 

  

Οι ροπές του τεταρτηµόριου ως προς τους άξονες xx ′ , yy′ από 

2( ) 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Μ = +∫  και 
21 [ ( )]y x f x dx

β

α

′Μ = +∫  είναι 

3 3

2

2
0 0

3
9 3 9

9
x x dx dx

x
Μ = − = =

−
∫ ∫ ,  

( )
33 3 1

2 2

2
0 0 0

3
3 3 9 9

9
y

x
x dx dx x

y x

 
Μ = = = − − = 

−  
∫ ∫   

Για τις  ροπές αδρανείας από 
2 2[ ( )] 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Ι = +∫  και  

2 21 [ ( )]y x f x dx

β

α

′Ι = +∫  προκύπτουν  

3 3

2 2

2
0 0

3 27
(9 ) 3 9

49
x x dx x dx

x

π
Ι = − = − =

−
∫ ∫  

3 3 2
2

2 2
0 0

3 27
3

49 9
y

x
x dx dx

x x

π
Ι = = =

− −
∫ ∫  

Εφαρµογή 160 (Εύρεση κέντρου βάρους σε πολικές συντεταγµένες) 

Εύρεση του κέντρου βάρους, ενός κυκλικού τόξου ακτίνας 3R =  και 

επίκεντρης γωνίας 2θ  

 

 

 

 

 

 

Παίρνω τόξο όπως στο σχήµα και το κέντρο βάρους του είναι ( , 0 )x  

Η εξίσωση της περιφερείας του κύκλου που ανήκει το τόξο, είναι 2 2 9x y+ =  άρα 

dx y

dy x

−
=  Είναι 

2

1
dx

dS
dy

 
= +  

 

3
dy dy

x
=  Το y  µεταβάλλεται από 0 µέχρι 3ηµθ  

διότι το x του τόξου ταυτίζεται µε το x  του άνω του µισού. Έτσι, 
3

3

0 0

3

3[ ] 3

3 3

x dy
x y

ηµθ

ηµθ ηµθ
θ θ θ

Χ = = =
∫

  

0y =  (το τόξο που έχει γωνία θ  σε ακτίνα, έχει µήκος S R θ= ⋅ ) 
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Εφαρµογή 161 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση  της ροπής αδρανείας της υποκυκλοειδόυς καµπύλης 3x R tηµ= ⋅ , 
3y R tσυν= ⋅ , ως προς τον άξονα xx ′   

Από  
2 2[ ( )] 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Ι = +∫  προκύπτει ότι 
2 2 2( ) ( )x y dx dy

β

α

Ι = +∫  και  

23  
dx

R t t dt
dt

ηµ συν= ⋅ ⋅ ,   23  
dy

R t t dt
dt

συν ηµ= − ⋅ ⋅   

Η xI  είναι τετραπλάσια της ροπής του 1ου  τεταρτηµόριου, λόγω συµµετρίας. Άρα, 

( )
2 2 2

2 2 2 2 6 3 7 3

0 0 0

3
4 ( ) ( ) 4 3  12

2
x y dx dy R t R t t dt R t d t R

π π π

συν ηµ συν συν συνΙ = + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ =∫ ∫ ∫  

Άρα, 33

2
x RΙ =  

 

Εφαρµογή 162 (Εύρεση κέντρου βάρους) 

Εύρεση  του κέντρου βάρους, της επιφάνειας που παράγεται από την 

περιστροφή της 4 3 8y x+ = , από 0 µέχρι 2, γύρω από τον άξονα xx ′  

Είναι 
8 3

4

x
y

−
= ,      

3
'( )

4

dy
f x

dx
= = − ,     2 5

1 [ '( )]
4

f x+ =   

Άρα, 

2

0

2

0

(8 3 )
4

5
(8 3 )

x x dx

x dx

−

Χ = =

−

∫

∫
, 0y =  άρα 

4
( , ) ,0

5
x y

 Κ = Κ  
 

 

 

Εφαρµογή 163 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση  της  ροπής αδρανείας, της επιφάνειας που παράγεται από την 

περιστροφή της ευθείας 2y x=  περί τον άξονα xx ′ , από 0 µέχρι 2 

Είναι ( ) 2
dy

f x
dx

′ = = , 
21 [ '( )] 5f x+ =  άρα, από 

3 22 [ ( )] 1 [ '( )]x f x f x dx

β

α

πΙ = +∫

προκύπτει  

22 4
3

0 0

2 (2 ) 5 16 5 64 5
4

x

x
x dxπ π π

 
Ι = = = 

 
∫  

 

Εφαρµογή 164 (Εύρεση δύναµης) 

Εύρεση   της δύναµης, που ασκείται στη µία όψη  της επιφάνειας που ορίζεται 

από τις γραµµές 0x = , 3y =  και 2 8 0x y+ − =  και είναι βυθισµένη σε υγρό ειδικού 

βάρους ε 
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Η 2 8 0x y+ − = τέµνεται µε την 3y =  στο σηµείο ( )2,3  ενώ τέµνει τον άξονα yy′  

στο σηµείο ( )0,4 . Από την 2 8 0x y+ − =  είναι 8 2x y= −  και ο ( )F yg y dy

β

α

ε= ∫  

δίνει  

44 4 3
2 2

3 3 3

2 10
(8 2 ) (8 2 ) 4

3 3

y
F y y dy y y dy yε ε ε ε

 
= − = − = − = 

 
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 165 (Εύρεση δύναµης) 

Ισοσκελές τραπέζιο µικρής βάσης 6  m , µεγάλης βάσης 14 m , ύψους 3  m   

είναι βυθισµένο κατακόρυφα µέσα σε υγρό, µε τη µικρή βάση προς τα κάτω, σε 

απόσταση από την ελεύθερη επιφάνεια σε σχέση µε τη µεγάλη βάση 2 m . Βρείτε την 

ολική δύναµη που του ασκείται, από το υγρό (δίνεται ειδικό βάρος υγρού ε).  

 

 

 

 

 

 

 

Θεωρώ άξονες όπως στο σχήµα. Η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (3, 5), 

(7, 2) έχει εξίσωση  
29 4

3 3

y
x = −  και από ( )F yg y dy

β

α

ε= ∫ για την ολική δύναµη, είναι 

55 5 2 2 3

2 2 2

29 4 29 4 29 4
2 2 2 99

3 3 3 3 6 9

y y y y
F y dy y dyε ε ε ε

    = − = − = − =    
     
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 166 (Εύρεση δύναµης) 

∆ίσκος, µορφής παραβολικού τµήµατος, βάσης 24 m , ύψους 9  m , είναι 

βυθισµένος σε υγρό ειδικού βάρους ε, έτσι ώστε η βάση του να είναι στο ίδιο επίπεδο 

µε την επιφάνεια του νερού. Ποια είναι η δύναµη που ασκείται στην πλευρά του 

δίσκου;  

Η παραβολή, έχει εξίσωση 2x ky= . Επειδή διέρχεται από το σηµείο (12, 9) ισχύει ότι 
212 9 16k k= ⋅ ⇒ =  άρα, 2 16x y=  Για την ολική δύναµη είναι 

99 9 1 3 3 5

2 2 2 2

0 0 0

2 2592
2 (9 )4 8 (9 ) 8 6

5 5
F y ydy y y dy y yε ε ε ε

 
= − = − = − = 

 
∫ ∫    
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Εφαρµογή 167 (Εύρεση στατικής ροπής και ροπής αδρανείας) 

Εύρεση της στατικής ροπής και της ροπής αδρανείας του ηµικυκλίου 

2 2y r x= − , [ , ]x r r∈ −  ως προς τον άξονα xx ′  

 Είναι 
21 ( )x y y΄ dx

β

α

Μ = +∫ 2 2

r

r

r x
−

= −∫
2

2 2
1

x

r x
+
−

22

r

r

dx r dx r
−

= =∫  

Είναι 
2 21 ( )xI y y΄ dx

β

α

= +∫ 2 2

r

r

r x
−

= −∫
2

2 2
1

x

r x
+
−

 

2 2 2 2

0

2

r r

r

dx r r x dx r r x dx
−

= − = −∫ ∫  (άρτια η συνάρτηση)  

Για να υπολογίσω το τελευταίο ολοκλήρωµα, θέτω sin cos  x r t dx r t dt= ⋅ ⇒ = ⋅  

Αν 0x =  τότε 0t =       Αν x r=  τότε 
2

t
π
=        

Άρα, 

/2

2 2 2

0

2 sin  xI r r r t dt

π

= − =∫  

cos  r t dt⋅ =  

( )
/2

3

0

1 cos 2  r t dt

π

+ =  ∫  

( )
/2 3

3

0

1
sin 2

2 2

r
r t t

π
π + =  

 

 

Εφαρµογή 168 (Εύρεση στατικής ροπής και ροπής αδρανείας) 

Εύρεση των στατικών ροπών και των ροπών αδρανείας, του τόξου του 1ου  

τεταρτηµόριου, της αστροειδούς µε εξισώσεις 
3cosx a t= ⋅ , 3siny a t= ⋅  

Λόγω συµµετρίας της καµπύλης ως προς τους άξονες, είναι Μχ=Μy και Ιχ=Ιy  

Στο 1ο τεταρτηµόριο, η παράµετρος t  ανήκει στο διάστηµα 0,
2

π 
  

 

Έχω 2 2 3 sin cos  t td x y a t t dt= + = ⋅ ⋅ℓ  Άρα, 

( )
/2/2 2

3 5 2

0 0

3 3
 sin 3 sin cos  sin

5 5
x y d t t t dt t

πβ π

α

α
α α α

 
Μ = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = = 

 
∫ ∫ℓ  και 

( )
/2/2

2 2 6 3 8 3

00

3 3
sin 3 sin cos  sin

8 8
x y d t t t dt t

πβ π

α

α α α α Ι = = ⋅ ⋅ ⋅ = =  ∫ ∫ℓ  

Άρα, 23

5
x y αΜ =Μ = , 33

8
x y αΙ = Ι =  
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Εφαρµογή 169 (Εύρεση µάζας) 

Εύρεση του κέντρου µάζας, του χωρίου που περικλείεται από την υπερβολή 

1xy = και από τις ευθείες 2x = , 4x =  

Οι συντεταγµένες,  είναι  

4

2
0 4

2

1

2

ln 21

x dx
x

x

dx
x

= =
∫

∫
 ,   

4

2

2
0 4

2

1

1

8ln 2
2

dx
x

y
dx

x

= =
∫

∫
  

 

Εφαρµογή 170 (Εύρεση έργου) 

Εύρεση του έργου του βάρους, κατά την εκτόξευση πυραύλου σε ύψος h  από 

την επιφάνεια της Γης. Το ζητούµενο έργο Α είναι αρνητικό, διότι το βάρος Β του 

πυραύλου σε κάθε σηµείο της τροχιάς του, έχει φορά αντίθετη από τη µετατόπιση. Η 

δύναµη έλξης του πυραύλου είναι B=G 
m m

x

Π Γ⋅  όπου mΠ, mΓ οι µάζες πυραύλου και 

Γης αντίστοιχα, x  η απόσταση του πυραύλου από κέντρο της Γης και G η σταθερά 

της παγκόσµιας έλξης. Έστω R  η ακτίνα της Γης. Είναι 

 
2 2

2
lim

R R R R

Gm m
W Bdx dx Gm m x dx Gm m x dx

x

β

β

+∞ +∞ +∞
− −Π Γ

Π Γ Π Γ →+∞

⋅
= − = − = − ⋅ = − ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫

2

1 1 1
lim lim

R

Gm m Gm m
Gm m Gm m

x R R R

β

β β β
Π Γ Π Γ

Π Γ Π Γ→+∞ →+∞

  ⋅ ⋅ = − ⋅ − = − ⋅ − + = − = −     
 

0R B R= − ⋅   Όπου Β0 το βάρος του πυραύλου στην επιφάνεια της Γης. 

 

Εφαρµογή 171 (Εύρεση µεταβολής της δυναµικής ενέργειας) 

Εύρεση της µεταβολής της δυναµικής ενέργειας ενός ηλεκτρονίου, όταν 

µεταπηδά από επιτρεπτή τροχιά ακτίνας 1r  σε άλλη επιτρεπτή 2r  σύµφωνα µε τις 

συνθήκες του Bohr. 

Η δύναµη που ασκείται µεταξύ πυρήνα–ηλεκτρονίου είναι από το νόµο του Coulomb  

2

Q e
F K

r

⋅
=  (όπου Q  το φορτίο του πυρήνα, e  το φορτίο του ηλεκτρονίου και r  η 

απόσταση πυρήνα–ηλεκτρονίου). Έτσι, η µεταβολή της δυναµικής ενέργειας είναι 
2 2 2

1 1 1

2

2
   

r r r

j

r r r

K Q e
F dr dr K Q e r dr

r

−⋅ ⋅
∆Ε = = = ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

2

1 2 1 1 2

1 1 1 1 1
r

r

K Q e K Q e K Q e
r r r r r

    ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ − + = ⋅ ⋅ −        
 

Τα r1, r2 θα υπολογισθούν από την 1η συνθήκη του Bohr 
2

h
mur n

π
=  (n=1, 2,…) και 

την κεντροµόλο δύναµη 
2

2

m u Q e
K

r r

⋅ ⋅
=  
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Εφαρµογή 172 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση της ροπής αδρανείας ως προς τον άξονα yy′ , του σχήµατος που 

περικλείεται από την παραβολή 2 4y ax=  και από την ευθεία x a= , 0a >  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω d s  το εµβαδό της στοιχειώδους ζώνης, που είναι παράλληλη προς τον 

άξονα yy′     Είναι 
2

x
dI x ds=  και 2 2 4  ds y dx ax dx= =   

Η 
2

x
dI x ds=  δίνει 

5
2 2 42

0 0

8
4  4  4  ...

7
x xdI x ax dx I x ax dx a x dx a

α α

= ⇒ = = = =∫ ∫  

 

Εφαρµογή 173 (Εύρεση ροπής αδρανείας) 

Εύρεση της ροπής αδρανείας ως προς τον  άξονα xx ′ , του χωρίου που 

περικλείεται από της παραβολές (c1): 
2

2

2 2
y x

β α
α
 = + 
 

 και (c2) 
2

2

2 2
y x

β α
α
 = − 
 

 και 

από τον άξονα xx ′  

Είναι 
2

x
dI y ds=  όπου d s  είναι το εµβαδό του στοιχειώδους χωρίου, που 

είναι παράλληλο προς τον άξονα xx ′ . Είναι ds AB dy=    

Είναι 
2 2

2 1 2 2

2 4
2

2
x x y y

α α α
α

β β
 

ΑΒ = − = − = − 
 

  

Άρα, η 
2

x
dI y ds=  από τις ds AB dy=  και 2

2

4
y

α
α
β

ΑΒ = −  δίνει  

2 2

2

4
xdI y y dy

α
α
β

 
= − 
 

 ⇒
/2 3

2 2

2

0

4
 ...

30
x y y dy

β α αβ
α
β

 
Ι = − = = 

 
∫  
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Εφαρµογή 174 (Εύρεση στατικής ροπής και κέντρου βάρους) 

Εύρεση  των στατικών ροπών ως προς τους άξονες ,  yy xx′ ′  και του κέντρου 

βάρους του οµογενούς χωρίου του 1ου τεταρτηµόριου, που περικλείεται από την 

έλλειψη 2 24 9 36x y+ =  και από τον κύκλο 2 2 9x y+ =  

Είναι 

3 3 3

2 2 2

2 1

0 0 0

2 1
( ) 9 9 9 3

3 3
y x y y dx x x x dx x x dx

 Μ = − = − − − = − =  ∫ ∫ ∫     

( )
3 3 3

2 2 2 2 2

2 1

0 0 0

1 1 4 1 5
(9 ) (9 ) 5 5

2 2 9 2 9
x y y dx x x dx x dx

   Μ = − = − − − = − =     ∫ ∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω 0 0,x y  οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους  Κ  

Είναι 
0

y
x

Μ
=
Ε

, 0
xy
Μ
=
Ε

 όπου Ε το εµβαδό του γραµµοσκιασµένου χωρίου.  

Είναι 
3

4

π
Ε =    

 Άρα, 
0

4
x

π
= , 0

20

3
y

π
=

 
 

Εφαρµογή 175 (Εύρεση κέντρου βάρους) 

Εύρεση του κέντρου βάρους  του οµογενούς χωρίου, που περικλείεται από τις 

καµπύλες 
2

y x
π
= , siny x=  µε 0x ≥  

Τα κοινά σηµεία των δύο καµπύλων είναι ( )0,0 , ,1
2

π 
 
 

  

Το εµβαδό του χωρίου είναι  

/2

0

2 4
sin

4
x x dx

π π
π

− Ε = − = 
 ∫  

Είναι 
0

y
x

Μ
=
Ε

, 0
xy
Μ
=
Ε

 και  

( ) /2/2 2 3
2

2 2

0 0

sin 21 4 1 1 4
sin

2 2 2 4 3 24
x

xx x
x dx x

ππ π
π π

  
Μ = − = − − =   

   
∫  

/2 2

0

2
sin 1

12
y x x x dx

π π
π

 Μ = − = − 
 ∫  

Άρα, 

2

0

12

12 3
x

π
π

−
=
−

, 0
6(4 )

y
π
π

=
−
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Άλυτες ασκήσεις  

Άσκηση 1 (Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)

1

0

1
 

1
dx

x +∫ ,            (β) 

1

0

1
 

2
dx

x +∫ ,      (γ)  

3

2

1
 

3 1
dx

x −∫ ,            (δ) 

1

0

1
 

2 1
dx

x +∫ ,  

(ε) 

1

0

3
 

2
dx

x −∫ ,       (στ) 

1

0

1
 

3
dx

x−∫ ,      (ζ) 
( ) ( )

4

3

2 1
 

1 2

x
dx

x x

−
− −∫ ,  (η)  

0

1

1
 

1

x
dx

x−

+
−∫ , 

(θ)  

1

0

3 1
 

1

x
dx

x

+
+∫ ,       (ι)  

1

0

2
 

2 1

x
dx

x

+
+∫ ,      (κ)  

0 2

1

2 1
 

1

x
dx

x−

+
−∫ ,  (λ)  

( )( )
1 2

2

0

2 1
 

2 1

x x
dx

x x

+ +

+ +∫ , 

(µ)

1 2

0

3 1
 

2

x x
dx

x

+ +
−∫ ,  (ν)

1 2

0

1
 

2 1

x x
dx

x

+ +
+∫ ,  (ξ) 

1 3

0

2 1
 

1

x x
dx

x

+ +
+∫ ,  (ο) 

( )( )
1 2

2

0

2 4
 

1 4

x x
dx

x x

+ +

+ +∫  

 

Άσκηση 2 (Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων)  

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α) 

3

2

2

1
 

1
dx

x −∫ ,          (β)  

1

2

0

1
 

4
dx

x −∫ ,       (γ) 

4

2

3

1
 

3 2
dx

x x− +∫ ,   (δ) 

4

2

3

1
 

4 3
dx

x x+ +∫ , 

(ε) 

1

2

0

3
 

5 6
dx

x x+ +∫ ,  (στ) 

3

2

2

 
2 3

x
dx

x x+ −∫ ,  (ζ) 

3

2

2

2
 

2

x
dx

x x+ −∫ ,   (η) 

1

2

0

3 1
 

5 6

x
dx

x x

+
+ +∫   

 

(θ) 

1

2

0

1
 

3 2

x
dx

x x

+
+ +∫ ,  (ι)  

0 2

2

1

2 3
 

4 3

x
dx

x x−

+
− +∫ ,  (κ) 

1 2

2

0

1
 

3 2

x
dx

x x

+
+ +∫ , (λ) 

3 4

2

2
 

1

x x
dx

x

+ +
−∫        

 

Άσκηση 3 (Ολοκλήρωση ρητών συναρτήσεων) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

 (α)  

0

2

1

1
 

2 1
dx

x x− − +∫ ,   (β) 

1

2

0

 
4 4

dx

x x− +∫ ,   (γ)  

1

2

0

 
4 4 1

dx

x x+ +∫ , (δ)  

1

2

0

2 1
 

6 9

x
dx

x x

+
− +∫ ,       

 

 (ε) 

1

2

0

2
 

4 4

x
dx

x x

−
+ +∫ ,   (στ)  

( ) ( )
0 2

2

1

2 1
 

1 1

x x
dx

x x−

− +

− +∫ ,   (ζ)  
( )( )

1 2

2

0

4
 

2 1

x x
dx

x x x

−

− + +∫        

 

Άσκηση 4 (Παραγοντική ολοκλήρωση)  

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  

1

0

 
x

x e dx⋅∫ ,     (β)  ( )
1

0

1  
x

x e dx+ ⋅∫ ,     (γ)  ( )
1

0

2  
x

x e dx− ⋅∫ ,     (δ)  

1

2

0

 
x

x e dx⋅∫ ,  

(ε) ( )
1

2

0

1  
x

x e dx+ ⋅∫ ,    (στ)  ( )
1

2

0

2  
x

x x e dx+ + ⋅∫ ,    (ζ)  

1

0

3  
x

x e dx
−⋅∫ ,   (η) 

1

3

0

 
x

x e dx⋅∫ ,  

(θ) 

1

2

0

 
x

x e dx⋅∫ ,   (ι)  ( )
1

0

3  
x

x e dx
−+ ⋅∫ ,  (κ) 

1

0

3  
x

e sin x dx
− ⋅∫ , (λ)  ( )2

1

1  

e

x x lnx dx+ +∫  

 

Άσκηση 5 (Παραγοντική ολοκλήρωση)  

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 
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(α)  

1

0

 
x

e sinx dx⋅∫ ,   (β)  

1

0

 
x

e cosx dx⋅∫ ,   (γ)  

1

0

2  
x

e sin x dx⋅∫ ,  (δ)  

1

2

0

3  
x

e cos x dx⋅∫ , 

(ε)  
1

 

e

x lnx dx⋅∫ ,    (στ)  
1

 

e

lnx dx∫ ,   (ζ) 
2

1

 

e

ln x dx∫ ,   (η)  
2

1

 

e
lnx

dx
x∫ ,  (θ) 

1

 

e
lnx

dx
x
∫ , 

(ι)  

1

0

1  x x dx+∫ ,   (κ)  

1

2

0

1  x x dx+∫ ,   (λ)   

1

3

0

1  x x dx+∫ ,  (µ)  ( )
1

3

0

1 2 x x dx+ ⋅ +∫ , 

(ν) ( )
1

2 5

0

1 3 x x dx+ ⋅ +∫ ,  (ξ) ( )
1

 

e

cos lnx dx∫ ,  (ο) 

0

0,5

1
 

1

x
x ln dx

x−

−
⋅
+∫ , (π) ( )

1

 

e

sin lnx dx∫      

 

Άσκηση 6 (Παραγοντική ολοκλήρωση) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:  

(α)  
2

0

 x sinx dx

π

⋅∫ ,     (β)  
2

0

 x cosx dx

π

⋅∫ ,     (γ) ( )
2

0

2 1  x cosx dx

π

+ ⋅∫ ,  (δ)  ( )
2

0

1  x sinx dx

π

+ ⋅∫ , 

(ε) 
2

2

0

 x sinx dx

π

⋅∫ ,    (στ)  
2

2

0

 x sin x dx

π

⋅∫ ,        (ζ)  
2

3

0

 sin x dx

π

∫ ,             (η)  
2

2

0

 sin x dx

π

∫ ,  

(θ) 
2

0

2  x sin x dx

π

⋅∫ ,    (ι) ( )
2

2

0

2  x cosx dx

π

+ ⋅∫ ,  (κ) ( )
2

0

1 3  x cos x dx

π

+ ⋅∫ , (λ) 
2

2

0

 cos x dx

π

∫  

(µ)  ( )
2

2

0

2  x cos x dx

π

+ ⋅∫ ,   (ν) 
2

0

3  x sin x cosx dx

π

⋅ ⋅∫ ,   (ξ) 
2

0

2  x sinx sin x dx

π

⋅ ⋅∫  

 

Άσκηση 7 (Παραγοντική ολοκλήρωση) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:  

(α)  
2

1

 

e
lnx

dx
x∫ ,   (β)  

1

0

1
 

x

x
dx

e

+
∫ ,   (γ) 

4

1

 xe dx∫ ,   (δ) 

2

2

4

16

 sin x dx

π

π
∫ ,   (ε) 

2

0

 x sinx cosx dx

π

⋅ ⋅∫  

(στ)  
2

0

4  xcosx dx

π

−∫ ,    (ζ)  
2

0

3  xsinx dx

π

∫ ,    (η)  ( )2
1

 

e

lnx x dx∫ ,      (θ) ( )
1

0

3 2  
x

x dx+∫ ,  

(ι) ( )
1

0

1  x ln x dx⋅ +∫ ,  (κ) 
22

0

 
x

sin x
dx

e

π

∫ ,     (λ)  
2

2

4

1
 

x
dx

sin x

π

π

+
∫ ,            (µ)  

4

2

0

 
x

dx
cos x

π

∫   

 

Άσκηση 8 (Ολοκλήρωση γινοµένου–πηλίκου) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:  

(α)  ( )
1

2 3

0

3  
x x

x e x e dx+∫ ,   (β) ( )
1

3 4

0

4  
x x

x e x e dx+∫ ,   (γ)  ( )
1

2

0

2  x sinx x cosx dx⋅ + ⋅∫ ,  
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(δ) ( )
2

0

 cosx x sinx dx

π

− ⋅∫ ,  (ε) 
34

2

2

0

3  
x

x x dx
cos x

π

εϕ
 

⋅ + 
 
∫ , (στ)  ( )

2

0

 x xe sinx e cosx dx

π

⋅ + ⋅∫ , 

(ζ)  

2

1

 
sinx

lnx cosx dx
x

 + ⋅ 
 ∫ , (η)   

2

2

2

1
2

 

e

e

x
x lnx

x dx
ln x

+
⋅ −

∫ ,  (θ)   
22

2

4

2
 

x sinx x cosx
dx

sin x

π

π

⋅ − ⋅
∫  

 

Άσκηση 9 (Ολοκλήρωση γινοµένου–πηλίκου)  

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα:  

(α)  

2

2

1
 

e

e

lnx
dx

ln x

−
∫ ,               (β)  

2

2
 

x
x

e

e

e
e lnx

x dx
ln x

⋅ −

∫ ,             (γ)   
4

2

0

 
x xe cosx e sinx

dx
cos x

π

⋅ + ⋅
∫ , 

  (δ)  
3 2

2

4

 

x
x

cos x dx
x

π

π

εϕ

εϕ

−

∫ ,    (ε) 
24

2

0

2
 

x cosx x sinx
dx

cos x

π

⋅ + ⋅
∫ ,    (στ)  

( )
( )

21

2
2

0

2 2
 

2

x xx e xe
dx

x

+ −

+
∫   

 

Άσκηση 10 (Αλλαγή µεταβλητής) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  ( ) ( )
1

3
2

0

1 2 1  x x x dx+ + +∫ ,    (β)  

1

2

0

1 x x dx+∫ ,        (γ)  

1

2
0

1
 

2 3

x
dx

x x

+

+ +
∫   

(δ)  

2e

e

dx

x lnx
∫ ,                              (ε)  ( )

1
4

0

3 2  
x x

e e dx+∫ ,    (στ)  
2

4

0

 cosx sin x dx

π

⋅∫ ,   

(ζ)   

( )

1 2

2
3

0

3 1
 

1

x
dx

x x

+

+ +
∫ ,               (η)   

( )

34

2

0

 
x

dx
cosx

π

εϕ
∫ ,         (θ)  

2

4

1 2
 

2

x
dx

sin x

π

π

σϕ+
∫  

 

Άσκηση 11 (Αλλαγή µεταβλητής) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  
2

0

2  sin x dx

π

∫ ,       (β)  
2

0

3  cos x dx

π

∫  ,     (γ)  ( )
2

2

0

1  x sin x dx

π

⋅ +∫  ,  (δ)  
( )1

2

 

e

sin lnx
dx

xπ

⋅∫ ,  

(ε)  
( )

2

2

4

16

 
cos x

dx
x

π

π
∫ ,   (στ)  

2

0

5
 

3 1

cosx
dx

sinx

π

⋅
⋅ +∫ ,   (ζ)   

1

0

 
2 1

x

x

e
dx

e +∫ ,   (η)  
2

4

 x dx

π

π

σϕ∫ .   

(θ)  

1

3

0

 
x

e dx∫ ,        (ι)  
2

1

1

0

 
x

x e dx
+⋅∫ ,        (κ)  

4

1

 
xe

dx
x
∫ ,       (λ)  

2
1

0

 sinxe cosx dx

π

+ ⋅∫ ,   

(µ)  
( )2

1
2 3 1

0

 
x x ln x

e dx
+ + + +

∫ , (ν)  

1

0

1
 

1
dx

x +∫ ,        (ξ)  

1

2

0

 
1

x
dx

x +∫ ,       (ο)  
4

0

 x dx

π

εϕ∫          
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Άσκηση 12 (Συνθέσεις του ηµιτόνου)  

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  
2

0

2  sin x dx

π

∫ ,    (β)  
2

0

3  sin x dx

π

∫ ,    (γ)  ( )
2

0

2 1  sin x dx

π

+∫ ,       (δ)  
4

0

 
4

sin x dx

π

π + 
 ∫ , 

(ε)  
2

0

2  
4

sin x dx

π

π + 
 ∫ ,     (στ)  ( ) ( )

2
2

0

2 1 1  x sin x x dx

π

+ ⋅ + +∫ ,   (ζ)  
( )2

1

 
sin lnx

dx
x∫  

(η)   ( )
2

0

2 1  x xe sin e dx

π

⋅ +∫ ,      (θ)  
( )4

1

2
 

sin x
dx

x

+
∫ ,               (ι)  

( )2

0

1
 

1

sin x
dx

x

π

+

+∫ ,   

(κ) 
( )2

2

4

1
 

sin x
dx

sin x

π

π

σϕ+
∫ ,            (λ) 

( )4

2

0

 
sin x

dx
cos x

π

εϕ
∫ ,                  (µ)  

( )1

0

2
 

2

sin ln x
dx

x

+  
+∫  

 

Άσκηση 13 (Συνθέσεις του συνηµιτόνου) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  
2

0

2  cos x dx

π

∫ ,                     (β)  ( )
2

0

3 2  cos x dx

π

+∫ ,                 (γ)  
2

0

 
3

cos x dx

π

π + 
 ∫ ,   

(δ) 
2

0

2  
4

cos x dx

π

π − 
 ∫ ,         (ε)  

2

0

3  
4

cos x dx

π

π − 
 ∫ ,                (στ)  

( )
1

 

e cos lnx
dx

x∫ , 

(ζ)  

2

2

4

 
cos x

dx
x

π

π
∫ ,                (η) 

1

0

3
 

3

cos x
dx

x

+

+∫ ,                       (θ)  
( )1

0

1 3
 

x

x

cos e
dx

e

+
∫ ,  

(ι)  ( ) ( )
2

2

0

1 2 4  x cos x x dx

π

+ ⋅ + +∫ ,    (κ)   ( ) ( )
2

2 3

0

3 1 4  x cos x x dx

π

+ ⋅ + +∫ , 

(λ)  
( )1

0

3 1
 

3 1

cos ln x
dx

x

+  
+∫ ,                (µ) 

2

0

5
 

1 3

cosx
dx

sinx

π

⋅
+ ⋅∫  

 

Άσκηση 14 (Συνθέσεις των cos-2x, sin-2x) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  
( )

8

2

0

1
 

2
dx

cos x

π

∫ ,        (β)  
( )

8

2

0

1
 

2 1
dx

cos x

π

+∫ ,       (γ)  
( )

21

2

0

1
 

3
dx

cos x

π

∫ , 

(δ) 
( )

4

2 2

0

 
1

x
dx

cos x

π

+∫ ,     (ε)  
( )
( )

2

2

1

9

2

16

 
x

dx
cos x

π

π

−

∫ ,          (στ)  
( )

3

2

4

1
 

2
dx

sin x

π

π
∫ , 

(ζ)  
( )

3

2

4

1
 

2 1
dx

sin x

π

π +∫ ,    (η) 
( )

3

2 2

4

 
2

x
dx

sin x

π

π +∫ ,          (θ)  
( )

2

2 2

4

1
 

2 3

x
dx

sin x x

π

π

+

+ +∫ , 
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(ι)  
( )
( )

2

2

1

9

2

16

 
x

dx
sin x

π

π

−

∫  

 

Άσκηση 15 (Συνθέσεις του ex )  

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  

1

4 2

0

 
x

e dx
+∫ ,      (β)  

1

2

0

 
x

e dx
−∫ ,     (γ)  

2
1

0

 
x

x e dx⋅∫ ,     (δ)  ( )
2

1

1

0

2 1  
x x

x e dx
+ ++ ⋅∫ ,  

(ε)  

1
4

2

1

 
xe

dx
x∫ ,      (στ)  ( ) 3

1

2 1

0

3 1  
x x

x e dx
+ ++∫ ,     (ζ)  

21 1

2
0

 
1

xxe
dx

x

+

+
∫ ,  (η)   

1

0

4  
x

dx∫ , 

(θ)  ( )
2

0

sinx cosxcosx sinx e dx

π

+−∫ ,   (ι) 

1

0

 
sinx

cosx e dx⋅∫ ,    (κ) 
3

1

2

0

5
x

x dx⋅∫  ,   (λ)  

1

0

2  
x x

e dx⋅∫ ,         

(µ)  
( )21

0

4 3  

4 3  

x x

x x
dx

−

⋅∫ ,        (ν)  
( )2

1
2 3 1

0

 
x x ln x

e dx
+ + + +

∫ ,    (ξ)  
14

2

0

xe
dx

cos x

π
εϕ+

∫ ,     (ο)  

4 1

1

xe
dx

x

+

∫ ,     

(π)  
1 32

2

4

xe
dx

sin x

π
σϕ

π

+ ⋅

∫  

 

Άσκηση 16 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  ( )
1

2

0

3 1x x dx+ +∫ ,           (β)  ( )
1

2

0

2 3x x dx− +∫ ,             (γ)  ( )
1

2

0

2 1x dx+∫ ,  

(δ) ( )
2

1

x x dx+∫ ,                 (ε)  ( )
2

3

1

2x x dx+∫ ,             (στ)  ( )
2

2
3

1

1x x dx+∫ ,  

(ζ)  ( )
1

3

0

2  x x dx−∫ ,                (η)  ( )
2

1

2  x x dx−∫ ,               (θ)  ( )
2

2

1

2  x x dx−∫ ,  

(ι)  ( )
2

2
2

1

1  x x dx−∫  

 

Άσκηση 17 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  

2

2

1

1
3  x x dx

x

 + + 
 ∫ ,          (β)  

2

1

3 1
 

e
x x

dx
x

− +
∫ ,             (γ)  

( )22

1

1
 

x
dx

x

−
∫ , 

(δ) 
( )32

1

1
 

x
dx

x

+
∫ ,                    (ε)  

( )2

3
1

1
 

x x
dx

x

+
∫ ,              (στ)  

2

1

3
 

x
dx

x

−
∫ , 

(ζ)  

2 23

1

 
x x x

dx
x

+
∫ ,             (η)  

2 2

3
1

3 1
 

x x
dx

x

+ −
∫ ,              (θ)  

2

1

1 3 2
+  

e

dx
x xx

 
+ 

 
∫  
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(ι)  

2 3 2

2

1

2 1
 

x x
dx

x

− +
∫ ,             (κ) 

3

1

1 1
+2  

e

x dx
x x

 + 
 ∫ ,       (λ) 

1

2

2

1 1
+2  dx

x x

−

−

 + 
 ∫  

 

Άσκηση 18 (Συνθέσεις του 1/x) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  

1

0

1
 

1
dx

x +∫ ,         (β)  

1

0

1
 

2 1
dx

x +∫ ,        (γ)  

1

0

1
 

3 2
dx

x +∫ ,         (δ)  

1

0

1
 

2
dx

x −∫ , 

(ε)  

1

0

1
 

3 6
dx

x −∫ ,      (στ) 
2

0

 
1

cosx
dx

sinx

π

+∫ ,    (ζ)   
2

0

 
1 2

sinx
dx

cosx

π

+∫ ,    (η)  
4

0

 x dx

π

εϕ∫ , 

(θ)  
2

4

 x dx

π

π

σϕ∫ ,         (ι)   

1

0

 
3 2

x

x

e
dx

e +∫ ,     (κ) 

1

0

1
 

1x
dx

e +∫ ,           (λ) 

1

0

 
1

x

x

e
dx

e +∫ , 

(µ)  

2

1
 

e

e

dx
x lnx⋅∫ ,      (ν) 

( )1

1
 

1 2

e

dx
x lnx+ ⋅∫ , (ξ)   

1

2

1

1  x dx
−

−∫ ,  (ο)  

3

2

3

9  x dx
−

−∫  

 

Άσκηση 19 (Συνθέσεις του 1/x) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  

1

2

0

2 3
 

3 5

x
dx

x x

+
+ +∫ ,          (β)  

1

2

0

1
 

2 4

x
dx

x x

+
+ +∫ ,         (γ)   

1 2

3

0

3 1
 

1

x
dx

x x

+
+ +∫ ,   

(δ) 
( )21

4 2

0

2 1
 

3

x x
dx

x x

+

+ +∫ ,           (ε)  

1

0

1
 

1

x

x

e
dx

e x

+
+ +∫ ,            (στ) 

2

0

 
x

x

e cosx
dx

e sinx

π

+
+∫ , 

(ζ)   
2

0

 
sinx cosx

dx
sinx sinx

π

−
+∫ ,       (η)  

2

0

2 2
 

2

x

x

ln cosx
dx

sinx

π

+
+∫ ,        (θ)  ( )( )

4
31

3

1 3  x x dx+ −∫  

 

Άσκηση 20 (Συνθέσεις του 1/x) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  ( )
3

0

2 1 x x dx− +∫ ,        (β)  

3

2

0

1 x x dx+∫ ,          (γ)   

1

0

3 1 x x dx+∫ , 

 

(δ) ( )
1

0

3 8 1 x x dx+ +∫ ,       (ε)  ( )
1

2 3

0

1 1 x x dx− +∫ ,    (στ)  ( )
0

5

2

2  x x dx
−

+∫ , 

(ζ)   ( )
2

552

1

1  x x dx−∫ ,          (η)  ( )
0

55

1

2

2 1  x x dx
−

+∫ ,     (θ)   ( )( )
1

62

0

1 1  x x x dx+ + +∫ . 

(ι)  

1 3

2
0

 
1

x
dx

x+
∫ ,      (κ)   

( )

1

2
2

1 1

dx

x− +
∫ ,    (λ)   

2 2

2
0 4

x dx

x+
∫ ,      (µ) 

3 2

2
0 9

x dx

x+
∫ ,  

(ν)  

1

2

1
2 5

dx

x x− + +∫ ,     (ξ)  

1

2

0
1

dx

x+∫         
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Άσκηση 21 

Εξετάστε αν ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες: 

(α)  

2

1

3 2 1 5
 

2 1 3

x
dx

x

+
≤ ≤

+∫ ,                              (β)   

1

2

0

1 1 2x dx≤ + ≤∫  

(γ)   

2

2

0

2 3 2 3 2 11x x dx≤ + + ≤∫ ,        (δ) 
2

1

2 1 4

0

 
x x

e e dx e
+ +≤ ≤∫ , 

(ε)  ( )
1

3

1

2 3 1  6x x dx
−

− ≤ − + ≤∫ ,                  (στ)  
2

2

1
 

4 3 2
dx

sinx

π

π

π π

−

≤ ≤
+∫ , 

(ζ)   

2
1 2 1

 
4 2 2

e

e

ln lnx
dx

x

+
≤ ≤∫  

 

Άσκηση 22 (Τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  
2

0

2  sin x dx

π

∫ ,       (β)  
3

0

3  sin x dx

π

∫ ,   (γ)  ( )
6

0

6  x sin x dx

π

+∫ ,  (δ) ( )
2

2

0

4  x sin x dx

π

+∫ , 

(ε)  
2

0

2  cos x dx

π

∫ ,    (στ)  
3

0

3  cos x dx

π

∫ ,   (ζ) 
4

0

4  cos x dx

π

∫ ,           (η) ( )
6

0

3 6  x cos x dx

π

+∫ , 

(θ) ( )
2

0

3  cos x cosx dx

π

⋅∫ ,   (ι) ( )
2

0

3  sin x cosx dx

π

⋅∫ ,   (κ) ( )
2

0

3 4  sin x cos x dx

π

⋅∫ , 

(λ)  ( )
2

0

3 5  sin x sin x dx

π

⋅∫ ,   (µ)  ( )
2

3

0

 sin x cosx dx

π

⋅∫ ,  (ν)  ( )
2

4

0

 sin x cosx dx

π

⋅∫ , 

(ξ)  ( )
2

3

0

 sinx cos x dx

π

⋅∫ ,    (ο) 
4

2

0

 
sinx

dx
cos x

π

∫ ,    (π)  
2

3

0

 cos x dx

π

∫ ,   (ρ)  
2

3

0

 sin x dx

π

∫  

 

Άσκηση 23 (Τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  
2

2

0

 sin x dx

π

∫ ,     (β)  
2

2

0

 cos x dx

π

∫ ,      (γ)  
2

4

0

 sin x dx

π

∫ ,      (δ)  
2

2

0

2  cos x dx

π

∫ ,  

(ε)  
2

4 3

0

 sin x cos x dx

π

⋅∫ ,                       (στ)  
2

5 2

0

 sin x cos x dx

π

⋅∫ . 

 

Άσκηση 24 (Τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα) 

Αν 
2

2

1

0

 sin x dx

π

Ι = ∫  και 
2

2

2

0

 cos x dx

π

Ι = ∫  υπολογίστε τα 1 2 1 2 2 1,  ,  ,  Ι Ι Ι + Ι Ι − Ι . 
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Άσκηση 25 (Τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα) 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  
2

2

0

2  sin x cos x dx

π

⋅∫ ,      (β)  
2

2

0

4  sin x sin x dx

π

⋅∫ ,      (γ)  
2

2

0

3  cos x cos x dx

π

⋅∫ ,  

(δ)  
2

2

0

4  cos x sin x dx

π

⋅∫ ,      (ε)  
4

0

 x dx

π

εϕ∫ ,     (στ)  
4

2

0

 x dx

π

εϕ∫ ,     (ζ) 
4

3

0

 x dx

π

εϕ∫  

(η)  
4

4

0

 x dx

π

εϕ∫ ,   (θ)  
4

2

0

 
x

dx
cos x

π

εϕ
∫ ,   (ι)  

34

2

0

 
x

dx
cos x

π

εϕ
∫ ,   (κ)  

2

4

 x dx

π

π

σϕ∫ ,  (λ)   
2

2

4

 x dx

π

π

σϕ∫ , 

(µ) 
2

3

4

 x dx

π

π

σϕ∫ ,   (ν)  
2

4

4

 x dx

π

π

σϕ∫ ,     (ξ)  
2

2

4

 
x

dx
sin x

π

π

σϕ
∫ ,    (ο)  

2

2

4

 
x

dx
sin x

π

π

σϕ
∫  

 

Άσκηση 26 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  ( ) ( )
1

3
2

0

1 2 1  x x x dx+ + +∫ ,   (β)   ( ) ( )
1

4
3 2

0

1 3 1  x x x dx+ + +∫ ,   (γ) 

1

2

0

1 x x dx+∫ , 

(δ)  ( ) ( )
1

2
2

0

2 3 1  x x x dx+ + +∫ ,   (ε)  

( )

1

2
2

0

1
 

2 4

x
dx

x x

+

+ +
∫ ,   (στ)  

1

2
0

 
 

2 3

x dx

x +
∫ ,  

(ζ) 

1 2

3
0

 
 

1

x dx

x +
∫ ,   (η)  

1

24
0

3 
 

6 7

x
dx

x x

+

+ +
∫ ,  (θ)  

( )44

1

1  
 

x
dx

x

+
∫ ,   (ι)  

4

1

2  
 

x
dx

x

+
∫ ,  

(κ)  

4

1

 

1

dx

x x+
∫ ,   (λ)  

4 3

1

4  
 

x
dx

x

+
∫  

 

Άσκηση 27 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α)  ( )
1

3

0

1  
x x

e e dx+∫ ,    (β)   

1

0

2 
x x

e e dx+∫ ,    (γ)  

( )

1

2

0

 
1

x

x

e
dx

e +
∫ ,  (δ)  

1

3
0

 
1

x

x

e
dx

e +
∫ , 

(ε)  ( )
1

4

0

2 1  
x x

e e dx+∫ ,   (στ)  
4

1

 

e
ln x

dx
x∫ ,         (ζ)  

1

 

e
lnx

dx
x∫ ,        (η)  

2

3

1
 

e

e

dx
x ln x⋅∫ ,  

 

(θ)  

2

1
 

e

e

dx
x lnx
∫ ,   (ι)  

1

1
 

e
lnx

dx
x

+
∫ ,   (κ)  

( )31

 
1 2

e
dx

x lnx+∫   

 

Άσκηση 28 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 
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(α) 
2

3

0

 sin x cosx dx

π

⋅∫ ,    (β) 
2

4

0

 sin x cosx dx

π

⋅∫ ,          (γ) 
2

5

0

 sinx cos x dx

π

⋅∫ , (δ)  
4

2

0

sinx
dx

cos x

π

∫ , 

(ε)  
2

0

sinx
dx

cosx

π

∫ ,          (στ)  
2

3

0

 sinx cosx dx

π

⋅∫ ,       (ζ)  
2

0

2  sinx cosx dx

π

⋅ +∫ , 

(η)  
2

0

 sinx cosx dx

π

⋅∫ ,  (θ)  
2

3

0

1  sinx cosx dx

π

+ ⋅∫ ,   (ι)  
( )

2

2

0

 
2 1

sinx
dx

cosx

π

+∫ ,  

(κ)  
2

0

 
1

cosx
dx

sinx

π

+∫ ,     (λ)  
2

3
0

 
3 2

cosx
dx

sinx

π

+∫  

 

Άσκηση 29 

Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα: 

(α) 
54

2

0

 
x

dx
cos x

π

εϕ
∫ ,            (β)  

4

2

0

 
x

dx
cos x

π

εϕ
∫ ,                 (γ)  

4

2

0

1
 

x
dx

cos x

π

εϕ+
∫ ,   

(δ)   
62

2

4

 
x

dx
sin x

π

π

σϕ
∫ ,           (ε)   

( )32

2

4

1 3
 

x
dx

sin x

π

π

σϕ+
∫  ,     (στ)  

( )

4

2

0
2 3

dx

x cos x

π

εϕ+∫ ,                                              

(ζ) 
2

2

4

2
 

x
dx

sin x

π

π

σϕ+
∫ ,   (η)  

2

2

4

 
 1

dx

sin x x

π

π σϕ+∫ ,   (θ) ( ) ( )
1

3

0

 1  
x x

e sinx x e cosx dx+ + + +∫ , 

(ι) 
( )

2

2

3 2
 

2 3

e

e

x
dx

x lnx x

+

+∫ ,   (κ)
54

7

0

 
sin x

dx
cos x

π

∫ ,     (λ) 
32

5

4

 
cos x

dx
sin x

π

π
∫ ,   (µ) 

( )

2

2

0

 
cosx sinx

dx
cosx sinx

π

−

+∫ , 

(ν) ( )
2

0

2 2 2  x xsinx cosx ln dx

π

+ +∫  

 


