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Στέφανος Ι. Καρναβάς Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής 

Ορίζουσες. 

Έστω 2 2

α β
γ δΧ

 
Α =  

 
. Σε κάθε τετραγωνικό πίνακα Α  αντιστοιχίζοµε έναν 

πραγµατικό αριθµό τον οποίο ονοµάζοµε  ορίζουσα του Α  και ορίζεται ως  

α
α δ

β
γ δ

β γ⋅Α = − ⋅= . Η έννοια της ορίζουσας είναι αναγκαία προκειµένου να 

ελεγχθεί αν ένας τετραγωνικός πίνακας αντιστρέφεται. 

 

Ορίζουσα 1
ης

  τάξεως. 

� Έστω [ ]11αΑ = . Ο 11α ∈ℝ  ονοµάζεται ορίζουσα του Α . Συµβολικά είναι 

11 11α αΑ = = . Επειδή ο Α  είναι διαστάσεων 1x1, η ορίζουσα του ονοµάζεται 1
ης

 

τάξεως. 

Ορίζουσα 2
ης

  τάξεως. 

� Έστω 
11 12

2 2

21 22

α α
α αΧ

 
Α =  

 
. Εξ΄ ορισµού, ο ( )11 22 12 21α α α α− ∈ℝ  ονοµάζεται 

ορίζουσα του  Α  και συµβολίζεται ως Α ή ( )D Α ή ( )Det Α . ∆ηλαδή 

11

11 22

22

12

12 21

21

αα
α α α α

α α
Α = = − .  Όπως για τον πίνακα έτσι και για την ορίζουσα 

λέµε ότι έχει δυο γραµµές και δυο στήλες. Συνεπώς η ορίζουσα λέγεται 2
ης

 τάξεως. 

 

Εφαρµογή. 

Έστω 2 2

1 2

3 4
Χ

 
Α =  

 
. Ισχύει ότι 

1 2
1 4 2 3 4 6 2

3 4
Α = = ⋅ − ⋅ = − = −  

 

Ορίζουσα 3
ης

   τάξεως. 

� Έστω

11 12 13

3 3 21 22 23

31 32 33

α α α
α α α
α α α

Χ

 
 Α =  
  

. Εξ΄ ορισµού, ο πραγµατικός αριθµός  

 

22 23 21 23 21 22

32 33 31 33 31

1

3

12 1

2

1 3α α α
α α α α α α
α α α α α α

− +  ονοµάζεται ορίζουσα του Α .   Επειδή ο 

πίνακας είναι διαστάσεων 3x3 , η ορίζουσα λέγεται 3
ης

 τάξεως. 

 

∆ηλαδή 
22 23 21 23 21 22

21 22 23

3

11 12 13

11 12 13

2 33 31 33 31 32

31 32 33

α α α α α α
α α α

α α α α α α
α α

α α α
α α

α
αΑ = = − +  

 

Ανάπτυγµα ορίζουσας 3
ης

 τάξεως. 

Έστω 

11 12 13

3 3 21 22 23

31 32 33

α α α
α α α
α α α

Χ

 
 Α =  
  

. Η ορίζουσα του είναι 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

α α α
α α α
α α α

Α = . 
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Ανάπτυγµα ορίζουσας σύµφωνα µε τα στοιχεία της 1
ης

 γραµµής. 

( ) ( ) ( )22 23 21 23 21 22

21 22 23

32

11 12 13

11 12 13

1 1 1 2 1

33 31 33 31 32

31 32

3

33

1 1 1

α α α
α α α

α α α α α α
α α α

α α α α α α
α α α

+ + +
Α = − −= −+ +  

 

Ανάπτυγµα ορίζουσας σύµφωνα µε τα στοιχεία της 2
ης

  γραµµής. 

( ) ( ) ( )
11 12 13

12 13 11 13 11 12

32

21 22 2

33 31 33 31 32

3 21 22 23

31 32 33

2 1 2 2 2 3
1 1 1α α α α α α

α α α
α α α α α α
α α α α α α

α α α

+ + +
−= + −Α = −+  

 

Ανάπτυγµα ορίζουσας σύµφωνα µε τα στοιχεία της 3
ης

  γραµµής. 

( ) ( ) ( )
11 12 13

12 13 11 13 11 12

21 22 23

22 23 21 23 21 22

3

31 32 33

1

31

3 2 3 3

32 33

1 1 1

α α α
α α α

α α α
α α α

α α α
α α

α α
α α

α
α α

+ + +
− − −Α = = + +  

 

Ανάπτυγµα ορίζουσας σύµφωνα µε τα στοιχεία της 1
ης

 στήλης. 

( ) ( ) ( )
12 13

22 23 12 13 12 13

22 23

32

11

21 11 2

33 32 33 22 23

32

1 1 2 1 3

33

1 3

31

1

11 1 1

α α
α α α α α α

α α
α α α α α α

α
α α α α
α α

α
+ + +

Α = = +−+− −  

 

Ανάπτυγµα ορίζουσας σύµφωνα µε τα στοιχεία της 2
ης

 στήλης. 

( ) ( ) ( )
11 13

21 23 11 13 11 13

21 23

31

12

22 12 2

1 2 2 2 3 2

2 32

32

33 31 33 21 23

31 33

1 1 1

α
α

α α
α α α α α α

α α
α α α α α α

α
α

α
αα

α+ + +
Α = −+ +−= −  

 

Ανάπτυγµα ορίζουσας σύµφωνα µε τα στοιχεία της 3
ης

 στήλης. 

( ) ( ) ( )
11 12

21 22 11 12 11 12

21 22

31

13

23 13 23 33

32 31 32 21 22

31

1 3 2 3 3

2 3

3

3 3

1 1 1

α α
α α α α α α

α α
α α α α α α

α

α
α α α α
αα

+ + +
Α = + − −= +−  

 

Κανόνας Sarrus. 

Πρόκειται για µνηµονικό κανόνα που εφαρµόζεται µόνο για το ανάπτυγµα ορίζουσας 

τρίτης τάξεως. 

11 12 13

21 22 23 31

12

22

32

22 13 32 23 11 33 21 12 33 22 1

11

21 1 31 23 12 32 21 1

31

3

31 32 33

                         

α α α
α α α α α α α α α α α α α α α α α α α α α
α α α

α α
α
α

α
α

Α = = − − − + + +

− − − + + +

 

 

Ιδιότητες των οριζουσών. 

� Η ορίζουσα δε µεταβάλλεται αν πάροµε το ανάπτυγµα της κατά τα στοιχεία µίας 

οποιασδήποτε γραµµής (ή στήλης) της. 

 

� Όταν όλα τα στοιχεία µίας οποιασδήποτε γραµµής (ή στήλης)  είναι µηδέν, τότε η 

ορίζουσα ισούται µε τον αριθµό µηδέν. 
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4
0

3 0
4

0
0 0

3
= ⋅ − ⋅ = ,     

1 2
1 020 0

0 0
= ⋅ − ⋅ = ,         

2
4 2 0

4

0
0 0

0
= ⋅ − ⋅ = ,                                       

 

1
1 0

0
3

0
0 0

3
= ⋅ − ⋅ = ,     4 5 6

0 0 0

0

7 8 9

=  ,       0 0 0

1 2 3

0

7 8 9

=  ,    

1 2 3

4 5 6

0 0 0

0= , 

 

2 3

5 6

0

0

0

0

8 9

= ,                

1 3

4 6

0

0

7 0

0

9

=  ,                                    

0

0

1 2

4 5 0

7 08

=  

 

� Όταν τα αντίστοιχα στοιχεία δυο γραµµών (ή στηλών)  είναι ίσα ή ανάλογα, τότε η 

ορίζουσα ισούται µε τον αριθµό µηδέν. 

1 2
20 20 0

10 20
= − =               

1 10
30 30 0

3 30
= − =                   

1 2
2 2 0

1 2
= − =  

 

1 2 3

10 20 30 0

7 8 0

=                       7 8 9

1 2 3

1 2 3

0=                             

1 1

4 4

2

3

5 6 5

0=  

 

�  Η ορίζουσα των διαγωνίων πινάκων ισούται µε το γινόµενο των στοιχείων της 

κύριας διαγωνίου τους. Η σχετική απόδειξη γίνεται µε χρήση της επαγωγικής 

µεθόδου. 

2
2

0
3

3

0
6= ⋅ =               ( )

1

2 1 2 3 6

3

0 0

0 0

0 0

−

= − ⋅ = −  

 

� Για κάθε τετραγωνικό  πίνακα ισχύει ότι 
ΤΑ = Α . ∆ηλαδή η ορίζουσα κάθε 

τετραγωνικού πίνακα ισούται µε την ορίζουσα του ανάστροφου του. Αυτό σηµαίνει 

ότι η ορίζουσα δε µεταβάλλεται, αν οι γραµµές της γίνουν στήλες µε την ίδια 

διάταξη.  

Για 2ν = ισχύει ότι 
11 12 11 21

11 22 12 21

21 22 12 22

a a a a
a a a a

a a a a
= − = . 

 

Εφαρµογή. 

Έστω 2 2

1 2

3 4
Χ

 
Α =  

 
. Ισχύει ότι 

1 2
1 4 2 3 4 6 2

3 4
Α = = ⋅ − ⋅ = − = −  

Είναι 
1 3

2 4

Τ  
Α =  

 
 και 

1 3
4 6 2

2 4

ΤΑ = = − = − . 

Για 3ν =  ισχύει ότι  
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11 12 13

21 22 23 31 22 13 32 23 11 33 21 12 33 22 11 31 23 12 32 21 13

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13 23 33

α α α
α α α α α α α α α α α α α α α α α α α α α
α α α

α α α
α α α
α α α

= − − − + + + =

 

� Για κάθε τριγωνικό άνω (ή κάτω) πίνακα ισχύει ότι 11 22... ννα α αΑ = , δηλαδή η 

ορίζουσα του ισούται µε το γινόµενο των στοιχείων της κύριας διαγωνίου αυτού. 

 

� Αν σε µία ορίζουσα εναλλάξοµε τη θέση δυο γραµµών (ή στηλών) τότε η ορίζουσα 

αλλάζει πρόσηµο. Πράγµατι έστω η ορίζουσα 
α β

αδ βγ
γ δ

= − . 

Με εναλλαγή  της θέσεως των δυο γραµµών, προκύπτει ότι  
a

γ δ
βγ αδ

β
= − ,   

Με εναλλαγή  της θέσεως των δυο στηλών, προκύπτει ότι     
β α

βγ αδ
δ γ

= −  

Αν 5

α β γ
δ ε ζ
η θ κ

= , τότε εναλλάσσοντας τη θέση των γραµµών προκύπτει ότι   

5

η θ

δ ε ζ
α γ

κ
β = − ,        5η θ κ

δ ζ

α β γ

ε
= ,        5η θ κ

δ

α γ

ε ζ

β
= − . 

 

Οµοίως αν 5

α β γ
δ ε ζ
η θ κ

= , τότε εναλλάσσοντας τη θέση των στηλών  προκύπτει ότι    

5

β α
ε δ
θ

ζ
η

γ

κ
= − ,    5

γ α
ζ δ
κ

ε
θ η

β
= − ,    5

α
δ
η

γ β
ζ ε
κ θ

= − ,     5

β α
ε δζ
θ κ η

γ
= .   

 

� Αν πολλαπλασιάσοµε τα στοιχεία µίας γραµµής (ή στήλης) µίας ορίζουσας µε τον 

αριθµό k , τότε η ορίζουσα πολλαπλασιάζεται µε το k . 

k k k k
k

k k k k

a a a a aβ β β β β
γ δ γ δ γ δ γ δ γ δ

= = = = ,        

 
2 2 2 2

2

2 2 2 2

a a a aa ak k k k k k
k k

k k k

a

k k k k k

β β β ββ β β
γ δ γ δ γ δ γ δγ δ γ δ γ δ

= = = = = =  
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3

3

3

6

2

2

2

k

k k

k

α β γ α β γ
δ ε ζ δ ε ζ
η θ λ η θ λ

= ,                              3

k k k

k k k k

k k k

α β γ α β γ
δ ε ζ δ ε ζ
η θ λ η θ λ

=  

 

� Για κάθε xν νΑ και λ∈ℝ  ισχύει ότι νλ λΑ = Α . 

Πράγµατι αν 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

: : : :

...

ν

ν

ν ν νν

α α α
α α α

α α α

 
 
 Α =
 
 
  

 τότε 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

: : : :

...

ν

ν

ν ν νν

λα λα λα
λα λα λα

λ

λα λα λα

 
 
 Α =
 
 
  

οπότε 

 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...

: : : : : : : :

... ...

ν ν

ν νν ν

ν ν νν ν ν νν

λα λα λα α α α
λα λα λα α α α

λ λ λ

λα λα λα α α α

Α = = = Α . 

 

� Αν κάθε στοιχείο µίας γραµµής (ή στήλης) µίας ορίζουσας είναι άθροισµα δυο 

προσθετέων, τότε η ορίζουσα ανάγεται σε άθροισµα δυο οριζουσών. 

1 2 1 21 2

3 4 3

1 2 1

4

2

3 4x y x y y x
= + = +

+ +
. 

 

� Αν στα στοιχεία µίας γραµµής (ή στήλης) µίας ορίζουσας προσθέσοµε τα 

αντίστοιχα στοιχεία µίας άλλης γραµµής (ή στήλης) πολλαπλασιασµένα µε έναν 

αριθµό k , η ορίζουσα δε µεταβάλλεται. 

5 5

a a

a

β β
γ δ γ δ β

=
+ +

,       
4 4

a a

a

β β
γ δ γ δ β

=
− −

,      
3

3

a aβ β β
γ δ γ δ δ

+
=

+
. 

 

� Αν ,Α Β  είναι πίνακες 2 2x  τότε ισχύει ότι ΑΒ = Α ⋅ Β . 

Αποδεικνύεται ότι η ισότητα ΑΒ = Α ⋅ Β ισχύει γενικά για πίνακες xν ν . 

Αν Α = Β  προκύπτει ότι 
22Α = Α . Γενικότερα 

kkΑ = Α  , 
11 −−Α = Α . 

 

� Κάθε τετραγωνικός xν ν  πίνακας µε περισσότερα από 2ν ν−  µηδενικά στοιχεία 

έχει ορίζουσα ίση µε µηδέν. 

Απόδειξη. 

Αν η κάθε γραµµή του πίνακα έχει το πολύ 1ν −  µηδενικά στοιχεία, τότε οι ν  

γραµµές, δηλαδή ο πίνακας, έχει το πολύ ( ) 21ν ν ν ν− = −  µηδενικά στοιχεία. 

0 ...

... 0

 
 
 

, 2 22 2 2ν ν− = − =              

0 0 ...

0 ... 0

... 0 0

 
 
 
 
 

, 2 23 3 6ν ν− = − =  

� Αν για τον τετραγωνικό xν ν πίνακα Α ισχύει ότι 1Α = , τότε 1 1
νν νΑ = Α = = . 

 

� Το ανάπτυγµα κάθε ορίζουσας ν  τάξεως είναι άθροισµα ν ! όρων. 
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� Αν ,Α Β  πίνακες 2 2x , το άθροισµα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου του  ΑΒ  

ισούται µε το άθροισµα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου του ΒΑ . 

 

Εφαρµογή. 

Αν 3Α = , και 2 2xΑ , είναι 1 1

3

−Α = ,   
22 23 9Α = Α = = ,   

33 33 27Α = Α = = ,   

2 23λ λ λΑ = Α = ,     
2

11 2 1 2

3

λ
λ λ λ

−− −Α = Α = Α = . 

 

Π.χ.  1. Λύστε την εξίσωση 

1 1

1 1 0

1 1

x

x

x

= . 

Είναι 

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 0 1 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1

x x x x x x

x x x

x x x

+ + + + +

= ⇔ = ⇔ = ⇔  

 

Η 2
η
 και η 3

η
 γραµµή πολλαπλασιάστηκαν επί 1 και ακολούθως προστέθηκαν 

στην 1
η
 γραµµή. Στη συνέχεια, από την 1

η
 γραµµή θα βγει κοινός παράγοντας το 

( )2x + . Τέλος, η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-1) προστίθεται στις άλλες δύο 

γραµµές. 

( ) ( )
1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 2 0 1 0 0

1 1 0 0 1

x x x x

x x

+ = ⇔ + − = ⇔

−

( ) ( )2
2 1 0x x+ − = ⇔  

                                                                                         ( )2 ή 1 ιπλή λύσηx x= − = ∆ . 

 

Π.χ. 2. Λύστε την εξίσωση 

1

1 0

1

x x

x x

x x

−

− =

−

. 

Είναι ( )
1 2 1 2 1 2 1 1 1 1

1 0 1 0 2 1 1 0

1 1 1

x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

− − − −

− = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔

− − −

 

Η 2
η
 και η 3

η
 γραµµή αφού πολλαπλασιάστηκαν επί 1 προστέθηκαν στην 1

η
 

γραµµή. Στη συνέχεια, από την 1
η
 γραµµή θα βγει κοινός παράγοντας το ( )2 1x − , η 

1
η
 στήλη πολλαπλασιασµένη επί (-1) θα προστεθεί στις άλλες δύο στήλες και µετά θα 

υπολογισθεί το ανάπτυγµα της ορίζουσας. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0 0

2 1 1 0 0 2 1 1 1 0 2 1 1 0

0 1

x x x x x x x x

x x

− − − = ⇔ − − − − − = ⇔ − + =

− −

 

( ) ( ) ( )2
2 1 1 0 0,5 ή 1 ιπλή λύσηx x x x− + = ⇔ = = − ∆  
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Π.χ. 3. Υπολογίστε την ορίζουσα

3

6

1 2020 3,14159

0 2 45

0 0 3

. 

Είναι 

3

6

1 2020 3,14159

0 2 45 1 2 3 6

0 0 3

= ⋅ ⋅ =  διότι όλα τα στοιχεία κάτω από την κύρια 

διαγώνιο είναι µηδέν. 

 

Π.χ. 4. Λύστε την εξίσωση 

1 1

0

3 3

x

x

α α α = . 

Από τη 2
η
 γραµµή θα βγει κοινός παράγοντας το a  και στη συνέχεια η 1

η
 

γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-1) και (-3) θα προστεθεί στις 2
η
 και 3

η
  γραµµή, 

αντίστοιχα. 

1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 0 0 0 1 0

3 3 3 3 0 3 3 3

x x x

x

x x x x

α α α α α= ⇔ = ⇔ − = ⇔

− −

 

Υπολογισµός αναπτύγµατος της ορίζουσας σύµφωνα µε τα στοιχεία της 1
ης

 στήλης. 

 ( ) ( ) ( )1 1 0 10 1 0 1
1 1 0 0 1 0

3 3 13 3 3 3 3

xx
x

x xx x x
α α α+ −−

− = ⇔ = ⇔ − = ⇔
− −− − −

 

                                                                

( ) ( )1 3 0 0 ή 1 ή 3x x a x xα − − = ⇔ = = = . 

 

Π.χ. 5. ∆είξτε ότι 

2 1

2 1 0

2 1

α β
β α

α β

+

+ =

+

. 

Η 2
η 

και η 3
η
 στήλη πολλαπλασιασµένες επί 1, προστίθεται στην 1

η
 στήλη. 

Ακολούθως από την 1
η
 στήλη βγαίνει κοινός παράγοντας το ( )3α β+ + . 

( ) ( )
2 1 3 2 1 1 2 1

2 1 3 2 1 3 1 2 1 3 0 0

2 1 3 1 1 1

α β α β β β
β α α β α α β α α β

α β α β α β α β

+ + + + +

+ = + + + = + + + = + + =

+ + + + +

. 

 

∆ύο στήλες (1
η
 και 3

η
) ίσες, άρα η ορίζουσα ισούται µε µηδέν. 

 

Π.χ. 6. ∆είξτε ότι  

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 2 3

1 1 1

1 1 2 1

1 1 1

y x x y x y

y x x y x y

y x x y x y

+ + +

+ + + =

+ + +

. 
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Είναι 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2

3 3

11 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1

1

y x yx y x x y x x y

y x x y x x y x x y

y x x y x

y

x y x yy x

+ + + + + + +

+ + + = + + + + + =

+ + + + + + +

 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

1

2

3

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

x y x x y x x y

x y x x y x x y

x y x x y x

y

y

y x y

+ + + +

+ + + + + + =

+ + + +

 

             

             

11 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

3

2

3 33 3 3 3 3

1 1

1

1 1

1

1 1

1

y

y

x x x y x x y

x x x y x x y

x x x y yy x x

+ +

+ + + + =

+ +

 

 

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

1 1

2 2

3 3 3

1

1

1

1

1

1

yx y x y x x y

x y x y x x y

x y x y x x

y y

y y

y

y

+ +

+ + + + =

+ +

  

  

1 1 1

2 2 2

3

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 33 3

1 1

1 1

1

1

1 1

1 x y x y x x y

x y x y x x

y y y

y y y

y y y

y

x y x y x x y

+

+ + + + =

+

 

 

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2

3

2 2

3 3 3 3

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

1 1

y y yx y x x y

y y y

x x y x y x

x y x x x x y x y x

x y x x x x y x

y

y yyy xy

+ + + = + =  

 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 3 2 3 2 3

1 1 1

1 1 2 1

1 1 1

x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

+ = . 

 

Π.χ. 7. Λύστε την εξίσωση  

5 5 5

5 5 5

5 5 6

2 2 2

2 2 2 0

2 2 2

x

x

− =

−

. 

 

Από την 1
η
 στήλη βγαίνει κοινός παράγοντας το 52 . 

5 5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 5 5 5

5 5 6 5 6 5 6

2 2 2 1 2 2 1 2 2

2 2 2 0 2 1 2 2 0 1 2 2 0

2 2 2 1 2 2 1 2 2

x x x

x x x

− = ⇔ − = ⇔ − = ⇔

− − −

 

 

Η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-1) προστίθεται στις άλλες δύο γραµµές. 

Ακολούθως, υπολογίζεται το ανάπτυγµα της ορίζουσας. 
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( )
5 5

6 5

6 5

1 2 2

0 0 0 2 2 0

0 0 2 2

x x x

x

− = ⇔ − − − = ⇔

− −

6 50 ή 2 2 64 32 32x x= = − = − = . 

 

Π.χ. 8. Υπολογίστε την 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

. 

Η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί  (-4), (-7) προστίθεται στις 2

η
, 3

η
 γραµµές, 

αντίστοιχα. 

( ) ( )0 3 6 0 1 2

0 6 12 0 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 5 6 3 6 18 0 0

7 8 9

= = − − =

− −

⋅− =−  

 

Το ανάπτυγµα της ορίζουσας ισούται µε µηδέν, διότι έχει δύο ίσες γραµµές (2
η
, 3

η
). 

 

Π.χ. 9. Αν 3 1ΧΑ , 1 3ΧΒ , να βρεθεί ο ΑΒ  και να δειχθεί ότι δεν αντιστρέφεται. 

Έστω 

1

1

3

α

α

α

 
 Α =  
 
 

 και ( )1 2 3β β βΒ = .  

Είναι ( )
1 1 1 1

2 1 2 3 2 2

1 2 3

1 2 32

3 1 3 2 3 33

β β β
β β β

α α α α
α β β β α α α

α β α β α βα

   
   ΑΒ = =   

  
  

. 

Είναι 0ΑΒ = διότι τα στοιχεία δυο γραµµών ( )1 2,Γ Γ είναι ανάλογα 2
1 2

1

α
α

 
Γ = Γ 

 
. 

 

Π.χ. 10. ∆είξτε ότι 

2 3 2

2 3 2

2 3 2

1

1

1

α α βγ α α
β β γα β β
γ γ αβ γ γ

= . 

Αν 0α =  ή 0β =  ή 0γ =  προφανώς ισχύει.  

 

Πράγµατι αν 0α = είναι ( )2 3 2 2 2

2 3 2

1 0 0 0 0

1 0

1 0

βγ
β β β β βγ βγ β γ
γ γ γ γ

= = −  

 

Πράγµατι αν 0β = είναι 

2 3 2

3 2 2 3

2 3 2

1 0

1 0 0 0 0

1 0

α α α α
γα α γ α γ

γ γ γ γ
= = −  
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Πράγµατι αν 0γ = είναι 

2 3 2

2 3 2 2 3 3 2

1 0

1 0

1 0 0 0 0

α α α α
β β β β α β α β

αβ
= = −  

 

Αν 0αβγ ≠ , πολλαπλασιάζοντας την ορίζουσα επί αβγ και ταυτόχρονα 

διαιρώντας την πρώτη γραµµή µε το α , τη δεύτερη γραµµή µε το β  και την τρίτη 

γραµµή µε το γ  προκύπτει: 

22

2 3 2

2 3 2 2 2

2 3 2

2 2

1

1
1

1

1
1

βγ
α αα α

αα α βγ α α
α γ

β β αβγ β β β β

α
α
β
β

γα β β
β

γ γ
γ

γ

αβ γ γ
αβγ γ γ γγ

= = = . 

 

Πρόταση. Αν ,Α Β  xν ν πίνακες, τότε IΑΒ =  αν και µόνο αν IΒΑ = , όπου I ο 

µοναδιαίος xν ν  πίνακας. Από την πρόταση αυτή προκύπτει ότι αν για τους 

τετραγωνικούς xν ν  πίνακες ,Α Β  ισχύει ότι IΑΒ = αυτό είναι αρκετό (δεν 

χρειάζεται και το IΒΑ = ) για να συµπεράνοµε ότι οι πίνακες ,Α Β είναι 

αντιστρέψιµοι και ότι ο ένας είναι αντίστροφος του άλλου.  

 

Π.χ. 11. Υπολογίστε τις ορίζουσες 

3 3 3

5 2 4

1 0 2

,  

1 4

1 4

1 1 1

x x x

y y y

+ +

+ + ,  

1 1 1

1 1 1

1 1 1

α
β

+

+

. 

� Είναι ( )1 3

1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 1

5 2 4 5 2 4 3 0 2 6 3 2 0 1 3 6 1 1
1 3

1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0

3 3

3

2

3
+

− −
−

= = − = ⋅ − = − =
−

 

Από την 1
η
 γραµµή βγαίνει κοινός παράγοντας το 3 και στη συνέχεια η 3

η
 

γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-1) και (-5) προστίθεται στις 1
η
 και 2

η
 γραµµή, 

αντίστοιχα.  

( ) ( )1 3 1 1
6 1 1 6 3 1 12

1 3

+ −
− = − + = −

−
. 

 

� Είναι 

1 4 1 4

1 4 1 4 0

1 1 1 1 0 0

x x x x

y y y y

+ +

+ + = = . Η 1
η
 στήλη αφαιρείται από τις άλλες δύο. 

∆ύο στήλες (2
η
, 3

η
) είναι ανάλογες, άρα η ορίζουσα ισούται µε µηδέν. 

� Είναι 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 0

1 1

0

01 0

α αβα
β β

+ = =

+

. Η 1
η
 γραµµή αφαιρείται από τις άλλες 

δύο γραµµές. Η ορίζουσα του άνω τριγωνικού πίνακα ισούται µε το γινόµενο των 

στοιχείων της κύριας διαγωνίου. 
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Π.χ. 12.  ∆είξτε ότι   

8,02 0,5 300

8,04 0,6 200 0

8,06 0,7 100

= ,                       

Είναι 

8,02 0,5 300 8,02 0,5 3 8,02 5 3

8,04 0,6 200 100 8,04 0,6 2 10 8,04 6 2

8,06 0,7 100 8,06 0,7 1 8,06 7 1

= =  

 

Η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιάζεται επί (-1) και προστίθεται στις άλλες δύο γραµµές. 

8,02 5 3

10 0,02 1 1 10 0 0

0,04 2 2

− = ⋅ =

−

, διότι η 2
η
 γραµµή και η 3

η
 γραµµή είναι ανάλογες. 

 

Π.χ. 13. Βρείτε τον 1−Α  αν 
3 2

4 3

 
Α =  

 
.  

Είναι 
3 2

9 8 1 0
4 3

Α = = − = ≠ . 1
3 21

4 31

− − 
Α =  − 

. 

 

Π.χ. 14.  Υπολογίστε τις ορίζουσες 

1

1 1 1

8 8 1

α β
α β
α β

+ +

− −

,   

5

5

5

α δ α δ
β ε β ε
γ ζ γ ζ

+

+

+

. 

� Η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιάζεται επί (-1) και προστίθενται στις άλλες δύο, οπότε  

1 1 1

1 1 1 1 1 0 8 1 1 0 0

8 8 1 8 8 0 1 1 0

α β α β α β
α β
α β

+ + = = − =

− − − −

 (2
η
 γραµµή = 3

η
 γραµµή) 

 

� Η 2
η
 στήλη πολλαπλασιάζεται επί (-1) και προστίθενται στην 3

η
 στήλη, οπότε 

5 5

5 5 5 5 0 0

5 5

α δ α δ α δ α α δ α
β ε β ε β ε β β ε β
γ ζ γ ζ γ ζ γ γ ζ γ

+

+ = = = ⋅ =

+

  (1
η
 στήλη=3

η
 στήλη) 

 

Π.χ. 15.  Λύστε την εξίσωση 

2

2

2

1

α α 1 0

β β 1

x x

= .  

Αν η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιαστεί επί (-1) και προστεθεί στις άλλες δύο γραµµές, 

προκύπτει  

( )( ) ( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1

α α 1 0 α α 0 0 α β β α 0

β β 1 β β 0

x x x x

x x x x x x

x x

= ⇔ − − = ⇔ − − − − − =

− −

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )β β 0 β β 0a x x a x x a x x α⇔ − − + − + = ⇔ − − − =    
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Π.χ. 16. ∆είξτε ότι 

log36 log 75 log 72

log 64 log 27 log8 0

log3 log5 log 6

=  

Υπενθύµιση. Είναι 1
1 2

2

log log log
θ

θ θ
θ

− =  & ( )1 2 1 2log log logθ θ θ θ+ = ⋅ &

log logk kθ θ= ⋅ . 

 

Η 3
η
 γραµµή πολλαπλασιάζεται επί (-1) και προστίθενται στην 1

η
 γραµµή, οπότε 

3 3 3

log36 log75 log72 log12 log15 log12 log12 log15 log12

log64 log 27 log8 log 4 log3 log 2 3 log 4 3 log3 3 log 2

log3 log5 log6 log3 log5 log6 log3 log5 log6

= = ⋅ ⋅ ⋅  

 

Η 3
η
 γραµµή πολλαπλασιάζεται επί (-1) και προστίθενται στην 1

η
 γραµµή, οπότε 

log12 log15 log12 log 4 log3 log 2

3 log 4 3 log3 3 log 2 3 log 4 3 log3 3 log 2 0

log3 log5 log6 log3 log5 log6

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =  διότι  οι γραµµές 1
η
 & 2

η
  

είναι ανάλογες. 

 

Π.χ. 17. Υπολογίστε τις     (α)

1 2 3

4 5 1

2 3 4

− −

−

,      (β) 

1 1 3

2 2 2

3 3 1

−

−

−

,       (γ) 

3 4 2

1 2 1

2 5 7

,  

(δ) 

2 1 3

4 5 4

0 2 1

−

−

−

,      (ε) 
cos sin

sin cos

θ θ
θ θ

−
,  (στ) 

25424 25436

25423 25435
. 

Λύση. 

(α) 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 5 1 0 13 13 13 0 1 1

2 3 4 0 7 2 0 7 2

− − − − − −

= = =

−

 

 Η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-4) και (-2) αντίστοιχα, προστίθεται 

στις άλλες δύο γραµµές. Στη συνέχεια από τη 2
η
 γραµµή βγαίνει κοινός παράγοντας 

το 13.  

 Η 2
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-7) προστίθεται στην 3

η
 γραµµή. Η 

ορίζουσα που προκύπτει ισούται µε το γινόµενο των στοιχείων της κύριας διαγωνίου 

της. 

( )
1 2 3

13 0 1 1 1 13 5 65

0 0 5

− −

= ⋅ − = −

−

. 

 

(β) 

1 1 3 1 0 3

2 2 2 2 0 2 0

3 3 1 3 0 1

−

− = =

−

 διότι όλα τα στοιχεία της 2ης στήλης είναι 0. 
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(γ) ( )1 3

3 4 2 0 2 1 0 0 9
1 0

1 2 1 1 2 1 1 0 9 1 9 9
0 1

2 5 7 0 1 5 0 1 5

+

− −

= = − = − =  

 Η 2
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-2) και (-3) προστίθεται στην 3

η
 και 1

η
 

γραµµή, αντίστοιχα.  Ακολούθως, η 3
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-2) και 2 

προστίθεται στις 2
η
 και 1

η
 γραµµή, αντίστοιχα. Τέλος, υπολογίζεται η τιµή της 

ορίζουσας από το ανάπτυγµα των στοιχείων της 1
ης

 γραµµής. 

 

(δ) 

( ) ( )1 1

2 1 3 2 1 3 2 1 3
13 0

4 5 4 0 7 10 0 13 0 1 2 2 13 26
2 1

0 2 1 0 2 1 0 2 1

+

− − −
−

− = − = − = − = − = −
−

− − −

Η 1
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί (-2) προστίθεται στη 2

η
 γραµµή. Ακολούθως, η 

3
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί 10, προστίθεται στη 2

η
 γραµµή. Τέλος, 

υπολογίζεται η τιµή της ορίζουσας µε βάση το ανάπτυγµα της 1
ης

 στήλης της. 

 

(ε) 2 2
cos sin

cos sin 1
sin cos

θ θ
θ θ

θ θ
−

= + =  (Βασική τριγωνοµετρική ταυτότητα).  

 

(στ) 
25424 25436 1 1

25435 25423 12
25423 25435 25423 25435

= = − =  

Από την 1
η
 γραµµή αφαιρείται η 2

η
 γραµµή. 

 

Π.χ. 18. ∆είξτε ότι αν xν νΑ , 1Α =  τότε 1νΑ = . Είναι 1 1
νν νΑ = Α = =  

 

Π.χ. 19. Αν  3 3xΑ , ( 2)B x= + Α , λύστε ως προς x∈ℝ  την 62Β = Α . 

Από ( 2)B x= + Α  είναι 3( 2) ( 2)B x x= + Α = + Α . 

Συνεπώς, 6 3 6 3 3 32 ( 2) 2 ( 2) 4 ( 2) 4 2 2x x x x xΑ = + Α ⇔ = + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ =  

 

Π.χ. 20. ∆είξτε ότι 

1 α β γ γ

α 1 β γ α 0

β β 1 γ α

− −

− − ≥

− −

 

Προσθέτω στην 1
η
 γραµµή αρχικά τη 2

η
  γραµµή πολλαπλασιασµένη επί ένα και στη 

συνέχεια την 3
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη επί ένα, οπότε 

 ( )2

1 1 1 1 0 0

α 1 β γ α α 1 β γ 0 1 β γ 0

β β 1 γ α β 0 1 γ α β

a a− − = − − − = − − − ≥

− − − − −

 

Π.χ. 21. ∆είξτε ότι  

2 3

4 5 6 7
0

8 9 10 11

12 13 14 15

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

α α α
α α α α
α α α α
α α α α

+ + +

+ + + +
=

+ + + +

+ + + +

. 
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Στέφανος Ι. Καρναβάς Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής 

Είναι

2 3 2 3

4 5 6 7 4 4 4 4

8 9 10 11 7 8 8 8

12 13 14 15 11 12 12 12

x x x x x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

α α α α α α
α α α α α α α α
α α α α α α α α
α α α α α α α α

+ + + + + +

+ + + +
= =

+ + + +

+ + + +

 

 

Από τον πολλαπλασιασµό της 1
ης

 γραµµής επί (-1) και ακολούθως την πρόσθεση της 

σε όλες τις άλλες γραµµές. Η 2
η
 γραµµή πολλαπλασιασµένη  επί (-1) προστίθεται 

στην 3
η
 και στην 4

η
 γραµµή, οπότε προκύπτει 

3

2 3 2 3

4 4 4 4 1 1 1 1
4

3 4 4 4 3 4 4 4

7 8 8 8 7 8 8 8

x x x x x x x xα α α α α α
α α α α

α
α α α α
α α α α

+ + + + + +

= =  

 

Η 1
η
 στήλη πολλαπλασιασµένη επί (-1), προστίθενται σε όλες τις άλλες στήλες, άρα 

( )2 13 3 3

2 3
2 3

1 0 0 0
4 4 1 1 1 1 1 4 0 0

3 1 1 1
1 1 1

7 1 1 1

x α α α
α α α

α α α+
= = − = − ⋅ =  

 

Π.χ. 22. Λύστε την εξίσωση 2

1 3 1

3 1 0

1 15 7

x x = . 

Είναι 2 2

1 3 1 1 1 1

3 1 3 1

1 15 7 1 5 7

x x x x= και αφαιρώντας την 1
η
 στήλη από τις άλλες είναι  

 

( )
2 2 2 2

1 12 2 2

1 0 0
1 1

3 1 3 1 1 6
4 6 2 3

1 4 6

x x x x x x
x x x x

+ − − − −
− − = − = =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1

6 3 2 1 6 1 2 0
2

x
x x x x x

x

= − − − = − − = ⇔   =
 

Άλυτες ασκήσεις. 

1. Υπολογίστε το γινόµενο 1 2∆ ⋅∆  όταν 1

1 0 1

2 3 2

0 4 5

−

∆ = , 2

1 0 2

2 0 4

4 5 7

−

∆ =        

 

2. ∆είξτε ότι η τιµή της 

1 4 1 4

2 1 2 2

0 3 4 3

κ λ
κ λ

λ

− + +

+ +

+

είναι ανεξάρτητη των τιµών των ,κ λ∈ℝ  
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3. ∆είξτε ότι  

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2

β γ γ α α β α β γ
β γ γ α α β α β γ
β γ γ α α β α β γ

+ + +

+ + + = ⋅

+ + +

 

 

4.  Βρείτε τις τιµές της γωνίας θ ώστε 
cos sin

0
sin cos

θ θ
θ θ

= . 

 

5. Αν xν νΑ , λ∈ℝ  δείξτε ότι νλ λ⋅Α = ⋅ Α . 

 

6. Αν xν νΑ δείξτε ότι 0Α =  αν και µόνο αν ο Α έχει περισσότερα από ( )2ν ν−  

µηδενικά στοιχεία. 

 

7. Αν Α αντιστρέψιµος xν ν  πίνακας δείξτε ότι 

(i) 
11 −−Α = Α ,     

(ii) Αν 2Α = βρείτε την τιµή της 1λ −Α , όπου λ∈ℝ , 0λ ≠  

(iii) Αν 3 4Α = Α  βρείτε την τιµή της Α .                                                                        

Λύση. 

(i) Είναι 
11 1 1 1 1

1ν ν
−− − − −ΑΑ = Ι ⇔ ΑΑ = Ι ⇔ Α ⋅ Α = ⇔ Α = = Α

Α
 

 

(ii) Είναι 1 1

2

ν
ν λ

λ λ− −Α = Α =  

 

(iii) Είναι 
3 23 34 4 4 4 4ν ν νΑ = Α ⇔ Α = Α ⇔ Α = Α ⇔ Α = ⇔ Α =  

 

8. Αν 
2 1

2 6

λ λ
λ

+ 
Α =  + 

,
2 1

2

λ λ
λ
+ 

Β =  − 
, βρείτε λ∈ℝ  ώστε 0ΑΒ = . 

 

9. Αν 

1 0 4

2 1 6

1 1 3

− 
 Α =  
  

βρείτε τους adjA, 1A− . 

 

10. Αν  για τον 2 2xA  ισχύει Α+ Ι = Α − Ι , δείξτε ότι 2 4Α− Ι = + Α . 

 

11. Σε ορίζουσα D, τάξης ν>1 υπάρχουν 
*µ∈ℕ  µηδενικά στοιχεία ώστε 

1 1 1

1ν µ ν
+ <

−
. ∆είξτε ότι D=0. 
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12. Λύστε τις εξισώσεις (α) 

6 3 5

2 5 7 0

6 6 2

x

x

x

−

− =

−

,    (β) 

5 4 3

4 2 6 0

2 3 1

x x x

x x x

x x x

− + −

+ − − =

− − +

 

 

(γ)  

α γ β 3

β α γ 3 0

γ β α 3

x

x

x

−

− =

−

, , ,a β γ ∈ℝ ,                              (δ)  2

2 2

1 1 1

5 0

5 5

x x

x x x x

=

+ + +

,       

 

(ε) 

2 3

2 2 2 2

1

1 1 1 1
0

1 2 3 4

1 2 3 4

x x x

=              (στ)

9

12 0,  0x

x

α α α
α α α α
α α α

+

+ + = ≠

+

       

 

13.  ∆είξτε ότι: (α) ( )

2

2
2 2 2 2

sin sin

cos cos

sin sin

cos cos

x

x

y

y

α α ω
β β ω

α β γ δ
γ γ ϕ
δ δ ϕ

≤ + + + ,    

 

(β)

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 3

sin cos sin 2

cos sin sin 2 cos 2

1 sin 2 1 1

α α α
α α α α
α

= −

+ −

,    (γ) 

2

2 2 2 2( )( )
α β

α γ β δ
γ δ

≤ + + . 

 

(δ) ( )( )( )( )

3 2

3 2

3 2

1+α α α

1+β β β = α β β γ γ α 1+αβγ

1+γ γ γ

− − − ,      (ε) ( )4

α β β β

α β α α
α β

β β α β

α α α β

= − − ,   

 

(στ)      3

α β β β

β α β β
=(α+3β)(α β)

β β α β

β β β α

−  

 

14. Υπολογίστε τις  

4 7 6 5

2 6 8 1

5 2 0 3

2 1 2 4

− −

−

,              

3 4 5 7

2 3 5 6

6 1 0 7

4 3 2 1

−
,  
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1 1 1 1

1 1 2 1 1

1 1 1 3 1

1 1 1 1 4

α
α

α
α

+

+

+

+

,                        

4 8 12

5 9 13

2 6 10 14

3 7 11 15

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

α α α α
α α α α
α α α α
α α α α

+ + +

+ + + +

+ + + +

+ + + +

 

 

15. Λύστε τις εξισώσεις 2

1 7

4 6 0

2 9 3

x

x x x

x

−

+ − =

−

,      

2 3 1 2 1 2

1 2 3 3 0 4

1 1 1 0 3 1

− − −   
   − ⋅Χ =   
   −   

. 

 

16. Με τη βοήθεια γραµµοπράξεων βρείτε τον  1A−  αν 

1 2 6

1 3 0

0 1 1

− 
 Α = − 
 − 

.  


