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                                                                                      Εξαρτήµατα 

Παραγγελίες Συσκευασίες Α Β Γ ∆ 

1x  Μ1 20 40 120 20 

2x  Μ2 40 60 40 60 

3x  Μ3 60 60 40 40 

Ανάγκες µας  400 500 520 380 
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 Επίλυση γραµµικού συστήµατος µε τον αντίστροφο πίνακα. 

Αν ο xν νΑ  είναι αντιστρέψιµος, το γραµµικό σύστηµα που γράφεται µε τη 

µορφή A X B⋅ =  έχει µοναδική λύση 1X A B−= ⋅ , όπου A  είναι ο πίνακας  

συντελεστών των αγνώστων, X  ο πίνακας των αγνώστων, B   ο πίνακας των 

σταθερών όρων. 

 

Π.χ. 1. Λύστε το σύστηµα 
       2

5 6 8

x y

x y

− = 
 
− + = − 

. 

 

Είναι 
1 1

5 6
A

− 
=  − 

,     
1 1

6 5 1 0
5 6

A
−

= = − = ≠
−

,     
x

X
y

 
=  
 

,   
2

8
B

 
=  − 

. 

 

Το σύστηµα ισοδυνάµως γράφεται 1
6 1 2 4

5 1 8 2
A X B X A B−      
⋅ = ⇔ = ⋅ = ⋅ =     −     

. 

 

Π.χ. 2. Λύστε το σύστηµα 

2     1

  3   2

2 3 2 2

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 

− + = − 
 + − = 

. 

 

Είναι 

2 1 1

1 3 1

2 3 2

A

− 
 = − 
 − 

,   

2 1 1

1 3 1 1 0

2 3 2

A

−

= − = ≠

−

,  1

3 1 2

4 2 3

9 4 7

A−
− − 

 = − − 
 − − 

, 

x

X y

z

 
 =  
  

,  

     

1

2

2

B

 
 = − 
  

.   Το σύστηµα ισοδυνάµως γράφεται 1

1

2

3

A X B X A B−

 
 ⋅ = ⇔ = ⋅ =  
  

. 
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Π.χ. 3. Λύστε το σύστηµα 

3          1

2 4  1

          3 1

x y

x y z

y z

+ = 
 

+ + = 
 + = 

. 

 

Είναι 

3 1 0

2 4 1

0 1 3

A

 
 =  
  

,      

3 1 0

2 4 1 27 0

0 1 3

A = = ≠ ,    

x

X y

z

 
 =  
  

,    

1

1

1

B

 
 =  
  

 

 

Το σύστηµα γράφεται 1

11 3 1
1

27 27 27 1 3
6 9 3

1 0
27 27 27

1 1
2 3 10

3
27 27 27

A X B X A B−

− 
  
   
 − −   ⋅ = ⇔ = ⋅ = ⋅ =    
     −       

 

 

Επίλυση γραµµικού συστήµατος µε ορίζουσες. 

∆ίνεται το xν ν  γραµµικό σύστηµα που γράφεται µε τη µορφή A X B⋅ = .  

Αν 0A ≠  το σύστηµα έχει µοναδική λύση xDx
D

= , 
yD

y
D

= , κ.ο.κ. 

Αν 0A =  το σύστηµα είναι αδύνατο ή αόριστο. 

 

Π.χ. 1. Λύστε το σύστηµα 
2 3 1

3 2 8

x y

x y

− = 
 

+ = 
. 

 

Είναι  
2 3

13 0
3 2

D
−

= = ≠ ,     
31

8
26

2
xD

−
= = ,     

2
13

3

1

8
yD = = .  

 

Άρα είναι  
26

2
13

xDx
D

= = =   και  
13

1
13

yD
y

D
= = = . 

 

Π.χ. 2. Λύστε το σύστηµα 

  2 3 5

      0

4 5 6 11

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 

− − = 
 + + = 

. 

 

Είναι  

1 2 3

1 1 1 6 0

4 5 6

D = − − = ≠ ,       

2 3

1 1

5
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6

5 6

xD = − − = ,       

       

         

5

0
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1 1 6

1 614

yD = − = − ,           

1 2

1 1 12

4

5

0

115

zD = − = . 
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Άρα 
6

1
6

xDx
D

= = = ,        
6

1
6

yD
y

D

−
= = = − ,        

12
2

6

zDz
D

= = = . 

 

Π.χ. 3. Λύστε το σύστηµα 
3 6 7

2 4 3

x y

x y

+ = 
 

+ = 
. 

 

Είναι 
3 6

12 12 0
2 4

D = = − = ,     
6

28 18 10 0 δύνατ
7

3
ο

4
xD = = − = ≠ ⇒ Α  

                          

                          Οµοίως  και αν  
3

9 14 5 0 δύν τ
3

α
7

ο
2

yD = = − = − ≠ ⇒ Α . 

 

Π.χ. 4. Λύστε το  σύστηµα 
3 2

2 6 4

x y

x y

+ = 
 

+ = 
.  

 

Είναι   
1 3

6 6 0
2 6

D = = − = ,     
3

12 12 0
6

2

4
xD = = − = ,  

2

4

1
4 4 0

2
yD = = − = . 

 

Από 0x xD D D= = =  έπεται ότι το σύστηµα είναι αόριστο. Παρατηρούµε ότι 

η δεύτερη εξίσωση του, προκύπτει αν πολλαπλασιάσοµε την πρώτη επί δύο.  

 

Άρα, 
  3 2

3 2 2 3
2 6 4

x y
x y x y

x y

+ = 
⇔ + = ⇔ = − 

+ = 
.  

Συνεπώς, ( ) ( ), 2 3 ,  x y y y= −  όπου y∈ℝ . 

 

Π.χ. 5. Λύστε το σύστηµα 

2 3 1

0

4 5 6 0

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 
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 + + = 

. 

 

Είναι 6 0D = ≠ , 

2 3

1 1

1

0

0

1

5 6

xD = − − = − , 

1

0
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1 1 10

604

yD = − = − , 
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1

0

9

4 5
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Άρα ( ) 1 10 9
, , , , , ,

6 6 6

yx z
DD D

x y z
D D D

  − − = =   
  

. 

 

Π.χ. 6. Λύστε το σύστηµα 

5 2 3 6

2 3 9

3 2 1

4 3 5 7

x y z

x y z

x y

x y z

ω

ω
ω

− + − = 
 + − = 
 
− + − = − 
 + − + = − 

. 

Είναι 206 0D = ≠ ,  412xD = ,  206yD = − , 618zD Dω= = − .    
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Άρα ( ) ( ), , , , , , 2, 1, 3, 3
yx z
DD DD

x y z
D D D D

ωω
 

= = − − − 
 

. 

 

Π.χ. 7. Λύστε το σύστηµα 
( ) ( )

( )
λ+2 7 3 35

           3

x y

x y

λ

λ λ

+ − =  
 

+ − =  
. 

 

Είναι 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

λ+2 7λ+2 7 3
3 3 λ+2 7 3 λ 5

1 11 3
D

λ
λ λ λ

λ
−
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−

      

       

       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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3 3 35 7 7 3 λ 5

13

35
xD

λ
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λλ λ
−

= = − = − − = − − −
−

         

       

       ( ) ( )2
λ+2

2 35 λ 5 λ+7
1

35
yD λ λ

λ
= = + − = −  

� Αν 0 3 και 5D λ λ≠ ⇔ ≠ ≠  είναι ( ) 7
, , 7,

3

yx
DD

x y
D D

λ
λ

  + = = −   −  
 

 

� Αν 3λ =  το σύστηµα γίνεται 

35
5 0 35 5 35

δύνατο3
  0 3   3

  3

x y x x

x y x
x

 + = = =     
⇔ ⇔ Α     

+ = =     = 

 

 

� Αν 5λ =  το σύστηµα γίνεται 
7 14 35

2 5 όριστο
   2 5

x y
x y

x y

+ = 
⇔ + = ⇔ Α 

+ = 
 

Έχει άπειρες λύσεις της µορφής ( ) ( ),  5 2 ,  x y y y= −  όπου y∈ℝ . 

 

Π.χ. 8. Λύστε το σύστηµα 
3 5 12

  3 4

x y

x y

+ = 
 

− = 
.  

 

Είναι    
3 5

14 0
1 3

D = = − ≠
−

,    
12

4

5
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3
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−
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0

1 4
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Άρα ( ) ( )56 0
, , , 4,0

14 14

yx
DD

x y
D D

  − = = =   − −  
. 

 

Π.χ. 9. Λύστε το σύστηµα 
1x y

x y

λ µ
µ λ λ µ
+ = 

 
+ = + 

 , όπου ,λ µ∈ℝ .  

 

Είναι ( )( )D λ µ λ µ= − + . 
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Όταν 0D λ µ≠ ⇔ ≠ ± , τότε ( , ) , ,
( )( ) ( )

1 1

( )

X YD D
x y

D D

µ λ
λ µ

λ µ λ
λ µ λ µ

µ λ µ λ µ

 
 

   = =   − + − +

 

+



+



. 

� Όταν λ µ= , το σύστηµα γράφεται: 
1x y

x y

λ λ
λ λ λ λ
+ = 

 
+ = + 

…. 

 

� Όταν λ µ= − , το σύστηµα γράφεται: 
1

0

x y

x y

λ λ
λ λ
− = 

 
− − = 

…. 

 

Επίλυση οµογενούς γραµµικού συστήµατος xν ν . 

Το γραµµικό 2 2x  σύστηµα 
0

0

ax by

cx dy

+ = 
 

+ = 
ποτέ δεν είναι αδύνατο, καθόσον 

έχει ως προφανή λύση τη µηδενική.  Το σύστηµα έχει και µη µηδενικές λύσεις 

0
a b

D a d b c
c d

⇔ = = ⋅ − ⋅ =   

 

Αν 0
a b

D a d b c
c d

= = ⋅ − ⋅ ≠ τότε το σύστηµα έχει ως µόνη λύση την προφανή. 

 

Π.χ. 1.  Λύστε το σύστηµα  

 
( )

      2 0  2 0
2 0 2

2 2 02 4 0

x yx y
x y x y

x yx y

+ = + = 
⇔ ⇔ + = ⇔ = −   

+ =+ =   
.  

 

Είναι 
1 2

4 4 0
2 4

D = = − = . Άρα, έχει και άλλες λύσεις εκτός της προφανούς οι 

οποίες είναι της µορφής ( ) ( ) ( ),  2 ,  2,  1x y y y y= − = −  όπου y∈ℝ , οπότε µία λύση 

είναι η ( ) ( ), 10, 5x y = − . 

 

Π.χ. 2. Λύστε το σύστηµα 

2    0

  3  0

 3 0

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 

+ + = 
 − + − = 

. 

2 1 1

1 3 1 22 0

1 1 3

D

−

= = − ≠

− −

, άρα το σύστηµα δεν έχει άλλη λύση πλην της µηδενικής. 

 

Π.χ. 3. Λύστε το οµογενές σύστηµα 

    0

       3 0

2  0

x y z

y z

x y z

+ − = 
 

− = 
 − − = 

. 



Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής  6

Είναι 

1 1 1

0 3 1 0

2 1 1

D

−

= − =

− −

, άρα υπάρχει και µη µηδενική λύση. 

 

Υπολογισµός της µη µηδενικής λύσεως. 

 

( )
( ) ( )

2 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
1 1 1 0

0 3 1 0 0 3 1 0 1 0 3 1 0
: 30 3 1 0

2 1 1 0 0 3 1 0 0 0 0 0

− − − −     
−      ↓ − − −        −      → − − − ↵     

∼ ∼ ∼  

( )

2 2
021 1 1 1 00 03 3 3

1 1 0 1 0 1 10 1 0 1 03 3
3 3

x z x z

y z y z

  − = =−   −         ⇔ ⇔  −    − −   − = =        

֏
∼ ∼  

 

Άρα ( ) 2 1 2 1
,  ,  ,  ,  ,  ,  1

3 3 3 3
x y z z z z z

   = =   
   

, όπου z∈ℝ . 

 

Μέθοδος επαυξηµένου πίνακα ή µέθοδος Gauss. 

Π.χ. 1. Λύστε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 
     4

2 3 11

x y

x y

+ = 
 

+ = 
 

 

( )
( )

1 1 4 1 1 4 1 0 1 12
 άρα

12 3 11 0 1 3 0 1 3 3

x

y

← =     −  
       − =←       

∼ ∼  

 

Π.χ. 2. Λύστε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 
2 3

2 4 

x y

x y

+ = 
 
+ = 

 

 

( )1 2 3 1 1 41
 άρα 0 0 1 0 1 Αδύνατο

1 2 4 0 0 1
x y

   −
+ = ⇔ =   ←   

∼  

 

Π.χ. 3. Λύστε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 
    2   3

10 20 30

x y

x y

+ = 
 

+ = 
 

 

( )1 2 3 1 2 310
1 2 3  2 3 3 2

10 20 30 0 0 0
x y x y

   −
⇔ + = ⇔ = −      ←   

∼ ∼  

Αόριστο, δηλαδή έχει άπειρες λύσεις της µορφής ( ) ( ), 3 2 ,   x y y y y= − ∈ℝ . 

 

Π.χ. 4. Λύστε µε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 
     1

2 3 5

x y

x y

+ = 
 

+ = − 
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( )
( )

1 1 1 1 1 1 1 0 8 82
 άρα

12 3 5 0 1 7 0 1 7 7

x

y

← =     −  
       −− − − = −←       

∼ ∼  

 

Π.χ. 5. Λύστε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 

  2   3 2

2 6 11 3 1

  2  7 3  

x y

x y

x y

ω λ

ω λ
ω λ

+ − = 
 

+ − = − 
 − + = 

, όπου λ∈ℝ . 

 

( ) ( )
( )

1 2 3 2 2 1 1 2 3 2

2 6 11 3 1 0 2 5 1 1

1 2 7 3 0 4 10

λ λ
λ λ
λ λ

− − − − ←   
   − − ← − − − −   
   − ← −   

∼ ∼  

 

( )
1 0 2 3 1 1 0 2 3 1

2 0 2 5 1 0 2 5 1

0 4 10 0 0 0 2

λ λ
λ λ
λ λ

+ +   
   − − + − +   
   → − − −   

∼  

 

� Όταν 2 0 2λ λ− − ≠ ⇔ ≠ − , το σύστηµα είναι αδύνατο. 

 

� Όταν 2λ = − , τότε 

5 2
1 0 2 5 2 5

1 5
0 2 5 1 2 5 1

2

x
x

y y

ωω
ωω

= − −− + = −    
⇔   + − − − + = − =   

∼  Αόριστο. 

Έχει άπειρες λύσεις, της µορφής ( ) 1+5
,  ,  5 2 ,   ,   

2
x y

ω
ω ω ω = − − 

 
, όπου ω∈ℝ . 

 

Π.χ. 6. Λύστε µε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 

             3

  2 5 0

7 9 1

x y

x y z

x y z

+ = 
 

+ − = 
 − + − = − 

. 

 

( ) ( )

( )
( )

1 1 0 3 2 7 1 1 0 3 1 1 0 3

2 5 1 0 0 3 1 6 0 13 0 26 : 13

7 9 1 1 0 16 1 20 1 0 16 1 20

−     
     − ← − − ← − − −     
     − − − ← − − −     

∼ ∼  

 

( ) ( )
1 1 0 3 1 0 0 1 1 0 0 1

16 0 1 0 2 1 0 1 0 2 0 1 0 2

0 16 1 20 0 0 1 12 0 0 1 12

←     
     − −     
     → − − −     

∼ ∼ ∼    

  

Άρα, ( ) ( ),  ,  1,  2,  12x y z = .    

 

Π.χ. 7. Λύστε µε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 
  2 1

2 8 3

x y

x y

λω
λ ω

+ + = 
 

+ + = 
 όπου λ∈ℝ . 
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Είναι 
( )

( ) ( )
1 21 2 1 1 2 1 12

0 4 2 42 8 3 0 4 8 2 1 1

λλ λ
λ λλ λ λ

    −
     − − −− −←     

∼ ∼  

 

� Όταν 4 0 4λ λ− ≠ ⇔ ≠ , το σύστηµα γράφεται 
        2           1

    ( 4) 2( 4) 1

x y

y

λω
λ λ ω

+ + = 
 

− − − = 
   και 

είναι αόριστο. 

 

� Όταν 4 0 4λ λ− = ⇔ = , το σύστηµα είναι αδύνατο διότι η 2
η
  γραµµή γράφεται 

1 2 4 1

0 0 0 1

 
 
 

. 

Π.χ. 8. Λύστε µε τη µέθοδο Gauss το σύστηµα 

  4 7 6

2 5 9 9

3 6 8 12

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 

+ + = 
 + + = 

. 

( ) ( )
( )
( )

1 4 7 6 2 3 1 4 7 6 1 4 7 6

2 5 9 9 0 3 5 3 : 1 0 3 5 3 : 3

3 6 8 12 0 6 13 6 : 1 0 6 13 6

− −     
     ← − − − −     
     ← − − − −     

∼ ∼ ∼  

 

( ) ( )
( )

11 01 4 7 36 2

5 50 1 1 6 4 0 1 1
3 3

6 0 : 30 6 13 0 0 3

   ←     − −     ←     

∼ ∼  

( )( )

11 0
3 2 1 0 0 2 2

50 1 1 0 1 0 1  άρα 1
3

0 0 0 1 0 05 10 0 1
3 3

x

y

z

 
← ← =    

     ← ↑ =    
  = − −    

 

∼  

 

Π.χ. 9. Λύστε µε τη µέθοδο Gauss το  σύστηµα 

  2 3 2

2 3 4 3

5 6 7 6

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 

+ + = 
 + + = 

 

( ) ( )
( )
( )

1 2 3 2 2 5 1 2 3 2 1 2 3 2

2 3 4 3 0 1 2 1 : 1 0 1 2 1

5 6 7 6 0 4 8 4 : 4 0 1 2 1

− −     
     ← ↓ − − − −     
     ← ← − − − −     

∼ ∼ ∼  

 

( )
1 2 3 2 1 0 1 0 0

20 1 2 1 0 1 2 1 2 1 1 2

x z x z

y z y z

← − − = =      
⇔ ⇔     − + = = −     

∼  

 

Αόριστο το σύστηµα, έχει άπειρες λύσεις της µορφής ( ) ( ), , ,  1 2 ,   x y z z z z z= − ∈ℝ . 
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Π.χ. 10. Λύστε µε τη µέθοδο Gauss το  σύστηµα 

     2

2 4 5 13

3 6 7 18

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 

+ + = 
 + + = 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 3 1 1 1 2 1 1 1 2

2 4 5 13 0 2 3 9 : 2 0 1 1,5 4,5 1 3

3 6 7 18 0 3 4 12 0 3 4 12

− − ←     
     ← ↓ − −     
     ← ← ←     

∼ ∼ ∼  

 

( ) ( ) ( )

1 0 0,5 2,5 1 0 0,5 2,5 1 0 0 1

0 1 1,5 4,5 0 1 1,5 4,5 0 1 0 0

0 0 0,5 1,5 : 0,5 0 0 1 3 1,5 0,5 0 0 1 3

− − − − ← ← −     
     ← ↑     
     − − − −     

∼ ∼  

 

Άρα ( ) ( ), , 1,  0,  3x y z = − . 

Άλυτες ασκήσεις. 

1. Λύστε τα  συστήµατα 

(α)

  4  3 5

2 8  6 9

3 12 9 10

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 

+ − = 
 + − = 

,     (β)

5  3 0

4 7 0

3    

x y z

x y z

y z x

+ − = 
 

− + = 
 + = 

,    (γ)

( 1)   0

      2 3 7

( 2) 2 6 0

x y

x y z

x y z

λ

λ
λ

− − = 
 

+ = 
 + + − = 

, 

 

(δ)

2

     1

     

     

x y z

x y z

x y z

λ
λ λ

λ λ

 + + =
 

+ + = 
 + + = 

,     (ε)
( ) ( )
( ) ( )

5 2 3 3 2

λ+10 6    4

x y

x y

λ λ λ

λ λ

+ + + = +  
 

+ + = +  
,   

 

(στ)
     1

3 2 3

x y

x y

λ
λ λ λ
+ = 

 
− = + 

,   (ζ)
(2 3)           3 2

          5 (2 3) 5 

x y

x y

µ µ µ
µ

− − = − 
 

+ + = − 
,     

 

(η)
( 2)       3 3

      3 ( 2) 2

x y

x y

µ µ
µ µ µ

− + = − 
 

+ − = − 
,   (θ)

3 5    0

4 2 2 0

3 5 6 1

6   3 1

x y z

x y z

x y z

x y z

− + = 
 − + = 
 

− + = 
 + + = 

.  

 

2. Βρείτε τους ,λ µ∈ℝ , αν ( ) ( )1,  ,  1,  2,  
2

x y z = −  είναι λύση του συστήµατος  

                1 2

2 ( 2 ) 5

x y z

x y z

λ µ µ
µ λ µ λ λ
− + = + 

 
− − − = − + 

. 

 

3. Αν 
1

2 3

λ λ − 
Α =  

 
,λ∈ℝ  και 

1 1

0 2

 
Β =  

 
βρείτε τον πίνακα Χ ώστε: Α⋅Χ = Β . 

 

4. Αν A
α β
γ δ
 

=  
 

  δείξτε ότι ( )2 Oα δΑ − + ⋅Α+ Α ⋅Ι = . 
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5. Λύστε τα  συστήµατα:     (α) 

  +       1

2    3        9

3  2 4

5    +4 3  =11

x y z

x y z

x y z

x y z

ω

ω
ω

+ − = 
 − + = 
 
− + − + = − 
 − − 

,    (β)

 2 3        1

        3 5 7 

2        5 11 

x y

y z

x z

− = 
 

+ = 
 + = 

  

 

(γ)

   2 3 2 0

2      4 0

3    2 6 0

3 + 4 2  =0  

x y z

x y z

x y z

x y z

ω
ω
ω
ω

− + + = 
 + − + = 
 

− + + = 
 − − − 

,   (δ)

10 13 15 18

  3        2

         4 3

2 3 +      2

x y z

x y z

x y z

x y z

− + = 
 − + = 
 

+ + = 
 − + = − 

,     (ε)

2   1

2     5

5 5 2 2

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 

− + = − 
 + − = − 

  

 

6. Λύστε την εξίσωση 

0 0

1 1 0 0
0

2 2 2 0

0 0 3 3

x x

x x

x x x

x x

+ +
=

+ + +

+ +

. 

 

7. ∆είξτε ότι     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( 1) ( 2)

( 1) ( 2) 4( )( )( )

( 1) ( 2)

α α α
β β β α β α γ β γ
γ γ γ

+ +

+ + = − − −

+ +

. 

 

8. ∆είξτε ότι 

2 2 2

3 3 3 2 2 2

4 4 4

( )( )( )

α β γ
α β γ α β γ α β β γ γ α
α β γ

= − − − . 

 

9. Α. Βρείτε το γινόµενο   

1 2 1 1 1 3

1 1 1 1 1 0

1 1 0 2 1 3

−   
   − ⋅ −   
   −   

 

 

    Β. Αν 

1 2 1 3

1 1 1 2

1 1 0 5

   
   − ⋅Χ = −   
      

, βρείτε τον  πίνακα Χ.  

 

10. Με τη µέθοδο του αντιστρόφου πίνακα λύστε τα συστήµατα: 

(α)
3 10

2 5 2

x y

x y

− + = 
 

− = 
,          (β)

     3

2 2

  3 3

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 
− + + = 
 + − = 

,     (γ)

   3 2 1

5 2 7 2

 2    2  

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 

+ + = − 
 + + = 

,    

 

(δ)

2 3 5 14

4 5 5

         3 3 2

x y z

x y z

x z

− + = 
 

+ − = − 
 − = − 

, (ε)

2

   1

  

λ    

x y z

x y z

x y z

λ
λ λ

λ

 + + =
 

+ + = 
 + + = 

.   
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11. Λύστε τα συστήµατα:  (α)
( 1) 2( 1) 2

                  3 4 5 

x y

x y

λ λ µ
λ λ

+ − − = + 
 

+ = + 
,  

 

(β)

       3 2 1

2          5 

( 1)        4

            10 + 3 2 

x y z

x y z

x y

y z

λ
λ

λ

+ + = 
 − − = 
 
+ − = 

 = − 

,      (γ)

       

 

x y z

ax y z

x y z

κ
β γ λ

β γ α µ

+ + = 
 

+ + = 
 + + = 

,     (δ)

6 7 10 11

2   5 3 

4 8 5 10

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 

− + = 
 + + = 

. 

 

12. Βρείτε ,α β ∈ℝ  ώστε το σύστηµα  
( )

 α 2 1

3 3 1 3

x y x

x y x

β

β α

+ = − 
 

+ − = − 
 να έχει άπειρες 

λύσεις τις οποίες και να υπολογίσετε. 

 

13. Βρείτε λ∈ℝ  ώστε να είναι αδύνατο το σύστηµα 
( ) ( )
( ) ( )

6 3 4 2

2λ+3 2 3 1

x y

x y

λ λ λ

λ λ

+ + + = +  
 

+ + = +  
. 

 

14. Βρείτε ,α β ∈ℝ  ώστε να είναι συγχρόνως αδύνατα τα συστήµατα     

( )2 1

2            6 7 4

x y

x y

α β β

α β

− + = 
 

− = − 
,   

( ) ( )
            3             2 1

5 5 5

x y

x y

α β

α β α β

+ = − − 
 

+ − − = 
. 

 

15. ∆είξτε ότι το σύστηµα 
( 2) 3 2 3

           3  

x y

x y

λ λ
λ

+ − = + 
 

+ = 
 έχει µία λύση 0 0( ,  )x y  λ∀ ∈ℝ . 

Υπολογίστε την τιµή του λ  ώστε 0 03 7x y+ = . 

 

16. Βρείτε λ∈ℝ , ώστε να είναι αόριστο το  σύστηµα 

λ 2  2

2 3 13

3( ) 2 15

x y z

x y z

x y z

λ
+ − = 

 
+ + = 

 + + = 

 και µετά 

υπολογίστε τις άπειρες λύσεις του.  

 

17. Λύστε τα συστήµατα: (α)

2 2

2 2

( ) ( ) 2( )

( ) ( ) 2( 2 )

x y

x y

λ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ λ λµ µ

 − + + = + 
 

+ + − = + −  
,  

 

(β)
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
sin cos sin 2

cos sin cos 2

x y

x y

α α α

α α α

− =  
 

+ =  
,    (γ)

    2 1

3   3 1

 2 4

x y

x y

x y

λ
λ λ

λ

+ = + 
 

− = − 
 − = 

, (δ)
2    3 0

4 2 0

x y

x y

+ =  
 

+ =  
. 

 

18. ∆είξτε ότι είναι αδύνατο το σύστηµα   

( )
( )

2

2

2

+1         

       1

              1

k x k y k

k x y

k x y

λ µ

λ λ λµ

µ λµ µ

 + =
  

+ + = 
 

+ = +  

. 
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19. Ποιά σχέση πρέπει να συνδέει τα ,α β ∈ℝ  ώστε να είναι συµβιβαστό το σύστηµα 

1

      

x y

x y

x y

α β
β α αβ

α β

+ = 
 

+ = 
 + = + 

; 

 

20. Αν 

1 2

1

1 1

µ
− 

 Α =  
  

, 

2

1

1

µ + 
 Β =  
 − 

, βρείτε  τον πίνακα Χ ώστε Α⋅Χ = Β . 

 

21. Βρείτε  λ∈ℝ  ώστε να έχει τουλάχιστον µία λύση το σύστηµα 

( )
( )

                        3

          + 1 8

1             1

x y

x y

x y

λ λ

λ

 + =
 

+ = 
 + − = 

. 

 

22. ∆είξτε ότι για κάθε τιµή του θ ∈ℝ  είναι αδύνατο το  σύστηµα 

( )
( )
  1 sin 2 1

1 sin 3 1

                2   4

x y

x y

x y

θ

θ

+ + = 
 
− + + = − 

 − = 

.  

23. Λύστε τα συστήµατα (α)
( ) ( )
( ) ( )

2 21 1 0

2 1 1 0

x y

x y

λ λ

λ λ

 − + − = 
 

− + + =  
 , (β)

0

0

        0

x y z

x y z

x y z

α β γ

β γ α

− + = 
 

+ + = 
 + + = 

. 

 

24. Αν 
1 1

3 4

− 
Α =  

 
και λ∈ℝ , βρείτε  πίνακα 2 1ΧΧ  ώστε λΑ⋅Χ = ⋅Χ .  

 

25. Αν υπάρχουν , ,x y z∈ℝ  µε 0x y z+ + ≠ , 0x y zα β γ+ + = , 0x y zβ γ α+ + =  

και 0x y zγ α β+ + = , δείξτε ότι 3 3 3 3α β γ αβγ+ + = .  

 

26. Βρείτε λ∈ℝ  ώστε να  έχει άπειρες λύσεις το σύστηµα 
( )2 1 0

          2 0

x y

x y

λ − − = 
 

− =  
. 

Ποιές είναι τότε οι λύσεις;  

 

27. Αν , ,a β γ ∈ℝ  διαφορετικοί ανά δύο και το  σύστηµα 

2 2 2

              0

0

 0

x y z

x y z

x y z

βγ αγ αβ

α β γ

 + + =
 

+ + = 
 + + = 

  

έχει και µη µηδενικές λύσεις, δείξτε ότι 0α β γ+ + = .  

 

28. Βρείτε τους ,x y∈ℝ  ώστε ( )
1 2 1

1
1 0

x y

x y
λ λ

λ λ λ
       

⋅ + ⋅ = + ⋅       
       

, όπου λ∈ℝ .  
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29. Αν το σύστηµα  

2 2

2 2

2 2

0

0

0

x y z

x y z

x y z

α αβ β

β βγ γ

γ αγ α

 + + =
 

+ + = 
 + + = 

έχει άπειρες λύσεις, δείξτε ότι 2α βγ=  ή 

2β αγ=  ή  2γ αβ= . 

 

30. Βρείτε το πολυώνυµο ( )f x x I A= ⋅ − , όπου x∈ℝ  και δείξτε ότι ( )f A =O  αν 

1 1 3

2 1 2

3 1 4

− 
 Α =  
  

.  

 

31. Βρείτε  λ∈ℝ  ώστε το σύστηµα 
( )2 0

          1

x y

x y

λ λ

λ

+ + = 
 

+ = 
να έχει µία λύση 0 0( , )x y  

τέτοια ώστε, η παράσταση ( )2

0 03x y+  να είναι ελάχιστη. 

 

32. Αν  2 2ΧΑ   αντιστρέψιµος, δείξτε ότι 
11 −−Α = Α , 2λ λΑ = Α , όπου λ∈ℝ .  

Αν ο αντιστρέψιµος  2 2ΧΑ  επαληθεύει την 2 19 3 −Α = Α , βρείτε την ορίζουσα Α .  

 

33. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει πίνακας 2 2ΧΑ  για τον οποίο 2 1
Α  2 3 0

2
− Α + = .  

 

34. Αν , ,α β γ  οι πλευρές και �Α , �Β , ɵΓ  οι γωνίες τριγώνου ΑΒΓ , αποδείξτε το νόµο 

συνηµιτόνων. Υπόδειξη. Θεωρείστε ως δεδοµένα τα 

cos cos

γ  cosΑ cos

cos cos

β γ α

α β
α β γ

⋅ Γ + ⋅ Β = 
 
⋅ + ⋅ Γ = 

 ⋅ Β + ⋅ Α = 

.  

 

35. Λύστε τα συστήµατα:    (α)

1

     

x y

x y

x y

α β

β α αβ
α β

+ = 
 

+ = 
 + = + 

, όπου *,α β ∈ℝ  

 

(β)

2

2

2

x y

x y

x y

λ λ

λ λ
λ λ

+ = − 
 

+ = − 
 + = − 

,             (γ)

( )
( )

1           1

          1 1

                     2 1

x y

x y

x y

λ λ

λ

λ

+ + = + 
 

+ + = 
 + = + 

.    

 

36. Βρείτε ,λ µ∈ℝ  ώστε να είναι συγχρόνως αδύνατα τα συστήµατα 

( )1 2

2 5 3

x y

x y

µ λ − + = 
 

+ =  
,      

( )1 2 3

4 10 5

x y

x y

µ λ + + = 
 

+ =  
. 
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37. Βρείτε λ∈ℝ  ώστε το σύστηµα ( )
( )

           2          3 0

4 3          6 0

5          4 1 0

x y

x y

x y

ω

λ ω

λ ω

 + + =
 

+ + + = 
 + + + = 

 να έχει και µη 

µηδενικές λύσεις. Βρείτε όλες τις λύσεις του συστήµατος για τη µικρότερη τιµή του 

λ  από το προηγούµενο ερώτηµα.  

 

38. Βρείτε ,λ µ∈ℝ  ώστε να είναι συγχρόνως αδύνατα τα συστήµατα 

( )2 1 10 3

           2    4 5

x y

x y

λ µ− + = 
 

+ = 
, 
( ) ( )2 1 2

         3          6 5

x y

x y

λ µ− − + = 
 

− = 
.  

 

39. ∆είξτε ότι για 1λ ≠  το σύστηµα

( 1) ( 1)     ( 2)ω 1

( 1) ( 1)             1

( 2) ( 1) (2 5) 1

x y

x y

x y

λ λ λ λ

λ λ λω λ
λ λ λ ω

+ + + + + = + 
 

+ + + + = + 
 + + + + + = 

 έχει 

µόνο µία λύση 0 0 0( , , )x y ω . ∆είξτε ότι για 1λ = −   το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.  

Αν 
0 0

0 0

( )
x y

y x
λ

 
Α =  − 

 λύστε την εξίσωση 2 ( ) 0λΑ = . 

 

40. Λύστε µε τη µέθοδο  επαυξηµένου πίνακα τα συστήµατα: 

(α)

2 1

2 2 4

4 4 2

x y

x y

x y

ω

ω
ω

+ + = − 
 

− + = − 
 + + = − 

,   (β)

2 3 1

3 5 2

3 16 7 5

x y

x y

x y

ω

ω
ω

− + = 
 

+ + = 
 − − + = 

,       (γ)
λ 1

 

x y

x y λ
+ = 

 
+ = 

 

 

(δ) 
2 3

2 3 3 4

x y

x y

ω
ω

− − = − 
 

− − = − 
, (ε)

2 3 5 1

2 3 1

3 2 3

x y z

x y z

x y z

ω

ω
ω

+ + + = 
 

+ − + = − 
 − + + = 

,    (στ)

4 3 0

3 5 2 0

2 3 2 0

x y z

x y z

x y z

ω

ω
ω

− + − = 
 

− + + = 
 − + + − = 

 

 

(ζ)

  4 5

3 2 1

4 5 9

x y

x y

x y

+ = 
 

− = 
 + = 

 ,          (η)

5 2 3 6

2 3 9

3 2 1

4  3 5 7

x y z

x y z

x y

x y z

ω

ω
ω

− + − = 
 + − = 
 
− + − = − 
 + − + = − 

,   (θ)
2 1

2 8 3

x y

x y

λω
λ ω

+ + = 
 

+ + = 
 

 

 (ι)

2 3 2

2 6 11 3 1

3 7 3

x y

x y

x y

ω λ

ω λ
ω λ

+ − = 
 

+ − = − 
 + + = 

,    (κ)

3

2 5

7 9 1

x y

x y

x y

λ
λ

+ = 
 

+ = 
 − + = − 

,   (λ)
3 4 12

6 8 24

x y

x y

+ = 
 

+ = 
, 

 

(µ) 

2 1

2 4 6 2 0

3 9 2

2 5 13 4

x y z

x y z

x y z

x y z

ω
ω
ω
ω λ

+ − + = 
 + − − = 
 
− + − − = − 
 − + + = + 

, (ν)

2 3   1

  2 2 8

3 8 3 8

x y z

x y z

x y z

− + = − 
 

+ − = 
 − + = − 

 ,  (ξ)

2 3   7

      4

3   2 1

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 

+ + = 
 − + = − 

,       
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(ο) 

   2 2  1

3  3         2

2 8 3 2 3

x y z

x y z

x y z

ω

ω

+ − + = 
 

− + = 
 − + − = 

, (π)

2      1

  2 2 3

3 2 3 1

x y z

x y z

x y z

− + = 
 

+ − = 
 − + = 

,      (ρ)

   +      0

2 2 2 0

3 3 4 0

x y z

x y z

x y z

+ = 
 

+ + = 
 + + = 

, 

 

(σ)
2 5

2 2

x y

x y

+ = 
 

+ = 
,     (τ)

3 +  5 8 0

2     2

5 2 3 1

+     +   =1

x y z

x y z

x y z

x y z

− = 
 + − = 
 

+ + = 
 − 

,    (υ)

        2 3        2

  2   2  =1

2   3   10

y z

x y z

x y z

ϕ

ω ϕ
ω ϕ

− + = 
 

− + − + 
 − + + − = 

. 

41. Βρείτε λ∈ℝ  αν  ΑΒ= λΒ, όπου 

1 3 5

3 4 9

3 4 5

 
 Α =  
  

 , 

x

y

z

 
 Β = ≠ 
  

Ο .  

 

42. Αν το σύστηµα 

0

α 0

0

x y z

x y z

x y z

β γ
β γ α

+ + = 
 

+ + = 
 + + = 

 όπου , ,α β γ ∈ℝ ,  έχει τις διαφορετικές 

λύσεις 1 1 1( , , )x y z , 2 2 2( , , )x y z  δείξτε ότι 1 1 2 2 1 2( ) ( )x y x y z z+ ⋅ + = ⋅ . 

 

43. Λύστε µε τη µέθοδο του επαυξηµένου πίνακα, τα συστήµατα:  

(α)
3 5 13

5 2 1

x y

x y

+ = 
 

− = 
, (β)

2 4 6

2 3 5 8

x y

x y

ω
ω

+ − = 
 

+ + = 
, (γ)

3 7

2 0

4 7

x y

x y

x y

+ =


− =
 + =

,   (δ)

  3 8

3 2 2

5  12

x y

x y

x y

+ = 
 

− = 
 + = 

,      

 

(ε)

2 10 1

2          5 13

3                 38 3

x y

x y

x y

ω

ω
ω

− − = − 
 

+ = − 
 − = − − 

,  (στ)
2(2 ) 4(2 ) 48

5( ) 3(5 ) 40

x y x y

x y x y

− + − = 
 

+ − + = 
.  

 

44. Λύστε τα συστήµατα (α)
( )2 ( 1) 2 3

( 2) (2 1) 3

x y

x y

λ λ λ

λ λ λ

 + + − = − 
 

− + + = +  
,         

  (β)
2

( 1) 2

( 2) ( 1) 5

x y

x y

λ

λ λ

+ + = 
 

+ − − = 
,  (γ)

2 6

2 5 4

x y z

x y z

+ − = 
 

− + = 
,  (δ)

0

3 4 8 0

2 3 7 0

x y z

x y z

x y z

+ + = 
 

+ + = 
 + + = 

, 

 

(ε)

( )

7

2 5

5 1 4

x y

x y

x y

λ
λ

λ

 + =
 

+ = 
 − − = − 

,  (στ)

3 5

2 4 3 8

5 3 2 13

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 

− + = 
 − + = 

,      (ζ) 2

2

2

3

x y z

x y z

x y z

λ

λ
λ λ

+ + = 
 

+ + = 
 + + = 

,        
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(η)

3

3

3

x y z

x y z

x y z

α

α
α

+ + = 
 
+ + = 

 + + = 

,         (θ)

7 3  3

5 4  3

 2 5 3

    0

x y z

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 + + = 
 

− + = 
 + + = 

,         (ι)
2

3

1x y z

x y z

x y z

x y z

λ ω
λ ω λ

λ ω λ

λω λ

+ + + = 
 + + + = 
 
+ + + = 

 + + + = 

,     

(κ)

3

2 2

2 3 6

3 3

x y z

x y z

x y z

x y z

+ − = 
 + + = 
 

+ − = 
 − − = 

 ,  (λ)

λ 2 1

( 1) 3

2 1

x y z

x y z

x y z

λ α
λ

+ + = 
 
+ + + = 

 + + = 

,  (µ)

 β

β  

x y z

x y z

x y z

α γ α β

γ α β γ
γ α β γ α

+ + = − 
 

+ + = − 
 + + = − 

  

 

όπου  0α β γ+ + ≠ . 

 

 


