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Αντιστοιχίες – Συναρτήσεις. 

Έστω δύο µη κενά σύνολα Α ,  Β . Λέµε ότι έχοµε µία αντιστοιχία ή διµελή 

σχέση µε σύνολο αφετηρίας το Α  και σύνολο αφίξεως το Β , αν και µόνο αν 

µπορούµε µε ένα συγκεκριµένο τρόπο (ή κανόνα ή  διαδικασία) f  να συσχετίσοµε 

ένα τουλάχιστο στοιχείο x  του Α  µε ένα ή περισσότερα στοιχεία y  του Β .  

Ο παραπάνω ορισµός, συµβολικά, δίνεται µε το :f A B→  και διαβάζοµε «η 

f  είναι µία αντιστοιχία µε σύνολο αφετηρίας το  Α  και σύνολο αφίξεως το Β ».  

Για τα στοιχεία που συσχετίζονται γράφοµε: 
f

x y→   και διαβάζοµε «το x  δια 

µέσου της f  αντιστοιχεί στο y » ή «από το σύνολο Α  το στοιχείο x , δια µέσω της 

f  αντιστοιχεί στο στοιχείο y  του Β ». 

Ονοµάζοµε τύπο µίας αντιστοιχίας :f Α → Β  τη συµβολική έκφραση 
f

x y→  

µε την οποία καθορίζεται ο τρόπος που συνδέονται τα αντίστοιχα στοιχεία. Το x  

ονοµάζεται αρχέτυπο ή πρωτότυπο ή ανεξάρτητη µεταβλητή και το y  ονοµάζεται 

εικόνα του x  ή εξαρτηµένη µεταβλητή ή τιµή της f  στο x .  

 

Ονοµάζοµε πεδίο ορισµού (domain of definition) της αντιστοιχίας :f Α → Β  

και το συµβολίζοµε µε το ( )D f , το σύνολο που περιέχει εκείνα τα στοιχεία x  του Α  

για τα οποία υπάρχουν στοιχεία y  τουΒ  έτσι ώστε 
f

x y→ ,  δηλαδή ορίζεται ως εξής: 

( ) :  µε  
f

D f x y x y
ορισµ

 
∈Α ∃ ∈Β 

 
→= .  

 

Ονοµάζοµε πεδίο τιµών (domain of range) της αντιστοιχίας :f Α → Β  και το  

συµβολίζοµε µε το ( )R f , το σύνολο των στοιχείων  y  του Β  για τα οποία υπάρχουν  

στοιχεία x  του Α  έτσι ώστε 
f

x y→ ,  δηλαδή ορίζεται ως εξής: 

( ) :  µε  
f

R f y x x y
 

= ∈Β ∃ ∈Α 
 

→ .  

 

Ονοµάζοµε γράφηµα (graph) της αντιστοιχίας :f Α → Β  και το συµβολίζοµε  

( )G f , το σύνολο των διατεταγµένων ζευγών ( ),x y  µε x∈Α , y∈Β  έτσι ώστε 

f

x y→ , δηλαδή ορίζεται ως εξής: ( )( ) ,  x :   
f

G f x y x y
 

= ∈Α Β 
 

→ .  

Το σύνολο ( )G f  µπορεί να παρασταθεί µε το καρτεσιανό του διάγραµµα. 

Μία τέτοια  παράσταση του γραφήµατος ονοµάζεται γραφική ή γεωµετρική 

παράσταση της αντιστοιχίας.  

 

Μία αντιστοιχία :f Α → Β  ονοµάζεται µονοσήµαντη ή µονότιµη αν και 

µόνο  αν κάθε στοιχείο ( )x D f∈  έχει, δια µέσου της f , ως εικόνα ένα και µόνο ένα 

στοιχείο y∈Β . Σε αντίθετη περίπτωση ονοµάζεται πλειότιµη.  
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Ορισµός συναρτήσεως. Πεδίο ορισµού συναρτήσεων. 

Έστω δύο µη κενά σύνολα Α, Β. Συνάρτηση από το σύνολο Α στο σύνολο Β
είναι µία διαδικασία µε την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α  αντιστοιχεί σε ένα 

ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β . Αν το σύνολο Α  είναι υποσύνολο του ℝ  και 

Β = ℝ , τότε η f  ονοµάζεται πραγµατική συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής.    

∆ηλαδή πραγµατική συνάρτηση µε πραγµατική µεταβλητή είναι κάθε 

µονοσήµαντη αντιστοιχία του Α ⊆ ℝ  στο ℝ .  Μία συνάρτηση είναι γνωστή αν 

γνωρίζοµε το πεδίο ορισµού της, το σύνολο µέσα στο οποίο παίρνει τιµές  και το 

νόµο βάσει του οποίου το κάθε ( )x D f∈  αντιστοιχεί σε ένα και µόνο ένα ( )y R f∈ .  

 

Άσκηση. 

Ποιά διαγράµµατα Venn αντιστοιχούν σε συνάρτηση και ποια σε διµελή 

σχέση; 

 

 

 

 

 

 

           ∆ιάγραµµα 1                                                                    ∆ιάγραµµα 2  

 

 

 

 

 

   

 

          ∆ιάγραµµα  3                                                                  ∆ιάγραµµα  4  

 

 
 

Παρατήρηση. 

Από τον ορισµό της συναρτήσεως f  προκύπτει ότι κάθε στοιχείο ( )x D f∈  

έχει µία µόνο εικόνα ( )y R f∈ , άρα κάθε ευθεία  γραµµή κάθετη στον άξονα xx′  σε 
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σηµείο που ανήκει στο πεδίο ορισµού της συναρτήσεως  τέµνει την γραφική 

παράσταση της f σε ένα µόνο σηµείο.  

Αν η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει, τότε πρόκειται για  διµελή σχέση και όχι 

συνάρτηση. Στο σχήµα 1 έχοµε τη γραφική παράσταση διµελούς σχέσεως και όχι 

συναρτήσεως, διότι για 1x x= υπάρχουν δυο αντίστοιχες τιµές του y , η 1y  και η 2y .  

 

 

Σχήµα  1. 

 

 

 

 

Άσκηση  1. 

Από τη γραφική παράσταση της συναρτήσεως f  

(σχήµα 2), βρείτε πεδίο ορισµού, διαστήµατα 

µονοτονίας, λύσεις εξισώσεως ( ) 0f x = , λύσεις 

ανισώσεως ( ) 0f x >  και λύσεις εξισώσεως 
( )2 32f x = .       Σχήµα 2. 

 

 

 

Άσκηση  2. 

Ποιές από τις παρακάτω γραφικές παραστάσεις παριστάνουν συναρτήσεις;  
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Άσκηση  1. Κάντε τη γραφική παράσταση της  
    , 0

( )
 , 0

x x
f x x

x x

≥
= = 

− ≤
.  

 

 

 

 

 

 

 

Άσκηση  2. Οµοίως  για  
1    , 0

( )
1 , 0

xx
f x

xx

>
= = 

− <
.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Άσκηση  3. Οµοίως  για 

2

2

2

4 3    , 0
( ) 4 3

4 3    , 0

x x x
f x x x

x x x

 − + ≥
= − + = 

+ + <
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άσκηση  4.  Οµοίως για 

2

2

2

4 7    , 1
( ) 4 1 3

4 1    , 1

x x x
f x x x

x x x

 − + ≥
= − − + = 

+ − <
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άσκηση  5. Οµοίως για  

2

2

2

4 3    , 1 η 3
( ) 4 3

4 3  ,1 3

x x x x
f x x x

x x x

 − + ≤ ≥
= − + = 

− + − < <
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Άσκηση  6. Οµοίως για ( )( ) 2f x xηµ=  

 
 

Άσκηση  7. Η συνάρτηση f  του παρακάτω σχήµατος έχει ( )D f = ℝ .  

(α) Για ποιες τιµές του x  παρουσιάζει ακρότατα τα οποία και να υπολογίσετε; 

(β) Ποιό το πεδίο τιµών της;     

(γ) Λύστε  την εξίσωση ( ) 0f x = . 

(δ) Λύστε τις ανισώσεις ( ) 0f x >  και ( ) 0f x < .  

 
 

Άσκηση  8. Για ποιες τιµές του x  παρουσιάζει ακρότατο η παρακάτω συνάρτηση; 
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Εύρεση πεδίου ορισµού συναρτήσεων. 

Υπάρχουν οι ακόλουθες περιπτώσεις: 

Τύπος συναρτήσεως Περιορισµοί 
1

1 1 0( ) ...f x a x a x a x aν ν
ν ν

−
−= + + + +  Κανένας 

( )
( )

( )

P x
f x

Q x
=  

( ) 0Q x ≠  

2( ) ( )f x P xν= , *ν ∈ℕ  ( ) 0P x ≥  

2 1( ) ( )f x P xν +=  Κανένας 

( )( ) log ( )f x P x=  ( ) 0P x >  

[ ] ( )
( ) ( )

Q x
f x P x=  ( ) 0P x >  

5
( ) ( ) log  h( )

( )
f x Q x x

P x
= + +  

( ) 0P x ≠ ,  ( ) 0Q x ≥ ,          h( )>0x  

[ ]( ) ( )f x P xεφ=  
( ) ,  

2
P x k k

π
π≠ + ∈ℤ  

[ ]( ) ( )f x P xσφ=  ( ) ,  P x k kπ≠ ∈ℤ  

Από τη γραφική παράσταση µίας συναρτήσεως προσδιορίζοµε τα πεδία 

ορισµού και  τιµών της. Πεδίο ορισµού είναι το σύνολο των σηµείων του άξονα xx′  

που είναι οι ορθές προβολές πάνω σε αυτόν,  όλων των σηµείων της γραφικής 

παραστάσεως της συναρτήσεως (Σχήµα 1).  

 

 

 

 

 

 

    Σχήµα 1.                          Σχήµα 2.                                       Σχήµα 3. 

 

Πεδίο τιµών είναι το σύνολο των σηµείων του άξονα yy′ που είναι ορθές 

προβολές των σηµείων της γραφικής παραστάσεως (Σχήµα 2). Τα ανωτέρω 

περιγράφονται στο  σχήµα 3. 

Πρέπει να προσεχθεί ότι το ( )D f  είναι σηµεία του xx′  άξονα και το ( )R f

σηµεία του yy′  άξονα, ανεξάρτητα από τα γράµµατα που χρησιµοποιούµε για να 

δηλώσοµε την ανεξάρτητη και την εξαρτηµένη µεταβλητή. 

Στο  σχήµα 4, είναι [ ]( ) 1,4D f =  και [ ]( ) 1,3R f = . 

 

 

      Σχήµα 4.                                                        

 

 

 

 

 

Παράδειγµα  1. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
2 1

, ( )
1

x
f f x

x

+
=

−
.  
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{ } { } { }: 1 0 : 1 1x x x xΠΟ = ∈ − ≠ = ∈ ≠ = −ℝ ℝ ℝ  

 

Παράδειγµα  2. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
2

2
, ( )

4

x
f f x

x

−
=

−
. 

{ } { }2 2 2&: 4 0  4 0 : 4 0 x x x x xΠΟ = ∈ − ≥ − ≠ = ∈ − > =ℝ ℝ  

         ( )( ){ } { } ( ) ( ): 2 2 0 :  2  2 ,  2 2,  x x x x x xη∈ − + > = ∈ > < − = −∞ − +∞ℝ ℝ ∪  

 

Παράδειγµα  3. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
2

2
, ( )

4
f f x

x
=

+
. 

ΠΟ = ℝ  διότι 2 4 0 x x+ ≠ ∀ ∈ℝ . 

 

Παράδειγµα  4. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 2, ( ) 1f f x x= − . 

{ } ( )( ){ }2:1 0 : 1 1 0 x x x x xΠΟ = ∈ − ≥ = ∈ − + ≥ℝ ℝ               

       [ ]{ } [ ]: 1,  1  1,  1x x= ∈ ∈ − = −ℝ  

 

Παράδειγµα  5. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 2, ( ) 2f f x x x= − − . 

{ } ( ) ( ){ }2: 2 0 : 2 1 0 x x x x x xΠΟ = ∈ − − ≥ = ∈ − + ≥ =ℝ ℝ  

          { } ( ] [ ):  2  1 ,  1 2,  x x xη∈ > ≤ − = −∞ − +∞ℝ ∪  

 

Παράδειγµα  6. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 2, ( ) 4f f x x= + . 

ΠΟ = ℝ  διότι 2 4 0 x x+ ≥ ∀ ∈ℝ . 

 

Παράδειγµα  7. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως , ( ) 2 1f f x x= − + . 

{ }: 2 1 0 x xΠΟ = ∈ − + ≥ =ℝ ℝ . 

 

Παράδειγµα  8. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως , ( ) 4f f x x= − . 

{ } { }: 4 0 : 4 x x x xΠΟ = ∈ − ≥ = ∈ ≥ =ℝ ℝ  

          { } ( ] [ ): 4  4 , 4  η 4,x x x∈ ≥ ≤ − = −∞ − +∞ℝ ∪  

 

Παράδειγµα  9. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
1

, ( )
1 2

f f x
x

=
− −

. 

{ } { }: 1 2 0 : 1 2 x x x xΠΟ = ∈ − − > = ∈ − > =ℝ ℝ  

           

{ } { } ( ) ( ): 1 2  1 2 : 3  1 ,  3η 1 ,  ηx x x x x x∈ − > − < − = ∈ > < − = −∞ − + +∞ℝ ℝ ∪  

 

Παράδειγµα  10. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
3

2
, ( )

1 3

x
f f x

x

−
=

+ −
. 

{ } { }: 1 3 0 : 1 3 x x x xΠΟ = ∈ + − ≠ = ∈ + ≠ =ℝ ℝ  
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          { } { } { }: 1 3  1 3 : 2  4 4  η ,η 2x x x x x x∈ + ≠ + ≠ − = ∈ ≠ ≠ − = − −ℝ ℝ ℝ  

 

Παράδειγµα  11. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 2, ( ) 5 4f f x x x= − + − . 

{ } ( )( ){ }2: 5 4 0 : 4 1 0 x x x x x xΠΟ = ∈ − + − ≥ = ∈ − − − ≥ =ℝ ℝ  

           ( ) ( ){ } [ ]{ } [ ]: 4 1 0 : 1,  4 1,  4x x x x x∈ − − ≤ = ∈ ∈ =ℝ ℝ  

 

Παράδειγµα  12. Εύρεση πεδίου ορισµού της 2 2, ( ) 1 6 8f f x x x x= − + − − + . 

{ }2 2: 1 0 & 6 8 0 x x x xΠΟ = ∈ − + ≥ − + ≥ =ℝ              

          ( )( ) ( ) ( ){ }: 1 1 0 &  4 2 0x x x x x∈ − + − − ≥ − − ≥ =ℝ        

          [ ] ( ] [ ){ } [ ]& : 1,  1  ,  2 4,  1,  1x x x∈ ∈ − ∈ −∞ + ∞ = −ℝ ∪  

 

Παράδειγµα  13. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
5 2

( )
1

x
f x

x

+
=

+
. 

{ }: 1 0x xΠΟ = ∈ + ≠ =ℝ ℝ . 

 

Παράδειγµα  14. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
3

( )
2 7

f x
x

=
− −

. 

{ } { } { }: 2 7 0 : 2 7 : 2 7  2 7x x x x x x xκαιΠΟ = ∈ − − ≠ = ∈ − ≠ = ∈ − ≠ − ≠ − =ℝ ℝ ℝ

          { } { }: 9  5 5,  9x x xκαι∈ ≠ ≠ − = − −ℝ ℝ . 

 

Παράδειγµα  15. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
25 3

( ) 4
2

x
f x x

x

+
= − −

−
. 

{ } ( ) ( ){ }2: 2 0  4 0 : 2  2 2 0x x x x x x xκαι καιΠΟ = ∈ − ≠ − ≥ = ∈ ≠ − + ≥ =ℝ ℝ  

  { } ( )( ){ } { } ( ] [ ){ }2   2 2 0 2   ,  2 2,  x x x x xκαι και∈ − − + ≥ = ∈ − ∈ −∞ − + ∞ =ℝ ℝ ∪  

( ] ( ),  2 2,  −∞ − +∞∪ . 

 

Παράδειγµα  16. Εύρεση πεδίου ορισµού της συναρτήσεως 
3 1

( )
2 1

x
f x

sinx

+
=

−
. 

{ } 1
: 2 1 0 :  :  

2 6
x sinx x sinx x sinx sin

π   ΠΟ = ∈ − ≠ = ∈ ≠ = ∈ ≠ =   
   

ℝ ℝ ℝ  

: 2    2 ,  
6 6

x x k x k k
π π

π π πκαι ∈ ≠ + ≠ + − ∈ = 
 
ℝ ℤ  

1 1
: 2    2 1 ,  

6 6
x x k x k kκαιπ π

    ∈ ≠ + ≠ + − ∈ =    
    

ℝ ℤ  

1 5
: 2    2 ,  

6 6
x x k x k kκαπ ι π

    ∈ ≠ + ≠ + ∈ =    
    

ℝ ℤ  

1 5
2 ,  2 ,  

6 6
k k kπ π

    − + + ∈    
    

ℝ ℤ . 
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Άσκηση  1. Εύρεση πεδίου ορισµού των συναρτήσεων: 

(α) 3( ) 5 1f x x x= + − −            (β) ( )( ) 1f x ln x= −           (γ)  ( )( ) 2cos 1f x ln x= −  

 

(δ) 2( ) 2f x lnx ln x= − − +          (ε) ( )( )
lnx

f x lnx=               (στ) ( )( ) 2
x

f x x= −  

 

(στ) 
27

( )
6

x x
f x log

−
=             (ζ) 

1
( ) 1

2

x
x

x

e
f x e

e

+
= − −

−
   (η) 

( )
1

( )
1

f x
ln x

=
−

 

 

(θ) 
1

( )f x
x x

=
−

                      (ι) ( )( )f x ln x x= −            (κ) ( )2( ) 4f x ln x= −  

 

(λ) ( )f x ln lnx=                         (µ) 
1

( )
1

x
f x

x

+
=

−
               (ν) 

25
( )

4

x x
f x ln

−
=  

 

(ξ) ( )( ) 2 6f x ln x x= − − −  

 

Άσκηση  2. Από τη  γραφική παράσταση της 

συναρτήσεως f  (σχήµα 5),  βρείτε τα πεδία 

ορισµού και τιµών της, τις τιµές ( 2)f − , (0)f  

και ( )( 1)f f − . 

Λύστε τις εξισώσεις  ( ) 0f x = , ( ) 2f x = −  και 

την  ανίσωση ( ) 3f x < . Σχήµα 5. 
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Αµφιµονοσήµαντη  συνάρτηση 

Μία συνάρτηση f  ονοµάζεται αµφιµονοσήµαντη ή αµφιµονότιµη ή 1 1−  (ένα 

προς ένα) αν και µόνο αν για κάθε ( )1 2,   x x D f∈  µε 1 2x x≠  έπεται ότι  

1 2( ) ( ) f x f x≠ .  

Ισοδυνάµως  από την αντιθετοαντιστροφή, η ανωτέρω πρόταση γράφεται και 

ως εξής: Μία συνάρτηση f  ονοµάζεται αµφιµονοσήµαντη ή 1 1−  αν και µόνο αν για 

κάθε ( )1 2,   x x D f∈  µε 1 2( ) ( )f x f x=  έπεται ότι  1 2x x= .  

Μία 1 1−  συνάρτηση   στη γραφική της παράσταση είναι τέτοια ώστε 

οποιαδήποτε  ευθεία γραµµή γραµµή, κάθετη στον άξονα yy΄ να  µην τέµνει την 

γραφική παράσταση σε περισσότερα από ένα σηµεία.  

Η συνάρτηση που παριστάνεται γραφικά σχήµα 1 δεν είναι 1-1, διότι µε 

1 2x x≠  ισχύει 1 2y y= .   

 

Σχήµα 1. 

 

 

 

 

 

Η συνάρτηση 
1

( )f x
x

=  είναι  συνάρτηση 1 1−  (σχήµα 2). 

 

 

 

Σχήµα 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παράδειγµα  1. Η συνάρτηση ( )f x ax=  µε 
*a∈ℝ είναι 1 1− . Πράγµατι αφού έχει 

ΠΟ =ℝ , 1 2,x x∀ ∈ℝ  µε 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )x x ax ax f x f x y y≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠ . 

Μία διαφορετική απόδειξη, µε χρήση της αντιθετοαντιστροφής, είναι η 

ακόλουθη: 1 2,x x∀ ∈ℝ  µε 1 2 1 2 1 2( ) ( )f x f x ax ax x x= ⇒ = ⇒ =  

 

Παράδειγµα  2. Η συνάρτηση ( )f x ax β= +  µε 
*a∈ℝ  και β ∈ℝ  είναι 1 1− . 

Πράγµατι, αφού έχει ΠΟ =ℝ , 1 2,x x∀ ∈ℝ  µε 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )x x ax ax ax ax f x f xβ β≠ ⇒ ≠ ⇒ + ≠ + ⇒ ≠  

Μία διαφορετική απόδειξη, µε χρήση της αντιθετοαντιστροφής, είναι η 

ακόλουθη: 1 2,x x∀ ∈ℝ  µε 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )f x f x ax ax x x x xβ β α α= ⇒ + = + ⇒ = ⇒ = . 

 

 

 f ( x 2 )  

 f ( x 1 )  

 x 2   x 1   O   x  

 
y

x
=

1

 

 y  
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Στέφανος  Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

Παράδειγµα  3. Η συνάρτηση ( )
a

f x
x

=  µε 
*a∈ℝ  είναι 1 1− . Πράγµατι αφού έχει 

*ΠΟ = ℝ , 
*

1 2,x x∀ ∈ℝ  µε 1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( )
a a

x x f x f x y y
x x

≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠ . 

Μία διαφορετική απόδειξη, µε χρήση της αντιθετοαντιστροφής, είναι η 

ακόλουθη: 
*

1 2,x x∀ ∈ℝ    µε 1 2 1 2

1 2

( ) ( )
a a

f x f x x x
x x

= ⇒ = ⇒ = . 

 

Παράδειγµα  4. Η συνάρτηση 2( )f x x=  µε ΠΟ =ℝ  δεν είναι 1 1− . Πράγµατι 

(3) ( 3) 9f f= − = . Η συνάρτηση 2( )f x x=  µε [ )0,  ΠΟ = +∞  ή ( ],   0ΠΟ = −∞  

είναι 1 1− . 

 

Άσκηση  1. 

Εξετάστε αν οι επόµενες καµπύλες είναι γραφικές παραστάσεις 1 1− συναρτήσεων. 

 

 

 

 

 

 
         (α)                                             (β)                                                      (γ) 

 

 
         (δ)                                                (ε)                                                  (στ) 

 

Παρατήρηση. Αν µία συνάρτηση f  είναι γνησίως µονότονη, τότε  είναι  1-1. Άρα 

υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση, συµβολίζετε 1f −  και έχει το ίδιο είδος µονοτονίας 

µε την f .  

 

Παρατήρηση. Αν µία συνάρτηση f  είναι 1-1, δεν έπεται ότι είναι γνησίως 

µονότονη, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήµα.  
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Στέφανος  Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

Η άλγεβρα των συναρτήσεων. 

Ονοµάζοµε άθροισµα των συναρτήσεων ,  f g  τη συνάρτηση που 

συµβολίζετε ως f g+ , έχει τύπο ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +  και πεδίο ορισµού 

( ) ( ) ( )D f g D f D g+ = ∩ .  

 

Ονοµάζοµε διαφορά των συναρτήσεων ,  f g  τη συνάρτηση που συµβολίζετε 

ως f g− , έχει τύπο ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x− = −  και πεδίο ορισµού 

( ) ( ) ( )D f g D f D g− = ∩ . 

 

 Ονοµάζοµε γινόµενο πραγµατικού αριθµού α επί τη  συνάρτηση f , τη 

συνάρτηση που συµβολίζετε ως af , έχει τύπο ( )( ) ( )a f x a f x= ⋅i  και πεδίο ορισµού 

( ) ( )D af D f= .  

 

Ονοµάζοµε αντίθετη συνάρτηση µίας συναρτήσεως f  τη συνάρτηση που 

συµβολίζετε ως f− , έχει τύπο ( )( ) ( )f x f x− = −  και πεδίο ορισµού ( ) ( )D f D f− = .  

Η γραφική παράστασης της συναρτήσεως f−  είναι συµµετρική, ως 

προς τον άξονα xx′ , της γραφικής παράστασης της f, διότι  αποτελείται από 

τα σηµεία ( ),  ( )M x f x′ −  που είναι συµµετρικά των ( ),   ( )M x f x , ως προς τον 

άξονα xx′  (Σχήµα 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.                                                                           Σχήµα 2. 

 

Ονοµάζοµε γινόµενο των συναρτήσεων ,  f g  τη συνάρτηση που συµβολίζετε 

ως f g⋅ , έχει τύπο ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x⋅ = ⋅  και πεδίο ορισµού 

( ) ( ) ( )D f g D f D g⋅ = ∩ . 

 

Ονοµάζοµε πηλίκο σ µίας συναρτήσεως f  δια τη συνάρτηση g , τη 

συνάρτηση που συµβολίζετε ως :f g  ή 
f

g
,  έχει τύπο 

( )
( )

( )

f f x
x

g g x

 
= 

 
 και πεδίο 

ορισµού το κοινό πεδίο ορισµού των ,  f g  εκτός από τις τιµές του x  που µηδενίζουν 

την g , δηλαδή { }( ) ( ) : ( ) 0
f

D D f D g x g x
g

 
= − ∈ = 

 
∩ ℝ .  

 

Η γραφική παράσταση της f  αποτελείται από όλα τα τµήµατα της fC  

που βρίσκονται πάνω από τον άξονα xx′  καθώς και από τα συµµετρικά, ως 

προς τον άξονα xx′ , των τµηµάτων της fC  που βρίσκονται κάτω από τον 

άξονα xx′  (Σχήµα 2).   

 

 

 O  

 y  

 x  

 Μ ΄ ( x , − f ( x ) )  

 y = f ( x )  

 y = − f ( x )  

 Μ ( x , f ( x ) )  

 

 O  

 y  

 x  

 y = f ( x )   y = | f ( x ) |  
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Στέφανος  Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

Παράδειγµα  1. Έστω οι συναρτήσεις ( ) 2f x x=  και 2( ) 1g x x= − . 

Είναι fΠΟ = ℝ  ως  πολυωνυµική. 

Είναι { } ( ) ( ){ } [ ]2:1 0 : 1 1 0 1,   1g x x x x xΠΟ = ∈ − ≥ = ∈ − + ≥ = −ℝ ℝ  

Είναι [ ]1,   1f gΠΟ ΠΟ = −∩ . Συνεπώς ισχύει ότι: 

( )( ) 22 1f g x x x+ = + −            και     [ ]1,   1f g+ΠΟ = −  

 

( ) ( ) 22 1f g x x x− = − −             και     [ ]1,   1f g−ΠΟ = −  

 

( )( ) 22 1f g x x x⋅ = −                  και      [ ]1,   1f g⋅ΠΟ = −  

 

( )
2

2

1

f x
x

g x

 
= 

− 
                       και      ( )1,   1f

g

ΠΟ = −  

 

( )
21

2

g x
x

f x

  −
= 

 
                      και         [ ] { } [ ) ( ]1,   1 0 1,   0 0,   1g

f

ΠΟ = − − = − ∪  

 

( ) ( )5 10f x x=                             και        5 fΠΟ = ℝ  

 

( )( ) 25 5 1g x x= −                      και        [ ]5 1,   1gΠΟ = −  

 

Παράδειγµα  2. Έστω συναρτήσεις ( ) 2f x x= −  , 2( ) 1g x x= − . 

Είναι { } [ ): 2 0 2,  f x xΠΟ = ∈ − ≥ = + ∞ℝ  

Είναι { } ( ) ( ){ } [ ]2:1 0 : 1 1 0 1,   1g x x x x xΠΟ = ∈ − ≥ = ∈ − + ≥ = −ℝ ℝ  

Άρα { }f gΠΟ ΠΟ = = ∅∩ . 

Συνεπώς δεν ορίζεται καµία από τις συναρτήσεις f g+ , f g− ,  f g⋅ ,  
f

g
, 

g

f
. 

 

Άσκηση  1. Βρείτε, αν ορίζονται, τις συναρτήσεις f g+ ,   f g− ,   f g⋅ ,  
f

g
,  

g

f
 αν 

( ) 1f x x= − , 
1

( )g x x
x

= − . 

 

Άσκηση  2. Εύρεση της f g+  αν 
( ]
( ]

2 1,   2,   0
( )

3,          0,   2

x x
f x

x

 + ∈ −
= 

∈
, 

( ]
( ]

2 1,   1,   0
( )

2 1,   0,   2

x x
g x

x x

 + ∈ −
= 

+ ∈
. 

 

Άσκηση  3. Βρείτε, αν ορίζεται, τη συνάρτηση f g⋅  αν ( )f x x=  , ( ) 2g x x= − . 
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Στέφανος  Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

Αντίστροφη συνάρτηση. 

Για να υπάρχει αντίστροφη συνάρτηση µίας συναρτήσεως f  πρέπει και αρκεί 

η f  να είναι 1 1− . Η 1f −  και  η 
1

f
  είναι εντελώς διαφορετικές συναρτήσεις.  

Π.χ. για τη συνάρτηση ( ) 2 3f x x= +  είναι 
1 1

( )
2 3

x
f x

 
=  + 

 και 

1 3
( )

2

x
f x− −

= .  

Εύρεση τύπου αντίστροφης συναρτήσεως. 

Αφού εξασφαλίσοµε ότι η συνάρτηση έχει αντίστροφη, δηλαδή ότι είναι 1 1− , 

τότε για κάθε ( )y R f∈  υπάρχει ένα και µόνο ένα ( )x D f∈  ώστε ( )y f x= . Για τον 

προσδιορισµό αυτού του µοναδικού x , λύνοµε τον τύπο της f  ως προς x .  

Ενώ λύνοµε ως προς x , απαιτούµε αυτό να ανήκει στο ( )D f , οπότε 

προσδιορίζοµε ισοδύναµη συνθήκη για το y .  

Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f  και 1f −  είναι συµµετρικές ως 

προς τη διχοτόµο της πρώτης και τρίτης γωνίας των αξόνων, δηλαδή την ευθεία 

y x= .  Αυτό συµβαίνει διότι από τον ορισµό που δώσαµε για την αντίστροφη 

συνάρτηση, αν ένα σηµείο ( )1 1 1,x yΜ  ανήκει στη γραφική  παράσταση της 

συναρτήσεως f , το σηµείο ( )2 1 1,y xΜ θα βρίσκεται στη γραφική παράσταση της 

συναρτήσεως 1f − . Τα σηµεία 1 2,Μ Μ  είναι συµµετρικά ως προς τη διχοτόµο της 

γωνίας των θετικών ηµιαξόνων (σχήµα 1).  

 

 

Σχήµα 1. 

 

 

 

 

 

Η αντίστροφη συνάρτηση της εκθετικής είναι η λογαριθµική συνάρτηση 

(σχήµα 2). 

 

 

 

Σχήµα 2. 
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Στέφανος  Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

Ισότητα συναρτήσεων. 

∆υο συναρτήσεις ,  f g  λέγονται ίσες  και σηµειώνοµε f g=  αν και µόνο αν 

έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού και για κάθε x  που ανήκει στο κοινό πεδίο ορισµού τους 

έχουν ίσες τιµές. Συµβολικά ο ορισµός δίνεται ως εξής: 

( ) ( )

( ) ( ),  για καθε ( ) ( ) 

D f D g

f g

f x g x x D f D g
ορισµ

και
=


= 

 = ∈ =

⇔  

Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι αν δυο συναρτήσεις είναι ίσες, θα 

έχουν ίσα πεδία τιµών. ∆ηλαδή ( ) ( )R f R g= .  ∆υο συναρτήσεις είναι διάφορες και 

σηµειώνοµε f g≠ , αν µια τουλάχιστον από τις παραπάνω συνθήκες δεν ισχύει.  

Αν ( ) ( )D f D gΑ ⊆ ∩  και ( ) ( )f x g x=  για κάθε x∈Α , τότε οι συναρτήσεις 

είναι ίσες στο Α . Για να δηλώσοµε ότι οι συναρτήσεις  f , g είναι ίσες γράφοµε 

f g= . 

Έστω  δύο συναρτήσεις ,f g  µε πεδία ορισµού Α, Β αντιστοίχως και Γ ένα 

υποσύνολο των Α, Β. Αν x Γ∀ ∈  ισχύει ( ) ( )f x g x= , τότε οι συναρτήσεις  ,f g  

είναι ίσες στο σύνολο Γ (Σχήµα 1). 

 

Σχήµα1. 

 

 

 

 

Οι συναρτήσεις 
2 1

( )
1

x
f x

x

−
=

−
, 

2

( )
x x

g x
x

+
= , έχουν πεδία ορισµού {1}fΠΟ = −ℝ  

και *{0}gΠΟ = − =ℝ ℝ . Είναι ίσες στο σύνολο {0, 1}Γ = −ℝ , διότι x Γ∀ ∈  ισχύει 

ότι ( ) ( ) 1f x g x x= = + . 

 

Παράδειγµα 1. Εξετάστε αν είναι ίσες οι συναρτήσεις 
1

( )f x
x

= , 
2

3

1
( )

x
g x

x x

+
=

+
. 

Είναι { } *: 0f x xΠΟ = ∈ ≠ =ℝ ℝ  

Είναι { } ( ){ } { }3 2 *: 0 : 1 0 : 0g x x x x x x x xΠΟ = ∈ + ≠ = ∈ + ≠ = ∈ ≠ =ℝ ℝ ℝ ℝ  

∆ηλαδή είναι f gΠΟ = ΠΟ . Επίσης ισχύει ότι 
( )

2 2

3 2

1 1 1
( ) ( )

1

x x
g x f x

x x xx x

+ +
= = = =

+ +
.  

Άρα 
*

x∀ ∈ℝ  ισχύει ότι f g= . 

 

Παράδειγµα 2. ∆είξτε ότι f g≠  για τις συναρτήσεις ( )f x x= , 
2

( )
1

x x
g x

x

−
=

−
. 

Είναι 
( )2 1

( ) ( )
1 1

x xx x
g x x f x

x x

−−
= = = =

− −
. Είναι fΠΟ =ℝ  και { }1gΠΟ = −ℝ .      

Άρα,  f g≠ . Η ισότητα των συναρτήσεων ισχύει στο κοινό τους πεδίο ορισµού 

{ }1−ℝ . 

 

 

 

 

��	

  x 

 y 

 Ο 

 Γ 

 A 
 B 
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Στέφανος  Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

Παράδειγµα 3. Έστω οι συναρτήσεις 

2 ,        0

( )

2 1,   0

x x

f x

x x

 >


= 
 + ≤

,

3 ,        0

( )

2 1,   0

x x

g x

x x

>


= 
 + ≤

. 

0x∀ ≤  ισχύει ότι f g= . 

Είναι f gΠΟ = ΠΟ = ℝ , αλλά στο σύνολο ℝ  ισχύει ότι f g≠ . 

Πράγµατι 2(4) 4 16f = =  και (4) 3 4 12g = ⋅ = . 

 

Άσκηση. Εξετάστε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι ίσες. 

(α) ( ) 3f x x= − ,  
2 9

( )
3

x
g x

x

−
=

+
                 (β) 

( )

2

2

1
( )

1

x
f x

x

−
=

+
, 

1
( )

1

x
g x

x

−
=

+
 

 

(γ) ( ) 3f x x= − , 2( ) 6 9g x x x= − +          (δ) ( )f x x= ,  ( )g x x=  

 

(ε) ( ) 2f x x= + , 
2 4

( )
2

x
g x

x

+
=

−
                 (στ) 

2

3

1
( )

1

x
f x

x

−
=

−
, 

2

1
( )

1

x
g x

x x

+
=

+ +
 

 

(ζ) ( ) 1f x x x= − + , ( ) 1g x x x= − +  
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Στέφανος  Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

Άρτια & περιττή συνάρτηση. 

Η συνάρτηση :f Α → Β  λέγεται άρτια αν και µόνο αν: 

� Το πεδίο ορισµού της είναι συµµετρικό ως προς το µηδέν, δηλαδή x∀ ∈Α  είναι 

x− ∈Α  και 

� x∀ ∈Α  ισχύει ότι ( ) ( )f x f x= − . 

 

Η συνάρτηση :f Α → Β  λέγεται περιττή αν και µόνο αν: 

� Το πεδίο ορισµού της είναι συµµετρικό ως προς το µηδέν, δηλαδή x∀ ∈Α  είναι 

x− ∈Α  και  

� x∀ ∈Α  ισχύει ότι ( ) ( )f x f x= − − . 

 

Παρατηρήσεις. 

� Η πρώτη προϋπόθεση είναι κοινή στους δυο ορισµούς. 
� Μία συνάρτηση µπορεί να µην είναι ούτε άρτια ούτε περιττή. 

� Η γραφική παράσταση κάθε άρτιας συναρτήσεως είναι συµµετρική ως προς τον 

άξονα yy′ . 

� Η γραφική παράσταση κάθε περιττής συναρτήσεως είναι συµµετρική ως προς την 

αρχή των αξόνων, δηλαδή το σηµείο ( )0,  0Ο . 

� Αν µία συνάρτηση είναι άρτια, τότε δεν είναι 1 1−  

 

Παράδειγµα  1. ∆είξτε ότι η συνάρτηση 2( )f x x=  είναι άρτια. 

� Επειδή η f είναι πολυωνυµική ισχύει  ( ) ( ] [ ),  ,  0 0,  fΠΟ = = −∞ + ∞ = −∞ + ∞ℝ ∪ , 

δηλαδή συµµετρικό ως προς το µηδέν . 

� Επίσης για κάθε πραγµατικό αριθµό ισχύει ότι 2 2( ) ( ) ( )f x x x f x− = − = = . 

Άρα η συνάρτηση είναι άρτια.  

 

Παράδειγµα  2. ∆είξτε ότι η συνάρτηση 2( )f x x=  µε ( ]2,  8fΠΟ =  δεν είναι άρτια 

ούτε περιττή.  

� Το πεδίο ορισµού της συναρτήσεως δεν είναι συµµετρικό ως προς το µηδέν. 

Πράγµατι 3 f∈ΠΟ  αλλά 3 f− ∉ΠΟ .  Άρα η συνάρτηση δεν είναι άρτια ούτε περιττή. 

 

Παράδειγµα  3. ∆είξτε ότι η συνάρτηση ( )f x x=  είναι άρτια. 

� Η f  ως πολυωνυµική έχει πεδίο ορισµού ( ) ( ] [ ),  ,  0 0,  = −∞ + ∞ = −∞ + ∞ℝ ∪ . 

� Για κάθε πραγµατικό αριθµό ισχύει ότι ( ) ( )f x x x f x− = − = = . 

Άρα η συνάρτηση είναι άρτια. 

 

Παράδειγµα  4. ∆είξτε ότι η συνάρτηση ( ) 3f x x cosx= − +  είναι άρτια. 

� Η συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού ( ) ( ] [ ),  ,  0 0,  = −∞ + ∞ = −∞ + ∞ℝ ∪ . 

� x∀ ∈ℝ  ισχύει ότι ( )( ) 3 3 ( )f x x cos x x cosx f x− = − − + − = − + = . 

Άρα η συνάρτηση είναι άρτια. 

 

Παράδειγµα  5. ∆είξτε ότι η συνάρτηση   ( ) 4f x x sinx= − +  είναι περιττή. 

� Η συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού ( ) ( ] [ ),  ,  0 0,  = −∞ + ∞ = −∞ + ∞ℝ ∪ . 
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� x∀ ∈ℝ  ισχύει ότι ( ) ( )( ) 4 4 ( )f x x sin x x sinx f x− = − − + − = − = − . 

Άρα η συνάρτηση είναι περιττή. 

 

Παράδειγµα  6. Εξετάστε αν είναι άρτια ή περιττή η συνάρτηση 

( ) 3 4 5f x x x= − + − . 

� Η συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού ( ) ( ] [ ),  ,  0 0,  = −∞ + ∞ = −∞ + ∞ℝ ∪ . 

� x∀ ∈ℝ  ισχύει ότι ( ) 3 4 5 3 4 5f x x x x x− = − − − − = + − −  

Επειδή ( ) ( )f x f x≠ − , η συνάρτηση δεν είναι άρτια. 

Επειδή ( ) ( )f x f x≠ − − , η συνάρτηση δεν είναι περιττή. 

 

Παράδειγµα  7. ∆είξτε ότι η συνάρτηση   2( ) 1f x x= −  είναι άρτια. 

� Η συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού: 

{ } ( ) ( ){ } [ ] [ ] [ ]2:1 0 : 1 1 0 1,   1 1,   0 0,   1x x x x xΠΟ = ∈ − ≥ = ∈ − + ≥ = − = −ℝ ℝ ∪  

� [ ]1,   1x∀ ∈ −  ισχύει ότι ( )2 2( ) 1 1 ( )f x x x f x− = − − = − = . 

Άρα η συνάρτηση είναι άρτια. 

 

Παράδειγµα  8. Εξετάστε αν είναι άρτια ή περιττή η συνάρτηση 2( )f x x x k= + −  µε 

k ∈ℝ . 

� Η συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού ( ) ( ] [ ),  ,  0 0,  = −∞ + ∞ = −∞ + ∞ℝ ∪ . 

� x∀ ∈ℝ  ισχύει ότι ( )2 2( )f x x x k x x k− = − − − = − − . 

Επειδή ( ) ( )f x f x≠ − , η συνάρτηση δεν είναι άρτια. 

Επειδή ( ) ( )f x f x≠ − − , η συνάρτηση δεν είναι περιττή. 

 

Άσκηση. Εξετάστε αν είναι άρτια ή περιττή η συνάρτηση 
7 5

( )
3

x
f x

x

+
=

−
. 
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Ασκήσεις. 

1. Υπολογίστε τους λογαρίθµους 

(α) 2log 16          (β) 7log 7        (γ) log10          (δ) log10.000          (ε) ( )100log ln e  

 

(στ) ln e              (ζ)
2

1
ln

e
        (η) 15

2log 4        (θ) 4

1
log

32
              (ι) log1 

 

(κ) 13log 1          (κα) ln1          (κβ) ln5e           (κγ) log310                 (κδ) 5log 3
5  

 

(κε) 
1

3

log 27    (κστ) 
8

log 32  

 

2. Βρείτε για ποια τιµή του x∈ℝ  ισχύει 

(α) log 3x =           (β) log 9 2x =         (γ) log (5 4) 2x x − =       (δ) 27

2
log

3
x

−
=  

 

3. Βρείτε τις τιµές των παραστάσεων: 

(α) log 20 log50+             (β) ( ) ( )4 3ln ln 1e e e− − −                      (γ)
1

2log5 log16
2

+  

 

(δ)
2 log 4

log 5

−
                     (ε)

ln 25 log 9

ln 5 log 3

−

−
                                (στ)

4

4

1
log 18

2

log 384 3

+

−
 

 

(ζ) 
1 2

ln9 ln8 ln12
2 3e

− +
               (η) 

1
1 4 log 2 3 log 4 log8

3

log 75 2 log 3

+ ⋅ − ⋅ + ⋅

− ⋅
 

 

4. Λύστε τις εξισώσεις 

(α) ( )2log 12 3x − =           (β) ( )2ln 4 4 0x x− + =                          (γ) 2log 2x = −  

 

(δ) ( ) ( )2ln 3 1 ln 9x x− = −                              (ε) ( ) ( )log 6 log 1 3 log 2x x− + + = ⋅  

 

(στ) ( )2log 64 1 log( 4)x x− = + +  
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Σύνθεση συναρτήσεων. 

∆ίνονται οι συναρτήσεις ,  f g  µε ( ) ( ) { }R f D g ≠∩ . Σύνθεση της f  µε τη 

g  ονοµάζεται µία νέα συνάρτηση gofΣ = η οποία είναι ορισµένη ( )x D f∀ ∈  για το 

οποίο ισχύει ότι ( )( )f x D g∈  και της οποίας η τιµή για κάθε τέτοιο x ισούται µε την 

τιµή της συναρτήσεως g  στο σηµείο ( )f x . 

Οι τιµές της ( )( ) ( )x gof xΣ =  δίνονται από τον τύπο ( )( ) ( )x g f xΣ = , δηλαδή 

θέτω στη θέση του  x  της συναρτήσεως g , τον τύπο της f . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν  ,  f g  δύο συναρτήσεις µε πεδία ορισµού ,  Α Β  αντιστοίχως,  ορίζω ως 

σύνθεση της  f   µε τη g , και συµβολίζω ως g fο , τη συνάρτηση µε τύπο 

( )( ) ( ( ))gof x g f x= . 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.                                                        Σχήµα 2. 

Το πεδίο ορισµού της gof  περιέχει όλα τα στοιχεία x του πεδίου ορισµού της  

f  για τα οποία το ( )f x  ανήκει στο πεδίο ορισµού της g. ∆ηλαδή είναι το σύνολο 

{ }1 : ( )A x A f x B= ∈ ∈  (σχήµα 1).  

 

 g f
  

 g(B)  A 

  g 

 B  f(A) 

 f 

 A1 

 g( f(x)) 

 f(x)  

 x 

x
 

( )f x
 

( )( )g f x

f
 

g  

gof
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Η gof  ορίζεται αν 1A ≠ ∅ , δηλαδή αν ( )f BΑ ≠ ∅∩ . Στην περίπτωση του 

σχήµατος 2, δεν ορίζεται η συνάρτηση gof . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα  3.                                                                       Σχήµα 4.  

 

Στην περίπτωση του σχήµατος 3, η συνάρτηση f gο  ορίζεται ( )x D g∀ ∈ . 

Στην περίπτωση του σχήµατος 4, η συνάρτηση f gο  ορίζεται για όσα ( )x D g∈  η 

εικόνα τους  µέσω της g  πάει στο ( )D f  και επειδή ανήκει και στο ( )R f , έπεται ότι 

η εικόνα ( )g x  ανήκει στην τοµή του ( )R g  µε το ( )D f .  

 

Παράδειγµα  1. 

Έστω οι συναρτήσεις ( )f x lnx= , ( )g x x= . Βρείτε τις συναρτήσεις: gof ,  fog . 

Λύση. 

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισµού το (0, )fD = +∞ και η g το [0, )gD = +∞ . 

 i) Για να ορίζεται η  ( )( )g f x  πρέπει: fx D∈     και     ( ) gf x D∈  δηλαδή,   

0 0 0
1

( ) 0 0 1

x x x
x

f x lnx x

> > >  
⇔ ⇔ ⇔ ≥  

≥ ≥ ≥  
, άρα πρέπει 1x ≥ .  

Συνεπώς ορίζεται η gof   και  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ln lngof x g f x g x x= = = ,    [1 )x∀ ∈ + ∞ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x
 

( )f x lnx=
 

( )( )g f x lnx=

f
 

g
 

gof
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ii) Για να ορίζεται η ( )( )f g x  πρέπει    gx D∈     και    ( ) fg x D∈   δηλαδή,  

00 0
0

( ) 0 00

xx x
x

g x xx

≥≥ ≥ 
⇔ ⇔ ⇔ >  

> >> 
, άρα πρέπει 0x > .  

Συνεπώς ορίζεται η  fog  και ( ) ( ) ( )( ) ( ) lnfog x f g x f x x= = = ,   (0, )x∀ ∈ +∞ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις. 

� Στην παραπάνω εφαρµογή παρατηρούµε ότι gof fog≠ . Γενικά αν  f, g  είναι δύο 

συναρτήσεις και ορίζονται οι gof  και fog  αυτές δεν  είναι υποχρεωτικά  ίσες. 

� Αν , ,f g h  είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η ( )ho gof , τότε ορίζεται η 

( )hog of  και  ισχύει ότι  ( ) ( )ho gof hog of= . Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται 

σύνθεση των f, g και h και τη συµβολίζοµε ως hogof . Η σύνθεση συναρτήσεων 

γενικεύεται και για περισσότερες από τρεις συναρτήσεις. 

 

x

f(x)

g(f(x))

h(g(f(x)))

x
 

( )g x x=
 

( )( )f g x ln x=
 

g
 

f
 

fog
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� Η σύνθεση δυο αρτίων συναρτήσεων, είναι άρτια συνάρτηση. 

� Η σύνθεση δυο περιττών συναρτήσεων, είναι περιττή συνάρτηση. 

� Η σύνθεση µίας άρτιας και µίας περιττής συναρτήσεως, είναι άρτια συνάρτηση. 

� Αν ,  f g  δυο 1 1−  συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισµού, τότε η συνάρτηση fog

αντιστρέφεται και ισχύει ότι: ( ) 1 1 1fog g of
− − −=  . 

� Στο σύνολο των συναρτήσεων :f →ℝ ℝ  µε ( ) ,  f x ax a= ∈ℝ , ισχύει ότι 

1 2 2 1f of f of= . 

Παράδειγµα  2. 

Έστω οι συναρτήσεις ( ) 3f x x= +  µε ( ) ( ]1,  6D f = −  και 2( ) 2g x x= +  µε 

( )D g = ℝ . Βρείτε τις συναρτήσεις : gof ,  fog , fof , gog . 

Ορισµός της  συναρτήσεως  gof . 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 23 3 2 6 11gof x g f x g x x x x= = + = + + = + + . 

 

( ) ( ){ } ( ]{ } ( ]: ( ) 1,  6 : 3 1,  6gof x D f f x D g x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ − + ∈ = −ℝ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  fog . 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 22 2 3 5fog x f g x f x x x= = + = + + = + . 

 

( ) ( ){ } ( ]{ }2: ( ) : 2 1,  6fog x D g g x D f x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ + ∈ − =ℝ  

             { } { } { }2 2 2: 1 2 6 : 2 6 : 4x x x x x x∈ − < + ≤ = ∈ + ≤ = ∈ ≤ =ℝ ℝ ℝ  

             ( )( ){ } [ ]{ } [ ]: 2 2 0 : 2,  2 2,  2x x x x x∈ − + ≤ = ∈ ∈ − = −ℝ ℝ . 

 

x
 

( ) 3f x x= +
 

( )( ) ( )2
23f x xg += +

 

f
 

g
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Ορισµός της  συναρτήσεως  fof . 

( ) ( ){ } ( ] ( ]{ }: ( ) 1,  6 : 3 1,  6fof x D f f x D f x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ − + ∈ − =  

             ( ]{ } ( ]{ } ( ]1,  6 : 1 3 6 1,  6 : 4 3 1,  3x x x x∈ − − < + ≤ = ∈ − − < ≤ = − . 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 3 6fof x f f x f x x x= = + = + + = + . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  g o g . 

( ) ( ){ } { }2: ( ) : 2gog x D g g x D g x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ + ∈ =ℝ ℝ ℝ . 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
2 2 4 2 4 22 2 2 4 4 2 6 4gog x g g x g x x x x x x= = + = + + = + + + = + + . 

 

 

 

 

x
 

( ) 3f x x= +
 

( )( ) ( ) 3f f x f x= +
 

f
 

f
 

fof  
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Παράδειγµα  3. 

Έστω οι συναρτήσεις ( )f x x=  και ( ) 2 3 2g x x x= − + .  Βρείτε τις συναρτήσεις: 

fog , gof . 

Ορισµός της  συναρτήσεως  fog . 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 23 3 22fog x f f x xx xg x − = −+= = + . 

 

( ) ( ){ } { }2: ( ) : 3 2 0fog x D g g x D f x x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ − + ≥ =ℝ  

              ( ) ( ){ } ( ] [ ): 1 2 0 ,  1 2,  x x x∈ − − ≥ = −∞ + ∞ℝ ∪ . 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  gof . 

( )( ) ( )( ) ( ) 2

3 2 3 2 3 2gof x g g x x x x xf x xx= = = − + = − + = − + . 

 

( ) ( ){ } [ ){ } [ ): ( ) 0,  : 0,  gof x D f f x D g x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ + ∞ ∈ = + ∞ℝ . 

 

Παράδειγµα  4. 

Έστω οι συναρτήσεις ( ) 1f x x= −  και ( )g x x= . Βρείτε τις συναρτήσεις: fog , 

gof , fof . 

Ορισµός της  συναρτήσεως  fog . 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1g xfog x f f xx= = = − . 

x
 

( ) 2 2g x x= +  

( )( ) ( )
2

2g x g xg = +    

g
 

g
 

gog
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( ) ( ){ } [ ) ( ]{ }: ( ) 0,  : ,  1fog x D g g x D f x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ + ∞ ∈ −∞ =  

             { } { } { }2 20 : 1 0 : 1 0 : 1 0x x x x x x≥ ≤ = ≥ ≤ = ≥ − ≤ =  

             ( )( ){ } { } [ ]0 : 1 1 0 0 : 1 1 0,  1x x x x x≥ − + ≤ = ≥ − ≤ ≤ = . 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  gof . 

( )( ) ( )( ) ( ) 41 11f xgof x g g x xx− −= = = = − . 

 

( ) ( ){ } ( ]{ }: ( ) ,  1 : 1 0gof x D f f x D g x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ −∞ − ≥ =  

              { } ( ]1  1 0 ,  1x xκαι≤ − ≥ = −∞ . 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  fof . 

( )( ) ( )( ) ( ) 11 1fof x f ff x x x= = = −− − . 

 

( ) ( ){ } { } { }: ( ) 1  1 1 1  1 1fof x D f f x D f x x x xκαι καιΠΟ = ∈ ∈ = ≤ − ≤ = ≤ − ≤ =  

              { } [ ]1  0 0,  1x xκαι≤ ≥ = . 

 

Παράδειγµα  5. 

Έστω συνάρτηση ( )3
2( ) 1h x x= + . Βρείτε δυο συναρτήσεις ,f g  έτσι ώστε h fog= . 

Λύση. 

Έστω συναρτήσεις 3( )f x x=  και 2( ) 1g x x= +  µε ( ) ( )D f D g= = ℝ  ως 

πολυωνυµικές. 

Είναι ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
3

21 1g x xfog f f xx = = =+ + . 

Επίσης είναι ( ) ( ){ } { }2: ( ) : 1fog x D g g x D f x xΠΟ = ∈ ∈ = ∈ + ∈ =ℝ ℝ ℝ . 

 

Παράδειγµα  6. 

Έστω συνάρτηση ( )2
( )h x sinx= . Βρείτε δυο συναρτήσεις ,f g  έτσι ώστε h fog= . 

Λύση. 

Έστω συναρτήσεις 2( )f x x=  και ( )g x sinx=  µε ( ) ( )D f D g= = ℝ . 

Είναι ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2g x sinx sinxfog x f f sin x= = = = . 

Επίσης είναι ( ) ( ){ } { }: ( ) :fog x D g g x D f x sinxΠΟ = ∈ ∈ = ∈ ∈ =ℝ ℝ ℝ . 

 

Παράδειγµα  7. 

Να ορισθούν οι συναρτήσεις: fog , gof , fof , gog  αν 
1

( )
2

x
f x

x

+
=

+
, 

5
( )

4
g x

x
=

+
. 

Είναι ( ) { }2D f = − −ℝ  και ( ) { }4D g = − −ℝ . 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  fog . 
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( ) ( ) ( )( )
5

1
9

2 13
2

5 4
54

4

x
f xg x

x

x

og x f f
x

+ + = = +
+

+

= =  +  +
. 

Είναι ( ) ( ){ } { } { }5
: ( ) 4 : 2

4
fog x D g g x D f x

x

 ΠΟ = ∈ ∈ = ∈ − − ∈ − − = 
+ 

ℝ ℝ  

                      { } { }5
4  2 4  6,5 4,  6,5

4
x x x

x
και και ≠ − ≠ − = ≠ − ≠ − = − − − 

+ 
ℝ . 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  gof . 

( )( ) ( )( ) 1

12

5 5 10

4
2

5 9

x
f x

xx

x
go g g

x

x

f x
+ = = = = 

+
+
+

 + +
+

. 

( ) ( ){ } { } { }1
: ( ) 2 : 4

2
gof

x
x D f f x D g x

x

+ ΠΟ = ∈ ∈ = ∈ − − ∈ − − = 
+ 

ℝ ℝ  

             { }1 9
2  4 2   2,  1,8

2 5

x
x x x

x
και και

+   ≠ − ≠ − = ≠ − ≠ − = − − −   
+   

ℝ . 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  fof . 

( ) ( ) ( )( )
1

2 3

1

1 2
12 3 5

2
2

x

x xf x
xx

x

x
fof x f f

x

+
+ + = = = =

+ +
++  +  +
+

. 

( ) ( ){ } { } { }1
: ( ) 2 : 2

2
fof

x
x D f f x D f x

x

+ ΠΟ = ∈ ∈ = ∈ − − ∈ − − = 
+ 

ℝ ℝ  

            
1 5 5

2  2 2   2,  
2 3 3

x
x x x

x
και και

+     ≠ − ≠ − = ≠ − ≠ − = − − −     
+     

ℝ . 

 

Ορισµός της  συναρτήσεως  gog . 

( ) ( ) ( )( ) 5 5 20

4 21

5

54

4
4

x
gog x g g

x
g x

x

x

+ = = = = 
+

+
+ +

. 

 

{ } { }{ } 5
4 : ( ) 4 4  4

4
gog x g x x

x
και ΠΟ = ∈ − − − − = ≠ − ≠ − = 

+ 
ℝ ℝ  

             
5 21 21

4  4 4  ,  4
4 4 4

x x x
x

και και
− −     ≠ − ≠ − = ≠ − ≠ = − −     

+     
ℝ . 

 

Ασκήσεις. 

1. Να ορισθούν οι συναρτήσεις  fog , gof  αν 
1

( )
1

x
f x

x

−
=

+
 και  ( )g x x= . 

 

2. Να ορισθεί η συνάρτηση gof  αν ( )f x sinx=  και 2( ) 1 2g x x= − . 
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3. Να ορισθούν οι συναρτήσεις  fog , gof  αν ( ) 1f x x= −  και 

2

2

1 ,  1
( )

1 ,  1

x x
g x

x x

 + ≤
= 

− >
. 

 

4. Οµοίως  αν 

( ]

( )

,        0,  1

( ) 0,        2

3 ,  2,  

x x

f x x

x x

 ∈


= =
 − ∈ + ∞

 και  

( ]

( )

,        0,  1

( ) 2,        0

3 ,  ,  0

x x

g x x

x x

 ∈


= =
 − ∈ −∞

. 

5. Οµοίως  αν ( )f x sinx=   και 2( ) 4 3g x x= − . 

 

 

6. Να ορισθεί η συνάρτηση gof  αν 2( )f x x=  και  
1

( )g x x
x

= + . 

 

7. Να ορισθεί η συνάρτηση gof  αν 
1

( )
1

f x
x

=
+

 και 
2

( )g x
x

= . 

 

8. Να ορισθεί η συνάρτηση fog  αν 
2 ,     1

( )
2 ,   1

x x
f x

x x

 ≤
= 

− >
  και 

22 ,  2
( )

,          2

x x
g x

x x

 − ≤
= 

>
 


