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6.1 Κανόνες παραγώγισης  

6.1.1 Παραγώγιση αθροίσµατος  

( ) ( )x D f D g∀ ∈ ∩  για το οποίο υπάρχουν οι ( ) ( ),f x g x′ ′  ισχύει ότι 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′ ′+ = +
 
Επαγωγικά, αποδεικνύεται ότι για πεπερασµένο πλήθος 

προσθετέων ισχύει ότι [ ]1 2 1 2( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )k kf x f x f x f x f x f x′ ′ ′ ′+ + + = + + +  

 

Παρατήρηση 1 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  δεν είναι παραγωγίσιµες στη θέση 0x , είναι πιθανόν 

η συνάρτηση f g+   να είναι παραγωγίσιµη στη θέση 0x  

Πράγµατι, οι 
,  0

( )
0,     0

x x
f x

x

 ≥= 
<

 , 
,   0

( )
,            0

x x x
g x

x x

 − ≥= 
<

 δεν είναι παραγωγίσιµες 

στη θέση 0 0x = , ενώ η ( ) ( ) ( )h x f x g x x= + =  είναι παραγωγίσιµη στη θέση 0 0x =  

 

Παραδείγµατα 

� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2 4 2 3 3 25 3 5 3 4 10 0 4 10 2 2 5x x x x x x x x x x
′ ′ ′ ′+ + = + + = + + = + = +  

� ( ) ( )1 1 0sinx sinx cosx cosx′ ′′+ = + = + =  

� ( ) ( ) ( )3 3 23x cosx x cosx x sinx
′ ′ ′+ = + = −  

� ( ) ( )5 3 5 3 5 3 4 21 1 1 1 1 1
1 1 1

5 3 5 3 5 3
x x x x x x x x

′ ′ ′      ′ ′′ ′+ + = + + = + + = +     
     

 

 

6.1.2 Παραγώγιση διαφοράς 

( ) ( )x D f D g∀ ∈ ∩  για το οποίο υπάρχουν οι ( ) ( ),f x g x′ ′  ισχύει ότι 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′ ′− = −  

 

Παρατήρηση 2 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  δεν είναι παραγωγίσιµες στη θέση 0x , είναι πιθανόν 

η συναρτήσεις ,  f g g f− −  να είναι παραγωγίσιµες στη θέση 0x  

 

6.1.3 Παραγώγιση γινοµένου 

( ) ( )x D f D g∀ ∈ ∩  για το οποίο υπάρχουν οι ( ) ( ),f x g x′ ′  ισχύει ότι 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′ ′ ′⋅ = +   

Γενικεύοντας, ισχύει  ( ) (( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( )fgh x g x h x ff x g x h xx h x f x g x′ = ′ ′ ′+ +    

 

Παρατήρηση 3 

Αν οι συναρτήσεις ,f g  δεν είναι παραγωγίσιµες στη θέση 0x , είναι πιθανόν 

η συνάρτηση fg  να είναι παραγωγίσιµη στη θέση 0x  



6 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 

 

Πράγµατι, οι 

1
,    0

( )

1,     0

x
f x x

x

 ≠
= 
 =

 και 
,   0

( )
1,   0

x x
g x

x

≠
= 

=
 δεν είναι παραγωγίσιµες στην 

θέση 0 0x = , ενώ η συνάρτηση ( ) ( ) ( )h x f x g x x= ⋅ =  είναι παραγωγίσιµη στη θέση 

0 0x =  

 

Ειδική περίπτωση 

Αν c ∈ ℝ και η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη ισχύει ότι ( ) ( ) ( )cf x cf x′ ′=  

 

Παραδείγµατα 

� ( ) ( )22 2 22x sinx sinx xx sin xsinx x co xx s
′ ⋅ = + = +′ ′

   

� ( ) ( ) ( ) 1x
x x xx xe
e lnx lnx e e lnx e lnx

x x
e lnx

 ′ ′⋅ = + = ⋅ + = +


′



 

� ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2x x xx x x xx e lnx e lnx x lnx x e xe lnxx e x e lnxx xeln+ + + +′ ′ ′⋅ = =′⋅ =  

                                                                                          ( )2 1xxe lnx xlnx+ +  

� ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x xe cosx e cosx e cosx e cosx e sinx e cosx sinx
′ − =′ = −+= ′

 

� ( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2xsinx x cosx xsinx x cosx
′ ′′  − − = − − =   

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2

2

                                         2 2 2

                                          2 2 2

                                          2

xsinx x cosx x cosx

x sinx xcosx xcosx x sinx

sinx

 ′′ ′− − + − =  

 ′ + − + − − = 

+( ) 2 22 2x sinxxcosx xcosx si x sinxnx− + − =

 

� ( ) ( ) ( ) ( )3 3 33 33 3 l
1 1 1

log log l ogog
3 3 3

x x x x x x xx xx x
′ ′   ′⋅ − ⋅ − ′ ′′+ −   


=
  

= =  

2
2 3 2 2 3 2 2 21

3 log 3 log 3 log
10 10 10

lnx x
x x x x x x x x x x x

ln xln ln

′ 
+ − = + − +


−=


=  

2 1
3log 1

10
x x

ln

 + − 
 

 

 

6.1.4 Παραγώγιση πηλίκου 

( ) ( )x D f D g∀ ∈ ∩
 
για το οποίο υπάρχουν οι ( ) ( ),f x g x′ ′  και ( ) 0g x ≠  

ισχύει ότι 
2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f f x g x f x g x
x

g g x

′ ′ ′  −
= 

 
 

Παραδείγµατα 

� ( ) ( ) ( )
2 2 2

1sinx cosx sinx cosxsinx cosx cosx sinx sinx
tanx

cosx cos x cos x cos x

′ ′′ − ⋅ + ⋅ ′ = = = = 
 
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� ( ) ( ) ( )
2 2 2

1cosx sinx cosx sinxcosx sinx sinx cosx cosx
x

sinx sin x sin x sin x
σφ

′ ′′ − − ⋅ − ⋅ − ′ = = = = 
 

 

� 
2 2

1 1 1 1x x

x x x

′ ′ ′− −  = = 
 

                

� 
2 2

5 5 5 5x x

x x x

′ ′ ′− −  = = 
 

 

� ( ) ( ) ( )
2 2

1
10 010 10 1

10 10 10 10

lnlnx ln lnx lnlnx xlogx
ln ln ln x ln

−′ ′′ − ′ = = = =  ⋅ 
 

� 
( ) ( ) ( )2 2 2

2 4 4 3 3

22 2
x x xx x x x xe x e x e xe e x e x e x e

x x x x x

′ ′′ − −  − −
= = = = 

 
 

� 
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2

2 12 2 2 22 2

2 2 22 2

x x x xx x x x x x

x xx

x

xx

x le e e lne ne e e e ln
′′ − −  − −

= = =
′

= 
 

 

� 
2 2

sinx x x cosx sinx sinx x cosx

x sinx x sin x

′ ⋅ − − ⋅ + = + 
 

 

 

6.1.5 Παράγωγος σύνθετων συναρτήσεων 

� ( )x x x x xsine e cose e cose
′′  = =   

� ( ) ( ) ( ) ( )5 4 4
2 2 2 21 5 1 1 10 1x x x x x

′ ′ + = + + = +  
 

� ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 3 2 3 3 2cos x sin x x sin x′ ′+ =− + ⋅ + =− +    

� 
3 3 3 3 3

2 2 2 2 2

x x x x
cos sin sin

′ ′        = − ⋅ = −                
 

� ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3sin x x cos x cos x′ ′= =    

� ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 2 1sin x x cos x x cos x
′ ′ + = + + = ⋅ +   

� ( ) ( ) ( ) ( )sin cosx cos cosx cosx sinx cos cosx′ ′= ⋅ =− ⋅    

� ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2
2 2 2 21 3 1 1 6 1x x x x x

′ ′ + = + + = +  
 

� ( )2 2 2
2 2x x xe e x xe

′ ′  = =   

� ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2 2

1 11 1 2
1 1

10 10 10 1 1 10

ln x x x
log x ln x

ln ln ln x x ln

′ ′ + +′ ′    + = = + = ⋅ =    + + ⋅  
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� ( ) ( )2 2

2 2 2

1 2
1 1

2 1 2 1 1

x x
x x

x x x

′ ′+ = + = =
+ + +

 

� ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 23 2 3 2cos x sin x cos x sin x
′ ′ ′     + = + =       

                                               ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 2 2cos x cos x sin x sin x′ ′+ =        

                                            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 3 2 2 2 2cos x sin x x sin x cos x x′ ′− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =  

                                              ( ) ( ) ( ) ( )6 3 3 4 2 2cos x sin x sin x cos x− ⋅ + ⋅  

� 

2 3 2 3 3 2 3 3 3
4 4 4 4 4 4

sin x sin x sin x sin x cos x x
π π π π π π′ ′ ′              + = + ⋅ + = + ⋅ + ⋅ + =                            

 

6 3 3
4 4

sin x cos x
π π   + ⋅ +   

     
 

Εφαρµογή 1 Εύρεση ( )f x′  

Αν ( )2( ) 1
x

f x x= + , να υπολογισθεί η ( )f x′  

Είναι ( )D f = ℝ  και 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 1 12 2 21 1 1

x
x xln x ln x x ln x

x e x e x e
+ + ⋅ + + = ⇔ + = ⇔ + =  

 

Είναι ( ) ( )2 12( ) 1
x x ln x

f x x e
⋅ +

= + =  

Άρα 
( ) ( ) ( )

2 21 1 2( ) 1
x ln x x ln x

f x e e x ln x
⋅ + ⋅ +′ ′   ′ = = ⋅ + =   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2 2 2 2

2

1
1 1 1 1 1

1

x x x
x x ln x x ln x x ln x x

x

 ′+  ′ ′+ ⋅ + + ⋅ + = + + + ⋅ =   +
  

 

( ) ( )
2

2 2

2

2
1 1

1

x x
x ln x

x

 
+ + + + 

 

 

Εφαρµογή 2 Παράγωγος άρτιων, περιττών και περιοδικών συναρτήσεων 

 Έστω συνάρτηση :f →ℝ ℝ  παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της. ∆είξτε 

ότι:  (α) Αν η f  είναι άρτια, τότε η f ′  είναι περιττή. 

         (β) Αν η f είναι περιττή, τότε η f ′  είναι άρτια. 

         (γ) Αν η f  είναι περιοδική, τότε η f ′  είναι περιοδική, ίδιας περιόδου. 

Απόδειξη 

(α)
 

 άρτια
 ( ) ( )    

1.

2.

x x
f

f x f x x

∀ ∈ ⇒ − ∈
⇔ 

= − ∀ ∈

ℝ ℝ

ℝ
 

x∀ ∈ ℝ  ισχύει ότι [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )3  (f x f x f x f x f x x f x′′ ′ ′ ′= − ⇔ = − = − ⋅ − = − −  

Από (1), (3) έπεται ότι η f ′ είναι περιττή. 
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(β)
1.

2.

 
 περιττή

 ( ) ( )    

x x
f

f x f x x

∀ ∈ ⇒ − ∈
⇔ 

= − − ∀ ∈

ℝ ℝ

ℝ
 

x∀ ∈ ℝ  ισχύει ότι [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( )f x f x f x f x f x x f x′′ ′ ′ ′= − − ⇔ = − − = − − ⋅ − = −  

Από (1), (3) έπεται ότι η f ′ είναι άρτια. 

 

(γ) 
( )

 
 περιοδική περιόδου 

 ( )

1.

  2.   

x x
f

f x f x x

∀ ∈ ⇒ +Τ∈
Τ⇔ 

= +Τ ∀ ∈

ℝ ℝ

ℝ
 

x∀ ∈ ℝ  ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )   ( )3f x f x f x f x f x x f x′ ′′ ′ ′= +Τ ⇔ = +Τ = +Τ ⋅ +Τ = +Τ    

Από (1), (3) έπεται ότι η f ′ είναι περιοδική περιόδου Τ  

 

Εφαρµογή 3 Σύνθεση συναρτήσεων και παράγωγος 

Ισχύει ότι 
lnxx e=  διότι ( ) 1lnxlnx ln e lnx lne lnx lnx= = ⋅ = ⋅ =  

� Είναι ( )xx lnx x lnxx e e ⋅= =  

Άρα, ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1x x lnx x lnx x xx e e x lnx x lnx x x lnx

x

⋅ ⋅  ′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ + = + 
 

 

 

� Είναι 
5 55
sinxsinx ln sinx lne e ⋅= =  

Άρα, ( ) ( ) ( )5 55 5 5 5sinx sinx ln sinx ln sinxe e sinx ln cosx ln⋅ ⋅′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ ⋅  

 

� Είναι ( ) ( ) ( )xx ln lnx x ln lnx
lnx e e

⋅= =  

Άρα, ( ) ( ) ( ) ( )x x ln lnx x ln lnx
lnx e e x ln lnx

⋅ ⋅′ ′ ′   = = ⋅ =      

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1x x
lnx ln lnx x lnx ln lnx

lnx x lnx

   + = +      
 

 

� Είναι ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 21 12 1
x

x ln x x ln x
x e e

+ +
+ = =  

Άρα, ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 21 12 2 21 1
x x ln x x ln x

x e e x ln x
+ +′ ′ ′     + = = + =      

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2 2 2 2

2 2

2
1 2 1 1 2 1

1 1

x xx x x
x xln x x x ln x

x x

   
+ + + = + + +   + +   

 

 

� Είναι 

1 1
1 11

1

x
x

ln x ln
x xe e

x

   + ⋅ +   
    + = = 

 
 

Άρα, 

1 1
1 11 1

1 1

x
x ln x ln

x xe e x ln
x x

   ⋅ + ⋅ +   
   

′′ ′       + = = ⋅ + =                
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2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1
1 1

x x

ln x ln x
x x x x x x

x x

   
′   −         + + + + = + + +            

         + +   
   

 

1 1 1
1 1

1
1

x

ln
x x

x

 
    = + + −    

    + 
 

 

  

6.2 Εξίσωση εφαπτοµένης  

Εφαρµογή 4 Εύρεση γωνίας της εφαπτοµένης 

Να βρεθεί η γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα xx ′ , η εφαπτοµένη στο 

σηµείο ( ),  α βΜ  της γραφικής παράστασης της ( )
2a

f x
x

=  

Είναι ( )
2

2

a
f x

x

−′ =   και ( )
2

2
1

a
f a

a

−′ = = − . Αν �ω  είναι η ζητούµενη γωνία, τότε 

� ( ) 1tan f aω ′= = −   άρα, � 03
135

4

π
ω = =  

 

Εφαρµογή 5 Εύρεση εξίσωσης της εφαπτοµένης 

Ποια είναι η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της 

( )f x x xσϕ εϕ= +   στο σηµείο της που έχει τετµηµένη 
0

6
x

π
= ; 

Είναι 
2 2

1 1
( )f x

sin x cos x

−
′ = +      και     

8

6 3
f

π − ′ = 
 

      και  
4 3

6 3
f

π  = 
 

 

Άρα, η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο 
4 3

, ,
6 6 6 3
f

π π π   Μ = Μ       
 είναι  

4 3 8

6 6 6 3 3 6
y f f x y x

π π π π−      ′− = − ⇔ − = −      
      

 

 

Εφαρµογή 6 Εύρεση εξίσωσης της εφαπτοµένης 

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της  
2( ) 2 3f x x x= + +  στο σηµείο ( )0,  3Μ  

Είναι ( ) 4 1f x x′ = +  και ( )0 4 0 1 1f ′ = ⋅ + =  Η εξίσωση της εφαπτοµένης της 

γραφικής παράστασης στο σηµείο ( )0,  3Μ  είναι 

( ) ( )( )0 0 0 3 1 3y f f x y x y x′− = − ⇔ − = ⇔ = +  

 

Εφαρµογή 7 Εύρεση εξίσωσης της εφαπτοµένης 

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της 

3 21 5
( ) 7 1

3 2
f x x x x= − + −  στο σηµείο 

23
1,  

6

 Μ 
 

. Ακολούθως βρείτε σε ποιο σηµείο 

τέµνει  η εφαπτοµένη τον άξονα xx ′  

Είναι 
2( ) 5 7f x x x′ = − +  και ( )1 3f ′ =   
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Η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης στο σηµείο 
23

1,  
6

 Μ 
 

 είναι 

( )23 5
3 1 3

6 6
y x y x− = − ⇔ = +  Η εφαπτοµένη τέµνει τον άξονα xx ′  στο σηµείο 

( ),  0xΑΑ  όπου 
5 5 5

0 3 3
6 6 18

x x xΑ Α Α= + ⇔ − = ⇔ = −   Άρα, είναι 
5

,  0
18

− Α 
 

 

 

Εφαρµογή 8 Υπολογισµός παραµέτρων 

Να προσδιορισθούν οι ,α β ∈ℝ  ώστε το σηµείο ( )2,  10Α −  να ανήκει στη 

γραφική παράσταση της ( ) 3 2α β 9 12f x x x x= + + −  και η εφαπτοµένη στο σηµείο Α

να έχει συντελεστή διεύθυνσης 3−  

Αφού το ( )2,  10Α −  ανήκει στη γραφική παράσταση, ισχύει ότι    

( )3 210 α 2 β 2 9 2 112 4 2α β  − = ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⇔ − = +  

Είναι ( ) 23α 2β 9f x x x′ = + +  και ( )2 12α 4β 9f ′ = + +  

Ισχύει ότι ( ) ( )2 3 12α 4β 9 3 3α β 3 2  f ′ = − ⇔ + + = − ⇔ + = −  

Από ( )1 , ( )2  προκύπτει ότι α 1= , 6β = −  

 

Εφαρµογή 9 Εύρεση εξίσωσης της εφαπτοµένης 

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της  

( ) 3 3f x x x= + + −  στο σηµείο της που έχει τετµηµένη 0
3x = −  

Είναι ( ) [ )3,  D f = − + ∞ ,      ( ) ( )0 3 6f x f= − = − ,      ( ) 1
1

2 3
f x

x
′ = +

+
 

Για τον υπολογισµό του ( )3f ′ − , θα γίνει χρήση του ορισµού, οπότε 

( ) ( )
( )

( )
3 3 3

( ) 3 3 33 3 6
3 lim lim lim

3 3 3x x x

f x f x xx x
f

x x x→− →− →−

− − + + ++ + − +′ − = = = =
− − + +

 

( )
3 3

1
lim lim 1 1

3x xx
+ +→− →−

+ = +∞ + = +∞
+

 Άρα, η εξίσωση  της εφαπτοµένης της γραφικής 

παράστασης στο σηµείο ( )3,  6Α − −   είναι 3x = −  

Επεξήγηση 
3

1
3 3 3 0 3 0

3 x

x x x x
x +

+

→−

→− >− + > + > +∞
+

⇔ ⇔ ⇔ ⇔ →  

 

Εφαρµογή 10 Εύρεση του σηµείου επαφής 

Να βρεθεί το σηµείο της γραφικής παράστασης της 
2( ) 3f x x x β= + +  στο 

οποίο η εφαπτοµένη της είναι: 

(α) Παράλληλη προς τον άξονα xx ′         
(β) Παράλληλη προς την ευθεία 2 3y x= −  

(γ) Παράλληλη προς την ευθεία y x=   

Είναι ( ) 2 3f x x′ = +    και   ( )0 02 3f x x′ = +  

(α) Έστω ( )0 0,  x yΜ το ζητούµενο σηµείο. Για να είναι η εφαπτοµένη στο 

σηµείο αυτό παράλληλη προς τον άξονα xx ′ , πρέπει  
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0 0 0

3
( ) 0 2 3 0

2
f x x x

−
′ = ⇔ + = ⇔ =  

Είναι 

2

0

3 3 3 9
( ) 3

2 2 2 4
f x f β β

− − − −     = = + + = +     
     

 

Άρα, το ζητούµενο σηµείο είναι το 
3 9

,
2 4

β
− − Μ + 

 
 

(β) Η ευθεία 2 3y x= −  έχει συντελεστή διεύθυνσης 2 . Αν  ( )0 0,  x yΜ το 

ζητούµενο σηµείο, πρέπει 
0 0 0

1
( ) 2 2 3 2

2
f x x x

−
′ = ⇔ + = ⇔ =  

Είναι  

2

0

1 1 1 5
( ) 3

2 2 2 4
f x f β β

− − − −     = = + + = +     
     

 

Άρα, το ζητούµενο σηµείο είναι το 
3 9

,
2 4

β
− − Μ + 

 
 

(γ) Οµοίως, πρέπει  0 0 0
( ) 1 2 3 1 1f x x x′ = ⇔ + = ⇔ = −  

Είναι ( ) ( ) ( ) ( )2

0 1 1 3 1 2f x f β β= − = − + − + = − +  

Άρα, το ζητούµενο σηµείο είναι το ( )1,  2 βΜ − − +  

 

6.3 Ακρότατα συναρτήσεων 

6.3.1 Πρώτο κριτήριο  

Έστω συνάρτηση f  παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ( ),  a β  και ( )0 ,  x a β∈  

µε 0
( ) 0f x′ = . Η f παρουσιάζει τοπικό:  

� µέγιστο στο 0
x , όταν ( ]0 0( ) 0 ,  f x x a x′ ≥ ∀ ∈   και [ )0 0( ) 0 ,  f x x x β′ ≤ ∀ ∈  

� ελάχιστο στο 0
x , όταν ( ]0 0( ) 0 ,  f x x a x′ ≤ ∀ ∈  και  [ )0 0( ) 0 ,  f x x x β′ ≥ ∀ ∈  

 

Παρατηρήσεις 

1 Το προηγούµενο θεώρηµα ισχύει και όταν a =−∞ ή β = −∞  

2 Σύµφωνα µε αυτό το κριτήριο, η f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε ένα 

σηµείο ( )0 ,  x a β∈  όταν η f ′  µηδενίζεται στο 0
x  αλλάζοντας πρόσηµο. (Από +  σε 

−  έχω τοπικό µέγιστο. Από −  σε +  έχω τοπικό ελάχιστο.) 

3  Αν η f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο  ( )0 ,  x a β∈  αλλά είναι συνεχής στο 

0
x , τότε παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0

x , αν η f ′  αλλάζει πρόσηµο στο σηµείο 

αυτό. Π.χ. η συνάρτηση ( ),f f x x=  στο σηµείο 0
0x =  

4 Έστω µία συνεχής συνάρτηση [ ]: ,  f a β → ℝ  

� Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα, τότε παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο 

σηµείο β  και τοπικό ελάχιστο στο σηµείο a  

� Αν η f  είναι γνησίως φθίνουσα, τότε παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο 

σηµείο a  και τοπικό ελάχιστο στο σηµείο β  

5 Από τα παραπάνω συνάγεται πως για να βρω τα τοπικά ακρότατα µίας 

συνάρτησης, πρέπει πρώτα να τη µελετήσω ως προς τη µονοτονία. 
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6.3.2 ∆εύτερο κριτήριο 

 Έστω συνάρτηση f  δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( ),  a β  και 

( )0 ,  x a β∈  µε 0
( ) 0f x′ =   

� Όταν 0
( ) 0f x′′ >  τότε η f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 0

x  

� Όταν 0
( ) 0f x′′ <  τότε η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο 0

x  

 

Παρατηρήσεις 

1 Όταν 0
( ) 0f x′′ = , τότε εξετάζω µε το 1ο κριτήριο αν η f  παρουσιάζει 

τοπικό ακρότατο στο 0
x  

2 Συνήθως αυτό το κριτήριο χρησιµοποιείται όταν είναι δύσκολη η εύρεση 

του πρόσηµου της f ′  
 

6.3.3 Κριτήριο µονοτονίας  

Έστω f  µία συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [ ],  a β  

� Όταν ( ) 0f x′ >   ( ),  x a β∀ ∈ ⇒ f  γνησίως αύξουσα στο [ ],  a β  

� Όταν ( ) 0f x′ <  ( ),  x a β∀ ∈ ⇒ f  γνησίως φθίνουσα στο [ ],  a β  

 

Παρατηρήσεις 

1 Σύµφωνα µε το παραπάνω κριτήριο, η µονοτονία µίας συνάρτησης 

εξαρτάται από το πρόσηµο της παραγώγου της και εξετάζετε πάντα σε διάστηµα ή 

διαστήµατα. 

2 Το κριτήριο ισχύει και για διάστηµα της µορφής [ ),  a β  ή ( ],  a β  ή ( ),  a β  

3 Αν η συνάρτηση f  είναι αύξουσα και παραγωγίσιµη στο ( ),  a β , τότε 

ισχύει ότι ( ) 0f x′ ≥  ( ),  x a β∀ ∈  

Πράγµατι, αφού η f  είναι αύξουσα στο ( ),  a β , προκύπτει ότι ( )0, ,  x x a β∀ ∈  µε 

0
x x≠  ισχύει ότι ( ) ( ) ( )0

0

0
f x f x

x
x x

λ
−

= ≥
−

, οπότε 
0

lim ( ) 0
x x

xλ
→

≥ , δηλαδή ( )0 0f x′ ≥  

Το αντίστροφο της πρότασης αυτής γενικά δεν ισχύει. ∆ηλαδή είναι δυνατό 

να ισχύει ( ) 0f x′ ≥  και όµως η συνάρτηση f  να µην είναι γνησίως αύξουσα στο 

( ),  a β . Ανάλογη πρόταση ισχύει και για φθίνουσα συνάρτηση. 

4 Αν η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο ( ),  a β , τότε έχει ως 

σύνολο τιµών το διάστηµα ( ),  κ λ , όπου lim ( )
x a

f xκ
+→

=  και lim ( )
x

f x
β

λ
−→

=   

Αν όµως η f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο ( ),  a β , τότε έχει σύνολο 

τιµών το διάστηµα ( ),  λ κ  

 

Εφαρµογή 11 Εύρεση των διαστηµάτων µονοτονίας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και να µελετηθεί ως προς τα ακρότατα 

η 
2( ) 2 1f x x x= − + −  

Είναι ( )D f = ℝ . Η f  ως πολυωνυµική παραγωγίσιµη στο ℝ  

Είναι ( )( ) 2 1f x x′ = − −  και  ( ) 0 1f x x′ = ⇔ =  θέση πιθανού ακρότατου. 
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x  −∞                     1                       +∞  

f ′             +              0            −  

  f             ր             ց  
          Ολικό maximum 

Η f  παρουσιάζει ολικό µέγιστο στη θέση ( )( ) ( )1,   1 1,  0f =  

 

Εφαρµογή 12 Εύρεση των διαστηµάτων µονοτονίας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και να µελετηθεί ως προς τα ακρότατα 

η 
3 2( ) 6 9 1f x x x x= − + −  

Είναι ( )D f = ℝ . Η  f  ως πολυωνυµική παραγωγίσιµη στο ℝ   

Είναι ( ) ( )( ) 3 1 3f x x x′ = − − ,  ( ) 0 1 ή 3f x x x′ = ⇔ = =  θέσεις πιθανών ακρότατων. 

 
x  −∞             1              3                      +∞  

f ′          +        0      −       0          +  

  f          ր              ց                  ր  
                                                        Τοπ.max          Τοπ.min 

 

Η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στη θέση ( )( )1,   1f  και τοπικό ελάχιστο στη 

θέση ( )( )3,   3f  

 

Εφαρµογή 13 Εύρεση των διαστηµάτων µονοτονίας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και να µελετηθεί ως προς τα ακρότατα 

η 
4 2( ) 4 3f x x x= − + −   

Είναι ( )D f = ℝ . Η  f  ως πολυωνυµική παραγωγίσιµη στο ℝ  

Είναι ( )( )( ) 4 2 2f x x x x′ = − − + , ( ) 0 0 ή 2  ή 2f x x x x′ = ⇔ = = = −  θέσεις 

πιθανών ακρότατων. 

 
x  −∞          2−                  0                    2                    +∞  

f ′            +        0       −          0         +         0       −  

   f          ր                   ց                       ր                  ց  
                                             Τοπ.max             Τοπ.min                Τοπ.max       

 

Η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στις θέσεις ( )( )2,   2f− −  και 

( )( )2 ,   2f  Έχει τοπικό ελάχιστο στη θέση ( )0,  3−  

 

Εφαρµογή 14 Εύρεση των διαστηµάτων µονοτονίας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και να µελετηθεί ως προς τα ακρότατα 

η ( ) ( )2 3
( ) 1 2f x x x= − +  

Είναι ( )D f = ℝ . Η  f  ως πολυωνυµική είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  
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Είναι ( ) ( )( )2
( ) 2 1 5 1f x x x x′ = + − +   και  

1
( ) 0 1  2  

5
f x x x xη η

−
′ = ⇔ = = − =

θέσεις πιθανών ακρότατων. 

 
x  −∞            2−                  

1

5

−
                   1                   +∞  

f ′            −        0       +          0         −         0       +  

   f          ց                 ր                  ց                  ր  
                                             Τοπ.min              Τοπ.max             Τοπ.min 

 

Η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στη θέση 
1 1

,
5 5

f
− −  

    
 και τοπικά 

ελάχιστα στις θέσεις ( )( )2,   2f− −  και ( )( )1,   1f  

 

Εφαρµογή 15 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 

2

( )
1

x
f x

x
=

+
 

Είναι ( ) { }1D f = − −ℝ . Η f  ως ρητή παραγωγίσιµη στο ( )D f  

Είναι 
( )
( )2

2
( )

1

x x
f x

x

+
′ =

+
   H ( )f x′  έχει ίδιο πρόσηµο µε το ( )2x x +  

 
x  −∞            2−                  1−                    0                    +∞  

f ′            +        0         −        0        −          0       +  

   f          ր                 ց          ΙΙ       ց                  ր  

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞                                                                                                             

                                                                                    ( )lim
x

f x
→+∞

= +∞                                          

                                            Τοπ. max                                     Τοπ.min         

                                           ( )2,  4− −                               ( )0,  0
 

 

Εφαρµογή 16 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
3

( )
2 1

x
f x

x

+
=

−
 

Είναι ( ) 1

2
D f

 = − 
 

ℝ . Η f , ως ρητή είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε 

( )2

7
( )

2 1
f x

x

−
′ =

−
, ( ) 0f x′ <  ( )x D f∀ ∈ , άρα είναι γνησίως φθίνουσα στο ( )D f  

 

Εφαρµογή 17 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
2

1 1
( )f x

x x
= +  
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Είναι ( ) *D f = ℝ   Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f ,  
3

2
( )

x
f x

x

− −
′ =   Η f ′  έχει το 

ίδιο πρόσηµο µε το γινόµενο ( )2x x− −  

 
x  −∞               2−               0                      +∞  

f ′              −         0      +       ΙΙ         −  

  f             ց              ր        ΙΙ         ց        

lim ( ) 0
x

f x
→−∞

=                                    lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=                                  

                                                        Τοπ.min      Τοπ. max 

 

Εφαρµογή 18 Επίλυση εξίσωσης 

Να λυθεί η 
4

3 2ln 4x x x+ + =  

Θεωρώ τη συνάρτηση 
4( ) 3 2 4f x x x lnx= + + −  µε ( ) ( )0,  D f = + ∞  

Η f  είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της µε 3 2
( ) 12 1f x x

x
′ = + +  

Είναι ( ) 0f x′ >  ( )x D f∀ ∈  άρα, η f είναι γνησίως αύξουσα στο  

Όταν 1x =  τότε ( )1 0f =   Η 1x =  είναι η µοναδική λύση της 
4

3 2ln 4x x x+ + =  

 

Εφαρµογή 19 Εύρεση παραµέτρου 

Για ποιες τιµές του λ ∈ ℝ  είναι γνησίως φθίνουσα η 
21

( )
1

x
f x

x

λ+
=

+
 στο 

πεδίο ορισµού της; Είναι ( ) { }1D f = − −ℝ . Η f  είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο 

ορισµού της,  
( )

2

2

2 1
( )

1

x x
f x

x

λ λ+ −
′ =

+
 

Η f ′ έχει το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση 
2( ) 2 1P x x xλ λ= + −  

� Όταν 0λ =  τότε ( ) 1 0P x = − <  

� Όταν 0λ ≠  τότε για το τριώνυµο ( )P x  πρέπει να είναι  

( )4 1 00
1 0

0 0

λ λ
λ

α λ λ

+ ≤ ∆ ≤ 
⇔ ⇔ − ≤ <   

= < <   
 

 Άρα, όταν 1 0λ− ≤ <  η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισµού της. 

 

Εφαρµογή 20 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η ( )f x x lnx= −  

Είναι ( )( ) 0,  D f = + ∞ . Η f είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f  και 
1

( )
x

f x
x

−
′ =  

Η f ′  έχει το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση 1x − , άρα η f  γνησίως φθίνουσα στο 

( ]0,  1  και γνησίως αύξουσα στο [ )1,  + ∞  

 

Εφαρµογή 21 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η ( ) 1xf x e x= − +  

Είναι ( )D f = ℝ . Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f µε ( ) 1xf x e′ = −  

( )D f
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x  −∞                    0                       +∞  

f ′             −             0            +  

  f             ց             ր  
                                                             Ολικό minimum 

                                                                                    ( )0,  1  

Επεξηγήσεις 
0( ) 0 1 0x xf x e e e x′ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  
0( ) 0 1 0x xf x e e e x′ > ⇔ > ⇔ > ⇔ >  
0( ) 0 1 0x xf x e e e x′ < ⇔ < ⇔ < ⇔ <  

 

Εφαρµογή 22 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 

1

( ) xf x x e= ⋅  

Είναι ( ) *D f = ℝ . Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε 

1

1
( ) x

x
f x e

x

−
′ =   Η f ′  έχει 

το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση ( )1x x − , άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

( ) [ ),  0 1,  −∞ + ∞∪ και γνησίως φθίνουσα στο ( ]0,  1  

 

Εφαρµογή 23 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η ( ) xf x x=  

Είναι ( ) ( )0,  D f = + ∞   Η f  είναι παραγωγίσιµη στο  µε ( )( ) 1xf x x lnx′ = +  

Η f ′  έχει το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση  1 ln x+  

 
x  −∞                   

1e−                        +∞  

f ′             −             0            +  

  f             ց             ր  
                                                           Ολικό minimum 

Επεξηγήσεις 

1 1 1
1 0 1 lnlnx lnx lnx e x e

e

− −+ = ⇔ = − ⇔ = ⇔ = =  

1 1 1
1 0 1 lnlnx lnx lnx e x e

e

− −+ > ⇔ > − ⇔ > ⇔ > =  

1 1 1
1 0 1 lnlnx lnx lnx e x e

e

− −+ < ⇔ < − ⇔ < ⇔ < =  

 

Εφαρµογή 24 Απόδειξη ανισότητας 

Να δειχθεί ότι 0,  
2

x
π ∀ ∈ 

 
 είναι 1x sinx cosx⋅ + >  

Έστω συνάρτηση ( ) 1f x x sinx cosx= ⋅ + −   Είναι ( )D f = ℝ  

Είναι ( ) 0f x >  0,  
2

x
π ∀ ∈ 

 
 Η f είναι παραγωγίσιµη στο ℝ µε ( ) cosf x x x′ =  

( )D f
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Είναι ( ) 0f x′ > 0,  
2

x
π ∀ ∈ 

 
, άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο 0,  

2

π 
 
 

, οπότε 

0,  
2

x
π ∀ ∈ 

 
 ισχύει ότι 0 ( ) (0) 0x f x f> ⇒ > =  

 

Εφαρµογή 25 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
1

( )
1

x
f x

x

−
=

+
 

Είναι ( )D f = ℝ ,  

1
,  0

1
( )

1
,  0

1

x
x

x
f x

x
x

x

− ≥ += 
+ <

 −

, 
( )

( )

2

2

2
,  0

1
( )

2
,  0

1

x
x

f x

x
x

− > +′ = 
 <
 −

 

∆εν υπάρχει το ( )0f ′  διότι ( ) ( )0 2 2 0f fδ α′ ′= − ≠ =  

0x∀ >  είναι ( ) 0f x′ < , άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο [ )0,  + ∞  

0x∀ <  είναι ( ) 0f x′ > , άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( ],  0−∞  

 

Εφαρµογή 26 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
3( ) 3 2f x x x= − +  

Είναι ( )D f = ℝ  και η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε ( )( )( ) 3 1 1f x x x′ = − +  

Είναι ( ) 0 1f x x′ = ⇔ = ±  θέσεις πιθανών ακρότατων. 

 
x  −∞                1−                1                     +∞ 

f ′              +         0      −       0          +  

  f             ր              ց                ր       
                                                      Τοπ. max         Τοπ.min 

                                                                ( )1,  4−           ( )1,  0  

Εφαρµογή 27 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
3( ) 9f x x x= −  

Είναι ( )D f = ℝ . Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f  και 
2( ) 9 3f x x′ = −  

Είναι ( )D f ′ = ℝ . Η f ′  είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f ′  και ( ) 6f x x′′ = −  

Είναι ( ) 0 3f x x′ = ⇔ = ±  θέσεις πιθανών ακρότατων.  

� Είναι ( )3 6 3 0f ′′ = − < , άρα η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στη θέση 0 3x = , 

ίσο µε ( )3 6 3f =  

� Είναι ( )3 6 3 0f ′′ − = > , άρα η f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στη θέση 

0 3x = − , ίσο µε ( )3 6 3f − = −  

 

Εφαρµογή 28 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
4 2( ) 8 5f x x x= − +  
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Είναι ( )D f = ℝ  Η f είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε ( )( )( ) 4 2 2f x x x x′ = − +  

Είναι ( ) 0 0 ή 2f x x x′ = ⇔ = =  θέσεις πιθανών ακρότατων. 

 
x  −∞             2−                    0                    2                    +∞ 

f ′            −        0         +        0        −          0       +  

   f           ց                  ր                 ց                  ր                                                                   
                                            Τοπ. min               Τοπ.max               Τοπ. min 

                                           ( )2,  11− −           ( )0,  5             ( )2,  11−
 

 

Εφαρµογή 29 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 

2

( )
1

x
f x

x
=

−
 

Είναι ( ) { }1D f = −ℝ  και η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε 
( )
( )2

2
( )

1

x x
f x

x

−
′ =

−
 

Είναι ( ) 0 0 ή 2f x x x′ = ⇔ = =  θέσεις πιθανών ακρότατων. 

Θέση πιθανού ακρότατου είναι και η θέση 0 1x =  

 
x  −∞               0                    1                   2                    +∞ 

f ′            +        0      −           ΙΙ       −          0       +  

   f           ր               ց          ΙΙ         ց                  ր                     
                                            Τοπ.max                                           Τοπ. min 

                                             ( )0,  0                                        ( )2,  4  

 

Εφαρµογή 30 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς την µονοτονία η  ( ) xf x x e= ⋅  

Είναι ( )D f = ℝ  και η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε ( )( ) 1xf x e x′ = +  

Είναι ( ) 0 1 f x x′ = ⇔ = −  θέση πιθανού ακρότατου. 

 
x  −∞                    1−                        +∞ 

f ′             −              0            +  

  f            ց                           ր  
                                                            Ολικό minimum 

                                                                
1

1,  
e

− − 
   

 

Εφαρµογή 31 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς την µονοτονία η ( )f x x lnx= ⋅  

Είναι ( ) ( )0,  D f = + ∞  και η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε ( ) 1 lnf x x′ = +  

Είναι 
1

( ) 0f x x
e

′ = ⇔ =   θέση πιθανού ακρότατου. 
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x  −∞                      
1e−                        +∞ 

f ′             −              0            +  

  f            ց                           ր  
                                                         Ολικό minimum 

                                                             ( )1 1,  e e− −−  

Εφαρµογή 32 Εύρεση των ακρότατων 

Ποια τα ακρότατα της 
2( )f x ax xβ γ= + + ,  , ,α β γ ∈ℝ  και 0α ≠ ; Είναι 

( )D f = ℝ  και η f  είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  µε ( ) 2f x xα β′ = +   και  

( ) 2f x α′′ =  Είναι ( ) 0
2

f x x
a

β−
′ = ⇔ =  θέση πιθανού ακρότατου. 

� Όταν 0α >  τότε 2 0
2

f
β

α
α
− ′′ = > 

 
, άρα η f  παρουσιάζει ελάχιστο στη 

θέση 
0

2
x

a

β−
= , ίσο µε 

2 4
f

β
α α
− −∆  = 

 
 

� Όταν 0α <  τότε 2 0
2

f
β

α
α
− ′′ = < 

 
, άρα η f  παρουσιάζει µέγιστο στη 

θέση 
0

2
x

a

β−
= , ίσο µε 

2 4
f

β
α α
− −∆  = 

 
 

 

Εφαρµογή 33 Εύρεση των ακρότατων 

Να βρεθούν τα ακρότατα της ( ): 1,  f + ∞ → ℝ  µε ( )
x

f x
lnx

=  Να συγκριθούν 

οι αριθµοί 
xe  και 

ex  όταν 0x >  

Είναι ( ) ( )1,  D f = + ∞  και η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε 
2

1
( )

lnx
f x

ln x

−
′ =  

Η f ′  έχει το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση ( )1lnx −  

 
x  −∞                      e                        +∞ 

f ′             −              0            +  

  f            ց                           ր  
                                                                           Ολικό minimum 

 

Η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο σηµείο ( ),   e e  

Επεξηγήσεις 

1 ( ) e x e x ex
x f x e e x elnx x lnx lne lnx e x

lnx
∀ > ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥   

( ) 00,  1 0 1 1x ex x e e x∀ ∈ ⇒ < < ⇒ > = ≥ , άρα 0x∀ >  είναι 
x ee x≥  

 

Εφαρµογή 34 Εύρεση των ακρότατων 

Να βρεθούν τα ακρότατα της ( ) 2
3f x x x= −  
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Είναι ( ) [ ]0,  3D f =  Η f  είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [ ]0,  3  και 

παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( )0,  3  µε 
2

3 2
( )

2 3

x
f x

x x

−
′ =

−
 

Η f ′  έχει το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση 3 2x−  

Η f  παρουσιάζει ολικό µέγιστο 
3 3

2 2
f
  = 
 

 και ολικό ελάχιστο ( ) ( )0 3 0f f= =   

 
x  0                      3 / 2                        3  

f ′             +              0            −  

  f            ր                           ց  

Είναι 
0 3

lim ( ) 0 lim ( )
x x

f x f x
→ →

= =  

 

Εφαρµογή 35 Εύρεση των ακρότατων 

Να βρεθούν τα ακρότατα της ( )2
3( ) 1 1f x x= − −  

Είναι ( )D g = ℝ   Η f παραγωγίσιµη στο { }1−ℝ µε 
( )
( )4

3

2 1
( )

3 1

x
f x

x

− −
′ =

−
 

Η f  συνεχής στη θέση 0 1x =  Η f ′  έχει το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση 

( )2 1x− −  

x  −∞                      1                       +∞ 

f ′             +              ΙΙ           −  

  f            ր                           ց  
                                                                            Ολικό maximum 

                                                            ( )( ) ( )1,  1 1,  1f =  

Παρατήρηση 

Αν η f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο  ( )0
,  x a β∈  ενώ είναι συνεχής στο 0x , 

τότε παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x  όταν η f ′  αλλάζει πρόσηµο στο  

 

Εφαρµογή 36 Εύρεση των ακρότατων 

Να βρεθούν τα ακρότατα της ( )
lnx

f x
x

=  

Είναι ( ) ( )0,  D f = + ∞  Η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε 
2

1
( )

lnx
f x

x

−
′ =  

Είναι ( ) 0f x x e′ = ⇔ =   θέση πιθανού ακρότατου.  

 
x  0                      e                        +∞ 

f ′             +          0              −  

  f            ր                           ց  
                                                             Ολικό maximum 

                                                         ( )( ) ( )1,   ,  e f e e e−=  

Σηµείωση  Είναι 
0

lim ( )
x

f x
+→

=−∞   και  lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=  

0x



22 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 

 

Εφαρµογή 37 Απόδειξη ανισότητας 

Να δειχθεί ότι 1xe x≥ +  x∀ ∈ℝ  Αρκεί να δειχθεί ότι 1xe x− ≥   x∀ ∈ℝ  

Έστω συνάρτηση ( ) xf x e x= −  µε ( )D f = ℝ , παραγωγίσιµη στο ℝ  µε 

( ) 1xf x e′ = −   Είναι ( ) 0 0f x x′ = ⇔ =   θέση πιθανού ακρότατου. 

x∀ ∈ℝ  είναι ( ) 1 1xf x e x≥ ⇔ − ≥  
 

x  −∞                      0                        +∞  

f ′             −              0              +  

  f            ց                           ր  
                                                                          Ολικό minimum 

                                                                    ( )0,  1
 

Εφαρµογή 38 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η ( ) lnf x x x= ⋅  

Είναι ( ) ( )0,  D f = + ∞  και η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε ( ) 1 lnf x x′ = +  

Είναι 
1 1

( ) 0 1f x lnx lnx ln x
e e

′ = ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  θέση πιθανού ακρότατου. 

 
x  0                      

1e−                        +∞  

f ′             −           0              +  

  f            ց                           ր  
                                                             Ολικό minimum 

                                                    ( )( ) ( )1 1 1 1,  ,  e f e e e− − − −= −  

Επεξήγηση 
1 11 ln 0 ln 1 ln lnx x x e x e− −+ > ⇔ >− ⇔ > ⇔ >  

 

Εφαρµογή 39 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
,     0

( )
,  0

x x
f x

x x

 ≥
= 

− <
 

Είναι ( )D f =ℝ  και η f  παραγωγίσιµη στο 
*ℝ  µε 

1
,     0

2
( )

1
,  0

2

x
x

f x

x
x

 >′ = 
 <
 −

 

∆εν υπάρχει το ( )0f ′   Η θέση 0 0x =  είναι θέση πιθανού ακρότατου. Η f  είναι 

συνεχής στη θέση 0 0x =  Πράγµατι 
0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x
+ +→ →

= = , 
0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x
− −→ →

= − = , 

άρα  ( )
0

lim ( ) 0 0
x

f x f
→

= =  

x  −∞                   0                        +∞  

f ′             −           ΙΙ             +  

  f            ց                           ր  
                                                             Ολικό minimum 

                                                       ( )( ) ( )0,   0 0,   0f =  
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Εφαρµογή 40 ∆ιαστήµατα µονοτονίας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας της ( )
2

6
2

x
f x x= − +  

Είναι ( )D f =ℝ   Η f  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε 

( ) 1f x x′ = −   Είναι ( ) 0 1f x x′ = ⇔ =  θέση πιθανού ακρότατου. 

 
x  −∞                   1                       +∞  

f ′             −           0              +  

  f            ց                           ր  
                                                                        Ολικό minimum 

                                                              ( )( )1,   1f  

Εφαρµογή 41 ∆ιαστήµατα µονοτονίας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας της 
4 2( ) 8 17f x x x= − +  

Είναι ( )D f =ℝ  Η f  ως πολυωνυµική είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε 

( )( )3( ) 4 16 4 2 2f x x x x x x′ = − = − +  Είναι ( ) 0 0 ή 2f x x x′ = ⇔ = = ±  θέσεις 

πιθανών ακρότατων. 

 
x  −∞             2−                   0                     2                   +∞  

f ′            −        0      +           0        −          0       +  

   f           ց               ր                   ց                  ր                                                                                                
                                            Τοπ. min              Τοπ.max                Τοπ. min 

                                        ( )( )2,   2f− −      ( )( )0,   0f        ( )( )2,   2f  

 

Εφαρµογή 42 ∆ιαστήµατα µονοτονίας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας της ( ) lnf x x x= −  

Είναι ( ) ( )0,  D f = + ∞   Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε 
1

( )
x

f x
x

−
′ =  

Είναι ( ) 0 1f x x′ = ⇔ =   θέση  πιθανού ακρότατου. 

 
x  0                       1                       +∞  

f ′             +           0         −  

  f            ր                    ց  
                                                        Ολικό maximum 

( )( ) ( )1,   1 1,  1f = −
 

 

Εφαρµογή 43 Μελέτη µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η ( ) ( )5 4
( ) 2 1f x x x= − +  

Είναι ( )D f =ℝ  και f  παραγωγίσιµη µε ( ) ( ) ( ) ( )4 2
( ) 2 1 1 9 3f x x x x x′ = − + + −  

Είναι 
1

( ) 0 2 ή 1 ή 
3

f x x x x′ = ⇔ = = − =  θέσεις πιθανών ακρότατων. 
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x  
−∞             1−                   

1

3
                    2                   +∞  

f ′            +        0      −           0         +         0       +  

   f           ր                ց                    ր                 ր                                                                                                
                                              Τοπικό max         Τοπικό min 

                                              ( )1,  ( 1)f− −      
1 1

,   
3 3

f
  

  
    

 

Εφαρµογή 44 Απόδειξη ανισότητας 

Να δειχθεί ότι 

2 3 4

( 1)
2 3 4

x x x
x ln x− + − < + ,  0x∀ >  

Έστω συνάρτηση 

2 3 4

( ) ( 1)
2 3 4

x x x
f x x ln x= − + − − +  µε ( ) ( )0,  D f = + ∞  

Είναι ( )
4

1

x
f x

x

−
′ =

+
 και επειδή ( ) 0f x′ <  η f  είναι γνησίως φθίνουσα. 

 Άρα, ( )( ) 0 ( ) 0f x f f x< ⇒ <  

 

Εφαρµογή 45 Απόδειξη ανισότητας 

Να δειχθεί ότι ( )1 1
a

x ax+ > + , 0x∀ >  

Έστω συνάρτηση ( )( ) 1 1
a

f x x ax= + − −  , ( ) ( )0,  D f = + ∞   

Η f  παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε ( ) 1
( ) 1 1

a
f x a x

− ′ = + − 
 

Η f ′  δε µηδενίζεται ποτέ. 0x∀ >  είναι ( ) 0f x′ > , άρα η f  γνησίως αύξουσα στο 

( )0,  +∞   

Είναι ( ) ( )( ) (0) 1 1 0 1 1
a a

f x f x ax x ax> ⇔ + − − > ⇔ + > + ,  ( )0,  x∀ ∈ + ∞  

 
x  0                 +∞                      

f ′               +                   

  f              ր                    

 

Εφαρµογή 46 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η ( )2( ) 9f x ln x= −  

Είναι ( ) ( ) ( ),  3 3,  D f = −∞ − + ∞∪  και 
( )( )

2
( )

3 3

x
f x

x x
′ =

− +
 

Είναι ( ) 0f x′ ≠  ( ) ( ),  3 3,  x∀ ∈ −∞ − + ∞∪ , άρα δεν υπάρχουν πιθανά ακρότατα. 
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x  0                    3−               3                   +∞        

f ′        −                     -----              +  

  f    +∞                                                              

       ց                                              ր   

           −∞                                     −∞  
 

 

Εφαρµογή 47 Εύρεση παραµέτρου 

Να βρεθεί ο a∈ℝ  ώστε η 2 1 17
( )

4
f x x ax

x
= + + +  να έχει ακρότατο το 0 στη 

θέση 
0

1

2
x

−
=  Είναι ( ) *D f = ℝ , 

2

1
( ) 2f x x a

x
′ = + −  και 

1
0 5

2
f a

− ′ = ⇔ = 
 

 για 

πιθανό ακρότατο στη θέση 
0

1

2
x

−
=     Είναι 

( )2

2

1
2 2

2
( ) 2

x x x

f x
x

 + + − 
 ′ =  

 

 
x  

−∞         1 2− −              
1

2

−
               1 2+                  +∞  

f ′         −           0      +           0         −         0            +  

   f       ց                   ր                    ց                      ր                                                                                                
                                                           Τοπικό maximum 

                                                 
1 1 1

,   ,   0
2 2 2

f
 − −  −   =    

    
 

 

Εφαρµογή 48 Μελέτη της µονοτονίας 

Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία η 
( )( )
( )( )

( )
x a x

f x
x a x

β
β

+ +
=

− −
 

Είναι ( ) { },D f α β= −ℝ  και  
( )( )
( ) ( )

2

2 2

2
( )

x
f x

x a x

α β αβ

β

− + −
′ =

− −
  

Είναι ( ) 0f x x aβ′ = ⇔ = ± , θέσεις πιθανών ακρότατων 
0 0 0,  ,  x a x x aβ β= = = ±  

 

 
x  −∞         aβ−              a                aβ            β             +∞  

f ′         −        0      +          ΙΙ       +         0       −      ΙΙ      −  

   f       ց               ր          ΙΙ       ր                     ց    ΙΙ        ց                                              
                                Τοπικό minimum                         Τοπικό maximum 

 

Εφαρµογή 49 Απόδειξη ανισότητας 

Να δειχθεί ότι 0x∀ >   και 0 1a< <   είναι 1ax ax a− ≤ −  

Αρκεί να δειχθεί ότι η συνάρτηση ( ) af x x ax= −  έχει µέγιστο το 1 a−   

+∞
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Είναι  ( ) ( )0,  D f = +∞  Η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ( )D f  µε 

( )1( ) 1af x a x −′ = −  και 
2( ) ( 1) af x a a x −= −   Είναι ( ) 0 1f x x′ = ⇔ =  και

( ) ( )1 1 0f a a′′ = − < , άρα η  f  παρουσιάζει µέγιστο το οποίο είναι ( )1 1f a= −  

 

Εφαρµογή 50 Εύρεση των ακρότατων 

Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της  
5 4( ) 4 5 2f x x x= − +  

Η f  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  Είναι 
3( ) 20 ( 1)f x x x′ = −  

Είναι ( ) 0 0 ή 1f x x x′ = ⇔ = =  θέσεις πιθανών ακρότατων. 

 
x  −∞                0                1                     +∞  

f ′              +       0      −       0          +  

  f             ր              ց                ր       
                                                Τοπικό max    Τοπικό min 

                                                 ( )0,  2          ( )1,  1  

Σχόλιο 
3 2 2( ) 80 60 20 (4 3)f x x x x x′′ = − = − ,  ( )0 0f ′′ =  

 

Εφαρµογή 51 Εύρεση των ακρότατων 

Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της 
3 2( ) 2 9 12 2f x x x x= − + +  

Είναι ( )D f =ℝ  ως πολυωνυµική. Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε 

( )( )( ) 6 1 2f x x x′ = − −  Είναι ( ) 0 1 ή 2f x x x′ = ⇔ = =  θέσεις πιθανών  ακρότατων. 

 

 
x  −∞                1                 2                    +∞  

f ′              +       0      −       0          +  

  f             ր              ց                ր       
                                                  Τοπικό max    Τοπικό min 

                                                    ( )1,  7         ( )( )2,  2f  

Σχόλιο  

( ) 12 18f x x′′ = −  

( )1 6 0f ′′ = − < , άρα για 0 1x =  η f  παρουσιάζει τοπικό µέγιστο 

( )2 6 0f ′′ = > ,  άρα για 0 2x =  η f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο 

 

Εφαρµογή 52 Εύρεση των ακρότατων 

Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της 
4( )f x x=  

x∀ ∈ℝ  είναι ( ) ( )0f x f≥   άρα στη θέση 0 0x =  η f  παρουσιάζει ελάχιστο. Αλλά 

3( ) 4f x x′ =  και ( )0 0f ′ =   Επίσης 
2( ) 12f x x′′ =  και ( )0 0f ′′ =  δηλαδή, οι 

συνθήκες ( ) 0f ξ′ =  και ( ) 0f ξ′′ ≠  είναι ικανές για την ύπαρξη ακρότατου. ∆εν είναι 

αναγκαίες. 
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x  −∞                       0                        +∞  

f ′             −               0         +  

  f            ց                         ր  
                                                             Ολικό minimum 

 

Εφαρµογή 53 Μεγιστοποίηση εσόδων 

Ο αριθµός x  των τόνων  πετρελαίου που πουλά µία εταιρεία, εξαρτάται από 

την τιµή k  (σε €) του ενός  τόνου. Αν 100
10

k
x = − , όπου 100 1.000k≤ ≤ ,  ποια  

είναι τα έσοδα από την πώληση x  τόνων; Για ποια τιµή του  k  µεγιστοποιούνται τα 

έσοδα;  

Τα έσοδα από  την πώληση  x  τόνων είναι 

2

( ) 100 100
10 10

k k
f k x k k k

 = ⋅ = − = − 
 

  

άρα, ( ) 100
5

k
f k′ = −   Είναι ( ) 0 500f k k′ = ⇔ =   Ισχύει ότι 

( ) 0 100 0 500
5

k
f k k′ > ⇔ − > ⇔ <   Ισχύει ότι ( ) 0 100 0 500

5

k
f k k′ < ⇔ − < ⇔ >  

Άρα, τα έσοδα µεγιστοποιούνται όταν ο τόνος πωλείται προς 500 € 

 

k  100                         500                              1.000 

( )f k′                  +               0                     −  

( )f k               ր            Ολικό max            ց  

              

 

Εφαρµογή 54 Μεγιστοποίηση κέρδους 

Τα έσοδα από την παραγωγή x  τεµαχίων προϊόντος είναι 
2( ) 500 20E x x x= −  

Το κόστος για την παραγωγή τους είναι 
3 2( ) 50 500 250K x x x x= − + + , µε 

0 35x≤ ≤ Βρείτε   την τιµή του x  για την οποία  µεγιστοποιείται το κέρδος.  

Είναι   Κέρδος=Έσοδα–Έξοδα άρα, αν ( )P x  το κέρδος,  ισχύει ότι 

3 2( ) ( ) ( ) 30 250P x E x K x x x= − = − + −  Συνεπώς ( ) ( )3 20P x x x′ = − −   

Άρα ( ) ( )3 20P x x x′ = − −  και  ( ) 0 0 ή 20P x x x′ = ⇔ = =  

Είναι ( ) ( )0 0,  20P x x′ > ⇔ ∈  και ( ) 0 20P x x′ < ⇔ >  άρα, το κέρδος 

µεγιστοποιείται όταν  παράγονται 20 τεµάχια  προϊόντος. 

 
x  0                              20                              +∞ 

( )P x′                   +                 0                −  

( )P x                 ր            Ολικό max           ց  
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Εφαρµογή 55 Ορθογώνιο µεγίστου εµβαδού 

Βρείτε τα µήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου µεγίστου 

εµβαδού, αν οι δύο πλευρές του βρίσκονται πάνω στους θετικούς ηµιάξονες του 

ορθοκανονικού συστήµατος  αξόνων και η µία από τις κορυφές του ανήκει στην  

ευθεία 2y x= − +  
( ) ( ) 22 2E x x y x x x x= ⋅ = − + = − +  

( ) ( )2 2 2 1E x x x′ = − + = −  

( ) 0 1E x x′ = ⇔ =  

( ) 2 0E x′′ = − <  

Αν 1 1x y= ⇒ = , άρα το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο γίνεται τετράγωνο 

 

Εφαρµογή 55 Ορθογώνιο σταθερού εµβαδού 

∆είξτε ότι από όλα τα ορθογώνια παραλληλόγραµµα µε σταθερό εµβαδόν 

( )2  0k k > , το τετράγωνο έχει την ελάχιστη περίµετρο. 

 

 

 

 

 

 

 
2 2

2E k k
x y k y

xE x y

=
⇒ ⋅ = ⇒ =

= ⋅ 
 

Η περίµετρος είναι ( )2 x y+  και η ελαχιστοποίηση της σηµαίνει ελαχιστοποίηση της 

παράστασης x y+  δηλαδή της παράστασης 

2
k

x
x

+  

Έστω συνάρτηση f  µε ( )
2k

f x x
x

= +      Είναι ( ) ( ) ( )
2

x k x k
f x

x

+ −
′ =  

Είναι ( )
,           ∆εκτή

0
0,  Απορρίπτεται

k
f x x

k


′ = ⇔ = 

− <
 

Είναι ( )
2

3

2k
f x

x
′′ = , άρα ( )

2

3

2 2
0

k
f k

k k
′′ = = > , συνεπώς x y k= =  

οπότε 
2 2E x y x k= ⋅ = =  

    

Εφαρµογή 56 Εγγραφή κώνου σε σφαίρα 

Σε σφαίρα ακτίνας R  να εγγραφεί κώνος µε µέγιστο όγκο. 

Είναι RΟΑ = ΟΒ = ΟΓ =  Άρα, ( ) ( )( )2 2 21 1

3 3
V R x R xπ π= ⋅ ΚΒ ΑΚ = ⋅ − + =  

( ) ( )3 2 2 31

3
R R x Rx x V xπ ⋅ + − − =         

x : Η απόσταση του κέντρου της σφαίρας από το επίπεδο της βάσης του κώνου. 

Είναι ( ) ( )2 21
2 3

3
V x R Rx xπ′ = ⋅ − −  και  ( ) ( )1

2 6
3

V x R xπ′′ = ⋅ − −    

E  x  y  Περίµετρος 

100 100 1 202 

100 50 2 104 

100 25 4 58 

100 200 0,5 401 

100 10 10 40 
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( ) 2 2

,  Απόρριψη

0 2 3 0
,  ∆εκτή

3

R

V x R Rx x x R

−
′ = ⇔ − − = ⇔ = 


 

4
0

3 3

R
V Rπ

− ′′ = ⋅ < 
 

 άρα, 
3

R
OK x= =  

                            

                                                                  

                        

 

 

 

                                                                                         Σχήµα. Τοµή της σφαίρας και του κώνου 

 

6.4 Κυρτές συναρτήσεις – σηµεία καµπής 

Έστω  συνάρτηση f  συνεχής στο  [ ],  a β  και παραγωγίσιµη στο  ( ),α β  

� Αν η f ′  είναι γνησίως αύξουσα στο ( ),  a β , τότε η f είναι κυρτή ή 

στρέφει τα κοίλα πάνω στο [ ],  a β  

� Αν η f ′  είναι γνησίως φθίνουσα στο  ( ),  a β , τότε η f  είναι µη κυρτή ή 

στρέφει τα κοίλα κάτω στο  [ ],  a β  

Από τους παραπάνω ορισµούς προκύπτει η ακόλουθη πρόταση:  

Έστω  συνάρτηση f  συνεχής στο [ ],  a β  και δυο φορές παραγωγίσιµη στο ( ),  a β  

� Όταν ( ),x α β∀ ∈  είναι ( ) 0f x′′ >  τότε η f  στρέφει τα κοίλα πάνω στο 

[ ],  a β  

� Όταν  ( ),x α β∀ ∈  είναι ( ) 0f x′′ <  τότε η f  στρέφει τα κοίλα κάτω στο 

[ ],  a β  

Ένα σηµείο ( )( )0 0,x f xΜ  ονοµάζεται σηµείο καµπής της γραφικής 

παράστασης της f , όταν  

(α) Η f  είναι συνεχής στην θέση 0x  

(β) Υπάρχει η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f  στο  ( )( )0 0,x f xΜ  

(γ) Η  ( )f x′′  αλλάζει πρόσηµο εκατέρωθεν του σηµείου 0x  

 

6.4.1 Ειδική περίπτωση 

  Αν ( )0 0f x′ =  (το 0x  είναι στάσιµο σηµείο της f ), λέµε ότι έχουµε σηµείο 

καµπής µε οριζόντια εφαπτοµένη. Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει η  πρόταση:  

Αν το  ( )( )0 0,x f xΜ  είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f , 

τότε είναι ( )0 0f x′′ =  ή δεν ορίζεται η  f ′′  στο 0x  

 

6.4.2 Γεωµετρική ερµηνεία 

� Αν η f  στρέφει τα κοίλα πάνω στο διάστηµα ∆, τότε η γραφική της 

παράσταση  µένει πάνω από την εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο της. 

� Αν η f  στρέφει τα κοίλα κάτω στο διάστηµα ∆, τότε η γραφική της 

παράσταση  µένει κάτω από την εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο της. 
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� Αν η f  παρουσιάζει καµπή στο σηµείο 0x , τότε η εφαπτοµένη της γραφικής 

της παράστασης στο  σηµείο ( )( )0 0,x f xΜ  «διαπερνά» τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης. 

 

Εφαρµογή 57 Μελέτη της κυρτότητας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα κυρτότητας – κοιλότητας και τα σηµεία καµπής 

της 
2 3( ) 3 2 1f x x x= − +  

Είναι ( )D f = ℝ    Η f  είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της. 

Είναι   
2( ) 6 6f x x x′ = −   και  [ ] ( )( ) ( ) 6 12 6 1 2f x f x x x′′′ ′= = − = −  

Είναι ( )( ) 0 6 1 2 0 1 2 0 0,5f x x x x′′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =  θέση πιθανού σηµείου 

καµπής. 

 
x  −∞                    0,5                     +∞  

f ′′             +              0            −  

  f             ∪              ∩  

                                                                         σ.κ 

Άρα, σηµείο καµπής είναι το 
1 1 1 3

,  ,  
2 2 2 2
f

    =    
    

 

 

Εφαρµογή 58 Μελέτη της κυρτότητας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα κυρτότητας –κοιλότητας και τα σηµεία καµπής 

της ( ) ln 1f x x x= −  

Είναι ( ) ( )0,   D f = + ∞   Η f  είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της. 

Είναι ( ) 1 lnf x x′ = +   και  ( ) 1
f x

x
′′ =  ( )x D f∀ ∈  είναι ( ) 0f x′′ > , άρα η f  

στρέφει τα κοίλα άνω. ∆εν υπάρχουν σηµεία καµπής. 

 

Εφαρµογή 59 Μελέτη της κυρτότητας 

Να βρεθούν τα διαστήµατα κυρτότητας – κοιλότητας και τα σηµεία καµπής 

της ( )
3

2 1

x
f x

x
=

−
 Είναι ( ) { }1D f = − ±ℝ   Η f  είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο 

πεδίο ορισµού της. Είναι 

( )
4 2

2
2

3
( )

1

x x
f x

x

−
′ =

−
, ( )

( )
( )

2

3
2

2 3

1

x x
f x

x

+
′′ =

−
, ( ) 0 0f x x′′ = ⇔ =   

θέση πιθανού σηµείου καµπής. Η f ′′  έχει το ίδιο πρόσηµο µε την παράσταση 
2 1

x

x −
, 

δηλαδή µε το γινόµενο ( )( )1 1x x x− +  

 
x  −∞           1−               0                 1            +∞  

f ′′          −        ΙΙ       +     0       −      ΙΙ     +  

  f          ∩        ΙΙ       ∪               ∩       ΙΙ      ∪  

Άρα, σηµείο καµπής είναι το ( )0,  0  
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Εφαρµογή 60 Εύρεση παραµέτρων 

Να βρεθούν οι ,α β ∈ℝ  ώστε η γραφική παράσταση της ( )
2

x
f x

x

α
β

=
+

 να 

έχει σηµείο καµπής το σηµείο 
3

3,
2

 
Μ 
 

 

Η γραφική παράσταση διέρχεται από το Μ, άρα  ( ) ( )3
3 2 3   

2
1f a β= ⇔ = +  Για 

να παρουσιάζει η f  καµπή στο Μ πρέπει  ( )3 0f ′′ =  και η ( )f x′′  να αλλάζει 

πρόσηµο στη θέση 
0 3x =  Είναι 

( )
2

2
2

( )
x

f x
x

αβ α

β

−
′ =

+
,  ( )

( )
( )

2

3
2

2 3x x
f x

x

α αβ

β

−
′′ =

+
, 

( ) ( ) ( )3 0 6 3 1 0 1 0 1f a β α β β′′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =  

Αποκλείεται 0α = , διότι τότε ( ) 0f x =  και η f  δεν έχει σηµείο καµπής. 

Από ( )1  έπεται ότι 2α =  άρα 
( )( )

( )3
2

4 3 3
( )

1

x x x
f x

x

− +
′′ =

+
 Η f ′′  έχει το ίδιο 

πρόσηµο µε την παράσταση ( )( )3 3x x x− +  

 
x  −∞           3−                   0                   3               +∞  

f ′′          −        0        +       0       −         0           +  

  f          ∩                   ∪                 ∩                        ∪  
                                                 Σηµείο καµπής    Σηµείο καµπής     Σηµείο καµπής 

 

Εφαρµογή 61 Εφαπτοµένη 

Να δειχθεί ότι η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της 

4 3 23
( ) 1

2
f x x x x= − + −  σε οποιοδήποτε σηµείο της Μ, δεν έχει άλλο κοινό σηµείο 

µε τη γραφική παράσταση πλην του Μ 

Αρκεί να δειχθεί ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης µένει, διαρκώς, 

πάνω ή κάτω από οποιανδήποτε εφαπτοµένη της, δηλαδή αρκεί να δειχθεί ότι η f  

στρέφει τα κοίλα άνω ή κάτω σε όλο το πεδίο ορισµού της που είναι το σύνολο ℝ  

Πράγµατι, 
3 2( ) 4 3 3f x x x x′ = − +  και 

2( ) 12 6 3f x x x′′ = − +  

Είναι ( ) 0 f x x′′ > ∀ ∈ℝ  άρα, η f  στρέφει τα κοίλα άνω. 

 

Εφαρµογή 62 Σύνθεση συναρτήσεων και κυρτότητα 

Η συνάρτηση f  στρέφει τα κοίλα άνω σε ένα διάστηµα ∆ . Η συνάρτηση g  

είναι αύξουσα και στρέφει τα κοίλα άνω στο διάστηµα ( )f ∆ . ∆είξτε ότι η gof  

στρέφει τα κοίλα άνω στο  ∆  

Αρκεί να δειχθεί ότι ( ) ( ) 0gof x′′ ≥ .   Είναι ( ) ( ) ( )( ) ( )gof x g f x f x′ ′ ′= ⋅  

Είναι  ( ) ( ) ( ) [ ] ( )2
( ) ( ) ( ) ( )gof x g f x f x g f x f x′′ ′′ ′ ′ ′′= ⋅ + ⋅  
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Ισχύει ότι ( ) ( ) 0gof x′′ ≥ , διότι: 

            � Η f  στρέφει τα κοίλα άνω, άρα ( ) 0 f x x′′ > ∀ ∈∆  

� Η g  στρέφει τα κοίλα άνω, άρα ( )( ) 0  g f x x′′ ≥ ∀ ∈ ∆  

� Η g  αύξουσα άρα ( )( ) 0  g f x x′ ≥ ∀ ∈ ∆  

� Ισχύει ότι [ ]2( ) 0  f x x′ ≥ ∀ ∈∆  

 

Εφαρµογή 63 Συνευθειακά σηµεία καµπής 

∆είξτε ότι  η γραφική παράσταση της 
2

1
( )

1

x
f x

x

+
=

+
 έχει τρία σηµεία καµπής 

που είναι συνευθειακά.  

Είναι ( )D f = ℝ   Η f  είναι δυο φορές παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της.  Είναι 

( )
2

2
2

2 1
( )

1

x x
f x

x

− − +
′ =

+
,  

( )
( )

3 2

3
2

2 3 3 1
( )

1

x x x
f x

x

+ − −
′′ =

+
  Η f ′′   έχει το ίδιο πρόσηµο µε 

το πολυώνυµο ( ) ( ) ( )3 2
( ) 3 3 1 1 2 3 2 3P x x x x x x x   = + − − = − − − − − − +

   
 

 
x  −∞       2 3− −       2 3− +              1              +∞  

f ′′          −        0        +       0       −         0       +  

  f          ∩                 ∪                ∩                  ∪  
                                          Σηµείο καµπής   Σηµείο καµπής   Σηµείο καµπής 
 

Είναι ( ) 1 3
2 3

4
f

−
− − = ,  ( ) 1 3

2 3
4

f
+

− + =    και  ( )1 1f =  

Η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία 
1 3

2 3,  
4

 −
− −  
 

, 
1 3

2 3,  
4

 +
− +  
   

έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 
1

4
λ =  και εξίσωση 4 3 0x y− + =  την οποία επαληθεύουν οι 

συντεταγµένες του σηµείου ( )1,  1  

 

Εφαρµογή 64 Εύρεση των σηµείων καµπής 

Εύρεση των σηµείων καµπής της ( )2
2( ) 1f x x= −  

Είναι  
2( ) 1f x x= − , ( )D f = ℝ  

Είναι    
( )2

2

2 1 2 2 ,   1  1
( )

2 ,   1 12 1

x x x x x
f x

x xx

η− > < −
′ = = 

− − < <− 
 ,      ( ) { }1D f ′ = − ±ℝ  

Είναι 
2,    1  1

( )
2,  1 1

x x
f x

x

η> < −
′′ = 

− − < <
,   ( ) { }1D f ′′ = − ±ℝ  Η f ′′  αλλάζει πρόσηµο στα 

σηµεία 0 1x =  και 0 1x =−  στα οποία και δεν ορίζεται. Η f  είναι συνεχής στα σηµεία 
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0 1x =  και 0 1x =− . Η γραφική παράσταση της f  δεν έχει εφαπτοµένη στα σηµεία 

αυτά. Άρα, η γραφική της παράσταση δεν έχει σηµεία καµπής. 

 

Εφαρµογή 65 Εύρεση των σηµείων καµπής 

Εύρεση των σηµείων καµπής της 
3

3

,        0
( )

,   0

x x
f x

x x

 ≥
= 

− − <
 

Είναι 

( )

3 2

2
3

1
,        0

3
( )

1
,   0

3

x
x

f x

x

x

 >
′ = 
 <
 −

 , 

( )

3 5

5
3

2
,        0

9
( )

2
,   0

9

x
x

f x

x

x

− >
′′ = 
 <
 −

 

� Είναι ( ) 0f x′′ <  όταν 0x >     

� Είναι ( ) 0f x′′ >  όταν  0x <  

� Είναι (0) (0)f fδ α′ ′= = +∞ , άρα δεν υπάρχει το ( )0f ′  

Η f ′′  αλλάζει πρόσηµο στη θέση 0 0x = . Η f  είναι συνεχής στη θέση 0 0x =  

Η γραφική παράσταση της f  έχει εφαπτοµένη στο σηµείο   

Άρα, το ( ) ( )0,   (0) 0,  0f = είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της f  

 

Εφαρµογή 66 Εύρεση των σηµείων καµπής 

Εύρεση των σηµείων καµπής της 

2 1
( )

x
f x

x

+
=  

Είναι ( ) *D f = ℝ , ( )
2

2

1x
f x

x

−
′ = ,  ( )

3

2
f x

x
′′ =  και 

( )
( )

( ) 0,   ,  0

( ) 0,   0,  

f x x

f x x

′′ < ∀ ∈ −∞


′′ > ∀ ∈ +∞
 

Άρα, η θέση 0 0x =  επειδή δεξιά και αριστερά της αλλάζει πρόσηµο η f ′′  «φαίνεται» 

να είναι σηµείο καµπής.  Όµως ( )0 D f∉ , άρα δεν υπάρχει σηµείο καµπής. 

 

Εφαρµογή 67 Εύρεση των σηµείων καµπής 

Εύρεση των σηµείων καµπής της 
4 3( ) 3 4 1f x x x= − +  

Είναι 
3 2( ) 12 12f x x x′ = − ,    ( ) 2

36
3

f x x x
 ′′ = − 
 

 

Είναι 
2

( ) 0 0  
3

f x x xη′′ = ⇔ = =  θέσεις πιθανών σηµείων καµπής. 

 
x  

−∞             0                 
2

3
                   +∞  

f ′′          +        0      −         0          +  

  f          ∪                ∩                    ∪  
                                                      Σηµείο καµπής     Σηµείο καµπής 

� Όταν ( )0 0 0x f ′= ⇒ = , άρα το ( ) ( )0,  (0) 0,  1f = είναι σηµείο καµπής µε 

οριζόντια εφαπτοµένη. 

0 0x =
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� Όταν 
2 2

0
3 3

x f
 ′= ⇒ ≠ 
 

, άρα το 
2 2

,
3 3
f

  
    

 είναι σηµείο καµπής µε 

πλάγια εφαπτοµένη. 

 

6.5 Απροσδιόριστες µορφές 

1η µορφή 
0

,
0

±∞
±∞

 

Εµφανίζεται όταν έχω να υπολογίσω το 
( )
( )0

lim
x x

f x

g x→
 µε ( )

0

lim
x x

f x
→

= ±∞  και  

( )
0

lim
x x

g x
→

= ±∞  ή ( )
0

lim 0
x x

f x
→

=  και ( )
0

lim 0
x x

g x
→

=  

Τότε, αν υπάρχει το 
( )
( )0

lim
x x

f x

g x→

′

′
, ισχύει ότι 

( )
( )

( )
( )0 0

lim lim
x x x x

f x f x

g x g x→ →

′
=

′
 

 

2η µορφή ( ) ( )+∞ − +∞ ή ( ) ( )−∞ − −∞  

Εµφανίζεται όταν έχω να υπολογίσω το [ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

−  και είναι

0 0

0 0

lim ( )   lim ( )

                          ή

lim ( )   lim ( )

και

και

x x x x

x x x x

f x g x

f x g x

→ →

→ →

= +∞ = +∞


 = −∞ = −∞


  

Τότε κάνω τη διαφορά (των κλασµάτων) κλάσµα και καταλήγω πάντα στη µορφή 
0

0
 

 

3η µορφή 0 ( )⋅ ±∞ ή ( ) 0±∞ ⋅  

Εµφανίζεται όταν έχω να υπολογίσω το [ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

⋅ µε 

{ }0 ,x ∈ = +∞ −∞ℝ ℝ∪ και 

0 0

0 0

lim ( ) 0      lim ( )

                          

lim ( )   li

και

ή

κα mι ( ) 0

x x x x

x x x x

f x g x

f x g x

→ →

→ →

= = ±∞


 = ±∞ =


   

Τότε έχω  
( )

( ) ( )  µορφη 
1

)

0

(

0f x
f x g x

g x

⋅ = ɺ  ή  
( )

( ) ( )  µορφη 
1

( )

g x
f x g x

f x

∞
⋅ =

±∞
±
ɺ  

 Παρατήρηση  Ποτέ δεν αντιστρέφω τη συνάρτηση  y lnx=  

 

4η µορφή 00  ή 
0( )+∞ ή 1

±∞
 

Εµφανίζεται όταν έχω να υπολογίσω το  ( ) ( )

0

lim
g x

x x
f x

→
    όπου  ( ) 0f x >  και 

{ }0 ,x ∈ = +∞ −∞ℝ ℝ∪   

� Αν ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x x x

f x g x
→ →

= = , προκύπτει η µορφή 00  

� Αν ( )
0

lim
x x

f x
→

= +∞  και ( )
0

lim 0
x x

g x
→

= , προκύπτει η µορφή 
0( )+∞   



35 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 

 

�  Αν ( )
0

lim 1
x x

f x
→

=  και ( )
0

lim
x x

g x
→

= ±∞ , προκύπτει η µορφή 1
±∞

 

Όλες αυτές οι µορφές αντιµετωπίζονται ως εξής:  

[ ] ( )ln ( ) ( ) ln ( )( ) 0 ( ) ( )
g xf x g x f xf x f x e f x e ⋅> ⇒ = ⇒ = ⇒ 

[ ]
( ) ln ( )

0

0 0

lim( ) ( ) ln ( )lim ( ) lim
g x f x

x xg x g x f x

x x x x
f x e e

⋅

→⋅

→ →
= =  

 

6.5.1 Παρατηρήσεις 

1 Οι συναρτήσεις xe , ln x , xν , sin x , cos x , tan x  cot x  είναι συνεχείς στα 

πεδία ορισµού τους. Άρα, 0

0

lim
xx

x x
e e

→
= , 

0
0

lim ln ln
x x

x x
→

= , κ.ο.κ. Επίσης, κάθε 

αλγεβρική παράσταση των παραπάνω συναρτήσεων, είναι συνεχής. 

2 Κάνοντας χρήση του θεωρήµατος της σύγκλισης και σύνθεσης µπορώ να 

υπολογίσω τα 
0

( )lim f x

x x
e

→
, [ ]

0

lim ln ( )
x x

f x
→

, [ ]
0

lim ( )
x x

f xηµ
→

, κ.ο.κ. 

3. Απροσδιόριστες µορφές είναι  

� Για την πρόσθεση στο ℝ  οι µορφές: ( ) ( ) ( ) ( ),+∞ + −∞ −∞ + +∞  

� Για την αφαίρεση στο ℝ  οι µορφές: ( ) ( ) ( ) ( ),+∞ − +∞ −∞ − −∞  

� Για τον πολλαπλασιασµό στο ℝ  οι µορφές: ( ) ( )0 , 0±∞ ±∞  

� Για τη διαίρεση στο ℝ  οι µορφές: 
0

,
0

±∞
±∞

 

� Για τις δυνάµεις στο ℝ  οι µορφές: 
0( )+∞ , 

00 , 1
±∞

 

 

Εφαρµογή 68 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το lim
xx

x

e→+∞
 

Είναι lim
x

x
→+∞

= +∞ ,  lim x

x
e

→+∞
= +∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?) 

 
 


+
+∞ 

∞
 Οι 

συναρτήσεις 
, ( )

, ( ) x

f f x x

g g x e

=


=
   είναι παραγωγίσιµες στο ℝ  µε   

, ( ) 1

, ( ) x

f f x

g g x e

′ ′ =


′ ′ =
 άρα, 

είναι 
1

lim lim 0
x xx x

x

e e→+∞ →+∞
= =   

 

Εφαρµογή 69 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το  2
lim

ln

x

x

e

x x→+∞ +
 

Είναι lim x

x
e

→+∞
= +∞ , 

2lim ( ln )
x

x x
→+∞

+ = +∞ , διότι 
2lim lim ln

x x
x x

→+∞ →+∞
= = +∞  άρα, 

απροσδιόριστη µορφή (?) 
 
 


+
+∞ 

∞

 

Οι συναρτήσεις 
2

, ( )

, ( ) ln

xf f x e

g g x x x

 =


= +
 είναι παραγωγίσιµες στο ( )0,+∞  µε  
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, ( )

1
, ( ) 2 0

xf f x e

g g x x
x

′ ′ =



′ ′ = + ≠

     Είναι  
2

( )
lim lim lim

1ln ( )
2

x x

x x x

e f x e

x x g x
x

x

→+∞ →+∞ →+∞

′
= =

′+ +
 

Αλλά  lim x

x
e

→+∞
= +∞  και 

1
lim 2
x

x
x→+∞

 + = +∞ 
 

 άρα, απροσδιόριστη µορφή (?) 
 
 


+
+∞ 

∞
  

Οι  ,f g′ ′  είναι παραγωγίσιµες στο  ( )0,+∞  µε 

2

, ( )

1
, ( ) 2 0

xf f x e

g g x
x

′′ ′′ =



′′ ′′ = − ≠

 

Είναι 
2

2 2

( ) ( ) 1
lim lim lim lim lim

1 1ln ( ) ( )
2 2

x x
x

x x x x x

e f x f x e
e

x x g x g x

x x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

 
 ′ ′′

= = = = ⋅ = +∞ ′ ′′+  − − 
 

 

 

Εφαρµογή 70 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το  
20

1
lim
x

x

x

συν
→

−
 

Είναι ( )
0

lim 1 0
x

xσυν
→

− = ,  
2

0
lim 0
x
x

→
=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)

0

0

 
 
 

 

Οι συναρτήσεις 
2

, ( ) 1

, ( )

f f x x

g g x x

συν= −


=
 είναι παραγωγίσιµες στο ℝ  µε 

, ( )

, ( ) 2 0,  *

f f x x

g g x x x

ηµ′ ′ =
 ′ ′ = ≠ ∈ ℝ

 

Είναι 
( )
( )20 0 0 0

1 1 1 1
lim lim lim lim 1

2 2 2 2x x x x

f xx x x

x g x x x

συν ηµ ηµ
→ → → →

′−
= = = = =

′
 

 

Εφαρµογή 71 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το  20

2
lim

2

x x

x

e e

x

−

→

+ −
 

Είναι 
0

lim( 2) 0x x

x
e e−

→
+ − = , 

2

0
lim2 0
x

x
→

=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Οι συναρτήσεις 
2

, ( ) 2

, ( ) 2

x xf f x e e

g g x x

− = + −


=
   είναι παραγωγίσιµες στο  ℝ  µε 

, ( )

, ( ) 4 0,  *

x xf f x e e

g g x x x

−′ ′ = −


′ ′ = ≠ ∈ ℝ
    Είναι  

20 0 0

2 ( )
lim lim lim

2 ( ) 4

x x x x

x x x

e e f x e e

x g x x

− −

→ → →

′+ − −
= =

′
 

αλλά 
0

lim( ) 0x x

x
e e−

→
− =  και ( )

0
lim 4 0
x

x
→

=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Οι συναρτήσεις ,f g′ ′  είναι παραγωγίσιµες στο  ℝ  
, ( )

, ( ) 4 0

x xf f x e e

g g x

−′′ ′′ = +


′′ ′′ = ≠
άρα,  είναι  
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0 0

20 0 0 0

2 ( ) ( ) 2 1
lim lim lim lim

2 ( ) ( ) 4 4 4 2

x x x x

x x x x

e e f x f x e e e e

x g x g x

− −

→ → → →

′ ′′+ − + +
= = = = = =

′ ′′
 

 

Εφαρµογή 72 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το  

2

51

1
lim

1x

x

x→

−
−

 

Είναι  ( )2

1
lim 1 0
x

x
→

− = , ( )5

1
lim 1 0
x

x
→

− =  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς,  
( )
( )

22

5 4 31 1 1 15

11 2 2 2
lim lim lim lim

1 5 5 5
1

x x x x

xx x

x x x
x

→ → → →

′−− −
= = = =

− −′−
 

 

Εφαρµογή 73 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το 
( )

0

3
lim

2x

x

x

ηµ
→

 

Είναι  ( )
0

lim 3 0
x

xηµ
→

= , ( )
0

lim 2 0
x

x
→

= (*)  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς 
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

0 0 0 0

33 3 3 3 3 3
lim lim lim lim 3 1

2 2 2 2 22
x x x x

xx x
x

x x

ηµηµ συν
συν

→ → → →

′ ⋅
= = = ⋅ = ⋅ =

′
 

(*) Επεξήγηση ( ) ( ), 3x xϕ ϕ ηµ= ,  
, ( )

,
, ( ) 3

f f x x
f g

g g x x

ηµ
φ

ψ
=

= 
= =

�  

( )
0 0

lim lim3 0
x x
g x x

→ →
= = , ( )

0 0
lim lim 0
x

f
ψ

ψ ηµψ
→ →

= =  

 

Εφαρµογή 74 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το  
0

1
lim
x

x

x x x

συν
ηµ συν→

−
+ ⋅

 

Είναι ( )
0

lim 1 0
x

xσυν
→

− = , ( )
0

lim 0
x

x x xηµ συν
→

+ ⋅ =  απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

άρα,  
( )

( )0 0 0

1 συν1 συν ηµ 0
lim lim lim 0

ηµ συν 2 συν ηµ 2ηµ συν
x x x

xx x

x x x x x xx x x
→ → →

′−−
= = = =

+ ⋅ ⋅ − ⋅′+ ⋅
 

 

Εφαρµογή 75 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το 
30

lim
x

x x

x

ηµ
→

−
 

Είναι ( )
0

lim 0
x

x xηµ
→

− = , 
3

0
lim 0
x
x

→
=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)

0

0

 
 
 

 

Συνεπώς,  
( )

( )
3 20 0 03

1
lim lim lim

3x x x

x xx x x

x x
x

ηµηµ συν
→ → →

′−− −
= =

′
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Είναι ( )
0

lim 1 0
x

xσυν
→

− = , 
2

0
lim3 0
x

x
→

=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς, 
( )

( )
( )

( )
3 20 0 0 0 03 2

11
lim lim lim lim lim

3 6
3

x x x x x

x x xx x x x

x x x
x x

ηµ συνηµ συν ηµ
→ → → → →

′ ′− −− −
= = = =

′ ′
 

Είναι 
0

lim 0
x

xηµ
→

= , 
0

lim6 0
x

x
→

=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς, 
( )

( )
30 0 0 0

1
lim lim lim lim

6 6 66
x x x x

xx x x x

x x x

ηµηµ ηµ συν
→ → → →

′−
= = = =

′
 

 

Εφαρµογή 76 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το  

7 5

3 2
1

7 8 2
lim

1x

x x x

x x x+→

− − +
− − +

 

Είναι ( )7 5

1
lim 7 8 2 0
x

x x x
+→

− − + = , ( )3 2

1
lim 1 0
x

x x x
+→

− − + =  άρα, απροσδιόριστη µορφή 

(?)
0

0

 
 
 

 άρα, 
( )
( )

7 57 5 6 4

3 2 2
1 1 13 2

7 8 27 8 2 49 40 1
lim lim lim

1 3 2 1
1

x x x

x x xx x x x x

x x x x x
x x x

+ + +→ → →

′− − +− − + − −
= =

− − + − −′− − +
 

Είναι ( )6 4

1
lim 49 40 1 8
x

x x
+→

− − =  και ( )2

1
lim 3 2 1 0
x

x x
+→

− − =   

Άρα, ( )
7 5

6 4

3 2 2
1 1 1

7 8 2 1
lim lim 49 40 1 lim 8 ( )

1 3 2 1x x x

x x x
x x

x x x x x+ + +→ → →

− − +
= − − ⋅ = ⋅ +∞ =+∞

− − + − −
 

Επεξήγηση  Είναι 
2 1

3 2 1 3 ( 1)
3

x x x x
 − − = ⋅ − ⋅ + 
   

 

 

 

( )2 2

2
1 1

1
1 1 3 2 1 0 lim 3 2 1 0 lim

3 2 1x x
x x x x x x

x x+ +

+

→ →
→ ⇒ > ⇒ − − > ⇒ − − = ⇒ = +∞

− −
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Υπολογίστε το 

3 2

3

5 7
lim

2 1x

x x

x→+∞

− +
−

 

Είναι ( )3 2lim 5 7
x

x x
→+∞

− + = +∞ , ( )3lim 2 1
x

x
→+∞

− = +∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)

 
 


+
+∞ 

∞
 Άρα, 

( )
( )

3 23 2

3
3

5 75 7 3 10
lim lim lim

2 1 6
2 1

x x x

x xx x x

x x
x

→+∞ →+∞ →+∞

′− +− + −
= =

− ′−
 

Είναι ( )lim 3 10
x

x
→+∞

− = +∞  και lim 6
x

x
→+∞

= +∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
 
 


+
+∞ 

∞
 

x  −∞                      1          +∞  

23 2 1x x− −         +        0           0    + 

1
3

−

−
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Άρα, 
( )

( )

3 2

3

3 105 7 3 10 3 1
lim lim lim lim

2 1 6 6 26
x x x x

xx x x

x x x
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′−− + −
= = = =

− ′
 

 

Εφαρµογή 78 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το 10
lim

x

x

e

x→+∞
 

Είναι lim x

x
e

→+∞
= +∞ ,

10lim
x

x
→+∞

= +∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
 
 


+
+∞ 

∞
 άρα, 

( )
( )

( )
(10)

(10)10 10

1 1
lim ... lim lim lim

10! 1 2 3 4 ... 10 10!

xx x
x

x x x x

ee e
e

x x
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

= = = = = +∞ = +∞
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 

Εφαρµογή 79 Απροσδιοριστία 1ης και 3ης µορφής 

Υπολογίστε το 
( )ln 1

lim
1

x

x

e

x→+∞

+

+
 

Είναι ( )lim ln 1 x

x
e

→+∞
 + = +∞   (*) , ( )lim 1

x
x

→+∞
+ = +∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)

 
 


+
+∞ 

∞
 Συνεπώς 

( ) ( )
( )

ln 1ln 1
lim lim lim

1 11

xx x

xx x x

ee e

x ex
→+∞ →+∞ →+∞

′ ++  = =
+ +′+

  

Είναι  lim x

x
e

→+∞
= +∞ και 

1
lim 0

1 xx e→+∞
=

+
 άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)  ( )0 ⋅ +∞  

Συνεπώς, 
( )

( )
ln 1

lim lim lim lim 1 1
1

1

x x x

xx x x xx

e e e

x e
e

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′ +  = = = =
+ ′+

 

(*) Επεξήγηση ( ) ( ), ln 1 xx eϕ ϕ = + ,  
, ( ) ln

,
, ( ) 1 x

f f x x
f g

g g x e
φ

ψ

=
= 

= + =
�  

 

( )lim lim (1 )x
x x

g x e
→+∞ →+∞

= + = +∞ , ( )lim lim lnf
ψ ψ

ψ ψ
→+∞ →+∞

= = +∞  

 

Εφαρµογή 80 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το 
ln

lim
x

x

x→+∞
 

Είναι lim ln
x

x
→+∞

= +∞ , lim
x

x
→+∞

= +∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
 
 


+
+∞ 

∞
 

Συνεπώς, 
( )lnln 1

lim lim lim 0
x x x

xx

x x x→+∞ →+∞ →+∞

′
= = =

′
 

 

Εφαρµογή 81 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

            Υπολογίστε το  
0

1
lim

ln(1 )

x

x

e x

x

ηµ
→

+ −
+
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Είναι ( )
0

lim 1 0x

x
e xηµ

→
+ − = , [ ]

0
lim ln(1 ) 0
x

x
→

+ = (*)   απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς, 
( )
[ ]

( )
0 0 0

11
lim lim lim (1 ) 2

ln(1 ) ln(1 )

xx
x

x x x

e xe x
x e x

x x

ηµηµ
συν

→ → →

′+ −+ −  = = + ⋅ + = + ′+
 

(*) Επεξήγηση ( ) ( ), ln 1x xϕ ϕ = + ,  
, ( ) ln

,
, ( ) 1

f f x x
f g

g g x x
φ

ψ
=

= 
= + =

�  

( )
0 0

lim lim(1 ) 1
x x

g x x
→ →

= + = , ( )
1 1

lim limln 0f
ψ ψ

ψ ψ
→ →

= =  

 

Εφαρµογή 82 Απροσδιοριστία 1ης µορφής 

Υπολογίστε το 
0

2
lim

x x

x

e e x

x xηµ

−

→

− −
−

 

Είναι ( )
0

lim 2 0x x

x
e e x−

→
− − = , ( )

0
lim 0
x

x xηµ
→

− =   άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

  

Συνεπώς  
( )
( )0 0 0

22 2
lim lim lim

1

x xx x x x

x x x

e e xe e x e e

x x xx xηµ συνηµ

−− −

→ → →

′− −− − + −
= =

− −′−
 

Είναι ( )
0

lim 2 0x x

x
e e−

→
+ − = , ( )

0
lim 1 0
x

xσυν
→

− =  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς 
( )
( )0 0 0

22
lim lim lim

1

x xx x x x

x x x

e ee e x e e

x x xxηµ ηµσυν

−− −

→ → →

′+ −− − −
= =

− ′−
 

Είναι ( )
0

lim 0x x

x
e e−

→
− =  και 

0
lim 0
x

xηµ
→

=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς,  
( )
( )0 0 0

2
lim lim lim

x xx x x x

x x x

e ee e x e e

x x xxηµ συνηµ

−− −

→ → →

′−− − +
= =

− ′
 

Είναι ( )
0

lim 2x x

x
e e−

→
+ =  και 

0
lim 1
x

xσυν
→

=   άρα, 
0 0

2
lim lim 2

x x x x

x x

e e x e e

x x xηµ συν

− −

→ →

− − +
= =

−
 

 

Εφαρµογή 83 Απροσδιοριστία 1ης και 3ης µορφής 

Υπολογίστε το ( )
0

lim lna

x
x x

+→
⋅  

Είναι  
0

lim 0a

x
x

+→
=  και 

0
limln
x

x
+→

=−∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?) 0 ( )⋅ −∞  

Συνεπώς, ( )
0 0

ln
lim ln lim

1
a

x x

a

x
x x

x

+ +→ →
⋅ = . Είναι 

0
lim ln
x

x
+→

= −∞  και 
0

1
lim

a
x x+→

= +∞  

Άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
 
 


−
+∞ 

∞
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Συνεπώς ( ) ( )
0 0 0 0 0

lnln 1
lim ln lim lim lim lim 0

1
1

a
a a

x x x x x

a
a

xx x
x x x

a a

x
x

+ + + + +→ → → → →

′
⋅ = = = = ⋅ =

− −′ 
 
   

 

Εφαρµογή 84 Απροσδιοριστία 1ης και 3ης µορφής 

Υπολογίστε το ( )
0

lim ln
x

x xεφ
+→

⋅  

Είναι 
0

lim 0
x

xεφ
+→

= , 
0

limln
x

x
+→

=−∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?) 0 ( )⋅ −∞  

Συνεπώς, ( )
0 0

ln
lim ln lim
x x

x
x x

x
εφ

σφ+ +→ →
⋅ =  

Είναι 
0

limln
x

x
+→

=−∞ και 
0

lim
x

xσφ
+→

=+∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
 
 


−
+∞ 

∞
 

Συνεπώς, ( ) ( )

( )

2

0 0 0 0

lnln
lim ln lim lim lim
x x x x

xx x
x x

x xx

ηµ
εφ

σφ σφ
+ + + +→ → → →

′
⋅ = = = −

′
 

Είναι 
2

0
lim 0
x

xηµ
+→

=  και 
0

lim 0
x

x
+→

=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς, ( )
( )

( )
2

0 0 0
lim ln lim 2 lim 0
x x x

x
x x x x

x

ηµ
εφ ηµ συν

+ + +→ → →

′
⋅ = − = − ⋅ ⋅ =

′
 

 

Εφαρµογή 85 Απροσδιοριστία 1ης, 3ης και 4ης µορφής 

Υπολογίστε το 

1

ln

0
lim

2

x

x

x
εφ

+→

 
 
 

 

Είναι 
0

lim 0
2x

x
εφ

+→
= ,

0

1
lim 0

lnx x+→
=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?) ( )00  

Είναι 
ln yy e=  άρα 

1 1
1

lnln lnln
ln 22

0
lim

2 2 2

xx
x x

x

x

x x x
e e

εφεφ
εφ εφ εφ

+

 ⋅  
 

→

   = ⇒ = ⇒ =   
   

 

0 0

ln
1 11 2 lim ln lim lnln

ln 2 ln 2 1ln 2 l

0 0 *

nlim lim x x

x
x xx

x xx x

x x
e e e e e e

εφ
εφ εφεφ

+ +→ →

+ +

 
            ⋅ ⋅⋅                 

→ →
= = = = .  

(*) Επεξήγηση 

Είναι 
0

1
lim 0

lnx x+→
=  και 

*0
lim ln

2x

x
εφ

+→

    =− ∞      
  και 

ln
1 2

ln
ln 2 ln

x

x

x x

εφ
εφ

  
       ⋅ =    

  

Είναι 
0

lim
2x

x
εφ

+→

  = −∞ 
 

 και 
0

lim ln
x

x
+→

= −∞   άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
 
 


−
−∞ 

∞
 

Συνεπώς, 

( )0 0 0

lnln
22

lim lim lim
ln ln

x x x

xx

x

x xx

εφεφ

ηµ+ + +→ → →

′      
              = =
′
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Είναι 
0

lim 0
x

x
+→

=  και 
0

lim 0
x

xηµ
+→

=   άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Συνεπώς, 0

0 0 0 0

0

ln lim 11 12
lim lim lim lim 1

ln ( ) lim 1

x

x x x x

x

x

x x

x x x x x

εφ

ηµ ηµ συν συν
+

+ + + +

+

→

→ → → →
→

 
  ′  = = = = = =

′
 

(*) Επεξήγηση 

( ), ln
2

x
xϕ ϕ εϕ

  =     
, fogϕ = , όπου ( ) lnf x x=  και ( )

2

x
g x εϕ  =  

 
  

Είναι ( )
0

lim 0
x

g x
+→

=  και 
0 0

lim ( ) limlnf
ψ ψ

ψ ψ
→ →

= = −∞  

 

Εφαρµογή 86 Απροσδιοριστία 1ης, 3ης και 4ης µορφής 

Υπολογίστε το 
1

lim 1

x

x x→−∞

 + 
 

 

Είναι 
1

lim 1 1
x x→−∞

 + = 
 

 , lim
x

x
→−∞

= −∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?) ( )1−∞
 

Είναι 
ln yy e= άρα 

1 1
l n 1 l n 11 1

1 1

x
x

x xe e
x x

   + ⋅ +   
      + = ⇒ + =   

   
 

Συνεπώς, 

11
*l i m ln 1ln 1

11
l i m 1 l i m

x

x
xx

xx

x x
e e e e

x

→ − ∞

    ⋅ +⋅ +         

→ − ∞ → − ∞

 + = = = = 
 

 

(*) Επεξήγηση του γιατί ισχύει ότι 
1

lim ln 1 1
x

x
x→−∞

  ⋅ + =    
 

Είναι lim
x

x
→−∞

= −∞και 
1

lim ln 1 0
x x→−∞

  + =    
(*) άρα απροσδιόριστη µορφή (?) ( ) 0−∞ ⋅  

Είναι 

1
ln 1

1
lim ln 1 lim

1x x

x
x

x

x

→−∞ →−∞

 +     ⋅ + =    
 

Είναι 
1

lim ln 1 0
x x→−∞

  + =    
 και 

1
lim 0
x x→−∞

=  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 

Είναι 

11
ln 1ln 1

1
lim ln 1 lim lim lim 1

1 11
x x x x

x xx
x

x x

x
x

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

′    ++            ⋅ + = = = =   +′    
 
 

 

(*) Επεξήγηση του γιατί ισχύει ότι 
1

lim ln 1 0
x x→−∞

  + =    
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Είναι  
1

, ( ) ln 1x
x

φ φ  = + 
 

, 

( ) ln

1
( ) 1

f x x

f g
g x

x

φ
ψ

=


= 
= + =

� , 
1

lim ( ) lim 1 1
x x

g x
x→−∞ →−∞

 = + = 
 

,      

1
lim ( ) 0f
ψ

ψ
→

=  

 

Εφαρµογή 87 Απροσδιοριστία 1ης και 2ης µορφής 

Υπολογίστε το 
2 20

1 1
lim
x x xηµ→

 
− 

 
 

Είναι 
20

1
lim
x xηµ→

= +∞  και 
20

1
lim
x x→

= +∞  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?) ( ) ( )+∞ − +∞  

Συνεπώς, 

  
( )
( )

2 22 2

2 2 2 2 2 20 0 0 02 2

1 1
lim lim lim lim
x x x x

x xx x x x x

x x x x x x x x x
x x

ηµηµ ηµ συν
ηµ ηµ ηµ ηµ συνηµ

→ → → →

′−  − − ⋅
− = = =  ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅′  ⋅

. 

Είναι   ( )
0

lim 0
x

x x xηµ συν
→

− ⋅ =  και   ( )2 2

0
lim 0
x

x x x x xηµ ηµ συν
→

⋅ + ⋅ ⋅ =   

άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 Συνεπώς, 

( )

( )
2 2 2 20 0 02 2

1 1 1 2
lim lim lim

2 2 2x x x

x x x x

x x x x x x x
x x x x x

ηµ συν συν
ηµ ηµ ηµ συνηµ ηµ συν

→ → →

′− ⋅  −
− = =  + ⋅ ⋅ + ⋅′  ⋅ + ⋅ ⋅

 

Είναι  ( )( )
0

lim 1 2 0
x

xσυν
→

− =  και ( )2 2

0
lim 2 2 2 0
x

x x x x xηµ ηµ συν
→

+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  

άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 Συνεπώς 

( )

( )
2 20 0 2 2

1 21 1
lim lim

2 2 2
x x

x

x x
x x x x x

συν
ηµ ηµ ηµ συν

→ →

′− 
− = =  ′  + ⋅ ⋅ + ⋅

 

20

2
lim

2 3 2 2x

x

x x x x x x x

ηµ
ηµ συν ηµ συν ηµ→ ⋅ + + ⋅ ⋅ − ⋅

 

 

Είναι  ( )
0

lim 2 0
x

xηµ
→

=  και ( )2

0
lim 2 3 2 2 0
x

x x x x x x xηµ συν ηµ συν ηµ
→

⋅ + + ⋅ ⋅ − ⋅ =  

άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

 Συνεπώς 

( )

( )
2 20 0 2

21 1
lim lim

2 3 2 2
x x

x

x x
x x x x x x x

ηµ
ηµ ηµ συν ηµ συν ηµ

→ →

′ 
− = =  ′  ⋅ + + ⋅ ⋅ − ⋅

 

20

2
lim

3 2 4 2 2x

x

x x x x x

συν
συν ηµ συν→ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

 

Είναι ( )
0

lim 2 1
x

xσυν
→

=  και ( )2

0
lim 3 2 4 2 2 3
x

x x x x xσυν ηµ συν
→

⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ =  άρα,  
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2 20

1 1 1
lim

3x x xηµ→

 
− = 

 
 

(*) Επεξήγηση του γιατί ισχύει ότι 
20

1
lim
x xηµ→

= +∞  

Όταν 
20 0x xηµ→ ⇒ >  από 2

20 0

1
lim 0 lim
x x

x
x

ηµ
ηµ→ →

= ⇒ = +∞  
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Βρείτε η τιµή του a∈ℝ  ώστε η 2
, ( )

ax xe e x
f f x

x

− −
=  να έχει στο σηµείο 

0 0x = , όριο πραγµατικό αριθµό. 

( ) 2

0 0
lim 0 limax x

x x
e e x x

→ →
− − = =  άρα, απροσδιόριστη µορφή (?)

0

0

 
 
 

 

Οι συναρτήσεις 
2

, ( )

, ( )

ax xg g x e e x

h h x x

 = − −


=
 είναι παραγωγίσιµες στο ℝ  

Είναι 
, ( ) 1

, ( ) 2 0,    ( 0)

ax xg g x ae e

h h x x x

′ ′ = − −


′ ′ = ≠ ≠
   

άρα,     
( )

0

0 0

0

lim(2 ) 0
( ) 1

lim lim 1         
( ) 2 lim 1 2

ax x
x

ax xx x

x

x
g x ae e

h x x ae e a

→

→ →

→

=′ − − 
= = ′ − − = −

 

Όταν 2 0α − ≠  το όριο δεν είναι πραγµατικός αριθµός άρα, 2α = , οπότε 

απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

. Οι ,g h′ ′  είναι παραγωγίσιµες στο ℝ  µε 

2( ) 4

( ) 2 0

x xg x e e

h x

′′ = −


′′ = ≠
  

2

0 0

( ) 4 3
lim lim   

( ) 2 2

x x

x x

g x e e

h x→ →

′′ −
= =

′′
 άρα, 

0

3
lim ( )

2x
f x

→
=  
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Έστω η συνάρτηση 

2( )
, 1

, ( ) 1

0            , 1

x
x

f f x x

x

ηµ π
≠

= −
 =

 

(α) Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο σύνολο ℝ  

(β) Εξετάστε αν η f ′  είναι συνεχής στο σηµείο 0 1x =  

(α)  

{ }
( )

2 2

2

( ) 2 ( 1) ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( )

1 1

x x x x x
x f x f x

x x

ηµ π π ηµ π συν π ηµ π⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −
′∀ ∈ℜ− ⇒ = ⇒ =

− −
 

Εξετάζω την παραγωγισιµότητα της f  στη  θέση 0 1x =  

( )

2

21 1

( ) (1) ( )
(1) lim lim

1 1x x

f x f x
f

x x

ηµ π
→ →

−
′ = =

− −
  απροσδιόριστη µορφή (?)

0

0

 
 
 
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Συνεπώς 

( )

2

1 12

( ) (2 )
(1) lim lim

2( 1)
1

x x

x x
f

x
x

ηµ π π ηµ π
→ →

′  ⋅ ′ = =
−′ − 

 απροσδιόριστη µορφή (?)
0

0

 
 
 

  

Συνεπώς, 
[ ] ( )2 2 2

1 1

(2 )
(1) lim lim (2 ) (2 )

2( 1)x x

x
f x

x

π ηµ π
π συν π π συν π π

→ →

′⋅
′ = = ⋅ = ⋅ =

′−
 

Άρα, η f  είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  

( )

2

2

2

2 ( 1) ( ) ( ) ( )
, 1

1, ( )

                                                              , 1

x x x x
x

xf f x

x

π ηµ π συν π ηµ π

π

 ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −
≠

′ ′ −= 


=

 

 

(β) 
( )

2

21 1

2 ( 1) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim

1x x

x x x x
f x

x

π ηµ π συν π ηµ π
→ →

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −
′ = =

−
 

( ) ( )

2
2 2 2

2 21 1

2 ( 1) ( ) ( ) ( )
lim lim 2 (1)

1 1x x

x x x x
f

x x

π ηµ π συν π ηµ π
π π π

→ →

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
′− = − = =

− −
 

Άρα, η f ′  είναι συνεχής στη θέση 0 1x =  

 

6.6 Ασύµπτωτες  

Ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης µίας συνάρτησης ( )y f x=  είναι οι 

ευθείες που για πολύ µικρές ή πολύ µεγάλες τιµές των ,x y  προσεγγίζουν 

ικανοποιητικά τη γραφική παράσταση της f  

Η x a=  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  

όταν ένα τουλάχιστον από τα  ( )lim
x a

f x
→

, ( )lim
x a

f x
+→

, ( )lim
x a

f x
−→

 είναι +∞  ή −∞  
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20

1
lim
x x→

= +∞  Άρα, η 0x =  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης της 
2

1
, ( )f f x

x
=  Η y β=  είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f  όταν ( )lim
x

f x β
→±∞

=  
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2 1
lim 2

2x

x

x→+∞

−
=

+
 Άρα, η 2y =  είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης της 
2 1

, ( )
2

x
f f x

x

−
=

+
 σε µία περιοχή του +∞    Η y xλ β= +  είναι 

πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f  όταν  

( )lim ( ) 0
x

f x xλ β
→±∞

− + =   . Η ασύµπτωτη είναι πλάγια όταν 0λ ≠  και  οριζόντια 

όταν 0λ =  
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Εφαρµογή 92 Πλάγια ασύµπτωτη 
2 1 1

lim lim 0
x x

x
x

x x→±∞ →±∞

 +
− = = 

 
 Άρα, η y x=  είναι πλάγια ασύµπτωτη της 

γραφικής παράστασης της  ( )
2 1

,
x

f f x
x

+
=  Η εύρεση της οριζόντιας ή πλάγιας 

ασύµπτωτης γίνεται µε χρήση της πρότασης: Η y xλ β= +  είναι ασύµπτωτη της 

γραφικής παράστασης της f , αν και µόνο αν 
( )

lim
x

f x

x
λ

→±∞
=  και [ ]lim ( )

x
f x xβ

→±∞
= −

, όπου ,λ β ∈ℝ  

 

6.6.1 Παρατηρήσεις 

1 Οι γραφικές παραστάσεις των ρητών συναρτήσεων έχουν κατακόρυφες 

ασύµπτωτες της µορφής x a= , όπου a   είναι η ρίζα του παρονοµαστή µόνο. Αν το 

a  είναι ρίζα και του αριθµητή,  για να είναι η ευθεία x a=  κατακόρυφη ασύµπτωτη 

πρέπει το a  να είναι ρίζα του παρονοµαστή µε µεγαλύτερη πολλαπλότητα από αυτήν 

του αριθµητή. 

2 Καθώς x→+∞  (ή x→−∞ ) δεν είναι δυνατό να υπάρχει οριζόντια και 

πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης. Άρα, έχω το πολύ δύο ασύµπτωτες της 

µορφής y xλ β= +   

3 Η γραφική παράσταση  πολυωνυµικών συναρτήσεων µε βαθµό 2ν ≥  δεν 

έχει  οριζόντια ούτε πλάγια ασύµπτωτη. Πράγµατι,  αν 
1

1 1 0, ( ) ...f f x a x a x a x aν ν
ν ν

−
−= + + + + , όπου 0aν ≠ και 2ν ≥ , τότε 

( ) ( )1 1lim lim lim lim
x x x x

f x a x
a x a x

x x

ν
ν νν

ν ν
− −

→±∞ →±∞ →±∞ →±∞
= = = = ±∞  άρα, η γραφική παράσταση 

της ( ),f f x ax β= +  που είναι η ευθεία y ax β= +  έχει ασύµπτωτη την ίδια την 

ευθεία. 

4 Είναι δυνατόν η γραφική παράσταση συνάρτησης να τέµνει µία ασύµπτωτη 

της, σε ένα τουλάχιστον σηµείο. 

5 Για τη γραφική παράσταση των  ρητών συναρτήσεων, ισχύει ένα από τα 

παρακάτω:  

� Όταν ο βαθµός του αριθµητή είναι µικρότερος ή ίσος του βαθµού παρονοµαστή, 

τότε υπάρχει µόνο µία οριζόντια ασύµπτωτη.   

� Όταν ο βαθµός του αριθµητή είναι κατά ένα µεγαλύτερος του βαθµού 

παρονοµαστή, τότε υπάρχει µόνο µία πλάγια ασύµπτωτη. 

� Όταν ο αριθµητής έχει βαθµό τουλάχιστον κατά δυο µεγαλύτερο από τον 

παρονοµαστή, τότε δεν υπάρχουν ούτε οριζόντια ούτε πλάγια ασύµπτωτη. 

6 Αν  ( ) ( )f x x g xλ β= + +  µε ( )lim 0
x

g x
→±∞

= , τότε η y xλ β= +  είναι 

ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f , διότι 

( )lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x x g xλ β
→±∞ →±∞

− + = =    

 

Εφαρµογή 93 Κατακόρυφες ασύµπτωτες 

Βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της ( )
5

2
,

4

x
f f x

x
=

−
  

2 4 0 2x x− = ⇔ = ±   
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Είναι ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
+ +→ →−

= = +∞ ,   ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− −→ →−

= = −∞ άρα, οι 2x = ±  

είναι κατακόρυφες ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της f   Είναι 

( )
lim
x

f x

x→±∞
= +∞  άρα, δεν υπάρχουν  οριζόντια ούτε πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f  
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Βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της  

3

2
, ( )

2 3

x x
f f x

x x

−
=

+ +
 

Εύρεση της κατακόρυφης ασύµπτωτης 

Για κάθε x∈ℝ  είναι 2 2 3 0x x+ + >  άρα, δεν υπάρχει a∈ℝ  ώστε ( )lim
x a

f x
→

= ±∞  ή 

( )lim
x a

f x
+→

= ±∞  ή  ( )lim
x a

f x
−→

= ±∞   άρα, η γραφική παράσταση της f  δεν έχει 

κατακόρυφες ασύµπτωτες. 

 

Εύρεση της οριζόντιας ασύµπτωτης 

Είναι 
( )

lim 1
x

f x

x
λ

→+∞
= =  και [ ]lim ( ) 2

x
f x xλ β

→+∞
− = = −  άρα, η 2y x= −  είναι πλάγια 

ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f  σε µία περιοχή του +∞   

Είναι 
( )

lim 1
x

f x

x
λ

→−∞
= =  και [ ]lim ( ) 2

x
f x xλ β

→−∞
− = = −    άρα, η 2y x= −  είναι πλάγια 

ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f  σε µία περιοχή του −∞   
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Βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της  
3 2 1

, ( )
3

x x
f f x

x

− +
=

+
 

 

Εύρεση της κατακόρυφης ασύµπτωτης 

Είναι ( )
3

lim 3 0
x

x
→−

+ = , 
3

lim 3 2 1 16 0
x

x x
→−

 − +  = >   άρα, είναι ( )
3

lim
x

f x
+→−

= +∞ , 

( )
3

lim
x

f x
−→−

= −∞  άρα, η 3x = −  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f . Η γραφική παράσταση προσεγγίζει την 3x = −  από δεξιά και 

αριστερά.   

 

Εύρεση της οριζόντιας – πλάγιας  ασύµπτωτης 

Είναι 

1
, 0

3
, ( )

1 5
, 0 και 3

3

x
x

x
f f x

x
x x

x

+ ≥ += 
− < ≠ −

 +

  

Είναι 
( )

lim 0
x

f x

x
λ

→+∞
= =  και [ ]lim ( ) 1

x
f x xλ β

→+∞
− = =  

Άρα, η 1y =  είναι οριζόντια ασύµπτωτη  της γραφικής παράστασης  της f  σε µία 

περιοχή του+∞ .  Είναι 
( )

lim 0
x

f x

x
λ

→−∞
= =  και [ ]lim ( ) 5

x
f x xλ β

→−∞
− = = −  
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Άρα, η 5y = −  είναι οριζόντια ασύµπτωτη  της γραφικής παράστασης της f  σε µία 

περιοχή του −∞  
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Βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της  : (1, )f +∞ →ℝ  µε 

2 1
( )

1

x x
f x

x

−
=

−
 

Εύρεση της κατακόρυφης ασύµπτωτης  

Είναι ( ) ( )1,D f = +∞  Πιθανή κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της 

f  είναι η  1x =  Είναι  
1 1

1
lim ( ) lim

1x x

x x
f x

x
+ +→ →

+
= = +∞

−
 άρα, η 1x =  είναι κατακόρυφη 

ασύµπτωτη γραφικής παράστασης της  f  

 

Εύρεση της  οριζόντιας  ασύµπτωτης 

( ) 1
lim lim 1

1x x

f x x

x x
λ

→+∞ →+∞

+
= = =

−
,     [ ]

2

21lim ( ) lim 1
1 11

1
1

x x

x

xf x x
x

x

λ β
→+∞ →+∞

−− = = = =
++

+
−

 

άρα, η 1y x= +  είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f  

 

Εφαρµογή 97 Εύρεση παραµέτρων 

Βρείτε τους ,a β ∈ℝ  για τους οποίους ισχύει ότι 
22 1

lim 0
2x

x x
ax

x
β

→−∞

 + −
+ − = + 

  

Αν ( )
22 1

2

x x
f x

x

+ −
=

+
, τότε [ ] [ ]lim ( ) 0 lim ( ) ( ) 0

x x
ax f x f x axβ β

→−∞ →−∞
+ − = ⇔ − + =  

άρα, η y ax β= +  είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f  καθώς 

x→−∞  άρα, 
( )

lim 2
x

f x
a

x→−∞
= =  και [ ]lim ( ) 3

x
f x axβ

→−∞
= − =  

 

6.6.2 Παρατήρηση  

Έστω συνάρτηση ( ),f f x . Η y ax β= +  ονοµάζεται πλάγια ασύµπτωτη της 

f  αν και µόνο αν ( )lim
x

f x ax β
→±∞

= +  ή ισοδύναµα [ ]lim ( ) 0
x

f x ax β
→±∞

− − = . Για την 

εύρεση των α, β είναι 
( )

lim
x

f x
a

x→±∞
=  και [ ]lim ( )

x
f x ax β

→±∞
− =  

 

6.6.3 Μελέτη περιπτώσεων 

� Όταν 0a =  και 0β = , υπάρχει οριζόντια ασύµπτωτη που είναι ο άξονας xx′  
� Όταν 0a =  και 0β ≠ , υπάρχει οριζόντια ασύµπτωτη που είναι η  y β=  

� Όταν 0a ≠  και 0β = , υπάρχει πλάγια ασύµπτωτη που είναι η  y ax=  

� Όταν 0a ≠  και 0β ≠ , υπάρχει πλάγια ασύµπτωτη που είναι η y ax β= +  
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Εφαρµογή 98 Πλάγια ασύµπτωτη 

Βρείτε σε µία περιοχή του +∞  την ασύµπτωτη y ax β= +   της γραφικής 

παράστασης της 
3 3 2, ( ) 2 3 9 1f f x x x x= + + + +  

Είναι [ ]lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x ax f x axβ β
→+∞ →+∞

= + ⇔ − − =   άρα,  

3 3 2

3
2 3 2

lim 2 3 9 1

2 3 1
lim 1 9 ( )(4 )

x

x

x x x ax

x a a
x x x x

β

β

→+∞

→+∞

 + + + + − − =
 

   
+ + + + − − = +∞ −  

   

 

� Όταν 4 0 4a a− > ⇔ > ,  είναι [ ]lim ( )
x

f x ax β
→+∞

− − = +∞  

� Όταν 4 0 4a a− < ⇔ < , είναι [ ]lim ( )
x

f x ax β
→+∞

− − = −∞  

� Όταν 4 0 4a a− = ⇔ = , είναι [ ]lim ( ) ( )0
x

f x ax β
→+∞

− − = +∞ (?)  απροσδιόριστη 

µορφή  συνεπώς, 
3 23lim 2 3 9 1 4

x
x x x x β

→+∞
 + + + + − − =
   

3 23lim 2 3 lim 9 1 3
x x

x x x x x β
→+∞ →+∞

   + + − + + − −
     

3 3 2

3 3 2

lim 2 3 9 1 4

lim 2 3 lim 9 1 3

x

x x

x x x x

x x x x x

β

β

→+∞

→+∞ →+∞

 + + + + − − =
 

   + + − + + − −
   

 

Χρησιµοποιώντας δύο φορές συζυγή παράσταση προκύπτει 

3 3 2lim 2 3 lim 9 1 3 0 0
x x

x x x x x β β β
→+∞ →+∞

   + + − + + − − = + − = −
     

Άρα, [ ]lim ( ) 0 4,  β 0
x

f x ax aβ
→+∞

− − = ⇔ = =   

 

6.7 Θεώρηµα του Fermat 

Αν µία συνάρτηση f : ορίζεται σε ένα ανοικτό διάστηµα ∆    

                                     παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x ∈∆   

                                     είναι παραγωγίσιµη στο 0x  

τότε ( )0 0f x′ =
 

 

6.7.1 Παρατηρήσεις 

1 Μία συνάρτηση µπορεί να έχει ακρότατο σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού 

της, χωρίς να είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. Η , ( )f f x x=  δεν είναι 

παραγωγίσιµη στη θέση 0 0x = , όµως παρουσιάζει ελάχιστο στη θέση αυτή. ∆ηλαδή 

( ) 0 (0),   f x x f x= ≥ = ∀ ∈ℝ   
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2 Ο µηδενισµός της παραγώγου µίας συνάρτησης σε ένα σηµείο, δεν 

εξασφαλίζει την ύπαρξη ακρότατου σε αυτό το σηµείο.  

Η 
3, ( )f f x x=  έχει παράγωγο συνάρτηση 

2( ) 3f x x′ =  που µηδενίζεται στη 

θέση 0 0x =   Πράγµατι ( ) 0 0f x x′ = ⇔ =   

 Όµως στη θέση αυτή η f  δεν παρουσιάζει ακρότατο. 

� ∆εν παρουσιάζει µέγιστο διότι: 0x∀ >  είναι ( ) 0f x >  

� ∆εν παρουσιάζει ελάχιστο διότι: 0x∀ <  είναι ( ) 0f x <  

 

 

3 Η υπόθεση ότι το 0x  είναι σηµείο ανοικτού διαστήµατος είναι αναγκαία. 

Έστω η [ ]: 0,  1f → ℝ  µε ( ) 2 1f x x= +   Στη θέση 0 1x =  η f  παρουσιάζει µέγιστο 

διότι [ ]0,  1x∀ ∈  είναι ( ) ( )2 1 2 1 1 3 1f x x f= + ≤ ⋅ + = =  

Όµως η f ′  µε τύπο ( ) 2f x′ = , στη θέση 0 1x =  δεν µηδενίζεται, διότι ( )1 2 0f ′ = ≠  
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Βρείτε τα πιθανά ακρότατα της , ( )
2 x

x x
f f x

e

ηµ συν−
=

⋅
, στο ( )0,  2π  

 
1

( )
2 x x

x x x
f x

e e

ηµ συν συν′− ′ = = 
 

,     
2

( ) 0 0
3

2

x

f x x

x

π

συν
π

 =′ = ⇔ = ⇔ 
 =


 

Άρα, τα 
2

π
, 

3

2

π
τα πιθανά ακρότατα.   

Σηµείωση Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )0,  2π  ως πηλίκο παραγωγίσιµων  

συναρτήσεων. 
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Ισχύει το θεώρηµα Fermat για την ( ),f f x xηµ=  µε ( ) [ ]0,  2D f π= ;  

� Η f  είναι ορισµένη στο ( )0,  2π  

� Η f  παρουσιάζει ακρότατο για 
0

2
x

π
= , 

0

3

2
x

π
=  

� Η f  είναι  παραγωγίσιµη στο ℝ , άρα και στις θέσεις 
3

,
2 2

π π
 

Είναι 
2

f
π 

 
 

 ολικό µέγιστο και 
3

2
f

π 
 
 

 ολικό ελάχιστο. 

Πράγµατι, ( )f x xσυν′ = , ( ) 0 0  
2

f x x x
π

συν′ = ⇔ = ⇔ = ή 
3

 
2

x
π

=  
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ή διαφορετικά ( )f x xσυν′ = ,    0
2 2

f
π π

συν   ′ = =   
   

,   
3 3

0
2 2

f
π π

συν   ′ = =   
   
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 Έστω συνάρτηση 
3,  3

, ( ) 3
3 ,  3

x x
f f x x

x x

− ≥
= − = 

− <
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η f  παρουσιάζει ολικό ακρότατο στη θέση 0 3x = , το ( )3f , αλλά δεν ισχύει το 

θεώρηµα  Fermat. Γιατί;  

• ( ) ( ),  D f = = −∞ + ∞ℝ , ανοικτό διάστηµα 

• Η  f  παρουσιάζει ακρότατο στη θέση 0 3x = , το 0( ) 0 ( ) f x f x x= < ∀ ∈ℝ  

• Η  f  δεν είναι παραγωγίσιµη στη θέση 0 3x =  Πράγµατι

3 3

3 3

( ) (3) 3
(3) lim lim 1

3 3
(3) 1 1 (3)

( ) (3) 3
(3) lim lim 1

3 3

x x

x x

f x f x
f

x x
f f

f x f x
f

x x

δ

δ α

α

+ +

− +

→ →

→ →

− − ′ = = =  − − ′ ′⇔ = ≠ − = 
− − ′ = = = −

 − − 

 άρα, δεν υπάρχει 

το ( )3f ′  

 

6.8 Θεώρηµα του Rolle 

Αν µία  συνάρτηση f  είναι:  ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [ ],α β   

                                                παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( ),α β   

                                             ( ) ( )f a f β=  

τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),ξ α β∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.8.1 Πόρισµα  

Αν µία  συνάρτηση f  είναι:  ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [ ],α β   

                                                παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( ),α β   
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                                                τα ,a β   είναι  ρίζες της ( )f x ,  

τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),ξ α β∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.8.2 Παρατηρήσεις 

1 Για την εφαρµογή του θεωρήµατος Rolle είναι δυνατό να µην έχει η 

συνάρτηση f  παράγωγο στα σηµεία ,a β . Πράγµατι, έστω ( ) 2, 1f f x x= −  τότε:     

� Η  f είναι συνεχής στο [ ]1,1−      

� Η  f είναι παραγωγίσιµη στο ( )1,1−     

� ( ) ( )1 1 0f f= − =  

Συνεπώς, από το θεώρηµα  Rolle έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1,1ξ ∈ − έτσι 

ώστε ( ) 0f ξ′ =  Πράγµατι, ( )0 0f ′ = , δηλαδή 0ξ =  Και ενώ ισχύουν αυτά, δεν 

υπάρχουν τα ( ) ( )1 , 1f f′ ′ −  

2 Η ύπαρξη της παραγώγου της συνάρτησης στο ( ),α β  είναι αναγκαία για 

την εφαρµογή του θεωρήµατος. Η 
1 ,  0

, ( ) 1
1 ,  0

x x
f f x x

x x

− ≥
= − = 

+ ≤
, είναι:  

� συνεχής στο [ ]1,1−   

� ( ) ( )1 1 0f f= − =  

� 
1,  0

( )
1,    0

x
f x

x

− >
′ = 

<
, δεν υπάρχει το ( )0f ′   

Άρα, η f  όχι παραγωγίσιµη στο ( )1,1−  άρα ( ) ξ 1,1∃ ∈ −/ έτσι ώστε ( )0 0f ′ =  και 

αυτό διότι δεν υπάρχει η παράγωγος της f  ( )1,  1x∀ ∈ −  

 

 

 

 

 

 

 

3 Η υπόθεση ( ) ( )f a f β=  για το θεώρηµα Rolle είναι αναγκαία. Πράγµατι 

αν 
2, ( )f f x x=  µε [ ] [ ], 0,1α β =  είναι:  

� συνεχής στο [ ]0,1   και παραγωγίσιµη στο ( )0,1  ως πολυωνυµική   

� αλλά ( ) ( )0 0 1 1f f= ≠ = , οπότε ( ) ξ 0,  1∃ ∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =   
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Πράγµατι, ( ) 2f x x′ = , ( ) ( )0 2 0 0 0,  1f ξ ξ ξ′ = ⇔ = ⇔ = ∉  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 Η υπόθεση της συνέχειας της συνάρτησης στο [ ],α β  είναι αναγκαία για το 

θεώρηµα  Rolle. Πράγµατι, έστω 
1

, ( ) 1f f x
x

= + , ( ) *D f = ℝ   

� 
?

(0) (1) 2f f= =   

� f  παραγωγίσιµη στο ( )0,1 , ( )
2

1
f x

x

−
′ =  

� f  ασυνεχής στη θέση 0 0x = . Άρα ( ) ξ 0,1∃ ∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =   

Πράγµατι, ( )
2

1
0 0f ξ

ξ
−

′ = ⇔ =  αδύνατη 

 

Εφαρµογή 102 

Έστω συνάρτηση , ( )f f x x= . Είναι συνεχής στο [ ]2,2− , ( ) ( )2 2f f= − , δεν 

είναι όµως παραγωγίσιµη στη θέση 0 0x = , άρα ούτε στο ( )2,2−  οπότε δεν 

εφαρµόζεται για αυτή το θεώρηµα Rolle. 
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 Έστω συνάρτηση 
2

, ( )
3

f f x x= . Είναι συνεχής στο [ ],α β ,  παραγωγίσιµη 

στο ( ),α β  αλλά ( ) ( )f fα β≠  άρα, δεν εφαρµόζεται για αυτή το θεώρηµα Rolle 
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 Έστω συνάρτηση 
3,   0

, ( )
,  0 3

x
f f x

x x

=
= 

< ≤
 

Είναι παραγωγίσιµη στο ( )0,3 και ισχύει ότι ( ) ( )0 3 3f f= =  

∆εν είναι συνεχής στο [ ]0,3  διότι δεν είναι συνεχής στη θέση 0 0x =  άρα, δεν 

εφαρµόζεται για  αυτή το θεώρηµα  Rolle. 
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Έστω συνάρτηση 

2

3

,  0
( )

,  0

x x
f x

x x

 ≤
= 

>
. Ισχύει το θεώρηµα Rolle στο [ ]1,1− ; 

Αν ναι να υπολογίσετε την τιµή του ξ   

2

*

3 2

0 ( ) ( ) 2
 παραγωγισιµη στο 

0 ( ) ( ) 3

x f x x f x x
f

x f x x f x x

′ ∀ < ⇒ = ⇒ = 
⇒

′∀ < ⇒ = ⇒ = 
ℝ  

 

Εξετάζω την παραγωγισιµότητα της f  στη θέση 0 0x =  

3
2

0 0 0 0

2

0 0 0 0

( ) (0) ( )
lim lim lim lim 0

0
(0) 0

( ) (0) ( )
lim lim lim lim 0

0

x x x x

x x x x

f x f f x x
x

x x x
f

f x f f x x
x

x x x

+ + + +

− − − −

→ → → →

→ → → →

−
= = = = − ′⇒ =

− = = = =
− 

 

Άρα, η  f  είναι παραγωγίσιµη συνεπώς και συνεχής στο ℝ  

Έτσι, η f  είναι συνεχής στο [ ]1,1− , παραγωγίσιµη στο ( )1,1−
 
και ( ) ( )1 1 1f f= − =  

Από το θεώρηµα  Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1,1ξ ∈ −  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =     

Είναι 
2

2 ,   0
, ( )

3 , 0

x x
f f x

x x

≤
′ ′ = 

<
, άρα 0ξ =  
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∆είξτε µε το θεώρηµα Rolle ότι η 56 4 1 0x x− + =  έχει τουλάχιστον µία ρίζα 

στο ( )0,1 . Έστω συνάρτηση 
5, ( ) 6 4 1f f x x x= − + . Θεωρώ συνάρτηση 

6 2, ( ) 2h h x x x x= − + , δηλαδή ( ) ( )h x f x′ = .  Η h  ως πολυωνυµική, είναι 

παραγωγίσιµη στο ℝ  άρα και στο ( )0,1  

Η h  ως πολυωνυµική, είναι συνεχής στο ℝ άρα και στο [ ]0,  1  

Είναι ( ) ( )0 1 1h h= =  άρα, από το θεώρηµα Rolle  έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )0,1ξ ∈ έτσι ώστε ( ) 0h ξ′ =  δηλαδή, υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,1ξ ∈ έτσι 

ώστε ( ) 0f ξ =  άρα, η  ( ) 0f x =  έχει τουλάχιστον µία λύση στο ( )0,1  

 

Εφαρµογή 107 

Έστω συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 2 1 3 5 7f f x x x x x= − + − −  µε ( )D f = ℝ . 

Βρείτε πόσες πραγµατικές ρίζες έχει η ( ) 0f x′ = . Οι ρίζες της  ( ) 0f x =  είναι 

1
3,  ,  5,  7

2
− .  Η ( )f x′  είναι πολυώνυµο 3ου βαθµού άρα, έχει τουλάχιστον µία 

πραγµατική ρίζα. Η f ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής στο ℝ   
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� Η f  στο 
1

3,
2

 −  
 ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήµατος Rolle, άρα 

1

1
3,

2
ξ  ∃ ∈ − 

 
  έτσι ώστε ( )1 0f ξ′ =   

� Η f  στο 
1

,5
2

 
  

 ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήµατος Rolle, άρα 

2

1
,5

2
ξ  ∃ ∈ 

 
 έτσι ώστε ( )2 0f ξ′ =

 
 

� Η f  στο [ ]5,7  ικανοποιεί τις συνθήκες του θεωρήµατος Rolle, άρα 

( )3 5,7ξ∃ ∈  έτσι ώστε ( )3 0f ξ′ =  

Συνεπώς, η  ( ) 0f x′ =  έχει τρεις πραγµατικές και διακεκριµένες ρίζες. 
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 Έστω συνάρτηση 
5 3, ( ) 4 5 2012f f x x x x= + + + . ∆είξτε ότι η  ( ) 0f x =  έχει 

µία πραγµατική και τέσσερεις µιγαδικές ρίζες. 

Το πολυώνυµο είναι περιττού βαθµού, άρα έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ρίζα, 

έστω την ρ . Έστω ότι 1ρ ρ≠  είναι µία άλλη πραγµατική ρίζα του πολυωνύµου.  

Η  f  ως πολυωνυµική,  είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής  στο ℝ . Αν 

1ρ ρ< , η f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle στο [ ]1,ρ ρ , οπότε 

υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1ξ ,  ρ ρ∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ = . Άτοπο, διότι 

4 2( ) 5 12 5 0,  f x x x x′ = + + > ∀ ∈ℝ   Κατέληξα σε άτοπο διότι δέχθηκα την ύπαρξη 

και 2ης  πραγµατικής ρίζας της ( ) 0f x = , άρα αυτή έχει µία µόνο πραγµατική ρίζα, 

οπότε οι άλλες τέσσερεις είναι µιγαδικές. 

 

Θεώρηµα 

Κάθε πολυωνυµική εξίσωση περιττού βαθµού, έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ρίζα. 

 

Εφαρµογή 109 

Έστω συνάρτηση ( ) 5,f f x x=  µε ( )D f = ℝ . Ισχύει το θεώρηµα Rolle για 

την  f  στο [ ]1,1− ; Η  f  ως πολυωνυµική,  είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής  

στο ℝ . Οπότε η  f  είναι: � συνεχής στο [ ]1,1−   και παραγωγίσιµη στο ( )1,  1−                                      

                               � ( ) ( )1 1 1 1f f− = − ≠ =  

Άρα, δεν ισχύει το θεώρηµα Rolle για την f  στο [ ]1,1−  

 

Εφαρµογή 110 

∆είξτε ότι η συνάρτηση   έχει τουλάχιστον µία 

ρίζα στο ( )0,1  

� f  συνεχής στο [ ]0,1   

( ), ( ) 1f f x x x xσυν ηµ= − −
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� 
(0) 1 0

(0) (1) 0
(1) 1 0

f
f f

f ηµ
= > 

⇒ ⋅ <
= − < 

 άρα, από το θεώρηµα Bolzano υπάρχει 

τουλάχιστον µία ρίζα της f  στο ( )0,1  
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Έστω συνάρτηση , ( ) 1 (1 )f f x x xµ ν= + − , ,µ ν ∈ℕ . Χωρίς να υπολογισθεί η 

( )f x′ , δείξτε ότι η ( ) 0f x′ =  έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο ( )0,1  

Η f  ως πολυωνυµική είναι παραγωγίσιµη άρα συνεχής στο ℝ . Από θεώρηµα Rolle:  

� Η f  είναι  συνεχής στο [ ]0,1 και  παραγωγίσιµη στο ( )0,1   

� ( ) ( )0 1 1f f= =  

Συνεπώς, υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,1ξ ∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =   

Άρα, η ( ) 0f x′ =  έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο ( )0,1  

 

Εφαρµογή 112 

Έστω συνάρτηση 2 10 1, ( ) ...
1 2 1

c cc
f f x x x xνν

ν
+= + + +

+
, όπου 0 1, ,...,c c cν ∈ℝ  

µε 0 1 ... 0
1 2 1

c cc ν

ν
+ + + =

+
. ∆είξτε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,1ξ ∈

 
έτσι ώστε 

( ) 0f ξ′ = . Η f  ως πολυωνυµική είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής  στο ℝ . Από 

θεώρηµα Rolle:    � Η  f  είναι  συνεχής στο [ ]0,1    και παραγωγίσιµη στο ( )0,1   

                             � ( ) ( )0 0 1f f= =   

Άρα, υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,  1ξ ∈ έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =   

 

Εφαρµογή 113 

∆είξτε ότι η 1

0 1 1... 0a x a x a x aν ν
ν ν

−
−+ + + + =  έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο 

διάστηµα ( )0,1  όταν 0 11 ... 0
1 2

a aa
aν
νν ν

−+ + + + =
+

 

Αν 1

0 1 1, ( ) ...f f x a x a x a x aν ν
ν ν

−
−= + + + +  τότε η συνάρτηση η οποία έχει την 

f  σαν παράγωγο είναι η  1 20 11, ( ) ...
1 2

a aa
h h x x x x a xν ν ν

νν ν
+ −= + + + +

+
 

Η h , ως πολυωνυµική είναι παραγωγίσιµη, άρα συνεχής στο ℝ  

Εφαρµόζω το θεώρηµα του Rolle.  

� Η  h  είναι συνεχής στο [ ]0,1  και παραγωγίσιµη στο ( )0,1    

� ( ) ( )0 0 1h h= =  

Άρα, υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,1ξ ∈ έτσι ώστε ( ) 0h ξ′ =  

∆ηλαδή υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,1ξ ∈ έτσι ώστε ( ) 0f ξ =  

Άρα, η f  έχει στο ( )0,1  τουλάχιστον µία ρίζα 
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Μέθοδος εργασίας 1 

Αν θέλω να δείξω ότι η ( ) 0f x =  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο ( ),α β , θα 

προσδιορίζω µία συνάρτηση ( ),h h x  ώστε ( ) ( )h x f x′ =  και για την h  θα 

διαπιστώνω ότι στο [ ],α β  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle, οπότε 

θα υπάρχει στο  ( ),α β  µία τουλάχιστον ρίζα για την ( )h x′ , δηλαδή για την ( )f x  

 

Μέθοδος εργασίας 2 

Υπάρχουν δύο κατηγορίες ασκήσεων στο θεώρηµα Rolle. 

� Να δειχθεί αν για µία συγκεκριµένη συνάρτηση τηρούνται, σε κάποιο 

διάστηµα, οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος ή αν ισχύει το θεώρηµα.  

� Να δειχθεί ότι κάποιο πολυώνυµο ή πολυωνυµική εξίσωση ή συνάρτηση ή 

το παράγωγο πολυώνυµο ή η παράγωγος εξίσωση ή η παράγωγος συνάρτηση έχει 

ακριβώς µία ή το πολύ µία ή το πολύ  ή τουλάχιστον ή τουλάχιστον µία ρίζα.  

 

Μέθοδος εργασίας 3 

Αν ζητείται να αποδειχθεί ότι µία εξίσωση έχει  το πολύ ρίζες, θα το 

αποδεικνύω ως εξής: Θα υποθέτω ότι έχει  το πλήθος ρίζες και θα καταλήγω σε 

άτοπο. Θα γίνεται χρήση του θεωρήµατος Rolle στα διαστήµατα ανάµεσα σε δυο 

διαδοχικές ρίζες. 
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∆είξτε ότι a∀ ∈ℝ  η 5 3 2 0x x x a+ + + =  έχει µία µόνο πραγµατική ρίζα. 

Έστω συνάρτηση ( ) 5 3, 2f f x x x x a= + + +  συνεχής και παραγωγίσιµη στο ℝ  

Είναι 
4 2, ( ) 5 3 2f f x x x′ ′ = + +  

Έστω ότι η f  έχει δυο πραγµατικές ρίζες 1 2,ρ ρ  µε 1 2ρ ρ<   

Η f  στο [ ]1 2,ρ ρ ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος Rolle.  Άρα, υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ( )1 2,ξ ρ ρ∈ έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =   

Άτοπο, διότι είναι ( ) 0 f x x′ > ∀ ∈ℝ  
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∆είξτε ότι η 
3 3 0x x a− + =  δεν έχει για κανένα a∈ℝ δυο ρίζες στο ( )0,  1  

Έστω συνάρτηση 
3, ( ) 3f f x x x a= − +  µε ( )D f = ℝ  παραγωγίσιµη, άρα  

συνεχής στο ℝ .  Έστω ότι 1 2:  0 1a ρ ρ∃ ∈ < < <ℝ  και ( ) ( )1 2 0f fρ ρ= = . Η f  στο  

[ ]1 2,ρ ρ  ικανοποιεί τις απαιτήσεις του θεωρήµατος  Rolle, άρα υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )1 2,ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ = . Άτοπο, διότι 
2( ) 3 3 3( 1)( 1)f x x x x′ = − = − +  

και ( ) 0 1f x x′ = ⇔ = ±  

Σχόλιο  ( ) ( )1 21 , 0,  1ρ ρ± ∉ ⊂  

 

Εφαρµογή 116 

Έστω ρ ∈ℝ  απλή ρίζα ενός πολυωνύµου  ( )f x .  Έστω ρ ∈ℝ  απλή ρίζα της 

παραγώγου ( )f x′ . Τότε το ( )2
x ρ−  είναι παράγοντας του  ( )f x  

k k

k

1k +
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Εξ΄ υποθέσεως είναι ( ) ( ) ( )f x x P xρ= −  και ( ) ( ) ( )f x x Q xρ′ = −  

Επίσης 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x P x x P x x P x P x x P xρ ρ ρ ρ′′ ′ ′ ′= − ⋅ = − ⋅ + − ⋅ = + − ⋅  

Συνεπώς, [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x x Q x x P x x Q x P xρ ρ ρ′ ′= − ⋅ − − ⋅ = − ⋅ −  

Από την ( ) ( ) ( )f x x P xρ= −  έπεται ότι: 

  [ ] [ ]2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x x Q x P x x Q x P xρ ρ ρ′ ′= − ⋅ − ⋅ − = − ⋅ −  
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Αν ρ  είναι ρίζα ενός πολυωνύµου ( )f x  µε πολλαπλότητα k ∈ℕ , τότε και η 

παράγωγος του ( )f x  η ( )f x′ , έχει ρίζα ρ  µε πολλαπλότητα 1k −  

Εξ΄ υποθέσεως είναι ( ) ( ) ( )k
f x x P xρ= −  άρα, 

 

[ ]

1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

            ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( )

k k k k

k k

f x x P x x P x k x P x x P x

x k P x x P x x Q x

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

−

− −

′′ ′ ′ = − ⋅ + − ⋅ = ⋅ − + − ⋅ = 
′− ⋅ ⋅ + − ⋅ = − ⋅
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Έστω συνάρτηση 
2, ( )f f x x axν β= + + , όπου ,a β∈ℝ , ν ∈ℕ  και 

( )D f = ℝ
 
∆είξτε ότι δεν έχει περισσότερες από δύο πραγµατικές ρίζες.  

Η f  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη, άρα  συνεχής στο ℝ  

Έστω ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει τρεις ρίζες 1 2 3, ,ρ ρ ρ ∈ℝ  µε 1 2 3ρ ρ ρ< <  

� Στο [ ]1 2, ρ ρ  ισχύει το θεώρηµα Rolle για την f , άρα υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )1 1 2, ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( )1 0f ξ′ =  (1) 

� Στο  [ ]2 3, ρ ρ  ισχύει το θεώρηµα  Rolle για την f , άρα υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ( )2 2 3, ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( )2 0f ξ′ =  (2) 

Αλλά ( ) 2 12f x x νν α−′ = +  και ( ) 2 12 1
0

2 2
f x x x νν α α

ν ν
−− − −

′ = ⇔ = ⇔ =   δηλαδή η 

εξίσωση ( ) 0f x′ =  έχει ακριβώς µία ρίζα. Από τις (1), (2) καταλήγω σε άτοπο, διότι 

υπέθεσα ότι η  ( ) 0f x =   έχει τρεις ρίζες. 
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Έστω συνάρτηση ( )2, ( ) 1 xf f x x e= − . ∆είξτε µε χρήση του θεωρήµατος  

Rolle ότι υπάρχει ( )0 1,1x ∈ −  έτσι ώστε ( )0 0f x′ = . Να βρεθεί το 0x  

Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  ως γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων άρα, 

είναι  συνεχής στο ℝ  

� Η  f  είναι συνεχής στο  [ ]1,1− και παραγωγίσιµη στο ( )1,1−   

� Είναι ( ) ( )1 0 1f f− = =  

Από το θεώρηµα  Rolle έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0 1,1x ∈ −  έτσι ώστε 

( )0 0f x′ = .  Αλλά ( )2( ) 1 2 xf x x x e′ = − +  , 
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( )
( )

2

0

1 2 1, 1
( ) 0 1 2 0

1 2 1, 1
f x x x x

− + ∈ −′ = ⇔ − + = ⇔ = 
− − ∉ −
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Έστω συνάρτηση 
3, ( ) 2 3 1f f x x x= − − . ∆είξτε ότι η ( ) 0f x =  έχει  ακριβώς 

µία ρίζα 
2 2

,
2 2

ρ
 −

∈ 
 

 

Είναι ( )D f = ℝ . Η f  ως πολυωνυµική, είναι 

παραγωγίσιµη, άρα συνεχής  στο ℝ  Από το θεώρηµα 

Bolzano: 

� Η f  είναι συνεχής στο 
2 2

,
2 2

 −
 
 

 

� 

2
2 1 0

2 2 2
0

2 22
2 1 0

2

f

f f

f

  
− = − >         

⇔ − ⋅ <              = − − <   
  

 

Άρα, υπάρχει τουλάχιστον ένα 
2 2

,
2 2

ρ
 −

∈ 
 

έτσι ώστε ( ) 0f ρ =  

Έστω ότι υπάρχει 1

2 2
,

2 2
ρ

 −
∈ 
 

 µε 1ρ ρ< έτσι ώστε ( )1 0f ρ =  

Τότε από το θεώρηµα Rolle:  � Η f  είναι συνεχής στο  [ ]1,ρ ρ                                     

                                                � Η f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )1,ρ ρ    

                                                � ( ) ( )1 0f fρ ρ= =  

Άρα, υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1,ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =  άτοπο, διότι 

2( ) 6 3f x x′ = − ,  
2 2 2 1 1 2

( ) 0 6 3 0 2 1 0
2 22

f x x x x x′ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ⇔ = ± = ±  

Είναι ( )1

2 2
, ,

2 2
ρ ρ

 −
⊂  
 
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  Έστω συνάρτηση 
2, ( )f f x x x x xηµ συν= − ⋅ − . ∆είξτε ότι έχει το πολύ δύο 

πραγµατικές ρίζες. 

Έστω ότι η εξίσωση έχει τρεις πραγµατικές και διακεκριµένες ρίζες 1 2 3, ,ρ ρ ρ  

µε 1 2 3ρ ρ ρ< < . Η f  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη, άρα  συνεχής στο ℝ . 

� Στο  [ ]1 2, ρ ρ  ισχύει το θεώρηµα Rolle για την f , άρα υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )1 1 2, ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( )1 0f ξ′ = . (1) 
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� Στο  [ ]2 3, ρ ρ  ισχύει το θεώρηµα Rolle για την f , άρα υπάρχει τουλάχιστον 

ένα ( )2 2 3, ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( )2 0f ξ′ = . (2) 

Όµως ( )( ) 2 2f x x x x x xσυν συν′ = − ⋅ = ⋅ −  και 
0

( ) 0
2 δύνατο

x
f x

xσυν
=

′ = ⇔ 
= Α

 

∆ηλαδή, η εξίσωση ( ) 0f x′ =  έχει µοναδική λύση. Άρα, από τα (1), (2) 

προκύπτει  άτοπο. 

 

Εφαρµογή 122 

Έστω συνάρτηση 
[ )
[ ]

2

2

,   2,  0
, ( )

3 3,  0,  2

x ax x
f f x

x x x

β

γ

 + + ∈ −
= 

+ + ∈
. Βρείτε τους  

, ,α β γ ∈ℝ  ώστε να ισχύει το θεώρηµα  Rolle για την f  στο  [ ]2,2− .  

Προκειµένου να ισχύει το θεώρηµα  Rolle για τη συνάρτηση f  στο  [ ]2,2− , 

πρέπει: 

� Η f  να είναι συνεχής στο [ ]2,2−  άρα συνεχής και στη θέση 0 0x = , δηλαδή 

0
lim ( ) (0)
x

f x f
→

= . Επειδή ( )0 3f = , ( )
0

lim 3
x

f x
+→

= , ( )
0

lim
x

f x β
−→

=  είναι 3β =  

 

� Η  f  να είναι παραγωγίσιµη στο ( )2,2−  άρα και στη θέση 0 0x = , δηλαδή:  

( )

( )

2

0 0 0

2

0 0 0

( ) (0) 3 3 3
lim lim lim 3 3 (0)

0
3

( ) (0) 3 3
lim lim lim (0)

0

x x x

x x x

f x f x x
x f

x x

f x f x ax
x a a f

x x

δ

α

γ
γ

α
+ + +

− − −

→ → →

→ → →

 − + + − ′= = + = = − 
⇔ = 

− + + − ′= = + = = − 

 

 

� 
(2) 4 6 3 4 9

(2) ( 2) 4 9 1 2
( 2) 4 6 3 1

f
f f

f

γ γ
γ γ

= + + = + 
⇔ = − ⇔ + = ⇔ = − 

− = − + = 
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Αν η 1

1 1... 0a x a x a xν ν
ν ν

−
−+ + + =  έχει µία θετική ρίζα 0x , τότε η 

1 2

1 1( 1) ... 0a x a x aν ν
ν νν ν− −

−+ − + + =  έχει τουλάχιστον µία θετική ρίζα µικρότερη του 

0x  

Θεωρώ συνάρτηση 1

1 1, ( ) ...f f x a x a x a xν ν
ν ν

−
−= + + + . Είναι ( ) ( )00 0f f x= =  

Η f  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής στο ℝ  

� Η f είναι συνεχής στο [ ]00, x  και παραγωγίσιµη στο ( )00, x   

� 0(0) ( )f f x=  

  Άρα, από το θεώρηµα Rolle έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )00, xξ ∈  

έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ = . ∆ηλαδή το ξ  είναι ρίζα της εξίσωσης ( ) 0f x′ =  και είναι  

0xξ < , διότι ( )00, xξ ∈  
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Εφαρµογή 124 

Να υπολογισθούν οι , ,α β γ ∈ℝ  έτσι ώστε να ισχύει το θεώρηµα  Rolle στο  [ ]1,1−  

για την συνάρτηση 
[ ]
( )

2

2

,  1,  0
, ( )

4 4,  0,  1

x x x
f f x

ax x x

β γ + + ∈ −
= 

+ + ∈
 

� Η f  είναι ορισµένη στο [ ]1,1−  και ως πολυωνυµική, είναι συνεχής στο 

( ) ( )1,  0 0,  1− ∪  

 

Εξετάζω τη συνέχεια της f  στη θέση 0 1x = −  

( )2

1 1
lim ( ) lim 1 ( 1)
x x

f x x x fβ γ β γ
+ +→− →−

= + + = − + = −  

 

Εξετάζω τη συνέχεια της f  στη θέση 0 1x =  

( )2

1 1
lim ( ) lim 4 4 8 (1)
x x

f x ax x a f
− −→ →

= + + = + =  

 

Εξετάζω τη συνέχεια της f  στη θέση 0 0x =  

( )2

0 0
lim ( ) lim
x x

f x x xβ γ γ
− −→ →

= + + = , (0)f γ= , ( )2

0 0
lim ( ) lim 4 4 4
x x

f x ax x
+ +→ →

= + + =  

 Άρα 4γ =  

 

� 
2( 1,  0) ( ) ( ) 2x f x x x f x xβ γ β′∀ ∈ − ⇒ = + + ⇒ = +  

    
2(0,  1) ( ) 4 4 ( ) 2 4x f x ax x f x xα′∀ ∈ ⇒ = + + ⇒ = +  

 

Εξετάζω την παραγωγισιµότητα  της f  στη θέση 0 0x =  

( )

( )

2

0 0

2

0 0

(0) lim lim

4
4 4 4

(0) lim lim 4 4

a
x x

x x

x x
f x

x

ax x
f ax

x
δ

β γ γ
β β

β
− −

+ +

→ →

→ →

+ + −′ = = + = 
⇒ =

+ + − ′ = = + = 

 

 

� 
( 1) 1 1 4 4 1

8 1 7
(1) 8

f

f

β γ
α α

α
− = − + = − + = 

⇔ + = ⇔ =
= + 
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Έστω συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1f f x x x xα α α= − + − − − . ∆είξτε ότι η 

( ) 0f x′ =  έχει δύο ακριβώς πραγµατικές ρίζες. Είναι ( )
1

0

1

f x x a

α

α

−


= ⇔ = 
 +

  

Η f  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη, άρα συνεχής  στο ℝ  οπότε:  

� Η  f  είναι συνεχής  στα [ ]1,  a a− , [ ],  1a a +  

� Η  f  είναι παραγωγίσιµη στα  ( )1,  a a− , ( ),  1a a +  

� ( ) ( ) ( )1 1 0f f fα α α− = = + =  

Από το θεώρηµα  Rolle  προκύπτει ότι στο διάστηµα: 
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� ( )1,  a a− υπάρχει τουλάχιστον ένα 1x , έτσι ώστε ( )1 0f x′ =     (1)  

� ( ),  1a a +  υπάρχει τουλάχιστον ένα 2x , έτσι ώστε ( )2 0f x′ =   (2)  

Αλλά ( ) ( )2 23 6 2 1f x x ax a′ = − + − , τριώνυµο, άρα έχει το πολύ δυο πραγµατικές 

ρίζες. Από (1), (2) έπεται ότι η ( ) 0f x′ =  έχει ακριβώς δυο πραγµατικές ρίζες 

( )1 1,  x a a∈ − , ( )2 ,  1x a a∈ + , οπότε είναι διακεκριµένες. 

 

Εφαρµογή 126 

Έστω συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( ),f f x x x xα β γ= − − − , όπου α β γ< < ∈ℝ . 

∆είξτε ότι η  ( ) 0f x′ =  έχει δυο ακριβώς πραγµατικές και διακεκριµένες ρίζες. 

Η  f  ως πολυωνυµική, είναι παραγωγίσιµη, άρα συνεχής  στο ℝ  

Οπότε: � Η f  είναι συνεχής στα  [ ],  α β , [ ],  γβ  

            � Η f  είναι παραγωγίσιµη στα ( ),  α β , ( ),  β γ  

            � Είναι ( ) ( ) ( ) 0f f fα β γ= = =  

� Στο [ ],  α β , από το θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 ,  x α β∈ : 

1( ) 0f x′ =  

� Στο [ ],  γβ , από το θεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )2 ,  x β γ∈ :

2( ) 0f x′ =  

∆ηλαδή η ( ) ( ) ( )2 2 2 2, 3 2f f x x xα β γ αβ βγ γα′ ′ = − + + + + + , που είναι 

τριώνυµο, έχει τουλάχιστον δυο ρίζες ( )1 ,  x α β∈ , ( )2 ,  x β γ∈ , προφανώς 

διακεκριµένες. Όµως η ( ) 0f x′ =  ως δευτεροβάθµια εξίσωση έχει το πολύ δυο 

πραγµατικές ρίζες. Άρα, αυτές θα είναι οι 1 2,x x  
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Εξετάστε αν ισχύει το θεώρηµα Rolle στο  [ ]4,0−  για την 
23, ( ) ( 2)f f x x= +  

Είναι ( )f h g φ= � � , όπου 3, ( )h h x x= ,        ( )D h = ℝ  

                                            
2, ( )g g x x= ,        ( )D g = ℝ  

                                            ( ), 2x xϕ ϕ = + ,  ( )D ϕ = ℝ  

{ }2( ) :D h g x x= ∈ ∈ =� ℝ ℝ ℝ ,     ( ) ( )( ) { }: ( 2)D f D h g x xφ= = ∈ + ∈ =� � ℝ ℝ ℝ  

Η  f , ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων, είναι  συνεχής στο πεδίο ορισµού 

της δηλαδή το ℝ , άρα και στο [ ]4,0− . Επίσης ( ) ( ) 34 0 4f f− = =  

Όµως η f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο ( )4,0−  διότι δεν είναι παραγωγίσιµη 

στη θέση 2−  καθόσον 
3

2 1
, ( )

3 2
f f x

x
′ ′ = ⋅

+
 

Άρα, δεν ισχύει το θεώρηµα Rolle για την f  στο [ ]4,0−  
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Εφαρµογή 128 

Αποδείξτε ότι αν µία πολυωνυµική συνάρτηση f  µηδενίζεται για k  

διαφορετικές τιµές του x ∈ ℝ , τότε η f ′   µηδενίζεται για ( )1k −  τουλάχιστον τιµές 

του x∈ℝ   

 Έστω 1 2 3 1, , ,..., ,k kρ ρ ρ ρ ρ− ∈ℝ  ρίζες της f , διαφορετικές ανά δύο µεταξύ τους, µε 

1 2 3 1... k kρ ρ ρ ρ ρ−< < < < < . Η f  ως πολυωνυµική έχει ( )D f = ℝ . Είναι 

παραγωγίσιµη και συνεχής στο ℝ . Θεωρώ τα διαστήµατα [ ]1 2,  ρ ρ , [ ]2 3,  ρ ρ , …, 

[ ]1,  k kρ ρ− . Από το θεώρηµα του Rolle για την  f  προκύπτει ότι: 

� Στο [ ]1 2,  ρ ρ  υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 1 2,  ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( )1 0f ξ′ =  

� Στο [ ]2 3,  ρ ρ  υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )2 2 3,  ξ ρ ρ∈  έτσι ώστε ( )2 0f ξ′ =  

………………………………………………………………………………………… 

� Στο [ ]1,  k kρ ρ−  υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )
1 1,  kκ κξ ρ ρ
− −∈  έτσι ώστε ( )1 0kf ξ −′ =  

Άρα, η f ′  έχει τουλάχιστον 1k −  πραγµατικές ρίζες, διακεκριµένες. 

 

Εφαρµογή 129 

Έστω συνάρτηση ( ) ( ), logf f x xηµ=  µε ( ) 5
,

6 6
D f

π π =   
. ∆είξτε ότι η  

( ) 0f x′ =  έχει µία λύση στο 
5

,
6 6

π π 
 
 

 η οποία και να βρεθεί. 

( ) { } { } { } [ ]: 0 :0 : 2 (2 1) 2 ,  (2 1)
k

D f x x x x x k x k k kηµ π π π π π
∈

= ∈ > = ∈ < < = ∈ < < + = +
ℤ

ℝ ℝ ℝ ∪  

Η f  είναι παραγωγίσιµη, άρα συνεχής στο ( )D f  άρα:  

� Η f  είναι συνεχής στο 
5

,
6 6

π π 
  

 και παραγωγίσιµη στο 
5

,
6 6

π π 
 
 

 

� 
5 1

log
6 6 2

f f
π π   = =   

   
 άρα, από το θεώρηµα  Rolle προκύπτει ότι υπάρχει 

τουλάχιστον ένα 
5

,
6 6

π π
ξ  ∈ 

 
 έτσι ώστε ( ) 0f ξ′ =  

Είναι ( )f x xσϕ′ = , ( ) 0 0 0 ,  
2

f k k
π

ξ σφξ συνξ ξ π′ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = + ∈ℤ   

Αλλά 
5 5 5 1 1 5

,  
6 6 6 6 6 2 6 6 2 6

k k
π π π π π π π

ξ ξ π ∈ ⇔ < < ⇔ < + < ⇔ < + < ⇔ 
 

 

1 1
1 6 3 5 2 6 2 0

3 3

k

k k k k
∈

< + < ⇔ − < < ⇔ − < < =⇔
ℤ

. Άρα, 
0

0
2

k

k
π

ξ π
=

= + = . ∆ηλαδή, 

το ξ  έχει µια µόνο τιµή την 
2

π
, διότι και το k  έχει µία µόνο τιµή, την 0k =  

6.9 Θεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού 

Αν η συνάρτηση f  είναι: � Συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ],α β  

       � Παραγωγίσιµη στο ανοικτό διάστηµα ( ),α β   
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Τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),ξ α β∈  έτσι ώστε ( ) ( ) ( )f f
f

β α
ξ

β α
−

′ =
−

 

6.9.1 Γεωµετρική ερµηνεία  

Υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ),ξ α β∈  ώστε η εφαπτοµένη του διαγράµµατος 

της f , στο σηµείο ( )( ), fξ ξΜ  να είναι παράλληλη προς το τµήµα ΑΒ, µε 

( )( ), fα αΑ ,  ( )( ), fβ βΒ , οπότε η κλίση της εφαπτοµένης είναι ( )f ξ′  και του ΑΒ 

είναι 
( ) ( )f fβ α

λ
β αΑΒ

−
=

−
, µε ( )fλ ξΑΒ ′=

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.9.2 Παρατηρήσεις 

1 Από το θεώρηµα µέσης τιµής, αν ( ) ( )f fβ α= , υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( ),ξ α β∈  ώστε ( ) 0f ξ′ =  δηλαδή προκύπτει το συµπέρασµα του θεωρήµατος Rolle. 

Άρα, το θεώρηµα  Rolle είναι µερική περίπτωση του θεωρήµατος µέσης τιµής.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Μεταξύ δύο ριζών µίας παραγωγίσιµης συνάρτησης, υπάρχει τουλάχιστον 

µία ρίζα της παραγώγου συνάρτησης. 

Απόδειξη 

Έστω 1 2,ρ ρ  δυο ρίζες της παραγωγίσιµης συνάρτησης f . Ισχύει ότι: 

� Η  f  είναι συνεχής στο [ ]1 2,ρ ρ  και παραγωγίσιµη στο ( )1 2,ρ ρ  

� ( ) ( )1 2 0f fρ ρ= =  

Από το θεώρηµα Rolle έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2,ξ ρ ρ∈   ώστε

( ) 0f ξ′ =  

 

3 Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της 

παραγώγου συνάρτησης, υπάρχει το πολύ µία 

ρίζα της αρχικής συνάρτησης. 

Απόδειξη 

 Έστω 1 2,θ θ   δυο διαδοχικές ρίζες της παραγώγου συνάρτησης. Έστω 1 2,ρ ρ  δυο 

ρίζες της αρχικής συνάρτησης. Αν ( )1 2 1 2, ,ρ ρ θ θ∈  έπεται ότι υπάρχει ( )3 1 2,θ ρ ρ∈

 

 Β ( β , f (β ) )  

 β   ξ ΄   ξ   a   x  

 y  

 Ο  

 M ( ξ , f ( ξ ) )  

 A (a , f (a ) )  
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όπου 3θ  ρίζα της παραγώγου συνάρτησης. Άρα, οι ρίζες 1 2,θ θ  δεν είναι διαδοχικές, 

άτοπο.  

 

Εφαρµογή 130 

∆είξτε  ότι  αν 1 20 x x< < , τότε 
2 1

1 2

2 1

x x
x xe e
e e

x x

−
< <

−
  

Έστω συνάρτηση ( ), xf f x e= , παραγωγίσιµη στο ℝ   

Η f  είναι συνεχής στο [ ]1 2,x x  και παραγωγίσιµη στο ( )1 2,x x  

Άρα, από το θεώρηµα   µέσης τιµής έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2,x xξ ∈  

έτσι ώστε ( )
2 1

2 1

2 1 2 1

( ) ( ) x xf x f x e e
f e

x x x x

ξξ
− −′ = ⇒ =
− −

. Όµως η f  είναι γνησίως αύξουσα, 

άρα από 1 2

1 20 <ξ< 
x x

x x e e eξ< ⇒ < < , δηλαδή 
2 1

1 2

2 1

x x
x xe e
e e

x x

−
< <

−
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∆είξτε  ότι  αν 1 20 x x< < , τότε: 
1 2 2

2 1 1

1 ln 1
x x x

x x x
− < < −  

Έστω συνάρτηση ( ), lnf f x x= , παραγωγίσιµη στο ( )0,+∞  µε ( ) 1
f x

x
′ =  

Η f  είναι  συνεχής στο  [ ]1 2,x x    και παραγωγίσιµη στο ( )1 2,x x  

Άρα, από το θεώρηµα µέσης τιµής έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2,x xξ ∈   

ώστε ( ) ( ) ( )
2

2 1 12 1

2 1 2 1 2 1

ln
1 ln ln

x

f x f x xx x
f

x x x x x x
ξ

ξ

 
 − −  ′ = ⇒ = =

− − −
 

Όµως η  f  είναι γνησίως αύξουσα, άρα από 1 2

2 1

1 1 1
0 <ξ< x x

x xξ
< ⇒ < <  

Άρα, ( ) ( )
2

1 2
1 2 2 1 2 1

2 2 1 1 2 1 1

ln
1 1 1 1

0 <ξ< ln

x

x x
x x x x x x

x x x x x x x
< ⇒ < < ⇒ − < < − ⇒

−

1 2 2

2 1 1

1 ln 1
x x x

x x x
− < < −  
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∆είξτε  ότι  ( )0,1x∀ ∈ είναι 1 1xx e ex+ < < +  

Έστω συνάρτηση ( ), xf f x e= , παραγωγίσιµη στο ℝ . Επειδή η f  είναι  

παραγωγίσιµη στο [ ]0, x  µε ( ) xf x e′ = , από το θεώρηµα της µέσης τιµής  έπεται ότι  

υπάρχει ( )0, xξ ∈  τέτοιος ώστε 
0 1

0

x xe e e
e e

x x

ξ ξ− −
= ⇔ =

−
  

Όµως η  f  είναι γνησίως αύξουσα και επειδή 0 1xξ< < <  είναι 0 1e e eξ< <  
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Άρα 
0 11 1

1 1 1 1
x x

x xe e
e e e x e ex x e ex

x x

− −
< < ⇔ < < ⇔ < − < ⇔ + < < +  

 

Εφαρµογή 133 

∆είξτε  ότι  
1 1( ) ( )x x y x y y x yν ν ν νν ν− −− ≥ − ≥ − , όπου 0x y≥ >  

� Όταν x y=  ισχύει η ισότητα. 

� Όταν x y> , θεωρώ τη συνάρτηση ( ),f f x xν=  οπότε ( ) 1,f f x xνν −′ ′ =  

Από το θεώρηµα της µέσης τιµής  στο [ ],y x  έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( ),y xξ ∈   ώστε  
1 x y

x y

ν ν
ννξ − −

=
−

. Θέλω να αποδείξω ότι 
1 1x y

x y
x y

ν ν
ν νν ν− −−

≥ ≥
−

 

Αρκεί να δειχθεί ότι 
1 1 1 1 1 1x y x y x yν ν ν ν ν νν νξ ν ξ ξ− − − − − −≥ ≥ ⇔ ≥ ≥ ⇔ ≥ ≥   

Αυτό όµως ισχύει. 

 

Εφαρµογή 134 

Έστω συνάρτηση [ ]: 0,  3f → ℝ  µε ( ) 3 1f x x x= − + . Να βρεθεί ( )0 0,3x ∈   

ώστε 
0

(3) (0)
( )

3

f f
f x

−
′ =  και να διαπιστώσετε ότι η εφαπτοµένη της γραφικής 

παράστασης της f  στο σηµείο µε τετµηµένη 0x , είναι παράλληλη προς την χορδή 

που ορίζεται από τα σηµεία ( )0,1 και ( )3,25  

Η f  είναι συνεχής στο  [ ]0,3  και παραγωγίσιµη στο ( )0,3  

Από το θεώρηµα µέσης τιµής έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0 0,3x ∈  ώστε 

0

(3) (0) (3) (0) 25 1
( ) 8

3 0 3 3

f f f f
f x

− − −
′ = = = =

−
  

Επειδή 2 2

0 0( ) 3 1 ( ) 3 1f x x f x x′ ′= − ⇒ = −  

Άρα, 2 2

0 0 0

3     ∆εκτή
3 1 8 3

3  Απορρίπτεται
x x x


− = ⇔ = ⇔ = 

−  
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∆είξτε ότι για κάθε ,x y∈ℝ  είναι x y x yηµ ηµ− ≤ −  

� Για x y=  η προς απόδειξη σχέση είναι προφανής, διότι ισχύει η ισότητα. 

� Για x y≠ , χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτω ότι x y<  

Η προς απόδειξη σχέση γίνεται 1
x y

x y

ηµ ηµ−
≤

−
 

Έστω συνάρτηση ( ),f f x xηµ= , παραγωγίσιµη στο ℝ  

Στο [ ],x y από το θεώρηµα της µέσης τιµής για την f , έπεται ότι υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ( ),x yξ ∈   ώστε ( ) ( ) ( )
,

f x f y x y
f f

x y x y

ηµ ηµ
ξ συνξ

− −
′ ′ = ⇔ =

− −
 

Αρκεί να δειχθεί ότι 1συνξ ≤  Είναι προφανές  ότι ισχύει. 

Άρα, είναι και 1
x y

x y

ηµ ηµ−
≤

−
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6.10 Άλυτες ασκήσεις 

Άσκηση 1 Μελέτη της µονοτονίας 

Μελετήστε τη µονοτονία των  συναρτήσεων:  

(α) ( ) 3 2f x x= −           (β) ( ) 22 3 5f x x x= − +           (γ) ( ) 23 4f x x x= −  

(δ)
2

1 1
( )f x

x x
= +            (ε)

3
( )

2 1

x
f x

x

+
=

−
                    (στ)

2

2
( )

1

x
f x

x
=

+
 

(ζ) ( ) 2 2 1f x x x= − + −   (η) 
4 2( ) 4 3f x x x= − + −         (θ) ( ) lnf x x x= −  

(ι) ( ) lnf x x x=             (ια)
2 3( ) 3f x x x x= − − −        (ιβ)

3( ) 3 2f x x x= − +  

(ιγ) ( ) 1xf x e x= − +         (ιδ) 
1

( ) xf x x e= ⋅                     (ιε) 
3 2( ) 6 9 1f x x x x= − + −  

 

Άσκηση 2 ∆ιαστήµατα κοιλότητας και σηµεία καµπής 

Εύρεση διαστηµάτων κοιλότητας  και  σηµείων καµπής των  συναρτήσεων:  

(α)
4 3( ) 3 4 1f x x x= − +       (β) ( )

2 1x
f x

x

+
=              (γ)  

(δ)
3( ) 2f x x x= −               (ε)

2 3( ) 3 2 1f x x x= − +      (στ) ( ) ln 1f x x x= −  

 

Άσκηση 3 Παραγώγιση σύνθετων συναρτήσεων 

Έστω οι συναρτήσεις , ( )
2

x xe e
f f x

−+
= και , ( )

2

x xe e
g g x

−−
=  ∆είξτε ότι 

( ) ( )f x g x′ =  και  ( ) ( )g x f x′ =  

 

Άσκηση 4 Παραγώγιση σύνθετων συναρτήσεων 

Αν ( ) ( )cos siny a kx b kx= +  δείξτε ότι 2 0y k y′′ + =  

 

Άσκηση 5 Παράγωγος µε αναδροµικό τύπο 

Αν ( ) cos sinf x x x= −  υπολογίστε τη συνάρτηση 
( ) ( )2000
f x  

 

Άσκηση 6 Παράγωγος άρτιας συνάρτησης 

Έστω άρτια συνάρτηση f  παραγωγίσιµη στο ℝ . ∆είξτε ότι  η f ′  είναι περιττή. 

 

Άσκηση 7 Εύρεση πρώτης παραγώγου 

Παραγωγίστε τις συναρτήσεις: 

,   0
( )

, 0

x x
f x x

x x

≥
= = 

− <
,                                       

5,    5
( ) 5

5, 5

x x
g x x

x x

+ ≥ −
= + = 

− − < −
     

2

2

,       0
( )

2,  0

x x
h x

x x

 >
= 

+ ≤
,                                          

( ] [ )
( )

2

2

,          ,0 1,
( )

2,  0,1

x x
w x

x x

 ∈ −∞ +∞
= 

− + ∈

∪
 

 

Άσκηση 8 Παράγωγος αριθµός συνάρτησης 

Με χρήση του ορισµού, βρείτε τον παράγωγο αριθµό της f , στη θέση 0x    

(α) ( ) sinf x x= , 0 0x =                   (β) ( ) 3f x x= ,  0 0x =  

(γ) ( ) 2

1

1
f x

x
=

+
, 0 2x =                 (δ) ( ) 2 2f x x x= − − , 0 1x =−  και 0 5x =  

3 2( ) 9 24 2f x x x x= − + +
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Άσκηση 9 Εύρεση πρώτης παραγώγου 

Παραγωγίστε τις συναρτήσεις:  

(α) ( ) ( )2sin 1f x x= +                  (β) ( )( ) sin 3f x x=                (γ) ( ) ( )sin xf x e=  

(δ) ( )( ) cos 3 2f x x= +                (ε) ( ) 3
cos

2

x
f x

 =  
 

            (στ) ( ) ( )3cosf x x=  

(ζ) ( )( ) sin cosf x x=                   (η) ( )3
2( ) 1f x x= +               (θ)

2

( ) xf x e=  

(ι) ( ) ( )2log 1f x x= +                   (ια)
2( ) 1f x x= +               (ιβ) ( )( ) tan 5f x x=  

(ιγ) ( ) ( )2cotf x x=                     (ιδ) 3( )f x x=                      (ιε) ( ) 1 sinf x x= +  

(ιστ)
3( ) cosf x x x= +                 (ιζ)

2( ) sinf x x x= ⋅               (ιη) 
2( ) ln xf x x x e= ⋅ ⋅  

(ιθ)
2( ) lnf x x x= ⋅                       (κ) ( ) cosxf x e x= ⋅                (κα)

3( ) xf x e x= ⋅  

(κβ) ( )5
2( ) 1f x x= +                (κγ) ( ) tan cotf x x x= −          (κδ)

4 2( ) 5 3f x x x= + +  

(κε) ( ) ( )22 sin 2 cosf x x x x x= − −     (κστ) ( )
2

x

x

e
f x =               (κζ)

2

2

1
( )

1

x
f x

x

+ =  + 
 

(κη)

2

( )
log

x
f x

x
=                      (κθ) 3 31

( ) log
3

f x x x x= ⋅ −       (κι) ( ) tanf x x=    

(λ) ( ) cotf x x=                      (λα) ( ) 1 2f x x= − +                  (λβ)
2( ) 4 3f x x x= − +  

(λγ) ( ) sinf x x=                       (λδ) ( )( ) 1 2xf x x= −                (λε) 2
( )

xe
f x

x
=  

(λστ) ( )
( )2

2

1

2
f x

x
=

−
               (λζ) ( )3

2( ) 1
x

f x x= +                 (λη)
tan

( )
x

f x
x

=  

(λθ)
sin

( )
sin

x x
f x

x x
= +             (λι)

sin
( )

1 cos

x
f x

x
=

+
                  (λκ) 

1
( )f x

x x
=

−
 

(µ) ( )
2

2 1

x
f x

x
=

−
            (µα) 

3

1
( )f x

x x
=

⋅
                   (µβ) 

2

1 1
( )

2 1
f x

x x
= −

−
 

(µγ) ( )
5 3

1
5 3

x x
f x = + +     (µδ) ( )2( ) sin cos 2f x x x= ⋅        (µε) ( ) ( )2 2sin 2f x x x= +  

(µστ) ( ) ( ) ( )2 2cos 3 sin 2f x x x= +      (µζ) ( ) cosf x x=   (µη)
2( ) sin 3

4
f x x

π = + 
 

(µθ)
( )

2

2

,           1
( )

2 ,  1

x x
f x

x x

 ≤
= 

− >
             (µι)

2 1
sin ,   0

( )

0,               0

x x
f x x

x

 ⋅ ≠
= 
 =

 

(µκ)

1
sin ,   0

( )

0,             0

x x
f x x

x

 ⋅ ≠
= 
 =
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Άσκηση 10 Εξισώσεις εφαπτοµένων 

Εύρεση εξισώσεων εφαπτόµενων ( ) ( )1 2,ε ε  στα σηµεία µε τετµηµένες 1 1x =
 

και 2 1x = −  αντιστοίχως, της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

3 2( ) 3 2f x x x x= + + . Εξετάστε αν οι ευθείες ( ) ( )1 2,ε ε  έχουν και άλλα κοινά σηµεία 

µε τη γραφική παράσταση της f  

 

Άσκηση 11 Εξίσωση εφαπτοµένης 

Εύρεση a∈ℝ  ώστε η συνάρτηση ( ) xf x a=  να έχει εφαπτοµένη την y x=     

Απάντηση 
1

ea e
 

= 
   

 

Άσκηση 12 Εξίσωση εφαπτοµένης 

Εύρεση a∈ℝ  ώστε το διάγραµµα της συνάρτησης ( )31
( )

4
f x ax x= −  να 

τέµνει τον άξονα xx′  υπό γωνία � 045ω =  Απάντηση 4a =  

 

Άσκηση 13 Εξίσωση εφαπτοµένης 

Εύρεση ευθειών της µορφής 1y ax= − , όπου a∈ℝ  που εφάπτονται στη 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 
2( )f x x=  και να δειχθεί ότι τέµνονται µεταξύ 

τους σε σηµείο του άξονα yy′  Απάντηση ( ) ( )( )0 02 1,   , 0,  1y x x y= ± − = −  

 

Άσκηση 14 Μεγιστοποίηση εµβαδού και περιµέτρου 

Από όλα τα ορθογώνια τρίγωνα µε την ίδια υποτείνουσα a , ποιο έχει: (α) 

µέγιστο εµβαδό, (β)  µέγιστη περίµετρο; 

 

Άσκηση 15 Ελαχιστοποίησης υποτείνουσας 

Από όλα τα ορθογώνια τρίγωνα µε την ίδια περίµετρο, ποιο έχει τη µικρότερη 

υποτείνουσα; 

 

Άσκηση 16 Εγγραφή κυλίνδρου σε σφαίρα 

Σε σφαίρα ακτίνας R , να εγγραφεί ορθός κύλινδρος µε µέγιστο όγκο. 

 

Άσκηση 17 Εγγραφή κυλίνδρου σε κώνο 

Σε κώνο, να εγγράψετε κύλινδρο µε µέγιστη ολική επιφάνεια. 

 

Άσκηση 18 Εγγραφή ορθού κώνου σε σφαίρα 

Σε σφαίρα ( ),RΟ , να εγγράψετε ορθό κώνο µε µέγιστη παράπλευρη 

επιφάνεια. 

 

Άσκηση 19 Εγγραφή ορθογωνίου σε τρίγωνο 

Σε τυχαίο τρίγωνο, να εγγραφεί ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε µέγιστο 

εµβαδό. 
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Άσκηση 20 Ελαχιστοποίηση εµβαδού 

Από όλους τους κώνους µε τον ίδιο όγκο, ποιος έχει τη µικρότερη 

παράπλευρη επιφάνεια;  

 

Άσκηση 21 Εγγραφή τετραγώνου σε τετράγωνο 

  Σε τετράγωνο πλευράς α, να εγγράψετε άλλο τετράγωνο µε ελάχιστο εµβαδό. 

 

Άσκηση 22 Τοπικά ακρότατα 

Εύρεση τοπικών ακρότατων των συναρτήσεων: 

(α) ( ) 3f x x ax β= − +  µε ,α β ∈ℝ       (β) ( ) sinxf x e x=  

(γ) ( ) ( )( ) 2 3 2 1 1xf x x e x x= − + − +  

 

Άσκηση 23 Ελαχιστοποίησης αποστάσεων 

Βρείτε το σηµείο της 2 6x y+ = , του οποίου το άθροισµα των τετραγώνων 

των αποστάσεων από τα σηµεία ( )3,5Α  και ( )7, 3Β − −  είναι ελάχιστο. 

 

Άσκηση 24 Σηµεία καµπής και διαστήµατα κοιλότητας 

Βρείτε τα διαστήµατα κοιλότητας και τα σηµεία καµπής των συναρτήσεων:  

(α)
3( ) 2f x x x= −                          (β) 

2

( )
1

x
f x

x
=

+
                    (γ) ( ) xf x x e= ⋅    

(δ) ( )f x x x= ⋅                             (ε) 
3 2( ) 3f x x x= −                 (στ)

1

( ) xf x x e= ⋅       

(ζ)
3 2( )f x x=                              (η)

23( ) xf x x e−= ⋅                    (θ) ( ) xf x e xηµ= ⋅      

 (ι) ( ) ln lnf x x=                          (ια) ( ) 2ln 1f x x= −             (ιβ)
ln

( )
x

f x
x

=          

(ιγ)
1

( ) ln
1

x
f x

x

− =  + 
                     (ιδ) ( )

x x

x x

e e
f x

e e

−

−

−
=

+
                (ιε) ( ) xf x x=  

(ιζ ) ( )2( ) 7 5xf x e x x= ⋅ + −      (ιη) 
3 3( )f x sin x cos x= +       (ιθ) 

5 4( ) 4 5 2f x x x= − +  

(κ) ( ) ( )4 3
( ) 1 3f x x x= − −              (κα) ( ) ,  0

a a
f x ln a

x x

 = > 
 

   

(κβ) 

22 2
( ) ,  0

a ax x
f x a

x

−
= >    (κγ) 

3 2( ) 9 24 2f x x x x= − + +  

 

Άσκηση 25 Πλευρικές παράγωγοι 

∆είξτε ότι η συνάρτηση , ( )
x

f f x e=  δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 

0 0x =  

 

Άσκηση 26 Πλευρικές παράγωγοι 

∆είξτε ότι η συνάρτηση , ( ) lng g x x=  δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 

0 1x =  

 

Άσκηση 27 Παράγωγος και απόλυτη τιµή 

Βρείτε την παράγωγο της , ( )
x

f f x
βα −= , όπου β ∈ℝ  και 0 1α< ≠  
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Άσκηση 28 Εύρεση ορίων 

Βρείτε τα όρια:  

(α) 
30

sin
lim
x

x x

x→

−
                    (β) lim

x

x

e

x→+∞
                      (γ) 

3
lim

x

x

e

x→+∞
       

(δ) 
3

lim
2xx

x

→+∞
                            (ε) 

ln
lim
x

x

x→+∞
                   (στ) 

ln
lim

xx

x x

e→+∞

+
   

(ζ) 
20

ln
lim

1x

x

x→ −
                         (η) 

0
lim

x x

x

e e

x

−

→

−

      
       (θ) 

( )2
lim

ln 1x

x

x→+∞ +
 

(ι)  
0

lim
sinx

x

x x→ +
                    (κ) 

1

1 ln
lim

( 1) lnx

x x

x x→

− −
− ⋅

        (λ) 
( )
( )0

sin
lim

sinx

ax

bx→
µε *,a b∈ℝ     

(µ) 
( ) ( )
( ) ( )0

cos cos
lim

sin sinx

ax bx

cx dx→

−

−
 µε c d≠    (ν) 

( )
( )0

cos
lim

cos

ax

bxx

e ax

e bx→

−

−  

 µε *,a b∈ℝ  

 

Άσκηση 29 Πλευρικές παράγωγοι 

Παραγωγίστε τη  συνάρτηση 

1
ln(1 2 ),  0

, ( ) 2

2 ,                       0

x x
f f x

x x

 + − < ≤
= 
 >

 

Άσκηση 30 Πλευρικές παράγωγοι 

Βρείτε τους  ,α β ∈ℝ  ώστε να είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 0 0x =  η 

2                            , 0
, ( )

(2 ) (3 )  , 0

xa e x
f f x

x x xηµ β συν

 ⋅ ≤
= 

+ ⋅ >
  

 

Άσκηση 31 Πλευρικές παράγωγοι 

Βρείτε τους ,α β ∈ℝ  για τους οποίους οι παρακάτω συναρτήσεις είναι 

παραγωγίσιµες:
3

,       
, ( )

ln ,    0

ax x e
f f x

x x e

β+ >
= 

< ≤
,         

4

2

ln ,            0    
, ( )

1,         

x x e
g g x

ax x x eβ

 < <
= 

+ + ≥
 

 

Άσκηση 32 Πλευρικές παράγωγοι 

∆είξτε ότι η 

,           0
1

, ( ) ln ,   0 1

1
,          1x

x
x

x

f f x x x x

e x
e

−

 ≤ −


= ⋅ < <

 ⋅ ≥


  δεν είναι παραγωγίσιµη στα σηµεία 

0 και 1 

 

Άσκηση 33 Ασύµπτωτες 

Εύρεση ασύµπτωτων των γραφικών παραστάσεων των  συναρτήσεων:  

(α)                    (β)              (γ)    

(δ)                 (ε)              (στ)        

2

1
( )

5
f x

x
=

+

2 1
( )

x
f x

x

+
=

3

( )
1

x
f x

x
=

−

2

1
( ) 3f x x

x
= +

2

2

1
( )

1

x
f x

x

+
=

−

3

2

1
( )

3

x
f x

x

+
=

−
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(ζ)                (η)                (θ) ( ) ( )sin 2x
f x

x
=             

(ι)                (κ)  

 

Άσκηση 34 Εύρεση παραµέτρων και όρια 

Βρείτε τους ,α β ∈ℝ  ώστε   και  

 

 

Άσκηση 35 Εύρεση παραµέτρων και ασύµπτωτες 

Βρείτε τους ,α β ∈ℝ   ώστε η γραφική παράσταση της  

να έχει ως κατακόρυφες ασύµπτωτες τις  1x = − ,  2x =  και εξετάστε αν η γραφική 

παράσταση έχει οριζόντια ή πλάγια ασύµπτωτη. 

 

Άσκηση 36 Θεώρηµα Rolle 

Με το θεώρηµα του Rolle, να δειχθεί ότι η 3 6 1 0x x+ + =  δεν µπορεί να έχει 

τρεις πραγµατικές και άνισες ρίζες. 

 

Άσκηση 37 Θεωρήµατα Rolle και µέσης τιµής 

∆είξτε ότι η , όπου ,α β ∈ℝ  έχει το πολύ δυο πραγµατικές 

ρίζες. 

 

2( ) 1f x x= + ( )
x

f x
x

συν
=

( ) 1
2

x
f x

x
= −

−

1
( )f x x

x
=− +

23 5 1
lim ( ) 0

2x

x x
ax

x
β

→+∞

 + −
− + = + 

2lim 2 0
x

ax x xβ
→−∞

 + − + + =
 

2

2

3 5
, ( )

x
f f x

x ax β
−

=
+ +

6 0x xα β+ + =


