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10.1 Εισαγωγή 

Οι διαφορικές εξισώσεις, είναι κλάδος των µαθηµατικών που οφείλει τη 

γέννηση του στη µηχανική, στην αστρονοµία και στη θεωρητική φυσική. Αρχίζουν 

να κάνουν την εµφάνισή τους από την εποχή των Newton (1642–1727) και Leibniz 

(1646–1716). Ο Newton είναι ο 1ος που χρησιµοποίησε διαφορική εξίσωση, για τη 

µελέτη της κίνησης των σωµάτων, περιοριζόµενος στις απλές µορφές ( )
dy

f y
dx

= , 

( )
dy

f x
dx

= , ( , )
dy

f x y
dx

=   O Leibniz προχώρησε περισσότερο, αναπτύσσοντας τη 

µέθοδο των χωριζοµένων µεταβλητών, των οµογενών διαφορικών εξισώσεων 1ης 

τάξης και των γραµµικών διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης.  Στον  Leibniz   

οφείλονται  οι  συµβολισµοί  της  παραγώγου 
dy

dx
 και του ολοκληρώµατος   

( )  f x dx∫ . Σκοπός της επιστήµης είναι η κατανόηση της φύσης, µέσα στην οποία 

ζούµε και µπορεί να επιτευχθεί µε τη µελέτη των φαινοµένων (φυσικών, χηµικών, 

κοινωνικών, οικονοµικών,...). Στη µελέτη αυτή, πρωταρχικό ρόλο παίζουν τα 

µαθηµατικά. Από αρχαιοτάτων ετών, είχε γίνει αντιληπτό ότι τίποτα δεν παραµένει 

σταθερό, όλα αλληλένδετα µεταβάλλονται, όπως επιγραµµατικά εκφράζει το ρητό 

του Ηράκλειτου (544–484 π.Χ.), Πάντα ρει, πάντα χωρεί και ουδέν µένει.  

Η ταχύτητα ενός σώµατος, που πέφτει υπό την επίδραση της δύναµης της 

βαρύτητας, αλλάζει µε τον χρόνο. Η αεροδυναµική αντίσταση ενός σώµατος, 

αυξάνεται µε την ταχύτητα, όχι όµως πάντα γραµµικά. Η θέση της Γης και των άλλων 
πλανητών, αλλάζει µε τον χρόνο, σε σχέση µε τον Ήλιο. Το κύρτωµα µιας δοκού, 

εξαρτάται από το βάρος που την καταπονεί. Ο όγκος µιας σφαίρας, µεταβάλλεται µε 

την ακτίνα του. Επειδή τα περισσότερα φαινόµενα είναι πολύπλοκα, είναι πρακτικά 

αδύνατο να θεµελιωθούν και να περιγραφούν πλήρως, µε µαθηµατικό τρόπο.  

Για αυτό προσπαθούµε να προσεγγίσουµε την πραγµατικότητα µε µαθηµατικά 

πρότυπα, (µοντέλα), κάνοντας ορισµένες υποθέσεις που απλοποιούν τα φαινόµενα 

και τους νόµους που τα διέπουν. Οι απλοποιήσεις αυτές ανάγονται συνήθως στην 

παράλειψη ορισµένων στοιχείων, που θεωρούµε ότι επιδρούν λίγο, ή και καθόλου, 

στην εξέλιξη του φαινοµένου. Η δηµιουργία του µαθηµατικού προτύπου γίνεται µε 

µια µαθηµατικοποίηση των αντιστοίχων νόµων, που επειδή συνήθως περιέχουν 

ρυθµούς µεταβολής ενός µεγέθους, (ποσοτικά άγνωστου), εκφράζονται µε 

παραγώγους του άγνωστου αυτού µεγέθους, οπότε το µαθηµατικό πρότυπο παίρνει τη 

µορφή µιας συναρτησιακής σχέσης που περιέχει µια άγνωστη συνάρτηση και 

ορισµένες παραγώγους της. Η συναρτησιακή αυτή σχέση ονοµάζεται διαφορική 

εξίσωση. 
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10.2 Είδη διαφορικών εξισώσεων  

∆ιαφορική εξίσωση (∆Ε), είναι µία εξίσωση που περιέχει τις παραγώγους µίας 

άγνωστης συνάρτησης. Οι ∆Ε διακρίνονται σε: 

Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις (Σ∆Ε), στις οποίες η άγνωστη συνάρτηση y

είναι συνάρτηση µίας µόνο ανεξάρτητης µεταβλητής. Π.χ. y y′′ =  

Μερικές διαφορικές εξισώσεις (Μ∆Ε), στις οποίες η άγνωστη συνάρτηση  y  

είναι συνάρτηση δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών. 

 

Εφαρµογή 1 

Βρείτε τις µερικές παραγώγους της συνάρτησης ( ) 2 3, 4 5 6 7f x y x y xy x y= + + + + +  

 2 4 5
f

x y
x

∂
= + +

∂
 ,         23 4 6

f
y x

y

∂
= + +

∂
 ,       

2

2
2

f

x

∂
=

∂
,     

2

2
6

f
y

y

∂
=

∂
,    

2

4
f

x y

∂
=

∂ ∂
,     

2

4
f

y x

∂
=

∂ ∂
 

 

10.3 Τάξη και βαθµός µίας διαφορικής εξίσωσης 

Τάξη µίας ∆Ε, ονοµάζεται η τάξη της ανώτερης παραγώγου που εµφανίζεται 

στην εξίσωση. 

Βαθµός  µίας ∆Ε, που µπορεί να γραφεί σε µορφή πολυωνύµου ως προς τη 

συνάρτηση και τις παραγώγους της, ονοµάζεται η µεγαλύτερη δύναµη στην οποία 

είναι υψωµένη η ανώτερης τάξης παράγωγος που εµφανίζεται στην εξίσωση.  

 

Εφαρµογή 2 

Βρείτε την τάξη και τον βαθµό των παρακάτω διαφορικών εξισώσεων. 

� ( )cos 0dy xy x dx+ − = , 1ης τάξης, 1ου βαθµού 

� 
2

2
5 6 7 0

d y dy
y

dx dx
+ + = , 2ης τάξης, 1ου βαθµού  

� ( )2
8 7 5 0y xy y y xy′′′ ′′ ′+ + − = , 3ης τάξης, 1ου βαθµού 

� 

22

2
4 3 7 0

d y dy dy
x y

dx dx dx

 + − = 
 

, 2ης τάξης, 1ου βαθµού 

� 

2 4
3 2

3 2
4 5 0

d y d y
xy

dx dx

   
− − =   

   
, 3ης τάξης, 2ου βαθµού  

� ( ) 3
y x y xy

−′ ′− = − ή  
( )3

1
y x

y xy
′ − =

′−
,  1ης τάξης , 4ου βαθµού  

� cosρ ρ θ′ + = , ή  2
cosρ ρ θ′ + = ,  1ης τάξης, 1ου βαθµού 

� 

22

4
2

d d

d d

ρ ρ
ρ

θ θ
 = +  
 

, ή  

4 22

2

d d

d d

ρ ρ
ρ

θ θ
   = +   

  
,  2ης τάξης, 4ου βαθµού  

� 
2

2

4
0

d y dy

dx x dx
− = , 2ης τάξης, 1ου βαθµού 

�

2
2 2

2 2
4 3 0

d y d y dy
x

dx dx dx

 
+ − = 

 
, 2ης τάξης, 2ου βαθµού  
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� 

2 4 22

2
3 6 9 12

d y dy dy
x xy x

dx dx dx

     − + = −     
    

, 2ης τάξης, 2ου βαθµού 

Αν µία ∆Ε δεν µπορεί να γραφεί σε µορφή πολυωνύµου ως προς τη 

συνάρτηση και τις παραγώγους της, τότε δεν διακρίνω τον βαθµό της. 

� 

22

2
3 3

y d y dy
e

dx dx

 + = 
 

,  2ης τάξης, δεν έχει βαθµό διότι υπάρχει ο παράγοντας ye  που 

δεν γράφεται σε µορφή πολυωνύµου 

 

10.4 Γραµµική διαφορική εξίσωση 

Γραµµική, ονοµάζεται µία ∆Ε αν είναι 1ου βαθµού ως προς τη συνάρτηση και 

τις παραγώγους της. Η γραµµική ∆Ε 1ης τάξης έχει τη µορφή ( ) ( )y p x y q x′ + =  και 

αν ( ) 0q x =  γράφεται ως ( ) 0y p x y′ + =  και ονοµάζεται οµογενής γραµµική ∆Ε 1ης 

τάξης (λύνεται µε τη µέθοδο των χωριζοµένων µεταβλητών). Π.χ. 2y y x′ − = , 

2 3xy y x′ + = , 
1

2y y
x

′ + =  

Μία γραµµική ∆Ε είναι 1ου βαθµού, ενώ µία 1ου βαθµού ∆Ε δεν είναι πάντα 

γραµµική. Π.χ. 
2 3 2 34 7 4 7

dy
x y y x y

dx
′= − ⇔ − = − , 1ης τάξης, 1ου βαθµού, όχι 

γραµµική διότι υπάρχει το 3
y  

 

Εφαρµογή στη ναυτιλία 

Η φόρτιση (και η εκφόρτιση) ενός πυκνωτή σε συστήµατα αυτοµατισµού και 

η απόσβεση των ταλαντώσεων ακολουθούν µία γραµµική διαφορική εξίσωση.  Η 

φόρτιση ενός πυκνωτή σε ηλεκτρικό κύκλωµα RC , περιγράφεται από τη σχέση 

1dV E
V

dt RC RC
+ = , όπου: 

V  η τάση στον πυκνωτή 

R  η αντίσταση 

C  η χωρητικότητα 

E  η πηγή της τάσης 

 

10.5 Επίλυση διαφορικής εξίσωσης 

Επίλυση ή ολοκλήρωση µίας ∆Ε, είναι η εύρεση της άγνωστης συνάρτησης 

της οποίας κάποιες παράγωγοι εµφανίζονται στη ∆Ε.  Αυτή η  συνάρτηση  

ονοµάζεται γενική λύση ή ολοκλήρωµα της ∆Ε. Από τη γενική λύση, δίνοντας 

συγκεκριµένες τιµές στη σταθερά, λαµβάνω διάφορες λύσεις οι οποίες κατά 

αντιδιαστολή προς τη γενική λύση, ονοµάζονται µερικές λύσεις. Οι γραφικές 

παραστάσεις των µερικών λύσεων µίας ∆Ε, ονοµάζονται ολοκληρωτικές καµπύλες 

της ∆Ε. Αντικειµενικός σκοπός της µελέτης µίας ∆Ε είναι η εύρεση των λύσεων, 

όταν αυτό είναι δυνατό και η µελέτη της ποιοτικής συµπεριφοράς τους. 

 

Εφαρµογή 3 

Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις, είναι λύσεις της ∆Ε y y′′ = ; 

(α) ( ) xy x e=     (β) ( )y x sinx=     (γ) ( ) 4 xy x e−=    (δ) ( ) 0y x =  
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(α)

( )
( )
( )

x

x

x

y x e

y x e y y

y x e

 =
 

′ ′′= = 
 ′′ = 

                     (β) 

( )
( )
( )

y x sinx

y x cosx y y

y x sinx

= 
 

′ ′′= ≠ 
 ′′ = − 

 

 

(γ)

( )
( )
( )

4

4

4

x

x

x

y x e

y x e y y

y x e

−

−

−

 =
 

′ ′′= − = 
 ′′ = 

                      (δ)  

( )
( )
( )

0

0

0

y x

y x y y

y x

= 
 

′ ′′= = 
 ′′ = 

 

 

Εφαρµογή 4 

Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις, είναι λύσεις της ∆Ε 4 4
x

y y y e′′ ′− + = ; 

(α) ( ) xy x e=                  (β) 2
( )

x
y x e=                 (γ) 2

( )
x x

y x e e= +   

(δ) 2
( )

x x
y x xe e= +         (ε) 2

( )
x x

y x e xe= +  

 

(α)

4 4

4 4 4 4

x

x

x

x x

x

y e

y e y y y e

y e

y e

y e

 = ⇒
 

′ ′′ ′= ⇒ − + = 
 ′′ = 

=

′− = −  

 

(β) 2 2

2

2

2

2 4 4 0

4

4 4

4 8

x

x

x

x

x

y e

y e y y y

y

y e

y e

e

 = ⇒
 

′ ′′ ′= ⇒ − + = 
 ′′ = 

=

′− = −  

 

(γ)

2 4 4x x xyy ee e ⇒ == + 24 xe+
22 4 4x xxy e e y e′ = + ⇒ ′− = − 28 xe−

2
4

x x
y e e′′ = +

4 4 xy y y e

 
   ′′ ′− + = 
 
  

 

 

(δ) 

2 4 4x x xy xy x e ee == + ⇒ 24 xe+
22 4 4 4x x x x xy e xe e y e xe′ = + + ⇒ ′− = − − 28 xe−

2
2 4

x xx
y e xe e′′ = + +

4 4 2 x xy y y e xe

 
   ′′ ′− + = − + 
 
  

 

 

(ε) 

2 4 4x x xy e exe y+ ⇒ == 24 xxe+
2 2 4 42x x xxy e e xe y e′− =′ ⇒ −= + + 224 8x xe xe− −

2 244 x xxy e e xe′′ = + +

4 4 xy y y e

 
   ′′ ′− + = 
 
  

 

 

10.6 ∆ιαφορικές εξισώσεις χωριζοµένων µεταβλητών 

Στις Σ∆Ε 1ης τάξης, ανήκουν οι ∆Ε χωριζοµένων µεταβλητών, των οποίων 

ζητείται να βρεθούν οι γενικές λύσεις. Υπάρχουν 2 γενικές µορφές ∆Ε χωριζοµένων 

µεταβλητών. 
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1η µορφή 

( ) ( ) ( ) ( )0A x B y y B y y A x⇔′ ′+ = = − ⇔ ( ) ( )dy
B y A x

dx
= − ⇔

( ) ( )B y dy A x dx= − ⇔ ( ) ( )  B y dy A x dx c= − +∫ ∫  

2η µορφή 

( ) ( ) ( ) ( )dy
y A x B y A x B y

dx
′ = =⇔ ⇔

( )
( )

( )
( )  

dy dy
A x dx A x dx c

B y B y
= = +⇔ ∫ ∫  

Εφαρµογή στη ναυτιλία 

Ο ρυθµός απώλειας θερµότητας από µια µηχανή στο περιβάλλον 

περιγράφεται µε τον νόµο του Newton. Μια διαχωρίσιµη εξίσωση εκφράζει την ψύξη 

µιας µηχανής ή τη διάλυση του καυσίµου. Η ψύξη µίας µηχανής περιγράφεται από τη 

διαφορική εξίσωση  ( )dT
k T T

dt
ΠΕΡ= − −  όπου:  

T   η θερµοκρασία του µετάλλου,  

TΠΕΡ  η θερµοκρασία του περιβάλλοντος, 

k  µία σταθερά. 

 

Εφαρµογή 5 

Λύστε τη ∆Ε ( ) ( )2 21 1 0x y y x y′+ + + =  

Είναι ( ) ( )2 21 1 0x y y x y′+ + + = ⇔  

( ) ( )2 21 1 0
dy

x y y x
dx

+ + + = ⇔  

( )21x y+

( )21 y+ ( )
( )

2

2

1

1y x

x
+

+

+ ( ) ( )221 1 xy+ +
0

dy

dx
= ⇔  

 
2 2

 0
1 1

x y dy

x y dx
+ = ⇔

+ +
 

2 2
  

1 1

y x
dy dx

y x
= − ⇔

+ +
 

12 2
  

1 1

y x
dy dx c

y x
= − + ⇔

+ +∫ ∫  

12 2

1 2 1 2

2
  

1 12

y x
dy dx c

y x
= + ⇔

+ +
−

∫ ∫  

( ) ( )2 21 1
1 1 1

2 2 2
ln y ln x lnc+ = − + + ⇔   

( )2

2
1

1

c
ln y ln

x
+ = ⇔

+
 

2

2
1

1

c
y

x
+ = ⇔

+
  

( ) ( )2 21 1y x c+ + =  γενική λύση της Σ∆Ε µε 
1,c c ∈ℝ  και 0c >  
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Εφαρµογή 6 

Λύστε τη ∆Ε  χωριζοµένων µεταβλητών 2y xy′= . Ποια είναι η ολοκληρωτική 

γραµµή που διέρχεται από το σηµείο ( )1,  2 ;  

Είναι 2y xy′= ⇔  

2
dy

y x
dx

= ⇔  

2

dx dy

x y
= ⇔  

1
2

dx dy
c

x y
+ = ⇔∫ ∫  

1

1

2

dx dy
c

x y
⇔+ =∫ ∫  

1
ln ln ln

2
x c y+ = ⇔  

2 2ln x ln c ln y+ ⋅ = ⋅ ⇔  

2 2
ln x ln c ln y+ = ⇔  

( )2 2
ln x c ln y= ⇔  

2 2
x c y= ⇔  

2 2xc y=  

Στη γενική λύση θέτω 1x =  και 2y = , οπότε 2 21 2 2c c= ⇔ =  

Άρα, η ζητούµενη ολοκληρωτική γραµµή είναι 2 4y x=  

 

Εφαρµογή 7 

Λύστε τη  ∆Ε ( )21 0y dx x y dy+ + ⋅ ⋅ =  

Είναι ( )21  0y dx x y dy+ + ⋅ = ⇔  

( )2 1x y dy y dx⋅ = − + ⇔  

2
 

1

y dx
dy

y x
= − ⇔

+
 

12
 

1

y dx
dy c

y x
= − + ⇔

+∫ ∫  

( )21
1

2
ln y lnx lnc+ = − + ⇔  

21
c

ln y ln
x

+ = ⇔  

2

2
1

c
y

x
+ = ⇔  

( )2 21c x y= +  
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Εφαρµογή 8 

Λύστε τη  ∆Ε ( ) ( )2 21 1 0x y dx y x dy− − − =  

Είναι ( ) ( )2 21 1 0x y dx y x dy− − − = ⇔  

( ) ( )2 21 1x y dx y x dy− = − ⇔  

2 21 1

x y
dx dy

x y
= ⇔

− −
 

12 2
  

1 1

x y
dx dy c

x y
= + ⇔

− −∫ ∫  

12 2

1 1

2 2

2 2
  

1 1

x y
dx dy c

x y
= + ⇔

− −∫ ∫  

( ) ( )2 2

2

1 1
1 1

2 2
ln x ln y lnc− = − + ⇔  

( ) ( )2 2

21 1 2ln x ln y lnc− = − + ⇔  

( ) ( )2 2

21 2 1ln x ln c y − = − ⇔   

( )2 2

21 2 1x c y− = − ⇔   

( )2 21 1x c y− = −  µε 
1 2, ,c c c ∈ℝ  και 

2 , 0c c >  

 

Εφαρµογή 9 

Λύστε τη ∆Ε 2 3y x y′ = ⋅  

Είναι 
2 3y x y′ = ⇔ 2 3dy

x y
dx

= ⇔  

2

3

dy
x dx

y
= ⇔  

2

3

dy
x dx

y
= ⇔∫ ∫  

2 3

2 3

y x
c

−

= + ⇔
−

 

3

2

1 3

2 3

x c

y

+
= ⇔

−
 

2

3

3
2

3
y

x c
− =

+
 Η γενική λύση της αρχικής ∆Ε είναι 2

3

1

3
2y

x c

−
=

+
µε 

1,c c ∈ℝ   

 

Εφαρµογή 10 

Υπολογίστε τους 
1 2,  c c ∈ℝ   ώστε η ( ) 2

1 2

x x xy x c e c x e x e= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅  να 

ικανοποιεί τις συνθήκες ( )1 1y =  και ( )1 1y′ = −  

Είναι  

� ( )1 1y = ⇔  

1 1 2 1

1 2 1 1 1c e c e e⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ = ⇔  

1 2 1c e c e e+ + =  
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� ( ) 2

1 2 2 2x x x x xy x c e c xe c e x e xe′ = + + + +  

� ( )1 1y′ = − ⇔  

2 1 11 1 1

21 21 11 2 1c e cc ee ee + + + ⋅ = −+ ⇔  

21 2 12c e c e ec e e+ + ++ = − ⇔  

21 132c ec e e+ + = −  

Ισχύει ότι 
( )
( )

1 2
1 21 2

1 2 2
1

1
2

1
11 11

2 3 1 12 3 1
2 3

c ce c cc e c e e e

c e c e e e c
c

e
c

c

 + + = + + = + + =     
⇔ ⇔ ⇔     

+ + = − −+ + = −       + + =
  

 

1 2 1 2 1 2

22 2 2

1 1 1
1 1 1

11
21

2 2
3 2 2

c c c c c c
e e e

c c c
e e

c
ee

     = − − = − − = − −          
⇔ ⇔ ⇔     

− −     + + = + = = − −
         

−


−
 

 

 

1 1

2 2

1 2 3
2 1 1

2 2
2 2

c c
e e e

c c
e e

   = + + − = +      
⇔   

   = − − = − −
      

 

 

Εφαρµογή 11 

Βρείτε τη γενική λύση της ∆Ε  
3

2

dy y

dx x

−
=         

Είναι 
3

2

dy y

dx x

−
= ⇔  

2 3dy dx

y x

−
= ⇔  

2 3
0

dy dx

y x
+ = ⇔  

1

2 3dy dx
c

y x
⇔+ =∫ ∫                                        

2 3lny lnx lnc+ = ⇔  
2 3lny lnx lnc+ = ⇔  

( )2 3ln y x lnc= ⇔  

2 3y x c=  

     Επειδή η σταθερά 
1c  είναι αυθαίρετη, µπορώ αντί για 

1c  να θέσω lnc , όπου 0c >  

άλλη αυθαίρετη σταθερά. 

 

Εφαρµογή 12 

Βρείτε τη γενική λύση της ∆Ε  ( ) ( )2 21  1  0x y dx x y dy− + + =  

Θεωρώ ότι 0xy ≠  
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( ) ( )2 21  1  0x y dx x y dy− + + = ⇔  

( )2
1x y−
2

 

x y

2

dx
x

+
( )

2

1y

x

+
 0dy

y
= ⇔  

( ) ( )2

2

1  1
 0

x y
dx dy

x y

− +
+ = ⇔  

( )2

2
 

1  1y
dy

y

x
dx c

x

−
+

+
⇔=∫∫  

2

2

2 1 1
  

 y
dy dy

y y

x x
dx c

x

− +
+ =+ ⇔∫∫ ∫  

2

2 1
1   1 dx dx dx cy

x
n

x
dy l ⇔+ =+− +∫ ∫ ∫ ∫  

1
2x lnx y lny c

x
− − + + =  

 

Εφαρµογή 13 

Βρείτε  τη γενική λύση της ∆Ε ( )3 21 0x dy x ydx+ − =  

Είναι ( )3 21 0x dy x ydx+ − = ⇔  

( )3 21 x dy x ydx+ = ⇔  

2

31

dy x
dx

y x
= ⇔

+
 

2

3
 

1

dy x
dx c

y x
= + ⇔

+∫ ∫  

2

13
 

1

1 3

3

dy x
dx c

y x
= + ⇔

+∫ ∫  

( )31
1

3
lny ln x lnc= + + ⇔  

33 1lny ln x lnc= + + ⇔  

( )33 1lny ln c x= + ⇔  

3 31y c x= +  

Επειδή η σταθερά  1c  είναι αυθαίρετη, µπορώ αντί για 1c  να θέσω lnc  όπου 0c > , 

άλλη αυθαίρετη σταθερά. 

 

Εφαρµογή 14 

Αφού βρεθεί η γενική λύση της ∆Ε 0xe dx ydy− =  να υπολογιστεί η καµπύλη 

ολοκλήρωσης της που διέρχεται από το σηµείο ( )0,  1  

Είναι 0xe dx ydy− = ⇔  
xe dx ydy= ⇔  
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1 xe dx y dy c= + ⇔∫ ∫  

2

1
2

x y
e c= + ⇔  

2

1
2 2xe y c= + ⇔  

2

1
2 2xy e c= −  

Γενική λύση 

Αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες στην ανωτέρω εξίσωση προκύπτει ότι  

2 0

1 1 1

1
1 2 2 1 2 2

2
e c c c= − ⇔ = − ⇔ =  Άρα, η ζητούµενη καµπύλη είναι 

2

1
2 2 2 1x xy e c e= − = −  ή ισοδυνάµως 2 1xy e= −  

 

Εφαρµογή 15 

Λύστε  τη ∆Ε ( )2 2 2 0x y dx x y dy− + ⋅ ⋅ ⋅ =  

Αν ( ) ( )2 2, 2f x y x y dx xydy= − +   ισχύει ότι ( ),f x yλ λ =  

( ) ( )( )2 2
2x y dx x ydyλ λ λ λ− + =  

( )2 22 2 2x y dx xydyλ λ− + =  

( ) ( )2 2 2 22 ,x y dx xydy f x yλ λ − + =   

 

Άρα, η ∆Ε ( ) ( )
( ) ( )

2 2

,,

, 2  0

N x yM x y

f x y x y dx x y dy= − + ⋅ ⋅ =
��������

 είναι  οµογενής ως προς ,x y  

βαθµού οµοιογένειας 2 

Θέτω 
y

y x y x x y x
x

ω ω ω ω ω ω′ ′ ′ ′ ′= ⇔ = ⇔ = + ⇔ = +   

και αντικαθιστώντας στην ( )22 2 0 x dx xy ydy− + = προκύπτει ότι  

 ( ) ( )22 2 2 0x xxx xdx ωω ω ω′− + + = ⇔  

2x ( )2 21 2 xω− + ( ) �
0

0
x

xω ω ω
≠

′+ = ⇔    

( ) ( )21 2 0xω ω ω ω′− + + = ⇔  

2 21 2 02
d

x
dx

ω
ωω ω− + + = ⇔   

21 2 0
d

x
dx

ω
ωω+ + = ⇔  

( )22 1
d

x
dx

ω
ω ω= − + ⇔  

 
21

2

x

dx d

ω
ω ω
+

= − ⇔  

2

2

1

dx
d

x

ω
ω

ω
−

= ⇔
+
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21

2

x

dx d

ω
ω ω
+

= − ⇔  

2

2

1

dx
d

x

ω
ω

ω
−

= ⇔
+

 

( )21lnx ln lncω= − + + ⇔  

21

c
lnx ln

ω
= ⇔

+
 

2 2 22

2 2

1
1

c c c
x

y x y

x x

ω
= = = ⇔

++
+

 

x
2cx

=
2 2 2 2

1
cx

x y x y
⇔ =

+ +
 

Άρα,  
2 2x y cx+ = , µε 0c >   

 

Ολοκληρωτική καµπύλη είναι η καµπύλη που αντιστοιχεί σε κάθε µία 

µερική λύση της ∆Ε, στο επίπεδο των ορθογωνίων αξόνων. 

Οικογένεια ολοκληρωτικών καµπυλών ή επίπεδο γένος καµπυλών, είναι το 

σύνολο των καµπυλών που προκύπτουν από τη γενική λύση της ∆Ε, στο επίπεδο των 

καρτεσιανών αξόνων. ∆ηλαδή, πρόκειται για ένα πλήθος επίπεδων καµπυλών, που 

ορίζονται από µία εξίσωση, που περιέχει µόνο µία παράµετρο της µορφής 

( )1, , 0f x y c =  

 

Εφαρµογή 16 

Λύστε  την οµογενή ∆Ε  
2 22  

dy
xy x y

dx
= +  

Η ∆Ε είναι οµογενής ως προς ,x y  µε βαθµό οµογένειας 2 

Είναι 

22
2

22 2

2

1 1

22
2

y y
x

xdy x y x

yydx x y
x

xx

   + +   +    = = =
⋅ ⋅  

 
 

    (1) 

Θέτω 
y dy du

u y x u u x
x dx dx

= = ⋅ +⇒ ⇒ =  και αντικαθιστώ στην (1) 

2 2 2 2 2
1 1 1 2 1

2 2 2 2

du u du u u u u
u x x u

dx u dx u u u

+ + + − −
+ = = − = =⇒  

Άρα, 
2

2  

1

u du dx

u x

⋅
=

−
⇒  

12

2 1
  

1

u
du dx c

u x
= ⇒+

−∫ ∫  

( )21ln u lnx lnc− − = + ⇒  

( )2

1

1
ln ln xc

u
=

−
⇒  

2

1

1
xc

u
=

−
⇒  
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2 2 2
2

2 2

1
1 1

y x y
u

xc x x

−
= − = − =  

Άρα, 
2 2

1 x y

c x

−
=  

 

Εφαρµογή 17 

Λύστε την οµογενή ∆Ε ( )2 2  0y x dx xy dy− + =  

Είναι ( ) ( )2 2,  f x y y x dx x y dy= − + ⋅      

Άρα,  ( ),f x yλ λ =  

( ) ( )2 2
 y x dx x y dyλ λ λ λ − + ⋅ =   

( )2 2 2 2  y x dx x y dyλ λ− + ⋅ =  

( )2 ,f x yλ   

Άρα, η ∆Ε είναι οµογενής ως προς ,x y  βαθµού οµογένειας  2 

Θέτω   
y

u y u x dy u dx x du
x

= ⋅ = +⇒ ⇒=  

Αντικαθιστώντας  στην αρχική εξίσωση προκύπτει ότι: 

( ) ( )2 2 2    0x u x dx x u x u dx x du− + ⋅ ⋅ + = ⇔  

2 2 22 2 3   0 dx dx dx x x uxu u x u d− + + = ⇔  

( )2 2 32 1 0x u dx x udu− + =  

∆ιαιρώ δια 2x , υποθέτοντας ότι 0x ≠ και προκύπτει ότι ( )22 1 0u dx xudu− + =  

� Αν 22 1 0u − ≠  είναι 
( )22 1u −

( )22 1

dx

x u −

x
+

 u du

x ( )2
0

2 1u
=

−
⇔  

( )2

 
0

2 1

dx u du

x u
+ =

−
⇔  

( )2

1 4

4

 
0

2 1

dx u du

x u
+ =

−
⇔  

( )2

1 4  

2 14

dx u du
c

x u
+

−
⇔=∫ ∫  

( )21
2 1

4
lnx ln u c+ − = ⇔  

( )24 2 1 4lnx ln u c+ − = ⇔  

( )4 22 1 4lnx ln u c+ − = ⇔  

( )4 22 1ln x u lnc  ′− =  ⇔  

( )4 22 1x u c′− = ⇔  

2
4

2
2 1

y
x c

x

 
′− = 

 
⇔  
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2 2 42x y x c′− =  

� Αν 
2 1 2 2 2

2 1 0
2 2 22

y
u u y x

x
⇒ ⇒− = = ± = = = ±⇒± ±  

 

Εφαρµογή 18 

Λύστε  την οµογενή ∆Ε  
2 2xdy ydx x y dx− = +  

Είναι ( ) 2 2,f x y xdy ydx x y dx= − = +  

Άρα,  ( ) ( ) ( )2 2
,   f x y x dy y dx x y dxλ λ λ λ λ λ= − = + =  

( ) ( )2 2 ,xdy ydx x y dx f x yλ λ λ− = + =  

Άρα, η ∆Ε είναι οµογενής ως προς ,x y  βαθµού οµογένειας 1 

Είναι  
2 2  x dy y dx x x

x
y d− = + ⇔

dy

xdx

xy d
−

x dx

2 2 xx dy+
=

x dx
⇔  

22 2 2 2

2
1

x ydy y y x y y y

dx x x x x x x

+ +  + + + +  


=


= =      (1) 

Θέτω 
y du

u y u x y u x
x dx

⇒ ⇒ ′= = ⋅ = +  και αντικαθιστώντας στην  (1) 

προκύπτει ότι u u
du

x
dx

+ = 21 u+ + ⇔  

 

21
du

x u
dx

= + ⇔  

21

dx du

x u
=

+
⇔  

1 21

dx du
c

x u
+ =

+
⇔∫ ∫  

( )2ln ln 1x c ln u u+ = + + ⇔  

21xc u u= + + ⇔  

2 2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1

x y y x yy y y x y y x y y
xc

x x x x x x x x x x

+ + ++
= + + + + + =+= = =  

Άρα, 2 2 2
x c y x y= + + ⇔  

          2 2 2
x c y x y− = + ⇔  

         ( )2
2 2 2x c y x y− = + ⇔  

          4 2 2x c y+ 2 2 22x cy x y− = + ⇔  

          
4 2 2 22x c x cy x− = ⇔  

           
2 2 2 1x c cy− = ⇔  

           
2 2 1 2x c cy− = ⇔  
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2 2 1

2

x c
y

c

−
=  όπου c∈ℝ  µε 0c >  

 

10.7 Ακριβείς διαφορικές εξισώσεις  

Εξισώσεις της µορφής ( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ = είναι ακριβείς  αν  
M N

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

Εφαρµογή στη ναυτιλία 

∆υναµικά συστήµατα σε θερµοδυναµική ανάλυση (θερµοδυναµικές 

διεργασίες) πλοίων, όπου οι εξισώσεις της ενέργειας (ενεργειακές ισορροπίες) 

προκύπτουν από ακριβείς διαφορικές σχέσεις. 

 

Εφαρµογή 19 

Να λυθεί η ∆Ε ( ) ( )2 2 23 4 2 3 0x xy dx x y dy+ + + =  

Είναι 
M N

4x
y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
, άρα η ∆Ε είναι τέλειο διαφορικό και η γενική της λύση δίνεται 

από τον τύπο: ( ) ( )
0 0

0,  ,  

yx

x y

M x y dx N x y dy c+ =∫ ∫  δηλαδή  

( ) ( )2 2 2 3 2 3

0 0

3 4  2 0 3  2

yx

x xy dx y dy c x x y y c+ + ⋅ + = ⇔ + + =∫ ∫  

 

10.8 Οµογενείς διαφορικές εξισώσεις 

Είναι της µορφής 
dy y

F
dx x

 =  
 

 και µετασχηµατίζονται µε την αντικατάσταση y ux=  

 

Εφαρµογή στη ναυτιλία 

Στη µηχανική των ρευστών, για να περιγραφεί η αναλογία ταχύτητας / 

απόστασης σε συγκεκριµένα µοντέλα ροής, γύρω από το κύτος του πλοίου. 

 

10.9 Εφαρµογές στη ναυτιλία 

Η ναυτιλία και η ναυπηγική επιστήµη αποτελούν τοµείς που συνδυάζουν την 

τεχνολογία, την επιστήµη και τις πρακτικές εφαρµογές σε ένα περιβάλλον µε υψηλές 

απαιτήσεις αξιοπιστίας και ασφάλειας. Από τον σχεδιασµό και την κατασκευή των 

εµπορικών πλοίων, µέχρι τη λειτουργία των µηχανών τους, τη φόρτωση, την 

ευστάθεια και τα συστήµατα επικοινωνιών, η ανάγκη για ακριβή πρόβλεψη, έλεγχο 

και βελτιστοποίηση, είναι συνεχής. Σε αυτό το πλαίσιο, οι διαφορικές εξισώσεις 1ης 

τάξης αποτελούν ένα θεµελιώδες εργαλείο, διότι περιγράφουν µε απλό αλλά ισχυρό 
τρόπο τις σχέσεις που διέπουν µεταβαλλόµενα φυσικά µεγέθη και µεταβαλλόµενες 

διεργασίες. ∆ηλαδή, δεν µας λένε µόνο σε ποια κατάσταση είναι ένα σύστηµα, αλλά 

και µε ποιον τρόπο αλλάζει η κατάσταση του µε τον χρόνο ή µε κάποια άλλη 

µεταβλητή. Στα πλοία, οι εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων είναι σχεδόν 

παντού.  

Μία διαφορική εξίσωση 1ης τάξης, είναι µία εξίσωση που συνδέει µία 

άγνωστη συνάντηση ( )y x  µε την 1η παράγωγο 
dy

dx
.  Η γενική µορφή είναι 

( ),
dy

f x y
dx

= . Η εξίσωση αυτή δηλώνει ότι ο ρυθµός µεταβολής του µεγέθους y  
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εξαρτάται από το ίδιο το µέγεθος ή και από την ανεξάρτητη µεταβλητή x . Στη 

ναυτιλία το x µπορεί να εκφράζει τον χρόνο (π.χ. ώρες λειτουργίας µηχανής), ενώ το 

y  µπορεί να είναι ένα µέγεθος όπως η θερµοκρασία ενός κυλίνδρου, η ταχύτητα του 

πλοίου ή η ηλεκτρική ένταση σε ένα κύκλωµα. Οι διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξης, 

αποτελούν τη βάση για: 

� Προσοµοιώσεις µε τη βοήθεια των υπολογιστών (π.χ. Computational Fluid 

Dynamics – CFD). 

� Αυτόµατα συστήµατα ελέγχου σε µηχανές και σε ηλεκτρικές εγκαταστάσεις, 

διότι αναπαριστούν το πώς µεταβάλλεται το ηλεκτρικό ρεύµα σε έναν κινητήρα κατά 

την εκκίνηση. 

� Προβλέψεις κατανάλωσης καυσίµων και βελτιστοποίησης της πορείας. 

� Ανάλυση του ρίσκου, σε ακραίες καιρικές συνθήκες. 

Συνεπώς, η γνώση και η κατανόηση των διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης είναι 

απαραίτητα για όσους ασχολούνται µε την κατασκευή και τη λειτουργία των 

εµπορικών πλοίων. 

 

10.9.1 Ναυπηγική 

Χρησιµοποιούνται για: 

� την ανάλυση της κίνησης του πλοίου στο νερό (το πλοίο δεν είναι σταθερό, 

αλλά αντιδρά σε φορτίσεις, κυµατισµούς και µεταβολές του φορτίου),  

� την εκτίµηση του κυµατισµού, 

� τη µελέτη των δυνάµεων που αναπτύσσονται στο κύτος του πλοίου διότι 

περιγράφουν το πώς αυξάνεται (ή µειώνεται) η µετατόπιση του, όσο φορτώνεται (ή 

ξεφορτώνεται) σταδιακά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10.9.2 Ναυτική µηχανολογία 

Μοντελοποιούν τις θερµικές και τις µηχανικές διεργασίες στις µηχανές 

εσωτερικής καύσης (ΜΕΚ), στους κινητήρες AC/DC, στις γεννήτριες, στα 

συστήµατα ισχύος, στους λέβητες, στα συστήµατα ψύξης, στα συστήµατα λίπανσης 

και δείχνουν το πώς µεταβάλλεται η πίεση στον κύλινδρο της µηχανής, κάθε χρονική 

στιγµή. Οι µηχανές, µας ενδιαφέρουν στη σταθερή τους λειτουργία, στο πώς 

ανεβάζουν στροφές, πως ψύχονται, πως λιπαίνονται, πως αλλάζει η πίεση του 

καυσίµου σε κάθε φάση της λειτουργίας τους, δηλαδή µας ενδιαφέρει η δυναµική 

τους.  

 

 

 

 

 

 

 
Εξαεριστήρας πλοίου 

Οι 2 βάρκες κινδυνεύουν να συγκρουσθούν µεταξύ τους 
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10.9.3 Ευστάθεια 

Περιγράφουν τις µεταβολές του κέντρου βάρους (κ.β.), του κέντρου άνωσης 

(κ.α.), της γωνίας κλίσης και της στατικής ευστάθειας, υπό την επίδραση του φορτίου 

και του κυµατισµού (free surface effect). Η επιτάχυνση του πλοίου, σε σχέση µε την 

ισχύ της µηχανής, είναι µία διαφορική εξίσωση που συνδέει την ταχύτητα µε την 

αντίσταση του νερού.  

Η ευστάθεια του πλοίου, είναι ένα κρίσιµο χαρακτηριστικό για τη διασφάλιση 

της αξιοπλοΐας του και αναφέρεται στην ικανότητα του να ανακτά τη σωστή του θέση 

(εµφάνιση ροπής επαναφοράς), όταν έχει πάρει κλίση λόγω των εξωτερικών 

δυνάµεων που του ασκούνται ή και της κατανοµής του φορτίου του (µεταβάλλεται η 

θέση του µετάκεντρου Μ).   

 

10.9.4 Φόρτωση 

Στη διαχείριση του φορτίου, προς αποφυγή της υπερφόρτωσης ή της 

ανισόρροπής κατανοµής του βάρους που δύναται να προκαλέσουν την εµφάνιση 

ροπής ανατροπής (µετατόπιση της θέσης του µετάκεντρου Μ). Στην ευσταθή 

πλεύση, το µετάκεντρο Μ, είναι πάνω από το κέντρο βάρους Κ, οπότε εµφανίζεται 

ροπή επαναφοράς. Στην ασταθή πλεύση, το µετάκεντρο Μ, είναι κάτω από το 

κέντρο βάρους Κ, οπότε εµφανίζεται ροπή ανατροπής. 

 
                                                                       Ευσταθής πλεύση 

 

 

Ασταθής πλεύση 

 

 

Ότι ισχύει για τα πλοία, ισχύει και για τα υποβρύχια 
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Συχνά, η φόρτωση ενός πλοίου περιγράφεται µέσω µίας κατανοµής του 

βάρους ( )w x  η οποία εξαρτάται από την απόσταση x  από την πλώρη του πλοίου. 

Αυτή η κατανοµή του βάρους, περιγράφεται από την διαφορική εξίσωση 1ης τάξης  

( ) ( )
dW x

x
dx

ω= , όπου: 

( )W x  το συνολικό βάρος µέχρι το σηµείο x  

( )xω  η κατανοµή του βάρους, ανά µονάδα µήκους 

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης, επιτρέπει τον υπολογισµό του συνολικού 

βάρους ανά τµήµα του πλοίου ώστε να διασφαλισθεί ότι η κατανοµή του βάρους 

είναι οµοιόµορφη και σωστή. 

 

10.9.5 Επικοινωνίες 

Στις επικοινωνίες (δορυφορικές επικοινωνίες, GMDSS, GPS, radar), 

χρησιµοποιούνται για τη µαθηµατική αναπαράσταση της διάδοσης των 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, για την εξασθένηση του σήµατος και για την απόκριση 

των φίλτρων RC/RL. Στις επικοινωνίες, το ραδιοσήµα (ραδιοκύµατα) φτάνει στο 

πλοίο µε απώλειες που περιγράφονται από απλές διαφορικές σχέσεις.  

 

10.9.6 Επικοινωνίες 

Πρέπει να γνωρίζουµε πώς εξελίσσεται το ρεύµα σε ένα κύκλωµα όταν 

συµβαίνει µια διαταραχή (π.χ. βραχυκύκλωµα, εκκίνηση κινητήρα). Οι διαφορικές 

εξισώσεις 1ης τάξης χρησιµοποιούνται για την ανάλυση και για τη σχεδίαση 

ηλεκτρικών κυκλωµάτων που περιλαµβάνουν συστήµατα επαγωγής και ροής 

ενέργειας.  

 

10.9.7 Υδροδυναµική αντίσταση 

Η ροή του νερού γύρω από το πλοίο, περιγράφεται από τις πολύπλοκες (διότι 

περιλαµβάνουν πολλές παραµέτρους) εξισώσεις Navier – Stokes, των οποίων η 

γενική µορφή είναι η  2v
v v p v f

t
ρ µ

∂ + ⋅ ∇ = −∇ + ⋅ ∇ + ∂ 
 όπου: 

ρ  η πυκνότητα του νερού 

v  το διανυσµατικό πεδίο της ταχύτητας της ροής 

p η πίεση του νερού 

µ  το ιξώδες του νερού 

f  οι εξωτερικές δυνάµεις (π.χ. βαρύτητα, δυνάµεις από τα κύµατα) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ρευµατικές γραµµές γύρω από σφαίρα που ακινητεί 
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10.9.8 Υδροδυναµική βελτίωση 

Η αντίσταση του νερού που ασκείται στο πλοίο, εξαρτάται από το σχήµα του  

και από την ταχύτητα του µέσα στο νερό. Η διαφορά πίεσης µεταξύ της πλώρης και 

της πρύµνης και η αλληλεπίδραση του πλοίου µε τα κύµατα, επηρεάζουν την 

αντίσταση. Η αντίσταση περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση  
21

2
dR C Aρυ=   

όπου:  R  η αντίσταση του πλοίου 

ρ  η πυκνότητα του νερού 

υ  η ταχύτητα του πλοίου 

dC  ο συντελεστής της αντίστασης 

A η επιφάνεια του πλοίου που έρχεται σε επαφή µε το νερό 

Η ελαχιστοποίηση της αντίστασης επιτυγχάνεται µέσω της βελτιστοποίησης του 

σχήµατος του πλοίου, της κατανοµής του βάρους και της χρήσης ειδικών 

τεχνολογιών και χρωµάτων προς µείωση των τριβών.  

Ρευµατικές γραµµές γύρω από σφαίρα που περιστρέφεται 

Ρευµατικές γραµµές γύρω από σφαίρα που εκτελεί µεταφορική και περιστροφική κίνηση 

Στα σηµεία 1 και 2, το ρευστό έχει την ίδια ταχύτητα 

 

Βολβός πλοίου. Η διαφορά ταχυτήτων στην πάνω και στην κάτω επιφάνεια, προκαλεί την 

εµφάνιση της δυναµικής άνωσης 
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Στο κουτάλι ασκείται οριζόντια δύναµη προς τη βρύση 

 

Στην πίσω πλευρά της κινούµενης σανίδας, σχηµατίζονται στρόβιλοι 

Η ροή του καπνού αρχικά είναι στρωτή και µετά τυρβώδης 
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10.9.9 Ανάλυση κυκλωµάτων και ενεργειακή απόδοση 

Η διάταξη ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος του πλοίου µπορεί να αναλυθεί µέσω 

της εξίσωσης RL που ακολουθεί ( )dI
L RI V t

dt
+ = , όπου: 

L  η αυτεπαγωγή του κυκλώµατος 

R η αντίσταση  

I  το ρεύµα 

( )V t  η τάση που εφαρµόζεται 

Αυτή η εξίσωση χρησιµοποιείται για την ανάλυση της συµπεριφοράς του ηλεκτρικού 

ρεύµατος  και για την εκτίµηση των απωλειών ενέργειας που προκαλούνται από την 

αντίσταση και από την αυτεπαγωγή.  

 

10.9.10 ∆ιαχείριση του συστήµατος τροφοδοσίας 

Η τροφοδοσία των διαφόρων συστηµάτων του πλοίου (π.χ. φωτιστικά, 

µηχανές, συστήµατα ελέγχου) απαιτεί τη χρήση διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης για 

την αποδοτική  διαχείριση της ενέργειας και την εξισορρόπηση των φορτίων. Για την 

ανάλυση της σταθερότητας (ή της µεταβολής) της τάσης στο ηλεκτρικό σύστηµα, 

χρησιµοποιείται η εξίσωση  in outdV P P

dt C

−
= , όπου: 

inP  η ισχύς εισόδου στο σύστηµα 

outP  η ισχύς εξόδου στο σύστηµα 

C η χωρητικότητα της µπαταρίας ή του συσσωρευτή 

Στη δεξιά µεριά της πλάκας και µέσα στον αύλακα  η ροή είναι τυρβώδης 

Στρόβιλος που αποσπάται από το πίσω µέρος σφαίρας κατά τη ροή πραγµατικού 

ρευστού 
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10.9.11 ∆ίκτυα επικοινωνίας και καθυστερήσεις 

Η µετάδοση σήµατος και η καθυστέρηση στα δίκτυα επικοινωνίας των 

πλοίων, περιγράφονται  από διαφορικέ εξισώσεις που αναλύουν τη συµπεριφορά των 

σηµάτων, κατά τη διάρκεια της µετάδοσης. Η καθυστέρηση και ο φόρτος του 

δικτύου, υπολογίζονται από την εξίσωση 
dL

aL bR
dt

= − + , όπου:   

,a b  συντελεστές 

L  η καθυστέρηση του δικτύου 

R  ο φόρτος του συστήµατος 

Στόχος είναι η αποφυγή καθυστερήσεων και αποτυχιών στην επικοινωνία µεταξύ των 

πλοίων ή µεταξύ των κεντρικών µονάδων ελέγχου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 20 

Να βρεθεί η καµπύλη ( )c , που η εφαπτοµένη σε τυχόν σηµείο της ( ),M x y  

είναι ανάλογη της νης  δύναµης της τετµηµένης.  

Επειδή το µήκος της εφαπτοµένης είναι 
dx

y
dy

, η διαφορική εξίσωση που ζητώ είναι η  

1
.

v

v

dx dy dx
y kx

dy y k x
= ⇔ = ⇔  

1 vdy
x dx

y k

−= ⇔∫ ∫  

11
ln .

1

vx
y c

k v

−

= + ⇔
−

 

1

1

1
ln . ln

1

vx
y c

k v

−

= + ⇔
−

 

( )

1

1
11

ln .
1

vxv
k vy x

y c e
c k v

−
−

−= ⇔ = ⋅
−

 

 

Εφαρµογή 21 

Υλικό σηµείο αφήνεται να πέσει σε υγρή µάζα χωρίς αρχική ταχύτητα. Η 

αντίσταση της µάζας είναι τέτοια, που η επιτάχυνση γ και η ταχύτητα υ συνδέονται µε 

τη σχέση  4 .gγ υ= −  Ποια είναι η εξίσωση της κίνησης; 

Επειδή 
d

dt

υ
γ = , η  4gγ υ= −  γίνεται  4

4

d d
g dt

dt g

υ υ
υ

υ
= − ⇔ =

−
 

Ολοκληρώνοντας,  έχω ( )4 4l g t gη υ− = − + ⇔  

Τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα ανακλώνται στην ιονόσφαιρα και επιστρέφουν στη Γη 
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44 tg g eυ −− = ⋅ ⇔ ( )41
4

tg
eυ −= −  

Επειδή 
ds

dt
υ = , η ( )41

4

tg
eυ −= −  δίνει τη διαφορική εξίσωση 

( )41
4

tds g
e

dt

−= −   που όπως και η 
4

d
dt

g

υ
υ

=
−

,  είναι χωριζοµένων µεταβλητών. 

Ολοκληρώνοντας την, παίρνω ( )44
16

tg
s t e c−= + +           

Υποθέτοντας ότι 0s =   για 0t = , βρίσκω 1c = −  οπότε η εξίσωση της κίνησης  είναι 

( )44 1
16

tg
s t e−= + −  Από την ( )41

4

tg
eυ −= − παρατηρώ ότι, όταν t → ∞  , τότε η 

ταχύτητα έχει lim
4t

g
υ

→∞
=  

 

Εφαρµογή 22 

∆ύναµη F ασκείται σε ένα υλικό σηµείο Μ µάζας m  και το αναγκάζει να 

κινείται ευθύγραµµα πάνω στη διεύθυνση επενέργειας της. Στο Μ εφαρµόζεται 

επίσης µια αντίδραση R, ανάλογη µε της ταχύτητάς του. Με τις αρχικές συνθήκες 

( )0 0υ =  να βρεθεί η ταχύτητα του Μ για κάθε χρονική στιγµή t. 

Το Μ δέχεται µια δύναµη Fολ   που είναι η συνισταµένη των F, R δηλαδή  

F Fολ αυ= −  όπου 0α =  συντελεστής αναλογίας της ταχύτητας.  

Από τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής είναι 
d

m F
dt

υ
αυ= − . Αυτή η 

διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών,  γίνεται  
d

m dt
F

υ
αυ

=
−

  

Ολοκληρώνοντας έχω   
( )d Fm

dt
a F

αυ
αυ

−−
= ⇔

−∫ ∫   

( )ln
m

F t c
a

αυ
−

− = + ⇔ ( )ln
at ac

F
m m

αυ
−

− = − ⇔  

( )a
t c

mF eαυ
−

+
− = ⇔

( )a
t c

mF e

a
υ

−
+

−
=                                         

Για να προσδιορίσω τη c , αντικαθιστώ τις αρχικές συνθήκες στη 

( )a
t c

mF e

a
υ

−
+

−
=  και βρίσκω ln

m
c F

a

−
=   Αντικαθιστώ αυτή την τιµή στη 

( )a
t c

mF e

a
υ

−
+

−
= και  παίρνω τη ζητούµενη συνάρτηση της ταχύτητας. 
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Γεννήτρια έχει ηλεκτρεγερτική δύναµη (ΗΕ∆) 100V και συνδέεται σε σειρά, 

µε αντίσταση 10 Ω και µε επαγωγική αντίσταση 2 H. Αν ο διακόπτης Κ είναι 

κλειστός τη χρονική στιγµή 0t = , να βρεθεί η διαφορική εξίσωση του ρεύµατος και 

να προσδιοριστεί η ένταση ως προς τον χρόνο t. 
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                                                            Ηλεκτρικό κύκλωµα RL 

     

Αν Ι το ρεύµα (σε A) που διατρέχει το κύκλωµα, έχω  

� Τάση τροφοδοσίας 100V 

� Πτώση τάσης από την ωµική αντίσταση 10
R

E I R I= ⋅ = ⋅    

� Πτώση τάσης από την επαγωγική αντίσταση 2L

dI dI
E L

dt dt
= = .  

� Από τον αντίστοιχο κανόνα του Kirchhoff 
dI

E L R I
dt

= + ⋅ ⇔  

100 2 10
dI

I
dt

= + ⇔ 50 5
dI

I
dt

= + ⇔ 5 50 0
dI

I
dt

+ − =     

Εφόσον ο διακόπτης είναι κλειστός τη χρονική στιγµή 0t = , πρέπει να είναι 0I =  

Η 5 50 0
dI

I
dt

+ − = είναι γραµµική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης µε  ( ) 05g t t= , 

( ) 050h t t= − οπότε ( ) 1 5 5g t dt dt t c= = + ⇔∫ ∫
( )  5g t dt te e∫ =  , 

( ) 5g t dt te e
− −∫ =  ,  

( ) ( )  5 5

250 10
g t dt t th t e dt e dt e c∫ = − = − +∫ ∫                        

Άρα, η γενική λύση της 5 50 0
dI

I
dt

+ − = είναι ( )5 5 5

210 10t t tI e c e ce− −= + = +             

Εφόσον τη χρονική στιγµή 0t =   είναι 0I = , η 
5 10tI ce−= +   δίνει 10c = −   

Άρα, ( )510 1 tI e−= −  
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Ηλεκτρικό κύκλωµα περιλαµβάνει σε σειρά πηνίο µε συντελεστή 

αυτεπαγωγής L , ωµική αντίσταση R , ηλεκτρική πηγή ΗΕ∆  E  και διακόπτη ∆ . Να 

βρεθεί το ρεύµα i  που διαρρέει το κύκλωµα κάθε χρονική στιγµή, αµέσως µετά το 

κλείσιµο του διακόπτη.  

Μόλις κλείσει ο διακόπτης, δηλαδή µόλις κυκλοφορήσει ρεύµα στο κύκλωµα, 

τότε εµφανίζονται οι τάσεις: α) στα άκρα του πηνίου  
di

L
dt

 

                                               β) στα άκρα της αντίστασης Ri  

Εφαρµόζοντας τον κανόνα του Kirchhoff για τη τάση,  έχω 
di

L Ri E
dt

+ = ⇔

di R E
i

dt L L

−
= +

  
Η  

di R E
i

dt L L

−
= +  είναι γραµµική, οπότε η γενική της λύση είναι 

R R
dt dt

L L
E

i e c e dt
L

−  ∫ ∫= + 
 

∫  ή  
R R

t t
L L

E
i e c e

R

−  
= + 

 
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      Για να προσδιορίσω τη σταθερά c , αντικαθιστώ στην 
R R

t t
L L

E
i e c e

R

−  
= + 

 
τις 

αρχικές συνθήκες που είναι ( )0 0c =  και παίρνω 
E

c
R

= −  .  Άρα,  η µερική λύση της 

di R E
i

dt L L

−
= + είναι 1

R
t

LE
i e

R

 
= − 

 
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  Το δοχείο του σχήµατος, χωρητικότητας 
3 V m  είναι  γεµάτο καθαρό νερό και 

οι στρόφιγγες 1 2 3, ,Σ Σ Σ  είναι κλειστές. Αν το νερό που παρέχει στο δοχείο η  1Σ  είναι 

καθαρό, ενώ η 2Σ  αναµειγµένο µε αλάτι υπό αναλογία 
3

gr

cm

α
β

 και οι παροχές  των 

1 2,Σ Σ είναι  
3

 
sec

cm
β  ενώ της 3Σ  είναι 

3

2  
sec

cm
β , να βρεθεί η ποσότητα του άλατος στο 

δοχείο, µετά από χρόνο  sect  από το ταυτόχρονο άνοιγµα των 1 2 3, ,Σ Σ Σ . Υποθέτω 

ότι κάθε στιγµή η ανάµειξη άλατος και νερού είναι τέλεια και ότι η ροή είναι 

οµοιόµορφη. 

Αν η στιγµή του ταυτόχρονου ανοίγµατος των 1 2 3, ,Σ Σ Σ   είναι η αρχή 

µέτρησης του  χρόνου υποθέτω ότι µετά πάροδο   sect υπάρχουν στο δοχείο x  gr 

αλάτι. Τότε, η ανά µονάδα όγκου περιεχόµενη στο δοχείο ποσότητα (ή συγκέντρωση)  

άλατος είναι  
x

V
 Άρα, η ζητούµενη διαφορική εξίσωση διατυπώνεται ως εξής 

2
dx x

a
dt V

β= − , 0 x≤ < +∞  ή 2 0
dx x

a
dt V

β+ − =   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η  2 0
dx x

a
dt V

β+ − = είναι γραµµική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης µε 

( ) 01
2g t t

V
β= , ( ) 0h t at= −  οπότε η γενική λύση της είναι  

2
2

2

t
VaV ce

x
β

−
−

=  µε 

0 t≤ < +∞  και 0c ≠  Αν 0c =   τότε έχω µια µερική λύση, την 
2

aV
x

β
= .  Στο παρών 

∆εξαµενή νερού µε 3 στρόφιγγες 
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πρόβληµα, πρέπει για 0t =  να έχω 0x = , οπότε η 

2
2

2

t
VaV ce

x
β

−
−

= δίνει  c aV=  

Άρα, η λύση του προβλήµατος δίνεται από τον τύπο 
2

1
2

t
V

aV
x e

β

β

− 
= − 

 
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Έστω ότι ο συντελεστής ειδικής θερµότητας του ατµοσφαιρικού αέρα κατά τη 

µετατροπή υπό σταθερή πίεση, είναι c a tβ′ = +  όπου 0, 241α =  και 0,0000313β = . 

Ποια ποσότητα Q θερµίδων απαιτείται για την ανύψωση της θερµοκρασίας 

1 kg  ατµοσφαιρικού αέρα, υπό σταθερή πίεση, από 0

1 20  t C= σε 0

2 780  t C= ; 

Το όριο του 
Q

t

∆
∆

 όταν το ∆t→0 ονοµάζεται συντελεστής ειδικής θερµότητας, που σε 

κάποια θερµοκρασία t , δίνεται από τον τύπο 
dQ

dt
λ =   

Είναι 'c a tλ β= = + ⋅  και ο τύπος 
dQ

dt
λ =  γίνεται 

dQ
a t

dt
β= + ⋅   

Η 
dQ

a t
dt

β= + ⋅  είναι µια διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών και η 

λύση της είναι ( ) ( ) ( ) ( )2

1

2 2 2 1
2 1 2 1 2 1

2 2

t

t

t t
Q a tq dt a t t t t a t t

β
β β

+ = + = − + − = + − 
 ∫  

Αν θέσω 2 1

2

t t
tµ

+
= , οπότε η ( )2 1

2 1
2

t t
Q a t tβ

+ = + − 
 

γίνεται 

( ) ( ) ( )2 1 2 1Q a t t t c t tµ µβ ′= + − = −  όπου cµ′  ο συντελεστής της µέσης ειδικής 

θερµότητας  και βρίσκω
 

0,25352c tµ µα β′ = + =  οπότε 192,675 Q cal=  
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Κυλινδρικό δοχείο περιέχει υγρό και περιστρέφετε περί τον άξονα του, 

κατακόρυφα, µε µεγάλη ταχύτητα. Να βρεθεί η εξίσωση της καµπύλης της υγρής 

επιφάνειας του, όταν η σταθερή γωνιακή ταχύτητα µε την οποία περιστρέφεται το 

δοχείο είναι ω.  

Κατά την περιστροφή το υγρό, στο κέντρο θα πλησιάζει προς τον πυθµένα, 

ενώ στα τοιχώµατα θα τείνει να υψωθεί προς τα χείλη του δοχείου, λόγω της 

αδράνειας. Έστω µικρή µάζα m  του υγρού, που απέχει από τον άξονα απόσταση x . 

Στη µάζα m  επιδρούν δυο δυνάµεις: 

� Το βάρος της B mg= , µε διεύθυνση κατακόρυφη προς τα κάτω  και  

� Η φυγόκεντρος δύναµης 2
F m xωΦ = , µε οριζόντια διεύθυνση. 



28 

 

Στέφανος  Ι.  Καρναβάς, Μαθηµατικός (ΜΕd, PhD), Επίκουρος Καθηγητής 

 

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   

 

 

 

Υπό την επενέργεια αυτών των δύο δυνάµεων η m  παραµένει στη θέση αυτή 

(σε απόσταση x   από τον άξονα και στο  ίδιο ύψος από τον πυθµένα). Επίσης, λόγω 

της σταθερής ταχύτητας ω, η µορφή της επιφάνειας του υγρού παραµένει σταθερή. 

Άρα, η συνισταµένη F, των δύο αυτών δυνάµεων θα είναι κάθετη επί το εφαπτόµενο, 

στο αντίστοιχο σηµείο, επίπεδο της επιφάνειας του υγρού.  Όπως προκύπτει από το 

σχήµα για τις γωνίες ω θ εϕω εϕθ= ⇔ =     

Αν η καµπύλη επιφάνειας του υγρού είναι της µορφής ( )y f x= , έχω 

dy

dx
εϕω =  και  

2F x

B g

ω
εϕθ Φ= =

 

 οπότε η εϕω εϕθ= , από τις 
dy

dx
εϕω = και 

2x

g

ω
εϕθ = , γίνεται  

2dy x

dx g

ω
=      

Η 

2dy x

dx g

ω
= είναι µία διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών και 

γράφεται 

2x
dy dx

g

ω
=  που ολοκληρώνοντας την παίρνω την 

2
2

2
y x c

g

ω
= +  η οποία 

είναι µία παραβολή µε άξονα Oy  
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Ο πληθυσµός µιας χώρας διπλασιάζεται κάθε 50 έτη. Σε  πόσα χρόνια θα 

τριπλασιαστεί, αν η ταχύτητα, µε την οποία αυξάνεται, είναι ανάλογη προς τον 

αριθµό των κατοίκων της χώρας; 

Έστω x  ο πληθυσµός κατά τον χρόνο t  και 0x   ο πληθυσµός της τον χρόνο 

0t  . Αν στο χρονικό διάστηµα dt , η αύξηση του πληθυσµού είναι dx , τότε η ταχύτητα 

αύξησης  είναι 
dx

dt
. Αν k  είναι ο συντελεστής αναλογίας, τότε σύµφωνα µε το 

πρόβληµα,  έχω 
dx

kx
dt

=  που είναι διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών και 

γίνεται ,
dx

k dt
x

= ⋅  µε ολοκλήρωµα 
ktx ce=  

Για να υπολογίσω το k , για  0t =  είναι 0x x= , άρα 
0 0

kt
x c x x e= ⇔ =  

Περιστροφή δοχείου µε υγρό, περί κατακόρυφο άξονα 
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Από τα δεδοµένα έχω ότι αν  50t =  τότε 02x x= ⋅  άρα, από 
0

kt
x x e=  έχω  

50 50

0 02 2
k k

x x e e= ⇔ =  

Στο τέλος της ζητούµενης περιόδου t , πρέπει να είναι  03x x=  οπότε η 

ktx ce=  δίνει 
( )5050 50 503 3 3

k tkt kte e e= ⇔ = ⇔ =  οπότε από την 
50 2ke = προκύπτει ότι 

log3
log 2 50log3 50 79

log 2
t t t= ⇔ = ⇔ =  

  Άρα,  ο πληθυσµός θα τριπλασιασθεί µετά από 79 έτη. 
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Να βρεθεί η εξασθένηση της έντασης J  των ακτινών Rontgen, όταν 

διαπερνούν ένα σώµα πάχους x  ενός οµογενούς υλικού. 

Η εξασθένηση της έντασης των ακτινών οφείλεται στην απορρόφηση µέρους 

της ενέργειας τους, δηλαδή µέρους του αριθµού φωτονίων, από το υλικό. Έχει 

διατυπωθεί ότι η εξασθένηση των ακτινών είναι ανάλογη µε το πάχος του υλικού 

καθώς και µε την ένταση J  αυτών. Αν οι ακτίνες περάσουν από ένα στρώµα πάχους 

x∆  του υλικού, θα µειωθεί η ένταση τους κατά ∆J, που θα είναι J KJ x∆ = − ∆   

 

 

 

 

 

 

 

                                        

Το Κ λέγεται γραµµικός συντελεστής εξασθένησης και εξαρτάται από τη 

φύση του υλικού. Το πρόσηµο – σηµαίνει τη µείωση.  

Η J KJ x∆ = − ∆ γράφεται 
J

KJ
x

∆
= −

∆
 και η οριακή της τιµή είναι 

dJ
KJ

dx
= −   

Η 
dJ

KJ
dx

= −  είναι µια διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών οπότε γράφεται 

dJ
Kdx

J
= −  και ολοκληρώνοντας παίρνω ln J Kx c= − + ⇔ eKx cKx cJ e e− +− += = ⇔

1

KxJ c e−=  όπου  1

cc e=
  

Για να προσδιορίσω τη σταθερά 1c  αντικαθιστώ στην 1

KxJ c e−= τις αρχικές 

συνθήκες ( ) 00J J=  και παίρνω 1 0 ,c J= οπότε η µερική λύση της 
dJ

KJ
dx

= − είναι 

0

KxJ J e−=       

 

10.10 Εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης  

Οι διαφορικές εξισώσεις, αποτελούν ένα από ισχυρότερα εργαλεία των 

µαθηµατικών, διότι περιγράφουν καταστάσεις όπου µία ποσότητα µεταβάλλεται σε 

σχέση µε µία άλλη. Είναι θεµελιώδεις για την κατανόηση των φυσικών φαινοµένων, 

για την ανάπτυξη των νέων και καινοτόµων τεχνολογιών και για τη µοντελοποίηση 

των καταστάσεων που συναντάµε καθηµερινά. Παρακάτω εξετάζονται οι κυριότερες 

εφαρµογές τους στην επιστήµη, στην τεχνολογία, στην καθηµερινή ζωή και στη 

ναυτιλία. Οι διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης στη ναυτιλία, δεν είναι απλώς 

  Εξασθένηση ακτίνων Χ 
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µαθηµατικά εργαλεία, αλλά είναι κρίσιµα µέσα για τη βαθιά κατανόηση και την 

ουσιαστική βελτιστοποίηση της διαγωγής των πλοίων, διότι βοηθούν σε: 

� Αναλύσεις της ευστάθειας 

� Προσοµοιώσεις των ταλαντώσεων και της καταπόνησης, λόγω των φορτίων 

� Κατασκευαστικό σχεδιασµό 

� Συστήµατα πλοήγησης και αυτόµατου ελέγχου 

Ειδικά στη ναυτιλία, οι διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης είναι πυρήνας των µεθόδων 

σχεδιασµού, αξιολόγησης και βελτιστοποίησης, διότι επιτρέπουν: 

� Προβλέψεις για την ασφάλεια του πλου και για την άνεση των ναυτικών 

� Ανάλυση της δυναµικής του σκάφους 

� Ανάπτυξη «έξυπνων» και αυτόνοµων πλοίων 

� Μείωση της κατανάλωσης των καυσίµων και αποφυγή της επιβάρυνσης του 

περιβάλλοντος. 

Χάρη σε αυτές τις εξισώσεις, η ναυπηγική µπορεί να συνδυάζει την ασφάλεια, την 

απόδοση και την καινοτοµία, µε βάση ακριβή φυσικά µοντέλα. 

 

10.10.1 Φυσική 

Η φυσική, αποτελεί  το πιο χαρακτηριστικό πεδίο εφαρµογής των διαφορικών 

εξισώσεων. Ο Newton, διατύπωσε τον 2ο  νόµο της κίνησης µε τη βοήθεια των 

παραγώγων 
2

2

d x
F m

dt
= . Η προηγούµενη σχέση, αποτελεί µια διαφορική εξίσωση που 

περιγράφει την επιτάχυνση ενός σώµατος, υπό την επίδραση µίας σταθερής (κατά 

µέτρο, διεύθυνση και φορά) δύναµης. Τέτοιες εξισώσεις, χρησιµοποιούνται για να 

µελετηθεί η κίνηση των σωµάτων, οι ταλαντώσεις, τα ηλεκτρικά κυκλώµατα, τα 

κύµατα και οι θερµικές ροές. 
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∆ύναµη F  αναγκάζει ένα υλικό σηµείο M µάζας m  να κινείται ευθύγραµµα. 

Αν η τροχιά του M συµπίπτει µε τη διεύθυνση της F , να βρεθεί η θέση του M  κάθε 

χρονική στιγµή t , µε αρχικές συνθήκες ( )0 0x =  και ( )0 ου υ= . Υποθέτω ότι δεν 

έχω απώλειες ενεργείας. 

Θεωρώ ως άξονα των x  τη διεύθυνση της F  και ως αρχή, ένα σηµείο O 

αυτής. Τότε, η απόσταση του M από το O θα είναι, σύµφωνα µε το πρόβληµα, 

συνάρτηση του χρόνου. ∆ηλαδή ( )OM x t= . Επειδή στο σηµείο M ενεργεί η δύναµη 

F , ισχύει ο θεµελιώδης νόµος της Μηχανικής m Fγ⋅ =  

      Γνωρίζω ότι η επιτάχυνση είναι η 2η παράγωγος της συνάρτησης του διαστήµατος 

ως προς τον χρόνο. ∆ηλαδή, 
2

2

d x

dt
γ =    οπότε η σχέση m Fγ⋅ =  λόγω της  

2

2

d x

dt
γ =

γίνεται 
2

2

d x
m F

dt
=  ή 

2

2

d x F

dt m
=       

Μετά από δύο διαδοχικές ολοκληρώσεις, η 
2

2

d x F

dt m
= δίνει 2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + +   όπου 

1c , 2c  είναι αυθαίρετες σταθερές ολοκλήρωσης. Η 2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + +  είναι η γενική 

λύση του προβλήµατος. Για να προσδιορίσω τις 1c , 2c , παραγωγίζω την 
2

2

d x

dt
γ = , 
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οπότε προκύπτει ότι 
F

t c
m

υ = +  και αντικαθιστώντας τις αρχικές τιµές στις 

2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + + και 

F
t c

m
υ = + , παίρνω  2 0c = , 1 0c υ= . Οπότε η 

2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + + γίνεται 2

0

1
( )

2

F
x t t t

m
υ= +  

 

10.10.2 Βιολογία 

Οι διαφορικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν τη δυναµική 

των πληθυσµών. Ένα κλασικό παράδειγµα είναι το µοντέλο Malthus, που περιγράφει 

τον πληθυσµό P(t)  ως 
dP

rP
dt

=  και εκφράζει την ιδέα ότι ο ρυθµός αύξησης του 

πληθυσµού είναι ανάλογος µε το µέγεθος του. Πιο εξελιγµένα µοντέλα (όπως το 

λογαριθµικό µοντέλο ή τα συστήµατα Lotka–Volterra), µελετούν την αλληλεπίδραση 

µεταξύ των θηρευτών και των θηραµάτων, ή τον ανταγωνισµό µεταξύ των ειδών. 

 

10.10.3 Χηµεία 

Οι διαφορικές εξισώσεις περιγράφουν το πώς µεταβάλλονται οι 

συγκεντρώσεις των αντιδρώντων και των προϊόντων, κατά τη διάρκεια µιας 

αντίδρασης. Για παράδειγµα, σε µία απλή αντίδραση A B→  η µεταβολή της 

συγκέντρωσης του A περιγράφεται από τη σχέση  
[ ] [ ]d A

k A
dt

= − , όπου k  είναι µία 

σταθερά της ταχύτητας. Από αυτό το µοντέλο, µπορούν να εξαχθούν πληροφορίες για 

τον χρόνο ηµιζωής και για τη θερµοδυναµική ισορροπία. 

 

10.10.4 Ηλεκτρονικά και ηλεκτρολογία 

Οι διαφορικές εξισώσεις, είναι κρίσιµες στον σχεδιασµό και στην ανάλυση 

των ηλεκτρικών κυκλωµάτων. Ένα απλό κύκλωµα µε αντίσταση, πυκνωτή και πηγή 

τάσης (κύκλωµα RC), περιγράφεται από την εξίσωση 
0

dV
RC V V

dt
+ =  

Τέτοιες εξισώσεις, επιτρέπουν τη µελέτη της συµπεριφοράς των κυκλωµάτων, 

των φίλτρων, των παλµογράφων και των ολοκληρωτών. 

 

Εφαρµογή 31 

Ηλεκτρικό κύκλωµα περιέχει σε σειρά πηνίο αυτεπαγωγής L , ωµική 

αντίσταση R  και φορτισµένο πυκνωτή χωρητικότητας C . Να βρεθεί το φορτίο q  

του πυκνωτή  κάθε χρονική στιγµή, αµέσως µετά το κλείσιµο του διακόπτη ∆ . 

Μόλις κλείσει ο διακόπτης, δηλαδή µόλις κυκλοφορήσει ρεύµα στο κύκλωµα λόγω 

της εκφόρτησης του πυκνωτή, εµφανίζονται οι παρακάτω τάσεις:  

α) στα άκρα του πηνίου 

2

2

d
L

q

dt
−  

β) στα άκρα της αντίστασης 
dq

R
dt

−  

γ) στα άκρα του πυκνωτή 
q

C
. 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα του Kirchhoff για την 

τάση, έχω  
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2

2

d q dq q
L R

dt dt C
− =  ή 

2

2
0

d q R dq q

dt L dt LC
+ ⋅ + =  Η χαρακτηριστική εξίσωση της  

2

2
0

d q R dq q

dt L dt LC
+ ⋅ + =  είναι 

2 1
0

R
k k

L LC
+ + =  µε ρίζες 

2
2 2

1,2 2

1

2 4

R R
x

L L LC
µ µ λ= ± − = − ± −  Ανάλογα τώρα µε τις τιµές των R, L, 

δηλαδή ανάλογα µε το πρόσηµο της ∆, διακρίνω 3 περιπτώσεις λύσεων. Οι αρχικές 

συνθήκες είναι 0(0)q q=  και (0) 0q΄ =   

α) Αν 2
L

R
C

< , δηλαδή αν 0∆ < , βρίσκω τη µερική λύση της 

2 1
0

R
k k

L LC
+ + = , που είναι η συνάρτηση ( )tq Ae tµ συν ω ϕ−= −   η οποία εκφράζει 

µια φθίνουσα ταλάντωση µε περίοδο 
2

T
π

ω
= , όπου 

2

2

1

4

R

LC L
ω = −  

β) Αν 2
L

R
C

> , δηλαδή αν 0∆ > , τότε η µερική λύση της 

2 1
0

R

L LC
κ κ+ + = είναι 1 2t t

q Ae Be
κ κ= +  όπου 

0

2

1
1

2 4
1

q
A

CR

 
 
 = +
 

−  

     

0

2

1
1

2 4
1

q
B

CR

 
 
 = −
 

−  

. Η 1 2t t
q Ae Be

κ κ= + εκφράζει µια ισχυρή απόσβεση του 

φορτίου.  

γ) Αν 2
L

R
C

= , δηλαδή αν 0∆ = , η µερική λύση της 
2 1

0
R

k k
L LC

+ + =

είναι 
0

(1 )tq q e tµ µ−= +  Η 
0

(1 )tq q e tµ µ−= + είναι µία µη περιοδική φθίνουσα 

συνάρτηση και ονοµάζεται κρίσιµη απόσβεση. Οι εφαρµογές  που εξέτασα µέχρι 

τώρα αναφέρονταν σε ταλαντώσεις κλειστών συστηµάτων. Τώρα θα µελετήσω  

συστήµατα στα οποία επιδρούν εξωτερικές δυνάµεις. Οι ταλαντώσεις σε αυτή την 

περίπτωση  περιγράφονται από µια διαφορική εξίσωση της µορφής 
22 ( )x x x tµ λ ϕ′′ ′+ + = , όπου ( )x x t=     

Η πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι εκείνη που η εξωτερική δύναµη είναι 

περιοδική, οπότε ( )tϕ  θα είναι της µορφής 0F tσυνω  ή 0F tηµω . Η 

22 ( )x x x tµ λ ϕ′′ ′+ + = είναι το µαθηµατικό µοντέλο του φαινοµένου που ονοµάζεται 

εξαναγκασµένη ταλάντωση. 

 

10.10.5 Ροµποτική και τεχνητή νοηµοσύνη 

Οι ροµποτικοί βραχίονες και τα αυτόνοµα οχήµατα, κινούνται βάσει 

µοντέλων που βασίζονται σε διαφορικές εξισώσεις. Για παράδειγµα, ο έλεγχος της 
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ταχύτητας και της κατεύθυνσης, εξαρτάται από µαθηµατικά µοντέλα που προβλέπουν 

την αλλαγή της θέσης και της ταχύτητας, κάθε χρονική στιγµή. 

 

10.10.6 Αεροδυναµική και µηχανική ρευστών 

Η ροή του αέρα γύρω από ένα αεροπλάνο ή η ροή του νερού µέσα σε έναν 

σωλήνα, περιγράφεται από τις εξισώσεις Navier–Stokes, που είναι σύστηµα µη 

γραµµικών µερικών διαφορικών εξισώσεων. Η κατανόηση και η επίλυση τους, 

επιτρέπει την πρόβλεψη της συµπεριφοράς των ρευστών, µέσα  σε διάφορα 

περιβάλλοντα. 

 

10.10.7 Υδροστατική 

Υγρό ισορροπεί εντός σωλήνα σχήµατος U. Όταν η ελεύθερη του επιφάνεια  

αποµακρυνθεί κατά x  από την αρχική του στάθµη της κατάστασης της ηρεµίας, υπό 

την επίδραση δύναµης F , αυτό κινείται, έστω µε  αµελητέες τριβές. 

Αν S η διατοµή του σωλήνα, ℓ  το µήκος του που έχει καταλάβει το υγρό και (

µ ) η ανά µονάδα όγκου µάζα του υγρού, τότε η κινητήρια δύναµη F , που 

αντιστοιχεί προς το βάρος της στήλης υγρού ύψους 2x , είναι 2F S x gµ= ⋅ ⋅ ⋅   και η 

µάζα m  του υγρού είναι m S µ= ⋅ ⋅ℓ    

       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα, ο θεµελιώδης νόµος της κίνησης που εκφράζεται από την F m α= ⋅ , 

δίνει 
2

2
2

d x
S x g m

dt
µ− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  του σηµείου, ( − ) οφειλόµενου στο ότι η F  έχει φορά 

τη φορά της µετατόπισης, δηλαδή από την αρχική στάθµη 0 0Α Β , προς το Α για το 

αριστερό σκέλος του σωλήνα ή προς το Β για το δεξιό σκέλος του σωλήνα.  

Η 
2

2
2

d x
S x g m

dt
µ− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅   από την m S µ= ⋅ ⋅ℓ , γίνεται 

2

2
2

d x
S x g S l

dt
µ µ− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ , ή 

2

2

2d x g
x

dt

−
=
ℓ

, ή 
2

2

2
0

d x
k x

dt
+ = ,  όπου 

2 2g
k =

ℓ
  Από 

την 
2

2

2
0

d x
k x

dt
+ =  συµπεραίνω ότι έχω µια διαφορική εξίσωση της οικογένειας των 

ηµιτονοειδών γραµµών, δηλαδή µια αµείωτη ελεύθερη αρµονική ταλάντωση, µε 

ανάλογο τον υπολογισµό της περιόδου του εκκρεµούς, µήκους 
2

ℓ
, οπότε  για το υγρό 

είναι 0 ( )x x k tηµ φ= ⋅ ⋅ −  και 
2

2
2

T
k g

π
π= =
ℓ

, όπου η T  είναι ανεξάρτητη των S , 

Σωλήνας U 
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µ  δηλαδή της φύσης του υγρού, γεγονός που δεν θα συµβαίνει αν λάβω υπόψη τις 

τριβές και εποµένως την απόσβεση της ταλάντωσης του υγρού µέσα στον σωλήνα. 

 

10.10.8 Προγραµµατισµός και προσοµοιώσεις 

Σε λογισµικά προσοµοίωσης των φυσικών συστηµάτων (π.χ. µηχανών, 

κλιµατικών µοντέλων, προσοµοίωσης κυκλοφορίας), χρησιµοποιούνται αριθµητικές 

µέθοδοι, για την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων. Οι προσοµοιώσεις, βασίζονται 

στις διαφορικές εξισώσεις για την ακριβή αναπαράσταση της πραγµατικότητας. 

 

10.10.9 Οικονοµία και χρηµατοοικονοµικά 

Οι διαφορικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για να µοντελοποιήσουν την 

εξέλιξη των τιµών, των επιτοκίων, των επενδύσεων και των καταναλωτικών 

συνηθειών. Για παράδειγµα, η εξίσωση Black–Scholes που χρησιµοποιείται στην 

τιµολόγηση των παραγώγων, είναι µία µερική διαφορική εξίσωση. 

 

10.10.10 Υγεία και ιατρική 

Κατά την εξάπλωση των µολυσµατικών ασθενειών, τα επιδηµιολογικά 

µοντέλα (όπως το SIR) βασίζονται σε διαφορικές εξισώσεις. Αυτά τα µοντέλα, 

προβλέπουν την πορεία (εξάπλωση) µιας επιδηµίας, ποσοτικοποιούν την ανάγκη για 

εµβόλια και εκτιµούν τον αριθµό των µολυσµένων ατόµων στον χρόνο. 

 

10.10.11 Περιβάλλον και κλίµα 

Η πρόβλεψη της θερµοκρασίας, της ρύπανσης ή της στάθµης των υδάτων, 

βασίζεται σε διαφορικές εξισώσεις. Μοντέλα κλιµατικής αλλαγής, πρόβλεψης του 

καιρού και διαχείρισης των φυσικών πόρων, είναι όλα εφαρµογές αυτής της 

µεθοδολογίας. 

 

10.10.12 Μουσική και ήχος 

Η διάδοση των ηχητικών κυµάτων, περιγράφεται µε τη βοήθεια της κυµατικής 

εξίσωσης, που είναι διαφορική εξίσωση η οποία έχει εφαρµογές σε ηχητικές 

συσκευές, στην ακουστική των χώρων και στην επεξεργασία του σήµατος. 

 

10.10.13 Απλό εκκρεµές 

      Η διαφορική  εξίσωση της κίνησης του απλού εκκρεµούς µήκους ℓ , όταν αυτό 

κινείται µέσα σε κάποιο µέσο, που προκαλεί αντίσταση ανάλογη της ταχύτητας του, 

υπολογίζεται στη µηχανική ότι είναι  
2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
ηµθ+ + =ℓ  όπου b, g, m, ℓ  

σταθερές και θ η γωνία στροφής. Στην περίπτωση πολύ µικρών ταλαντώσεων του 

εκκρεµούς, επειδή 
3 5

1 2 3 1 2 3 4 5

θ θ
ηµθ θ= − + −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
…  δηλαδή, όταν η γωνία θ είναι 

πολύ µικρή, µπορώ (χωρίς µεγάλο σφάλµα), να θεωρήσω ότι ηµθ θ= , οπότε η 
2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
ηµθ+ + =ℓ  γίνεται 

2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
θ+ + =ℓ   

Οι λύσεις της 
2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
ηµθ+ + =ℓ , προσεγγίζουν τις λύσεις της 

2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
θ+ + =ℓ , εφόσον οι ταλαντώσεις είναι πολύ µικρές. 
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10.10.14 Ταλαντώσεις 

      Οι ταλαντώσεις φυσικών συστηµάτων, µελετώνται µε βάση τις γραµµικές 

διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές που έχουν τη γενική 

µορφή 1 2 ( )x a x a x f t+ + =ɺɺ ɺ . Η συνάρτηση ( )f t  και οι συντελεστές 1α , 2α  

θεωρούνται γνωστά, οι δε συµβολισµοί xɺɺ, xɺ  σηµαίνουν 

2

2

d x

dt
,  

dx

dt
 αντίστοιχα.   

Αν στη διαφορική εξίσωση 1 2 ( )x a x a x f t+ + =ɺɺ ɺ είναι ( ) 0f t =  τότε η 

ταλάντωση λέγεται ελεύθερη, ενώ όταν ( ) 0f t ≠  η ταλάντωση καλείται 

εξαναγκασµένη. Ειδικότερες µορφές ταλαντώσεων στις παραπάνω περιπτώσεις είναι 

δυνατό να προκύψουν από τη διερεύνηση των ριζών της αντίστοιχης 

χαρακτηριστικής εξίσωσης της διαφορικής εξίσωσης 1 2 ( )x a x a x f t+ + =ɺɺ ɺ  . Για τη 

µελέτη των ταλαντώσεων θα χρησιµοποιήσω πρώτα ένα απλό µηχανικό σύστηµα και 

έπειτα θα µεταφέρω τα συµπεράσµατα, που είναι εντελώς ανάλογα, σε ένα ηλεκτρικό 

σύστηµα. 

 

10.10.15 Εξίσωση της ελαστικής καµπύλης και µέγιστη εκτροπή 

       Οριζόντια δοκός που στηρίζεται στα 2 άκρα της, φορτίζεται κάθετα προς τον 

άξονα της. Το βέλος που σχηµατίζεται από την επίδραση των δυνάµεων του φορτίου, 

ονοµάζεται ελαστική καµπύλη και αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο των κέντρων των 

διατοµών της δοκού, που είναι κάθετες προς τον άξονά της. Από τη µηχανική, είναι 

γνωστό ότι η εξίσωση της ελαστικής καµπύλης είναι 
E I

R
M

⋅
=  όπου  

� R  η ακτίνα καµπυλότητας της καµπύλης,  

�E  το µέτρο ελαστικότητας του υλικού της δοκού,  

� I  η ροπή αδράνειας στο τυχόν σηµείο,  

�M  η ροπή κάµψης.  

Αν στην 
2

2

d y

dx I

M

E
=

⋅
, που δίνει το R, παραλείψω το ( )2

y′  (διότι η κλίση της 

ελαστικής καµπύλης είναι µικρή) τότε η 
E I

R
M

⋅
=  δίνει τη διαφορική εξίσωση 2ης 

τάξης 
1

"
"

E I M
y

y M E I

⋅
= ⇒ =

⋅
  µε τη βοήθεια της οποίας είναι δυνατό να επιλύσω τα 

προβλήµατα που αφορούν την κάµψη της δοκού. 

 

10.11 Εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης στη ναυτιλία 

Η ναυτιλία, ως ένας από τους σηµαντικότερους κλάδους της παγκόσµιας 

οικονοµίας και της µηχανικής, εξαρτάται απόλυτα από την ακριβή πρόβλεψη και από 

τη µελέτη της κίνησης των πλοίων. Εφόσον η θάλασσα αποτελεί ένα δυναµικό και 

διαρκώς µεταβλητό περιβάλλον, η µαθηµατική µοντελοποίηση είναι απαραίτητη. Οι 

διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης, βρίσκουν συχνά εφαρµογές στον χώρο της ναυτιλίας, 

διότι περιγράφουν τα δυναµικά συστήµατα στα οποία υπάρχει επιτάχυνση. Σε 

πολλά από αυτά, ένα πλοίο ή κάποιο εξάρτηµά του κινείται υπό την επίδραση 

εξωτερικών και εσωτερικών δυνάµεων, γεγονός  που µοντελοποιείται µε εξισώσεις 

(οι οποίες  περιέχουν παραγώγους 2ης τάξης), της θέσης ή της γωνίας περιστροφής, 

ως προς τον χρόνο. Οι διαφορικές εξισώσεις και ειδικά οι εξισώσεις 2ης τάξης, είναι 

τα κύρια µαθηµατικά εργαλεία για: 

� Τη µελέτη των κινήσεων των πλοίων στη διάρκεια των κυµατισµών 
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� Την πρόβλεψη της σταθερότητας – ευσταθούς πλεύσης  

� Τον σχεδιασµό των αυτοµατοποιηµένων συστηµάτων πλοήγησης 

            � Την αποφυγή των φαινοµένων του συντονισµού και των µηχανικών 

αστοχιών. 

 

10.11.1 Κίνηση πλοίου στη διάρκεια κυµατισµών 

Ένα πλοίο που πλέει στη θάλασσα, επηρεάζεται από τα κύµατα. Η κίνηση 

του, µπορεί να αναλυθεί σε 6 βαθµούς ελευθερίας:  

� Heave (κατακόρυφη µετατόπιση) 

� Sway (πλευρική µετατόπιση) 

� Surge (εµπρόσθια / οπίσθια µετατόπιση) 

� Roll (περιστροφή γύρω από τον διαµήκη άξονα) 

� Pitch (περιστροφή γύρω από τον εγκάρσιο άξονα) 

� Yaw (περιστροφή γύρω από τον κατακόρυφο άξονα) 

Αυτές οι κινήσεις, µοντελοποιούνται µε διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης. 

 

Εφαρµογή στη ναυτιλία 

Πρόκειται για µία κλασική διαφορική εξίσωση 2ης τάξης µε εφαρµογές στην 

πρόβλεψη της συµπεριφοράς των πλοίων στα κύµατα. Η ταλάντωση roll, µπορεί να 

µοντελοποιηθεί ως ( )
2

2

d d
I c k M t

dt dt

θ θ
θ+ + = όπου: 

� I   η ροπή αδράνειας του πλοίου γύρω από τον άξονα 

� c   ο συντελεστής απόσβεσης (λόγω των ρευστών) 

� k   η σκληρότητα επαναφοράς (λόγω της άνωσης) 

            �θ   η γωνία ταλάντωσης (roll) 

            � ( )M t η εξωτερική ροπή λόγω των κυµάτων 

 

10.11.2 ∆υναµική ανάλυση της κίνησης του πλοίου 

Οι περισσότερες από αυτές τις κινήσεις, περιγράφονται µε διαφορικές 

εξισώσεις 2ης τάξης, της µορφής ( )
2

2

d x dx
m c kx F t

dt dt
+ + = , όπου: 

� m  η µάζα (ή ροπή αδράνειας) 

� c  η απόσβεση λόγω της αντίστασης του νερού (υδροδυναµικές δυνάµεις) 

� k  η σταθερά επαναφοράς (π.χ. λόγω της άνωσης) 

� ( )F t η εξωτερική δύναµη (π.χ. κύµατα, άνεµος) 

� ( )x t η µετατόπιση ή γωνία 

Αυτές οι εξισώσεις, χρησιµοποιούνται για να προβλέψουµε αν το πλοίο 

µπορεί να παραµείνει ευσταθές (εµφάνιση ροπής επαναφοράς), άνετο για τους 

επιβάτες και ασφαλές για τα φορτία. 

 

10.11.3 Ευστάθεια των πλοίων 

Για την εξασφάλιση ότι το πλοίο θα επιστρέψει στην αρχική  θέση 

ισορροπίας του (αποκλεισµός εµφάνισης της ροπής ανατροπής) µετά από µία 

διαταραχή (π.χ. λόγω του δυνατού ανέµου ή των ισχυρών κυµάτων), µελετάται η 

δυναµική του συστήµατος, µε χρήση διαφορικών εξισώσεων. Αυτό, βοηθά στον 

υπολογισµό των κρίσιµων σηµείων της ευστάθειας. Το µοντέλο, είναι συνήθως µια 

εξίσωση του τύπου 
2

2
0

d x dx
m c ky

dt dt
+ + = , όπου x  είναι η µετατόπιση του κέντρου 
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βάρους / άξονα. Αυτή η εξίσωση, περιγράφει την ελεύθερη ταλάντωση µε 

απόσβεση, η οποία είναι θεµελιώδης στη µελέτη των κινήσεων του πλοίου, µετά από 

έντονο κυµατισµό (διατοιχισµός). Αν η λύση της εξίσωσης φθίνει σε σχέση  µε τον 

χρόνο, τότε το πλοίο θεωρείται ευσταθές. Η ανάλυσή της ευστάθειας, γίνεται σε 

στατικό και σε δυναµικό επίπεδο. 

 

10.11.4 Αυτόµατος έλεγχος της πορείας 

Ο αυτόµατος έλεγχος της πορείας ενός πλοίου (π.χ. µέσω PID controller), 

απαιτεί τη µοντελοποίηση της δυναµικής απόκρισης του  όταν αυτό στρέφεται 

(yaw motion), κάτι που υλοποιείται µε διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης. Π.χ. η 

εξίσωση που περιγράφει τη δυναµική απόκριση του πλοίου σε αλλαγή πορείας, είναι 

η ακόλουθη ( )
2

2

d y dy
I c ky u t

dt dt
+ + = , όπου: 

y   η γωνία στροφής 

I   η ροπή αδράνειας, ως προς τον κατακόρυφο άξονα 

( )u t  η είσοδος (π.χ. κίνηση του πηδαλίου) 

 

10.11.5 Υπολογιστικά µοντέλα και ναυπηγική ανάλυση 

Κατά τη φάση της σχεδίασης των νέων πλοίων, χρησιµοποιούνται 

µαθηµατικά µοντέλα (συχνά µε βάση διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης) για: 

� Την προσοµοίωση των δοµικών ταλαντώσεων του κύτους (π.χ. hull girder 

vibration), 

� Την αποφυγή φαινοµένων όπως ο συντονισµός, που µπορεί να οδηγήσει σε 

καταστροφική αστάθεια (µεγιστοποίηση του πλάτους της ταλάντωσης), 

� Τον προσδιορισµό των ιδιοσυχνοτήτων (natural frequencies) και των 

µορφών της ταλάντωσης (mode shapes). 

 

10.11.6 Προσοµοιώσεις και πλοία νέας τεχνολογίας 

Οι διαφορικές εξισώσεις, εφαρµόζονται σε λογισµικά CFD (Computational 

Fluid Dynamics) και FEA (Finite Element Analysis), που ευρύτατα 

χρησιµοποιούνται για την: 

� Προσοµοίωση της ροής του νερού, γύρω από το κύτος του πλοίου, 

� Ανάλυση της πίεσης που ασκείται κάθε χρονική στιγµή, στο πηδάλιο και 

στα πτερύγια, 

� Βελτιστοποίηση του σχήµατος (υδροδυναµική µορφή, βολβός πλώρης) του 

πλοίου, µε σκοπό την ελαχιστοποίηση της  αντίστασης (τριβής) που συναντά, κατά 

την πλεύση του. 

 

10.11.7 Καταπόνηση του κύτους  

Το κύτος του πλοίου, λειτουργεί ως δοκός (δοµικό στοιχείο) που 

παραµορφώνεται ελαστικά, κατά τη διάρκεια των κυµατισµών. Η δυναµική  ανάλυση 

των παραµορφώσεων του κύτους, περιλαµβάνει µορφές ταλάντωσης και κατανοµές 

των διαφόρων φορτίων. Η όλη διαδικασία, µοντελοποιείται µε  διαφορικές εξισώσεις 

2ης ή και 4ης τάξης (όπως η εξίσωση της καµπτικής δόνησης Euler–Bernoulli) 

( )
4 2

4 2
,

d y d y
EI m f x t

dx dt
+ =  όπου y  είναι η κάθετη µετατόπιση του κύτους.  

Με αυτές τις εξισώσεις, γίνεται ανάλυση της παραµόρφωσης, υπολογισµός της 

κόπωσης και εξασφαλίζεται διαχρονικά η αντοχή. 
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10.11.8 Κύµατα, συντονισµός και ναυτική µηχανολογία 

Ένα σηµαντικό πρόβληµα στη ναυτική µηχανολογία είναι ο συντονισµός,  

δηλαδή, όταν η συχνότητα ταλάντωσης των κυµάτων είναι κοντά στην ιδιοσυχνότητα 

του πλοίου. Αν συµβεί αυτό, τότε οι κινήσεις του πλοίου µεγεθύνονται επικίνδυνα 

(µεγιστοποίηση του πλάτους της ταλάντωσης). Οι ιδιοσυχνότητες προκύπτουν από 

την οµογενή εξίσωση ( ) ( ) ( )
2

2
0 cos sin

d x
m kx x t A t B t

dt
ω ω+ = ⇒ = + , όπου 

k

m
ω =  

Οι ναυπηγοί, προσπαθούν να σχεδιάσουν τα πλοία έτσι ώστε να αποφεύγουν το 

φαινόµενο του συντονισµού, µε τα τυπικά ωκεάνια κύµατα. 

 

Άλυτες ασκήσεις  

1. Πυροβόλο βάλει βλήµα µε ταχύτητα σταθερού µέτρου ov  στο επίπεδο xOz  υπό 

γωνία θɵ  σε σχέση µε το οριζόντιο επίπεδο και 0 θ π≤ ≤ . Τα σηµεία του ανωτέρω 

επιπέδου που δεν είναι δυνατό να βληθούν από το κανόνι βρίσκονται πέρα από µία 

καµπύλη που θα διαγράψει το βλήµα, για τις διάφορες τιµές της γωνίας θɵ . Βρείτε 

αυτή την καµπύλη που ονοµάζεται περιβάλλουσα των τροχιών. 

 

2. ∆εξαµενή όγκου V είναι γεµάτη µε καθαρό νερό. Τη χρονική στιγµή 0 0t ′′= αρχίζει 

να εισρέει στη δεξαµενή θαλασσινό νερό, από σωλήνα παροχής Π , µε αποτέλεσµα 

να εκρέει από τη δεξαµενή ίσος όγκος νερού ανά µονάδα χρόνου. Αν η συγκέντρωση 

του αλατιού στο θαλασσινό νερό είναι 
gr

x
lit

 βρείτε τη µάζα m  του αλατιού που είναι 

διαλυµένη στο νερό που περιέχει η δεξαµενή τη χρονική στιγµή 0t >  και κάντε τη 

γραφική παράσταση ( )m t  

Παραδοχή. Το αλάτι που περιέχεται στο θαλασσινό νερό που εισρέει στη 

δεξαµενή, διαχέεται ακαριαία σε όλο τον όγκο της, ώστε η εκάστοτε συγκέντρωση 

του να είναι σταθερή, σε όλο τον όγκο. 

 

3. Σε σώµα που κινείται εντός ρευστού µε ταχύτητα v , ασκείται από το ρευστό µία 

δύναµη RF  (αντίσταση ρευστού) ίδιας διεύθυνσης και αντίθετης φοράς από την 

ταχύτητα του σώµατος,  µέτρου 1RF k v= , όπου 1k  συντελεστής ανεξάρτητος της 

ταχύτητος. Σώµα µάζας m  πέφτει από ύψος 0h  χωρίς αρχική ταχύτητα. Ποια θα είναι 

η ταχύτητα του v  την χρονική στιγµή t , αν η αντίσταση του αέρα δίνεται από τον 

ανωτέρω τύπο; Να γίνει η γραφική παράσταση ( )v t  

 

4. Τορπίλη µάζας m  εκτοξεύεται οριζόντια, µε αρχική ταχύτητα 0v  και 

επιβραδύνεται από µία δύναµη ανάλογη της ταχύτητας της. Αν στην τορπίλη δεν 

ασκείται άλλη δύναµη, ποια θα είναι η ταχύτητα της µετά τη διέλευση χρόνου t  από 

την εκτόξευση της;  

 


