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1. Μονάδες μέτρησης γωνιών 

 

Α) Το μέτρο μιας γωνίας εκφράζεται σε μοίρες, και τις υποδιαιρεσεις της: πρώτα λεπτα 

και δεύτερα λεπτά. 

1 μοίρα:   𝟏° 

1 πρώτο λεπτό:   𝟏′ 

1 δεύτερο λεπτό:   1′′ 

Ισχύει:    𝟏°=60′=3600′′       και  𝟏′=𝟔𝟎′′ 

Π.χ  ω= 30°  24′ 52′′ 

 

 

Β)     Ακτίνιο ή rad   είναι η  γωνία που όταν είναι επίκεντρη 

σε  κύκλο, βαίνει σε τόξο που έχει μήκος ίσο με την ακτίνα του 

κύκλου.                                                                                                         

 

Σχέση μοιρών ακτινίων:             
𝜶

𝝅
= 

𝝁

𝟏𝟖𝟎°
 

Όπου μ οι μοίρες μιας γωνίας και α είναι τα ακτίνια της ίδιας γωνίας. 

 

Θέτοντας στον παραπάνω τύπο όπου α το 1, και λύνοντας ως προς μ προκύπτει ότι: 

1 𝑟𝑎𝑑 αντιστοιχεί σε 
180°

𝜋
≅ 57,295° 
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Η αντιστοιχία ανάμεσα σε μοίρες και ακτίνια για τις πιο συνηθισμένες γωνίες είναι: 
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2. Τριγωνομετρικοι αριθμοί οξείας γωνίας 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Ημίτονο της ω:                   𝜼𝝁𝝎  =
𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά

𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶
= 

𝜜𝜞

𝜝𝜞
 

• Συνημίτονο της ω:            𝝈𝝊𝝂𝝎  =
𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά

𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶
= 

𝜜𝜝

𝜝𝜞
 

• Εφαπτομένη της ω:          𝜺𝝋𝝎  =
𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά

𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά
= 

𝜜𝜞

𝜜𝜝
 

• Συνεφαπτομένη της ω:   𝝈𝝋𝝎  =
𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά

𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆′𝜶
= 

𝜜𝜝

𝜜𝜞
 

• Τέμνουσα της ω:                 𝝉𝜺𝝁𝝎  =
𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶

𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά
= 

𝜝𝜞

𝜜𝜝
 

• Συντέμνουσα της ω:        𝝈𝝉𝜺𝝁𝝎  =
𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶

𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά
= 

𝜝𝜞

𝜜𝜞
 

 

Συμβολισμοί: 

Α 

υποτείνουσα 

ω 

προσκείμενη κάθετη 

απέναντι  
κάθετη 

Β 

Γ 
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3. Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας 𝟎° ≤ 𝝎 ≤ 𝟑𝟔𝟎° 
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Τριγωνομετρικός κύκλος 

 

 

Πρόσημο τριγωνομετρικών αριθμών 

Το πρόσημο των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας ω, ανάλογα με το τεταρτημόριο 

στο οποίο βρίσκεται η τελική της πλευρά φαίνεται παρακάτω: 

 



 

Παναγιώτα Λάλου 
7 

 

 

Τριγωνομετρικοί αριθμοί βασικών γωνιών 

 

 

 

 

4. Αναγωγή στο 1ο τεταρτημόριο 

 

Παραπληρωματικές γωνίες 

[
 
 
 

𝜂𝜇(180° − 𝜔) = 𝜂𝜇𝜔

𝜎𝜐𝜈(180° − 𝜔) = −𝜎𝜐𝜈𝜔
𝜀𝜑(180° − 𝜔) = −𝜀𝜑𝜔

𝜎𝜑(180° − 𝜔) = −𝜎𝜑𝜔
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Συμπληρωματικές γωνίες 

[
 
 
 
𝜂𝜇(90° − 𝜔) = 𝜎𝜐𝜈𝜔

𝜎𝜐𝜈(90° − 𝜔) = 𝜂𝜇𝜔

𝜀𝜑(90° − 𝜔) = 𝜎𝜑𝜔

𝜎𝜑(90° − 𝜔) = 𝜀𝜑𝜔

 

 

 

 

 

Αντίθετες γωνίες 

[
 
 
 
𝜂𝜇(−𝜔) = −𝜂𝜇𝜔

𝜎𝜐𝜈(−𝜔) = 𝜎𝜐𝜈𝜔
𝜀𝜑(−𝜔) = −𝜀𝜑𝜔

𝜎𝜑(−𝜔) = −𝜎𝜑𝜔

      

 

 

 

 

5. Τριγωνομετρικές  ταυτότητες 

 

𝜼𝝁𝟐𝝎 + 𝝈𝝊𝝂𝟐𝝎 = 𝟏 𝜺𝝋𝝎 =
𝜼𝝁𝝎

𝝈𝝊𝝂𝝎
 𝝈𝝋𝝎 =

𝝈𝝊𝝂𝝎

𝜼𝝁𝝎
 

𝝈𝝋𝝎 =
𝟏

𝜺𝝋𝝎
 𝝉𝜺𝝁𝝎 =

𝟏

𝝈𝝊𝝂𝝎
 𝝈𝝉𝜺𝝁𝝎 =

𝟏

𝜼𝝁𝝎
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6. Επίλυση τυχαίου τριγώνου 

Επίλυση τριγώνου ονομάζουμε την εύρεση όλων των κύριων στοιχείων ενός τριγώνου, 
δηλαδή όλων των πλευρών και όλων των γωνιών του. Κάθε τρίγωνο, ορθογώνιο ή μη, 
μπορεί να επιλυθεί αν γνωρίζουμε 3 οποιαδήποτε στοιχεία του, από τα οποία το ένα 
τουλάχιστον είναι πλευρά. (Δηλαδή δεν είναι δυνατή η επίλυση όταν γνωρίζουμε τις 3 
γωνίες του τριγώνου και καμία πλευρά του). Η επίλυση τριγώνου γινεται με τους νόμους 

ημιτόνου και συνημιτόνου: 

 

Θεώρημα 1:  Νόμος Ημιτόνων 

 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:               

 

 

Απόδειξη: 

 

 

Παρατήρηση: 

Χρησιμοποπούμε τον Νόμο Ημιτόνων για την επίλυση τριγώνου, όταν είναι γνωστές: 

i) Μια πλευρά και 2 γωνίες  (ΓΓΠ ή ΓΠΓ) 

ii) Δύο πλευρές και μια γωνία, εκτός της περιεχόμενης.  (ΠΠΓ) 

 

 

𝜶

𝜼𝝁𝜜
= 

𝜷

𝜼𝝁𝜝
=  

𝜸

𝜼𝝁𝜞
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Παράδειγμα 1ο 

Να επιλυθεί τρίγωνο ΑΒΓ με α=25,  �̂�=48°, και   �̂� = 63°                                                         

                                                                                                                                                                 

Λύση:                  

 

 

 

Παράδειγμα 2ο 

Να επιλυθεί τρίγωνο ΑΒΓ με α=23,  β=31, και   �̂� = 35°                                                                                                                                                                                                                     

Λύση:      
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Παράδειγμα 3ο : 

 Να επιλυθεί τρίγωνο ΑΒΓ με α=24,  γ=33, και   �̂� = 42°                           

Λύση: 
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 Θεώρημα 1:  Νόμος Συνημιτόνων 

 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει:               

 

                                                                                      

 

 

Απόδειξη: 

 

 

 

Παρατήρηση: 

Χρησιμοποπούμε τον Νόμο Συνημιτόνων για την επίλυση τριγώνου, όταν είναι γνωστές: 

i) Οι 3 πλευρές (ΠΠΠ) 

ii) Δύο πλευρές και η περιεχόμενη γωνία.  (ΠΓΠ) 

 

 

  

𝜶𝟐 = 𝜷𝟐 + 𝜸𝟐 − 𝟐 ∙ 𝜷 ∙ 𝜸 ∙ 𝝈𝝊𝝂𝜜

𝜷𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜸𝟐 − 𝟐 ∙ 𝜶 ∙ 𝜸 ∙ 𝝈𝝊𝝂𝜝

𝜸𝟐 = 𝜶𝟐 + 𝜷𝟐 − 𝟐 ∙ 𝜶 ∙ 𝜷 ∙ 𝝈𝝊𝝂𝜞
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Παράδειγμα 1ο: 

Να επιλυθεί τρίγωνο ΑΒΓ με 𝛽 = √2,  γ=√3, και   �̂� = 75°                           

Λύση: 
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Παράδειγμα 2ο:  

 

 

 

 

7. Εφαρμογές τριγωνομετρίας στη Ναυτιλία 

 

7.1 Διόπτευση 

Διόπτευση ονομάζεται η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ κάποιας γραμμής αναγωγής και 

της κατεύθυνσης ενός αντικειμένου στον ορίζοντα.  

Στη ναυτιλία χρησιμοποιούμε την τεταρτοκυκλική και την ολοκυκλική διόπτευση. 

 

Α)  Στην τεταρτοκυκλική διόπτευση μετράμε τη γωνία από Βορρά ή Νότο προς Ανατολή 

ή Δύση. Η γωνία παίρνει τιμές από 0° εως 90°.  
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Β) Στην απόλυτη ή ολοκυκλική διόπτευση, κάθε γωνία μετράται κατα τη φορά των 
δεικτών του ρολογιού, ξεκινώντας από Βορρά. Η γωνία παίρνει τιμές από 0°  έως 360°, και 

η αντιστοιχία έχει ως εξής: 

0° : Βορράς (Ν)            90° : Ανατολή (Ε)             180° ∶ Νότος (S)              270°: Δύση (W) 

 

 

 

 

 



 

Παναγιώτα Λάλου 
17 

7.2 Τρίγωνο πλεύσης 

 Το τρίγωνο πλεύσης χρησιμοποιείται στους μικρούς τριγωνομετρικούς πλόες, όπου η 
απόσταση – διάρμα (d) μεταξύ του σημείου αναχώρησης Ε και του σημείου άφιξης Α δεν 
υπερβαίνει τα 600 ν.μ. Τότε, η επιφάνεια της γης θεωρείται επίπεδη και η επίλυση των 

προβλημάτων γίνεται με μεθόδους επίπεδης τριγωνομετρίας. 

 

Στο διπλανό σχήμα, φαίνεται το τρίγωνο πλεύσης, όπου: 

Η πλευρά ΑΒ ονομάζεται αποχώρηση και συμβολίζεται ε  

Η πλευρά ΒΕ ονομάζεται διαφορά πλάτους και 

συμβολίζεται Δφ, 

Η πλευρά ΕΑ  ονομάζεται διάρμα και συμβολίζεται με d, 

Η γωνία ΒΕΑ ονομάζεται αληθής πορεία και 
συμβολίζεται με 𝜡𝝀 

 

 

Για τον υπολογισμό του Δφ ισχύεί: 

 

 

 

 

Παρατήρηση: Το 1 ναυτικό μίλι είναι το μήκος 1’ της γεωγραφικής μοίρας.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝛥𝜑 = ൜
ȁ𝜑𝛢 − 𝜑𝛦ȁ,       𝛼𝜈 𝜑𝛢 , 𝜑𝛦  𝜊𝜇ώ𝜈𝜐𝜇𝛼
𝜑𝛢 + 𝜑𝛦 ,     𝛼𝜈 𝜑𝛢 , 𝜑𝛦 𝜀𝜏𝜀𝜌ώ𝜈𝜐𝜇𝛼 
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Παράδειγμα 1ο: 

Ένα πλοίο ξεκινά από ένα σημείο Ε με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛦 = 15°32′𝑁 και πλέει προς 

𝑁 25°12′𝑊 έως ένα σημείο Α με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛢 = 18° 47′𝛮. Να βρεθούν η 

απόσταση που διένυσε το πλοίο και η αποχώρηση του. 

Λύση: 
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Παράδειγμα 2ο: 

Ένα πλοίο ξεκινάει από ένα σημείο Ε με γεωγραφικό πλάτος  𝜑𝛦 = 2°24′𝛮 και πλέει 

νοτιοανατολικά, 400ν.μ. ως ένα σημείο Α με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛢 = 3°28′𝑆. Να βρεθεί η 

αληθής πορεία και η αποχώρηση του. 

Λύση: 

 

 

Παράδειγμα 3ο: 

Ένα πλοίο ξεκινάει από ένα σημείο Ε με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛦 = 48° 40′𝛮 και πλέει προς 

𝛮33° 45′𝛦 για 296 ν.μ. Να βρεθεί το γεωγραφικό πλάτος του σημείου άφιξης και η 

αποχώρηση.  

Λύση: 
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Παράδειγμα 4ο: 

Ένα πλοίο ξεκινάει στις 10 Νοεμβρίου , 21:50, από ένα σημείο Ε με 𝜑𝛦 = 8°24′𝛮 και πλέει 
προς 𝑆 36° 12′𝑊με ταχύτητα 15 κόμβων, ως ένα σημείο Α με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛢 =

6°28′𝛮. 

i) Να βρεθεί η απόσταση που διανύει το πλοίο. 

ii) Να βρεθεί η αποχώρηση του πλοίου. 

iii) Να βρεθεί η ημερομηνία και η ώρα άφιξης.  

Λύση: 
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7.3 Εφαρμογή Νόμου Συνημιτόνων 

 

Παράδειγμα 1ο: 

 

Λύση: 

     

 

 

 

 

Παράδειγμα 2ο: 
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Άλυτες ασκήσεις: 

 

1)  

 

 

 

 

 

 

 

2)  

 

 

 

3) Να επιλυθεί τρίγωνο ΑΒΓ με α=16   �̂� = 46° και �̂�=95°. 

4) Να επιλυθεί τρίγωνο ΑΒΓ με α=22, β=35 και �̂�=48°.    
 

5) Να επιλυθεί τρίγωνο ΑΒΓ με β=30, γ=26 και �̂�=56° 

 

6) Δύο πλοία Α και Β ξεκινούν από το ίδιο σημείο ταυτόχρονα. Το Α κινείται προς  𝑆 41°𝐸 με 

ταχύτητα 20 κόμβων και το Β προς 𝑆 34°𝑊 με ταχύτητα 16 κόμβων. Να βρεθεί η απόσταση 

των δύο πλοίων μετά από 2 ώρες.     

7)  Δύο πλοία Α και Β ξεκινούν από το ίδιο σημείο ταυτόχρονα. Το Α κινείται προς  𝛮20°𝐸 με 

ταχύτητα 12 κόμβων και το Β προς 𝑆60°𝐸 με ταχύτητα 18 κόμβων. Να βρεθεί η απόσταση 
των δύο πλοίων μετά από 3 ώρες. 

 

8) Ένα πλοίο ξεκινά από ένα σημείο Ε με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛦 = 5°15′𝑁 και πλέει προς 

𝑁 30°12′𝐸 έως ένα σημείο Α με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛢 = 7° 30′𝑁. Να βρεθούν η απόσταση 

που διένυσε το πλοίο και η αποχώρηση του.  
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9) Ένα πλοίο ξεκινάει από ένα σημείο Ε με γεωγραφικό πλάτος  𝜑𝛦 = 1°24′𝛮 και πλέει 

νοτιοανατολικά, 400ν.μ. ως ένα σημείο Α με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛢 = 2°28′𝑆. Να βρεθεί η 
αληθής πορεία και η αποχώρηση. 
 

10) Ένα πλοίο ξεκινά από ένα σημείο Ε με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛦 = 5°15′𝑁 και πλέει προς 

𝑆 36°12′𝐸 έως ένα σημείο Α με γεωγραφικό πλάτος 𝜑𝛢 = 2° 30′𝑆. Να βρεθούν η απόσταση 
που διένυσε το πλοίο και η αποχώρηση του.  
 

11)  Ένα πλοίο ξεκινάει από ένα σημείο Ε με γεωγραφικό πλάτος  𝜑𝛦 = 18°24′𝑆 και πλέει 

προς 𝑆 60° 30′𝑊, 300ν.μ. Να βρεθεί το γεωγραφικό πλάτος του σημείου άφιξης και η 
αποχώρηση. 
 

12) Ένα πλοίο ξεκινάει στις 5  Αυγούστου , 21:50, από ένα σημείο Ε με 𝜑𝛦 = 1° 14′𝑆 και 

πλέει με ταχύτητα 16 κόμβοι, προς   𝑁 72° 36′𝑊 έως ένα σημείο Α με 𝜑𝛢 = 2° 38′𝑁. 

i) Να βρεθεί η απόσταση που διένυσε το πλοίο. 

ii) Να βρεθεί η αποχώρηση του πλοίου. 

iii) Να βρεθεί η ημερομηνία και η ώρα άφιξης.  
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