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Περίληψη 

Οι όγκοι των στερεών εκ περιστροφής, προκύπτουν όταν µία περιοχή του 

επιπέδου περιστρέφεται γύρω από µία ευθεία (τον άξονα περιστροφής). Η περιοχή 

αυτή, µπορεί να είναι κάποιο υποσύνολο του επιπέδου. Η περιστροφή δηµιουργεί µία 

τρισδιάστατη µορφή, δηλαδή ένα στερεό. Συνήθως, οι όγκοι αυτοί υπολογίζονται µε 

τη βοήθεια των ολοκληρωµάτων. Γνωστότεροι τύποι στερεών εκ περιστροφής, είναι οι 

ακόλουθοι: 

� Κώνος, που προκύπτει όταν περιστρέψω µία τµηµατικά ορισµένη ευθεία, 

γύρω από τον άξονα της. 

� Κύλινδρος, που προκύπτει όταν περιστρέψω ένα ορθογώνιο 

παραλληλόγραµµο, γύρω από µία πλευρά του. 

� Σφαίρα, που προκύπτει όταν περιστρέψω ένα ηµικύκλιο, γύρω από τη 

διάµετρο του. 

 

Λέξεις κλειδιά 

Κώνος (κόλουρος, ορθός), κύλινδρος, σφαίρα, δίσκος, όγκος, άξονας 

περιστροφής, στερεά εκ περιστροφής, ελλειψοειδές, κυκλοειδής καµπύλη, 

συντεταγµένες (καρτεσιανές, σφαιρικές, κυλινδρικές), χωρητικότητα (δεξαµενών, 

φορτίου), όγκος (έρµατος, εξαρτηµάτων, δεξαµενών), προσοµοίωση πληµµύρας, 

σχεδίαση σωληνώσεων  
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1. Εφαρµογές των όγκων των στερεών εκ περιστροφής, στη ναυτιλία 

Η εφαρµογή των όγκων στερεών εκ περιστροφής στη ναυτιλία, συµβάλλει  στον 

σχεδιασµό και στη λειτουργία των πλοίων. Είναι απαραίτητη για: 

� τη σωστή διαχείριση των φορτίων,  

� τη βελτιστοποίηση της κατανάλωσης των καυσίµων,  

� την ασφαλή αποθήκευση των υγρών και των αερίων φορτίων,  

� τη διατήρηση της ασφάλειας και της σταθερότητας των πλοίων.  

Με τον σωστό υπολογισµό και µε την ανάλυση αυτών των γεωµετρικών 

παραµέτρων, οι ναυτιλιακές επιχειρήσεις µπορούν να εξασφαλίσουν τη µέγιστη 

αποδοτικότητα και την ασφαλή λειτουργία των πλοίων τους. 

Οι όγκοι των στερεών εκ περιστροφής, έχουν αρκετές σηµαντικές εφαρµογές 

στην εµπορική ναυτιλία, διότι η κατανόηση της γεωµετρίας και του όγκου των στερεών 

αντικειµένων που χρησιµοποιούνται στα πλοία, είναι απαραίτητη για τον σωστό 

σχεδιασµό, τη λειτουργία και την ασφαλή µεταφορά των φορτίων. Μερικές από τις 

βασικές εφαρµογές είναι οι παρακάτω. 

 

1.1 Υπολογισµός της χωρητικότητας των δεξαµενών 

Τα πλοία, ειδικά τα δεξαµενόπλοια χρησιµοποιούν δεξαµενές για την 

αποθήκευση των υγρών φορτίων (πετρέλαιο, παράγωγα πετρελαίου, χηµικά). Αυτές οι 

δεξαµενές, συχνά έχουν κυλινδρικό ή κωνικό σχήµα και οι όγκοι τους υπολογίζονται 

µε τη βοήθεια της γεωµετρίας των στερεών εκ περιστροφής. Ο υπολογισµός του όγκου 

των δεξαµενών, είναι κρίσιµος για τον υπολογισµό του φορτίου που µπορεί να 

µεταφέρει το πλοίο και για την παρακολούθηση της κατανάλωσης, κατά τη διάρκεια 

του πλου. 

 

1.2 Σχεδιασµός των σκαφών και υπολογισµός της χωρητικότητας του φορτίου 

Ο σχεδιασµός των σκαφών, απαιτεί τον ακριβή υπολογισµό του όγκου και της 

χωρητικότητας των διαφόρων τµηµάτων του πλοίου, όπως τα αµπάρια, οι δεξαµενές 

και οι κενές περιοχές του πλοίου. Αυτοί οι υπολογισµοί, βασίζονται σε σχήµατα 

στερεών εκ περιστροφής (π.χ. κυλινδρικά, κωνικά ή σφαιρικά τµήµατα), προκειµένου 

να εξασφαλιστεί ότι το πλοίο µπορεί να µεταφέρει τον προβλεπόµενο όγκο του 

φορτίου, χωρίς να παραβιάζεται η ασφαλής πλεύση, ούτε η ευστάθεια του πλοίου. 

 

1.3 Ανάλυση και βελτιστοποίηση του σχήµατος της πρύµνης και του κύτους 

Η βελτιστοποίηση του σχήµατος του κύτους (και συγκεκριµένα της πρύµνης) 

ενός πλοίου, είναι βασική για τη µείωση της αντίστασης του νερού κατά τη διάρκεια 

της πλεύσης. Οι ναυπηγοί, χρησιµοποιούν µαθηµατικά µοντέλα, που περιλαµβάνουν 

στερεά εκ περιστροφής, για να σχεδιάσουν το σχήµα του κύτους που θα επιτρέπει στο 

πλοίο να κινείται πιο αποδοτικά, µε λιγότερη κατανάλωση καυσίµου και µε αυξηµένη 

ταχύτητα. 

 

1.4 Σχεδιασµός των εξαρτηµάτων και του εξοπλισµού του πλοίου 

Πολλά εξαρτήµατα του πλοίου, όπως οι προπέλες, οι άξονες και οι δεξαµενές 

των καυσίµων, περιλαµβάνουν γεωµετρικά σχήµατα που µπορούν να περιγραφούν από 

στερεά εκ περιστροφής. Ο ακριβής υπολογισµός αυτών των όγκων, είναι απαραίτητος 

για την παραγωγή και για τη σωστή εγκατάσταση αυτών των εξαρτηµάτων στο πλοίο  

και για την εκτίµηση των δυνατοτήτων της φόρτωσης και της εκφόρτωσης. 
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1.5 Αποθήκευση και µεταφορά των αερίων και των υγρών, σε κυλινδρικές 

δεξαµενές 

Τα πλοία που µεταφέρουν υγρά ή αέρια σε ειδικές δεξαµενές (π.χ. 

υγροποιηµένο αέριο, παράγωγα πετρελαίου ή χηµικά), διαθέτουν  κυλινδρικές και 

κωνικές δεξαµενές, για την ασφαλή τους αποθήκευση. Η χωρητικότητα αυτών των 

δεξαµενών και ο όγκος του φορτίου που µπορούν να µεταφέρουν, υπολογίζονται 

επακριβώς µε βάση τη γεωµετρία των στερεών εκ περιστροφής. 

 

1.6 ∆ιαχείριση των καυσίµων και αποθήκευση τους 

Στα πλοία, η σωστή διαχείριση των καυσίµων είναι κρίσιµη για την οικονοµική 

και την ασφαλή τους πλεύση. Οι δεξαµενές των καυσίµων, συχνά έχουν κυλινδρικό ή 

κωνικό σχήµα και η δυνατότητα υπολογισµού του όγκου τους είναι κρίσιµη για την 

ακριβή εκτίµηση των αναγκών σε καύσιµα και για την παρακολούθηση της 

κατανάλωσης, κατά τη διάρκεια του πλου. 

 

1.7 Αναλυτική µελέτη της σταθερότητας του πλοίου 

Η ευστάθεια ενός πλοίου, εξαρτάται από την κατανοµή του βάρους και του 

όγκου του φορτίου και από το σχήµα και την κατανοµή των δεξαµενών, των αµπαριών, 

και των άλλων αποθηκευτικών χώρων. Για τον υπολογισµό αυτών των παραµέτρων, 

χρησιµοποιούνται γεωµετρικά µοντέλα που βασίζονται σε στερεά εκ περιστροφής, 

προκειµένου να εξασφαλιστεί η σωστή κατανοµή του βάρους και η ασφάλεια του 

πλοίου. 
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1.8 Σχεδίαση των σωληνώσεων (piping design) 

Στα πλοία, υπάρχει εκτεταµένο δίκτυο σωληνώσεων (καυσίµων, υδραυλικών 

συστηµάτων, έρµατος, νερού, αέρα, ψυκτικών συστηµάτων). Οι σωλήνες είναι 

κυλινδρικά στερεά εκ περιστροφής, άρα ο υπολογισµός: 

� του  όγκου της ροής 

� της απώλειας της πίεσης 

� της χωρητικότητας (π.χ. αέρα, υγρού) 

  βασίζεται σε εξισώσεις των κυλινδρικών στερεών. 

 

1.9 Υπολογισµός του όγκου του έρµατος (ballast water) 

Οι δεξαµενές του έρµατος, συχνά έχουν κωνικά ή κυλινδρικά τµήµατα. Ο όγκος 

τους, πρέπει να υπολογίζεται µε ακρίβεια για τη: 

�  σταθερότητα της πλεύσης 

� διατήρηση ίσου βυθίσµατος 

� συµµόρφωση µε τους κανονισµούς ballast water management. 

 

1.10 Υπολογισµός της φόρτωσης των σιλό και των κυλινδρικών δοχείων 

Σε ορισµένα πλοία (bulk carriers), υπάρχουν δεξαµενές αποθήκευσης 

σφαιρικών ή κυλινδρικών τµηµάτων για κόκκους, ζωοτροφές, τσιµέντο, χύδην φορτία. 

Ο όγκος αυτών των δεξαµενών, καθορίζει το φορτίο που µπορεί να παραληφθεί 

ασφαλώς. 

 

1.11 Σχεδιασµός της προπέλας και των εξαρτηµάτων της έλικας 

Η προπέλα, έχει πτερύγια που συχνά προκύπτουν από την περιστροφή των 

καµπύλων προφίλ γύρω από τον άξονα. Γεωµετρικά µοντέλα περιστροφής, 

χρησιµοποιούνται στον υπολογισµό: 

� της επιφάνειας των πτερυγίων 

� του όγκου του υλικού 

� των υδροδυναµικών χαρακτηριστικών. 
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1.12 Σφαιρικές και κυλινδρικές συντεταγµένες στη ναυτική χαρτογραφία 

Οι χάρτες της ναυσιπλοΐας και τα γεωδαιτικά συστήµατα, βασίζονται στη 

σφαιρική γεωµετρία (Γη ως στερεό εκ περιστροφής) που επιτρέπει τους ακριβείς 

υπολογισµούς των αποστάσεων, των ναυτιλιακών πορειών και των µέγιστων κύκλων. 

 

1.13 Κατασκευή των αντλιών και των συστηµάτων ροής 

Οι αντλίες στο πλοίο, έχουν κυλινδρικά /σφαιρικά τµήµατα (θάλαµοι αντλίας, 

έµβολα, στροφείς) ο όγκος των οποίων στηρίζεται στην περιστροφή των στερεών. 

 

1.14 Σχεδιασµός των δεξαµενών πίεσης  

Τα πλοία µεταφοράς υγροποιηµένου αερίου (LPG/LNG carriers), έχουν 

δεξαµενές σφαιρικές, κωνικές και κυλινδρικές. Όλες αυτές, είναι άµεσα παράγωγα των 

στερεών εκ περιστροφής. Ο ακριβής υπολογισµός του όγκου τους,  είναι κρίσιµος για: 

� τη µεγιστοποίηση της χωρητικότητας 

� τον υπολογισµό των πιέσεων που αναπτύσσονται από τα αέρια 

� τον υπολογισµό της θερµοκρασιακής διαστολής 

 

1.15 Προσοµοίωση πληµµύρας (damage stability) 

Κατά τη µελέτη ενός ατυχήµατος σε πλοίο, µοντελοποιείται η είσοδος του 

νερού σε χώρους. Οι χώροι συχνά θεωρούνται ως απλά στερεά εκ περιστροφής, ώστε 

να: 

� υπολογιστεί η στάθµη του νερού 

� εκτιµηθεί η διαγωγή και η κλίση του πλοίου 

� υπολογιστεί η διατήρηση της πλευστότητας. 

 

1.16 Λογισµικό φορτοεκφόρτωσης (loading computers) 

Τα περισσότερα εµπορικά πλοία, χρησιµοποιούν loading software που 

χρειάζεται ακριβείς γεωµετρικούς υπολογισµούς του όγκου των δεξαµενών και 

συνήθως προκύπτουν από µοντέλα περιστροφής των καµπυλών του κύτους. 

 

2.  Όγκος στερεών εκ περιστροφής 

Στο ορθογώνιο σύστηµα αξόνων Oxyz , έστω η γραφική παράσταση C της 

συνάρτησης f , όπου η f  είναι συνεχής στο [ ],  α β . Αν η f  στραφεί, περί τον άξονα 

xx′ , τότε το επίπεδο χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες ,  x a x β= =  τον άξονα 

xx′ και τη C,  θα σχηµατίσει ένα «στερεό εκ περιστροφής». Κάθε τοµή αυτού του 

στερεού µε ένα επίπεδο κάθετο στον άξονα xx′  στο [ ],  α β είναι κύκλος ακτίνας 

( )y f x= , άρα το εµβαδόν είναι ( ) ( )2E x f xπ=  για [ ],  x α β∈ . Ο όγκος αυτού του 

στερεού εκ περιστροφής, είναι 
2 ( )V f x dx

β

α

π= ∫  
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Παρατήρηση 1 

Αν το χωρίο που ορίζεται από την καµπύλη ( )x f y=  και από τις ευθείες y a=  και 

y β= περιστραφεί περί τον άξονα yy′ , τότε σχηµατίζεται ένα στερεό σώµα  εκ 

περιστροφής µε όγκο 
2V x dy

β

α

π= ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 2 

Θεωρώ το χωρίο που περικλείεται από την κλειστή επίπεδη καµπύλη C. Όταν 

το χωρίο περιστραφεί γύρω από τον άξονα που βρίσκεται στο επίπεδο του και που δεν 

τέµνει την καµπύλη,  τότε σχηµατίζεται ένα στερεό που o όγκος του βρίσκεται ως εξής:  

Θεωρώ τον άξονα περιστροφής ως άξονα xx′  ενός ορθογωνίου συστήµατος. 

Έστω Α το σηµείο της c µε τη µεγαλύτερη τετµηµένη β. Έστω ( )1y xϕ= η εξίσωση 

της καµπύλης γραµµής ΑΓΒ στο παρακάτω σχήµα και ( )2y xϕ=  η εξίσωση της 

καµπύλης γραµµής Α∆Β. Αν οι 1 2,  ϕ ϕ  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [ ],  α β , τότε ο 

όγκος του στερεού που παράγεται είναι 
2 2

2 1( ) ( )  V x x dx

β

α

π ϕ ϕ = − ∫   

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 3 

Έστω ότι ζητείται  να υπολογισθεί ο 

όγκος του στερεού σώµατος που παράγεται 

από την περιστροφή, περί τον άξονα xx′ , δύο καµπυλών ( ) ( ),  y f x y g x= =

ορισµένων και συνεχών στο [ ],  α β  µε ( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x α β≥ ∀ ∈  και από τις ευθείες 

,  x a x β= =   Ο xx′  άξονας δεν ανήκει στο χωρίο Ε (Σχήµα 8.16) Αν φέρω ένα 

επίπεδο κάθετο στον xx′ άξονα, τότε η τοµή του στερεού σώµατος και του επιπέδου 

είναι από κυκλικός δακτύλιος εµβαδού  ( )2 2( ) ( ) ( )x f x g xπΑ = −  

Άρα,  
2 2( ) ( )V f x g x dx

β

α

π  = − ∫  
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Παρατήρηση 4 

Χωρίο που ορίζεται από δύο καµπύλες µε εξισώσεις ( )1 1x yϕ= , ( )2 2x yϕ= , 

περιστρέφεται περί τον άξονα yy′ . Ο όγκος του στερεού σώµατος που προκύπτει,  

δίνεται από τον τύπο ( )2 2

1 2

B

V x x dy
α

π= −∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 5 

Χωρίο οριζόµενο από δύο καµπύλες µε εξισώσεις ( )1 1y xϕ= , ( )2 2y xϕ= , 

περιστρέφεται  περί τον άξονα yy′ .  Ο  όγκος του στερεού σώµατος που προκύπτει, 

είναι  ( )2 2

1 2  V y y dx

β

α

π= −∫  
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3. Όγκος της σφαίρας 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω ηµικύκλιο µε εξίσωση ( ) 2 2f x xρ= − στο επίπεδο Oxyz . Αν στραφεί 

περί  άξονα xx′ , τότε το στερεό σώµα εκ περιστροφής που σχηµατίζεται είναι σφαίρα, 

ακτίνας  ρ  και όγκου ( )
3

2 2 2 2 34
( )

3 3

p p

p p

x
V f x dx x dx x

ρ

ρ

π π ρ π ρ πρ
− − −

 
= ⋅ = − = − = 

 
∫ ∫  

 

Παρατήρηση 6 

Για τον υπολογισµό του όγκου ενός ορθού κώνου µε ακτίνα βάσης ρ  και ύψος 

h ,  θεωρώ ότι η ευθεία µε εξίσωση 
p

y x
h

=  στρέφεται περί τον άξονα xx′ ,  οπότε ο 

όγκος είναι 
2 3

2 2 2

2

0 0 0

1
( )

3 3

hh h
x

V f x dx x dx h
h

ρ
π π π πρ

 
= ⋅ = ⋅ = = 

 
∫ ∫  

Οµοίως, για τον όγκο ενός ορθού κυλίνδρου µε ακτίνα βάσης ρ  και ύψος h , θεωρώ 

ότι η ευθεία y ρ=  στρέφεται περί τον xx′ , άρα είναι 2 2

a h

V dx h
α

π ρ πρ
+

⋅ =∫  
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Εφαρµογή 1 

Έστω στερεό σώµα µε κυκλική βάση, ακτίνας a . Εύρεση του όγκου του, αν 

κάθε κάθετη τοµή του επιπέδου, σε µια σταθερή διάµετρο, είναι ένα ισόπλευρο 

τρίγωνο. 

Λύση 

Παίρνω ως σταθερή διάµετρο, αυτή που κείται πάνω στον άξονα Ox   

Η εξίσωση του κύκλου, δίνεται από τη σχέση 
2 2 2x y α+ =  

Το ισόπλευρο τρίγωνο βάσης 2 y  και ύψους 3y , έχει εµβαδόν  

( ) 21
2 3 3

2
A x y y y= =  και από την 

2 2 2y xα= −  είναι ( ) ( )2 23A x xα= −  

Άρα, ( )
3 3

2 2 2 4 3
3  3

3 3

a

a

x
V a x dx x

α

α

α
α

− −

 
= − = − = 

 
∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 2  

Το προηγούµενο παράδειγµα, αν η κάθετη τοµή είναι ένα τετράγωνο. 

Λύση 

Το τετράγωνο έχει πλευρά 2 y και εµβαδόν ( ) 24A x y=  

Από την εξίσωση του κύκλου είναι 
2 2 2y xα= − , άρα( ( ) ( )2 24A x xα= −   

Συνεπώς,  ( )
3 3

2 2 2 16
4  4

3 3

x
V x dx x

αα

α α

α
α α

− −

 
= − = − = 

 
∫  
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Εφαρµογή 3  

Ένα στερεό σώµα έχει ως βάση του µία έλλειψη µε µικρό άξονα µήκους 8 και 

εκκεντρότητα  
3

5
ε = . Βρείτε τον όγκο του στερεού σώµατος, αν κάθε τοµή στον 

µεγάλο άξονα είναι ένα  ισοσκελές τρίγωνο ύψους h  

Λύση 

Έστω ότι ο µεγάλος άξονας βρίσκεται στον xx′ άξονα. Αφού 2 8 4β β= ⇔ =  

Είναι 
2 2 2

2 2

3 9 9
5

5 25 25

y y α β
α

α α α
−

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =   

Τότε, η εξίσωση της έλλειψης είναι 
2 2

1
25 16

x y
+ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το ισοσκελές τρίγωνο έχει βάση 2 y  και ύψος h . Άρα, ( ) 1
2

2
A x yh yh= =  και επειδή 

από την εξίσωση της έλλειψης ισχύει ότι 24
25

5
y x= −  είναι ( ) 24

25
5

h
A x x= − . 

Ο  όγκος δίνεται από τον τύπο 
5

2

5

4
25 10

5
V h x dx hπ

−

= − =∫  

 

Παρατήρηση 7 

Εφαρµογή 4  

Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

της καµπύλης 
22y x=  περί τον άξονα xx′  και περικλείεται από τις ευθείες 

0,  2x x= =  

Λύση 
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Ο όγκος του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή της καµπύλης περί 

τον xx′  άξονα, δίνεται από τον τύπο ( )
22 2 5

2
2 4

0 0 0

128
2 4 4

5 5

x
V x dx x dx

π
π π π

 
= = = = 

 
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 5  

Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

περί τον άξονα yy′ , της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 
2 8y x=  και από 

την ευθεία 2x =  

Λύση 

Εύρεση των σηµείων τοµής της καµπύλης 
2

8

y
x =   και της ευθείας 2x =  

Αυτά είναι τα  ( )2,  4  και ( )2,  4−  Η ολοκλήρωση θα γίνει κατά µήκος του άξονα yy′  

Επειδή [ ]4,  4x∀ ∈ − , η ευθεία είναι πάνω από την παραβολή, ισχύει ότι  

 

44 44 4 5

4 0 0

128
4  2 4  2 4

64 64 320 5

y y y
V dy dy y

π
π π π

−

     
= − = − = − =     

     
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 6  

Εύρεση του  όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

της προηγουµένης παραβολής, περί την ευθεία 2x =  

Λύση 

Επειδή η 2x = είναι παράλληλη µε τον yy′ άξονα είναι 
2 24 42 2

4 0

256
2 2 2

8 8 15

y y
V dy dy

π
π

−

   
= − = − =   

   
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 7  

Εύρεση του  όγκου της σφαίρας. 

Λύση 

Η σφαίρα, παράγεται από την πλήρη περιστροφή του ηµικυκλίου περί τη 

διάµετρο  του κύκλου 
2 2 2x y R+ =   

Το ηµικύκλιο είναι  2 2y R x= − , µε [ ],  x R R∈ −    

Αφού τα τεταρτοκύκλια είναι ίσα µεταξύ τους, η ολοκλήρωση µπορεί να γίνει από το 

0 µέχρι το R και να διπλασιασθεί το αποτέλεσµα.  

Συνεπώς,  ( ) ( )
2

3 3
2 2 2 2 2

0 0 0

4
2 2  2

3 3

RR R
x R

V R x dx R x dx R x
π

π π π
 

= − = − = − = 
 

∫ ∫  
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Εφαρµογή 8 

Εύρεση  του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την πλήρη 

περιστροφή, περί τον άξονα xx′ , της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 
2 3 6y x x= − − +  και από την ευθεία 3x y+ =  

Λύση 

Τα σηµεία τοµής της καµπύλης µε την ευθεία είναι τα ( )3,  6−  και ( )1,  2  

[ ]3,  1x∀ ∈ −  η παραβολή είναι πάνω από την ευθεία. Άρα, 

( ) ( )
1

2 22

3

3 6) 3  V x x x dxπ
−

 = − − + − − =  ∫

( )
11 5 4 3 2

4 3 2

3 3

6 4 30
6 4 30 27  27 119,5

5 4 3 2

x x x x
x x x x dx xπ π π

− −

 
+ − − + = + − − + = 

 
∫  

 Εφαρµογή 9 

Εύρεση  του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται όταν η  κυκλοειδή 

καµπύλη ,  1x sin y cosθ θ θ= − = − , περιστραφεί περί τον άξονα xx′  
Λύση 

Η µεταβολή της γωνίας είναι από 0  έως 2π και ο όγκος δίνεται από τον τύπο  

( ) ( ) ( )
2 2

22 22

0
0 0

( ) 1  1 (1 ) V f x dx cos d sin cos cos d

π π
π

π π θ θ θ π θ θ θ= = − − = − − =∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

3 2 3 2

0 0

1 1 3 3  5cos d cos cos cos d

π π

π θ θ π θ θ θ θ π− = − + − =∫ ∫  
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Εφαρµογή 10 

Εύρεση  του όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει όταν περιστραφεί περί 

τον άξονα xx′ το χωρίο που περικλείεται από: 

(α) τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) ,   0 1f x x x= ≤ ≤ ,  τον άξονα xx′  και 

τις ευθείες µε εξισώσεις 0x =  και 1x =  

(β) τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ( )g x x= , ( ) 1
f x

x
=  και τις ευθείες 

µε εξισώσεις 1x = και 4x =  

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 

(α)  Είναι  ( )
121 1 2

0 0 0

  
2 2

x
V x dx x dxπ π

π
π

 
= = = = 

 
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

(β) Ισχύει ότι   [ ]1
0  1,  4x x

x
≥ ≥ ∀ ∈    Συνεπώς,  

( ) ( ) ( )
24 4 4

2
2 2

2

1 1 1

1 1
   V g x f x dx x dx x dx

x x
π π π

     = − = − = − =           
∫ ∫ ∫  

 
4

2 2 2

1

1 4 1 1 1 1 1 1 27
8 1 7

2 2 4 2 1 4 2 4 4

x

x
π π π π

π          + = + − + = + − − = − =         
         

. 

 

Εφαρµογή 11 

(α) Εύρεση  του όγκου V  του κώνου που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xx′ του ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΒ , αν υ = ΟΑ και RΑΒ =  

(β) Εύρεση  του όγκου V της σφαίρας µε ακτίνα R  

Λύση 

(α) Τα σηµεία ( )0,  0Ο  και ( ),  RυΒ ορίζουν το ευθύγραµµο τµήµα ΟΒ  που έχει 

κλίση 
R

λ
υ

=  Συνεπώς, το ευθύγραµµο τµήµα ΟΒ  περιγράφεται από τη συνάρτηση 

( ) R
f x x

υ
=  µε [ ]0,  x υ∈  
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Άρα, 

2 2 2 3 2
2

2 2

0 0 0

2
  

3

R R R x R
V x dx x dx

υυ υ

υ
π π π π

υ υ υ
  = = = =   

   
∫ ∫

23

3 3

Rπυ υ
=  

(β) Θεωρώ τη συνάρτηση  ( ) 2 2f x R x= − µε [ ],  x R R∈ −  

Έστω Ω  το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f , από τον άξονα xx′  και από τις ευθείες µε εξισώσεις 0x =  και 

x R=  

 

 

 

 

 

 

 

Το στερεό σώµα που προκύπτει από την περιστροφή του χωρίου Ω , περί τον 

άξονα xx′ , έχει όγκο 

 ( ) ( )
3 3 32

2 2 2 2 2 3

0 0 0

2
  

3 3 3

RR R
x R R

V R x dx R x dx R x R
π

π π π π
   

′ = − = − = − = − =  
   

∫ ∫  

Συνεπώς, ο ζητούµενος όγκος V της σφαίρας είναι 
34

2
3

R
V V

π
′= =  

 

Εφαρµογή 12 

(α) Ποιος τύπος περιγράφει τον όγκο V του στερεού σώµατος που προκύπτει 

από την περιστροφή του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ ,  περί τον άξονα xx′ ; 

(α) 

3

1

 V x dx= ∫                

(β) 

3

2

1

 V x dx= ∫          

(γ) 

3

3

1

 V x dx= ∫        

 

(δ) 

3

1

 V x dxπ= ∫                

(ε)  

3

2

1

 V x dxπ= ∫            

(στ) 

3

3

1

 V x dxπ= ∫         

(ζ) 

3

2

1

 V x dxπ= ∫         

(η)

3

2 2

1

 V x dxπ= ∫            

(θ) 

3

2 3

1

 V x dxπ= ∫  
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(β) Ποιος τύπος περιγράφει τον όγκο V του στερεού σώµατος που προκύπτει 

από την περιστροφή περί τον άξονα xx′ , της τεθλασµένης γραµµής ΟΑΒ ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

(γ) Βρείτε τον όγκο V του στερεού σώµατος που προκύπτει, από την 

περιστροφή περί τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης y xηµ=  µε [ ]0,  x π∈  και από τον άξονα xx′  

 

 

 

 

 

Λύση 

(α)  Σωστός, είναι ο τύπος (ε) 

3

2

1

 V x dxπ= ∫  

(β) Είναι ( )
1 2

2 2

0 1

  V x dx dxπ α απ= +∫ ∫  

(γ) Είναι  

( ) ( )( )2 2

0 0 0 0

1 2
   1

2
2  

2

x
V y dx x dx dx x dx

π π π πσυν
ηµ συν

π
π π π

−
= = = = − =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
0

1 1 1
2 2 0

1 1
0 0

2
0

2 2 22 2 2 2
x x

π

ηµ π ηµ π ηµ
π π π

π   − = − − + =     
− +



2

2

π 
= 

 
 

 

Εφαρµογή 13 

Εύρεση  του όγκου V του στερεού σώµατος που προκύπτει, από την 

περιστροφή περί τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση 

(α) της συνάρτησης 
2y x= , από τον θετικό ηµιάξονα xΟ  και από την ευθεία µε 

εξίσωση 1x =  

 

 

 

 

 

 

 

 

(β) των συναρτήσεων 
3 1y x= + , 1y x= −  και από τον άξονα xx′  
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Λύση 

(α) Είναι ( )
11 1 5 5 5

2
2 2

0 0 0

1 0
  

5 5 5 5

x
V y dx x dx

π
π π π π

   
= = = = − =  

   
∫ ∫  

(β) Είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1 0 1

2 2 23 6 3

1 2

1 0 1 0

1  1  2 1  1  V V V x dx x dx x x dx x dxπ π π π
− −

= + = + + − = + + + − =∫ ∫ ∫ ∫  

 

( ) ( )
10 3 37 4

1 0

1 12 1 2
0 1 0

7 4 3 7 4 3

xx x
xπ π π π

−

   − −    + + + = − − + − + − =                 
 

 

1 2 1 6 21 42 14 41
1

7 4 3 42 42
π π

π− + + − + + = = 
 

 

 

Εφαρµογή 14 

 Εύρεση  του όγκου  V  του στερεού σώµατος που προκύπτει όταν το χωρίο που 

περικλείεται από την έλλειψη 

2 2

2 2
1

x y

a β
+ =  , περιστραφεί κατά γωνία π  περί τον άξονα: 

(α)  xx′  (β) yy′  

 

 

 

 

 

 

Λύση 

(α)  Όταν η έλλειψη στραφεί περί τον οριζόντιο άξονα xx′  κατά γωνία π , τότε παράγει 

τον ίδιο όγκο που παράγεται από την περιστροφή του γραµµοσκιασµένου άνω µισού 

τµήµατος της έλλειψης κατά γωνία 2π , δηλαδή κατά µία ολόκληρη περιστροφή. 

Είναι 

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
1 1 1

x y y x x
y

a a a
β

β β
 

+ = = − = −⇔ 


⇔ 


 Συνεπώς,  

 

2 2
2 2 2

2 2

2 2 2

0

2 1  1  1  

a a a a

a a

x x x
V y dx dx dx dx

a a aα

π βπ πβ πβ
− − −

     
= = − = − = − =     

     
∫ ∫ ∫ ∫   

 

3 3

2

2

0

2
2 2

3

a

x a
x a

a
πβ πβ

 
− = − 

  23a

2
2

2
2

4

3 3

a aπ
β

β
π

 
= = 

 
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(β)  Όταν η έλλειψη στραφεί περί τον κατακόρυφο άξονα yy′  κατά γωνία π , τότε 

παράγει τον ίδιο όγκο που παράγεται από την περιστροφή του γραµµοσκιασµένου 

δεξιού µισού τµήµατος της έλλειψης κατά γωνία 2π , δηλαδή κατά µία ολόκληρη 

περιστροφή. Είναι  

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2
1 1 1

x y x y y
x a

a aβ β β
 

+ = = − = −⇔ 


⇔ 


    

Συνεπώς, 
2 2 2

2 22 2

2 2 2

0

 1  1  2 1  
y y y

V x d ay a dy dy dy

β β β β

β β β

π π π πα
β β β− − −

     
= = − = − = − =     

     
∫ ∫ ∫ ∫  

3 3

2

2

0

22 2
3

a
y

y

β

π π βα
β

β
 

− = − 
  23 β

2
2 2 4

2
3 3

a
πα

β π β 
  = =
  

 

 

Εφαρµογή 15 

  Εύρεση  του όγκου V  του στερεού σώµατος που προκύπτει από την 

περιστροφή περί τον άξονα yy′ , του χωρίου που περικλείεται από την 

(α) καµπύλη µε εξίσωση
2y x= , από την ευθεία µε εξίσωση 2y = και από τον άξονα 

yy′  

 

 

 

 

 

 

(β) γραφική παράσταση της συνάρτησης y lnx= , από τον άξονα xx′  και από την 

ευθεία µε εξίσωση x e=  

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 

 (α) Είναι  

52 2 5
2 4

0 0 0

32
  

5 5

y
V x dy y dyπ

π
π π

 
= = = = 

 
∫ ∫  

(β) Λύνω το σύστηµα 1
y lnx

y lne
x e

= 
⇔ = = 

= 
 

Άρα, τα άκρα της ολοκλήρωσης είναι 0y =  και 1y =   
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 Επίσης 
yy lnx x e= ⇔ =  

( ) ( )
11

2 2 2 2 2 2

1 2

00

1
  

2

y yV x x dy e e dy ye e

β

α

π π π  = − = − = − =  ∫ ∫  

 
2

2 2 0 21 1 1 1 1
0

2 2 2 2 2

e
e e e eπ π π

+   − − + = + =     
 

 

Εφαρµογή 16 

Εύρεση όγκου του κυλίνδρου µε ακτίνα βάσης r  και ύψος h   

Λύση 

Θεωρώ το επίπεδο xOy  ως επίπεδο της µιας βάσης του κυλίνδρου. Ο τύπος 

( )V E t dt
β

α
= ∫ δίνει 2 2 2 2

0
0 0

[ ]
h h

hV r dt r dt r t r hπ π π π= = = =∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 17 

Εύρεση όγκου του ελλειψοειδούς 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

cα β
+ + =  

Λύση 

Θα βρω την τοµή του ελλειψοειδούς µε το επίπεδο x t=     Η 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

cα β
+ + =  

γράφεται ως  
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2

1 1 1

1 1

t y z y z t y z

a c c a t t
c

a a

β β
β

+ + = ⇔ + = − ⇔ + =
   

− −   
   

 

Η 
2 2

2 2
2 2

2 2

1

1 1

y z

t t
c

a a
β

+ =
   

− −   
   

 παριστάνει έλλειψη µε ηµιάξονες 

2 2

2 2
1 ,  1
t t

c
a a

β − −  Το εµβαδόν της έλλειψης είναι 

2 2 2

2 2 2
1 1 1
t t t

E c c
a a a

π β π β
 

= ⋅ − − = ⋅ ⋅ − 
 

 όπου a t a− ≤ ≤   άρα, ο ζητούµενος 

όγκος είναι 
2 3

2 2

4
1

3 3

t t
V c dt y t c

α
α

α
α

π β π β π α β
α α−

−

   
= ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅   

   
∫  
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Εφαρµογή 18 

Εύρεση όγκου του ορθού κυκλικού κόλουρου κώνου µε ακτίνες βάσεων ,  R r  

και ύψος h  

Λύση 

Το στερεό σώµα, παράγεται από την  περιστροφή του τραπεζίου ΟΑΒΟ΄ περί τον 

κατακόρυφο άξονα yy′ . Είναι ���, 0�, ���, 	�. Η έξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι 

( )0

0

Rh R yx R y
x

R h h

ρ
ρ

− −− −
= ⇔ =

− −
ή διαφορετικά 

( )x R h

R
y

ρ
=

−

−
 και για 1 0y = , 

2y h= ισχύει ότι 
( )( )2

20

h Rh R y
V dy

h

ρ
π

− −
= =∫  

( ) ( )( )22 2 2

2 0
2  

h

R h Rh R y R y dy
h

π
ρ ρ− − + − =∫  

( )2 21

3
h R Rπ ρ ρ= = + +⋯  

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 19 

Εύρεση όγκου του στερεού που παράγεται µε περιστροφή της επιφάνειας που 

ορίζεται από τον κύκλο
2 2 2( )x a y R− + = , περί τον άξονα yy′  όπου a R>  

Λύση 

Εύρεση της εξίσωσης του κύκλου µε παραµετρικές εξισώσεις. Από το σχήµα έχω ότι 

( )22cos cos cosx a R x a R x a Rθ θ θ− = ⇔ = + ⇔ = + και  sin cosy R dy Rθ θ= ⇔ =  

Όταν η γωνία θ  µεταβάλλεται από 0 έως 2π , το σηµείο Μ διανύει έναν πλήρη κύκλο. 
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2 2

1

y

y
V x dyπ= =∫  

( )
2 2

0
 R v R v d

π
π α συ θ συ θ θ+ =∫  

( )2
2 2 2

0
2  R v R v R v d

π
π α α συ θ συ θ συ θ θ+ + =∫  

2 2 2
2 2 2 3 3

0 0 0
 2   R v d aR v d R v d

π π π
πα συ θ θ π συ θ θ π συ θ θ+ + =∫ ∫ ∫  

( )2 2 2
2 2 2 3 2

0 0 0
 2  1   =R v d R v d R v d

π π π
πα συ θ θ πα συ θ θ π ηµ θ συ θ θ+ + −∫ ∫ ∫  

( )
2

2 2 3 3 3

03
R R v R R

π
π

πα ηµθ πα θ ηµθ συ θ π ηµθ ηµ θ + + ⋅ + −  
=  

2 22 Rπ α  

 

Εφαρµογή 20 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή περί 

τον άξονα xx′ , του χωρίου που ορίζεται από τους άξονες xx′ , yy′  και από την 

παραβολή 
1 1 1

2 2 2x y α+ =   

Λύση 

Εύρεση των σηµείων τοµής της παραβολής µε τους άξονες. 

� 
1 1 1

2 2 20 0 ayx yα= ⇔ ⇔= =+  

� 
1 1 1

2 2 200y x x aα= ⇔ ⇔= =+   Άρα, το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι [ ]0,a  

Από  

2
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2y y a xx α
 

+ = = − 
 

⇔ έπεται ότι 

4
1 1

2 2 2

0 0
V y dx a x dx

α α
π π

 
= = − = 

 
∫ ∫  

1 1

2 3/2 3/2 22 2

0
4 6 4  a a x ax a x x dx

α
π

 
− + − + = 

 
∫  

3

15

aπ
 

 

Εφαρµογή 21 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα yy′ ,  του χωρίου που ορίζεται από ένα τόξο της sinx yτοξ=  

Λύση 

Αν siny x= τότε sinx yτοξ=   
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Άρα, ( )2

1

1 22

0
sin

y

y
V x dy o y dyπ π τ ξ= =∫ ∫  

Θέτω sin sin cos  t y y t dy t dtτοξ= ⇔ = ⇔ =  

� Αν 0y =  τότε 0t =     

� Αν 1y = τότε 
2

t
π

=   

Άρα, 
( )2

/2
2

0
cos  

8

4
t dtV t

π π π
π

−
= =∫  

 

Εφαρµογή 22 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή περί 

τον άξονα xx′ , του χωρίου που ορίζεται από την παραβολή, 
2

2
4

x
y = +  και από την 

ευθεία  5 8y 14 0x − + =  

Λύση 

Λύνοντας το 

2

2
4

5 8 14 0

x
y

x y

 
 
 
 

+

− + = 

=
, βρίσκω τα σηµεία τοµής 

1 33
,

2 16

 Α 
 

, ( )2,3Β  

και χρησιµοποιώ τις τετµηµένες τους 
1

,  2
2

A Bx x= =  

Από ( )
2

1
2

4

x
y x = +  και από ( )2

5 7

8 4
y x x= + προκύπτει ότι ο ζητούµενος όγκος 

είναι   
2

2 2
1 2 2

2

( ) ( )V y x y x dxπ  = − = ∫  

2 2
2

2
1

2

1 5 1
7 2

16 2 4
x x dxπ

    + − + =    
     

∫  

891

1280
π  

 

 

 

Εφαρµογή 23 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή περί 

τον άξονα yy′ ,  του χωρίου που ορίζεται από τις παραβολές 
2y x=  και 

2 8y x=  

Λύση 

Λύνοντας το 

2

2 8

y x

y x

 =
 

= 
, βρίσκω τα σηµεία τοµής 

( )0,0Ο , ( )2,4Β  και χρησιµοποιώ τις τεταγµένες 

τους 1 0y =  και 2 4y = .  Από τις παραπάνω 

εξισώσεις προκύπτουν οι συναρτήσεις  

( )1x y y= , ( )
2

2
8

x
y

y =  και ισχύει ότι 
2

8

y
y ≥  
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Άρα, 
4

4

0

24
 

64 5
y dy

y
V

π
π

 
= − = 

 
∫  

 

Εφαρµογή 24 

Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος που σχηµατίζεται από την περιστροφή 

περί την ευθεία 2y a= − , του χωρίου που ορίζεται από την παραβολή 
2 4y ax=  και 

από την ευθεία x a= ,  µε 0a >  

 
Θεωρώ νέο σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή των αξόνων το σηµείο 

( )0, 2a′Ο − οπότε η  εξίσωση της παραβολής στο νέο σύστηµα είναι ( )2
2 4y xα α− =  

και δίνει τις συναρτήσεις   ( )1 2 4y x xα α= −  για την καµπύλη ΟΓ∆ και 

           ( )2 2 4y x xα α= +  για την καµπύλη ΟΑΒ 

Ο ζητούµενος όγκος είναι ( )2 2

2 1
0

V y y dx
α

π= − =∫  

                                                 ( ) ( )2 2

0
2 2 2 2x x dx

α
π α α α α + − − =

  ∫  

                                                  332

3
πα  

Εφαρµογή 25 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη (c) µε παραµετρικές 

εξισώσεις 3cosx a t=  , 3siny a t=  (αστροειδής). 

Λύση 

            Ο ζητούµενος όγκος V  ισούται µε το διπλάσιο του όγκου που σχηµατίζεται 

από την περιστροφή του χωρίου OAB, δηλαδή  είναι 2

0  
2V y dx

α
π= ∫  

 Είναι 3 2cos 3 cos sin  x a t dx a t t dt= ⇔ = − ⋅  

� Όταν 0x =  τότε  η 3cosx a t=  δίνει 
2

t
π

=  

� Όταν 
 � � τότε η 3cosx a t= δίνει 
 � 0 

Άρα,  ( )0
2 6 2

/2
2 sin 3 cos sinV t t t dt

π
π α α= − ⋅ =∫  

/2 /2
3 9 7

0 0
6 sin  sin  t dt t dt

π π
πα  − + =  ∫ ∫  

332

105
πα  

 

 



26 

 

Εφαρµογή 26 

Εύρεση  όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την  περιστροφή περί 

τον πολικό άξονα, του χωρίου που περικλείεται από την καρδιοειδή καµπύλη 

( )1 cosρ α ϕ= +  

Λύση 

Ο ζητούµενος όγκος, ισούται µε τη διαφορά των όγκων 1V , 2V  που προκύπτουν 

από την περιστροφή των χωρίων ΜΝΚ, ΜΟΚ περί τον πολικό άξονα. 

Οι παραµετρικές εξισώσεις της καµπύλης, µε παράµετρο την πολική ακτίνα ϕ , είναι 

( )cos 1 cos cosx ρ ϕ α ϕ ϕ= ⋅ = +  

( )sin 1 cos siny ρ ϕ α ϕ ϕ= ⋅ = +  

 
Αν 0ϕ =  τότε από την ( )1 cos cosx α ϕ ϕ= +  προκύπτει ότι 

( )1 cos0 cos0 2x a a= + =  Άρα, η τετµηµένη του σηµείου Μ είναι 2α. Η τετµηµένη 

του σηµείου Κ είναι το ελάχιστο της ( )1 cos cosx α ϕ ϕ= +  και υπολογίζεται ως εξής 

( )sin 1 2cos
dx

d
ϕα ϕ

ϕ
= − + , 

0

0 2

3

dx

d
π

ϕ
ϕ

 


= ⇔


=  
  

 

�  Όταν 0ϕ = , τότε από την ( )1 cos cosx α ϕ ϕ= +  προκύπτει ότι 2x αΜ =  

�  Όταν 
2

3

π
ϕ = , τότε από την ( )1 cos cosx α ϕ ϕ= +  προκύπτει ότι 

4
x

α
Κ

−
=  

Είναι 

4

2 0

2 2

1 2

4

a

a

a

V V V y dx y dxπ π
− −

= − = −∫ ∫  µε ( )22 2 2sin 1 cosy α ϕ ϕ= +  

� Όταν 
4

a
x

−
=  τότε είναι 

2

3

π
ϕ =   

� Όταν 0x =  τότε είναι ϕ π=       

� Όταν 2x =   τότε είναι 0ϕ =  

Συνεπώς, ( ) ( )22

2

3

2 1 cos sin 1 2cosi  n sV a d

θ

π

π ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ= + − + =  ∫  

( ) ( )2

3

22

2

1 cos sin 1 2cos  sina d

π

π

π ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ− + − + =  ∫  

( ) ( )2

0

3 3sin 1 cos 1 2cos  a d

π

π ϕ ϕ ϕ ϕ+ +∫  
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Θέτω cos sin  u du dϕ ϕ ϕ= ⇔ = −  

� Όταν 0ϕ =  τότε είναι 1u =  

� Όταν ϕ π=  τότε είναι 1u = −  

Άρα, ( ) ( )
1 2

3 2 2 3

1

8
1 (1 ) 1 2

3
V a u u u du aπ π

−
= − − + + =∫  

 

Εφαρµογή 27 

Τόξο της καµπύλης ( )/ /

2

x x x
y e e achα αα

α
−  = + =  

 
 όπου 0α > , µε πέρατα 

τετµηµένων 0  και x  αντίστοιχα, περιστρέφεται περί τον άξονα xx′ . Αν  E  το εµβαδόν  

της επιφάνειας και V  ο όγκος του στερεού σώµατος που παράγονται από την 

περιστροφή,  δείξτε ότι 
2V

E
a

=  

Λύση 

Είναι 
x x

y ach sh
a a

′    = =        
 και ( )2 21 1

x x
y sh ch

a a

   ′+ = + =   
   

 

( )2
2 1  

x

a

y y dE xπ ′+ == ∫  

2

0

2  

x
x

a ch dx
a

π   = 
 ∫  

2 2

0

2
 

x
x

a ch dx
a a

π   = 
 ∫  

2 2

0

2
 

x
x

a ch dx
a a

π
   =  

  
∫  

2

0

2
 

x

y dx
a

π
 

= 
 

∫
2V

a
 

 

Εφαρµογή 28 

Υπολογισµός όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

περί τον άξονα xx′ , του χωρίου που περικλείεται από τον ηµιάξονα x′Ο  και από το 

τόξο της καµπύλης  

1

xe
y

x
=   µε  ( ),0x∈ −∞  

Λύση 

Είναι 
0

2V y dxπ
−∞

= =∫
0 2/

2
 

xe
dx

x
π

−∞

=∫  

2/

2
0

li  m
x

e
dx

xε
λ ∞

ε

λ
−→

→−

=∫  

2/

0

2
lim

2
 xe d
x

ε

ε
λ ∞

λ

π
−→

→−

−   = 
 ∫  
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2/

0
lim

2

xe
ε

λε
λ ∞

π
−→

→−

−
  =   

2/ 2/

0
lim

2
e eε λ

ε

π
−→

−
 − =   

( ) ( )2/ 2/

0
lim lim

2
e eε λ

λ ∞ε

π
− →−→

−  − =
 

  

( )0 1
2 2

π π−
− =  

 

Εφαρµογή 29 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή της 

συνάρτησης ( ) 2

1

1
f x

x
=

+
 περί την οριζόντια ασύµπτωτη της. 

Λύση 

Ο άξονας xx′  είναι η οριζόντια ασύµπτωτη, διότι για  x→ ±∞  είναι ( )lim 0f x =  

Είναι 

( )
2

2
21

dx
V y dx

x
π π

+∞ +∞

−∞ −∞
= =

+
∫ ∫  Θέτω ( )2

2
tan 1 tan  

cos

d
x dx d

ω
ω ω ω

ω
= ⇔ = = +  

� Όταν  x→−∞  τότε 
2

ω
π−

→  

� Όταν  x→+∞  τότε 
2

ω
π

→  

Άρα, 

( )2
21

dx
V

x

∞

∞

π
+

−

= =
+

∫  

( )

/2 2

2
2

/2

1 tan
 

1 tan
d

π

π

ω
π ω

ω−

+
=

+
∫

/2

2

/2

cos  d

π

π

π ω ω
−

=∫  

( )
/2

/2

sin 2

2 4

π

π

ωω
π

−

 
+ = 

 

2

2

π
 

 

Εφαρµογή 30 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την παραβολή  2 8y x=  και από την ευθεία 

2x =  

Λύση 

( ) ( )
22 2 2

2

0 0 0

8 8  16
2

x
V y dx x dxπ π π π= = = =∫ ∫   

Πρόκειται για τον ολικό όγκο, διότι ότι στερεό 

σώµα που γράφει το τόξο (ΟΒ) συµπίπτει µε το 

στερεό σώµα που γράφει το τόξο (ΟΓ), κατά την 

περιστροφή τους. 
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Εφαρµογή 31 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

την ευθεία 2x = , του χωρίου που ορίζεται από την παραβολή 2 8y x=  και από την 

ευθεία 2x =  

Λύση 

Θα κάνω αλλαγή του συστήµατος των αξόνων．Οι γενικοί τύποι της αλλαγής 

του συστήµατος των αξόνων είναι
1 1

1 1

cos sin

sin cos

x a x y

y x y

ϕ ϕ

β ϕ ϕ

= + − 
 

= + ⋅+⋅

⋅ ⋅


 όπου ,α β  οι 

συντεταγµένες της νέας αρχής και ϕ  η γωνία που σχηµατίζει ο άξονας 1x  του νέου 

συστήµατος µε τον άξονα x  του παλαιού συστήµατος． 

Αρχή είναι το σηµείο ( )2,0Α  Οι  άξονες 

του νέου και του παλαιού συστήµατος είναι 

παράλληλοι, άρα 0ϕ =   

Συνεπώς,   οι τύποι 

1 1

1 1

cos sin

sin cos

x a x y

y x y

ϕ ϕ

β ϕ ϕ

= + − 
 

= + ⋅+⋅

⋅ ⋅


γίνονται  

1

1

2x x

y y

= + 
 

= 
 

Άρα, οι τύποι 
2 8

2

x

x

y

= 
 

= 
γίνονται 

( )
1

2

1 1

0

8 2

x

y x +

=  
 

=  
δηλαδή η ευθεία 1 0x = είναι 

ο άξονας περιστροφής του νέου συστήµατος． 

Για να βρω τα άκρα ολοκλήρωσης, θέτω 1 0x =  στην εξίσωση της καµπύλης 

οπότε 1 4y = ±   Άρα, 

24 4 2
2 1
1 1 1

4 4

256
2 

8 1
 

5

y
V x dy dy

π
π π

− −

 
= = − = 

 
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 32 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του τόξου της υπερβολής 2 2 4x y− =  που βρίσκεται µεταξύ των 

ευθειών 6x = , 0y =  

Λύση 

 

( )
6

6 3
2

2 2

160
4  4

3 3

x
V x dx x

π
π π

 
= − = − = 

 
∫  
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Εφαρµογή 33 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα yΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 
3

4
2

x
y = −  και από τις 

ευθείες 0x = , 0y =  

Λύση 
4

2

0

V x dyπ= =∫ ( )
4

2
3

0

8 2y dyπ − =∫  

( )
4 2

3

0

 8 2y dyπ − =∫  

( ) ( )
4 2

3

0

 8 2 8 2
2

y d y
π−

− − =∫  

( ) ( )

4

5
4

52

2

0

0

8 2 5
8 2 160 2

5 4

2

y
y

π π
π− =

− − −
=  

 

Εφαρµογή 34 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα yΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 2y x= και από τις ευθείες 

0y = , 2x =  

Λύση 

Ο ζητούµενος  όγκος, ισούται µε τον όγκο 

του στερεού σώµατος που γράφει η ευθεία 2x =  

µείον τον όγκο του στερεού σώµατος που γράφει η 

καµπύλη 2y x=  

∆ηλαδή, ( )2 2

1 2  V x x dy

β

α

π= − =∫  

( )
4

0

4  y dyπ − =∫
4

2

0

4
2

y
yπ

 
− = 

 
8π  

 

Εφαρµογή 35 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 2 2y x a x= − και από την 

ευθεία 0y =  

Λύση 

( )2 2 2

0

2  

a

V x a x dxπ= − =∫ ( )2 2 4

0

2  

a

a x x dxπ − =∫  

2 3 6

0

2
3 5

a

a x x
π

 
− 

 
= 54

15
a

π
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Εφαρµογή 36 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την 
xy e= και από τις ευθείες 0y = , 0x =

, 1x =  

Λύση 
1

2

0

 V e dxππ= =∫  

( )
1

2

02

xe
π

=
( )1

2

eeπ −
 

 

Εφαρµογή 37 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την ( )2 1y x x= − και από την ευθεία 

0y =  

Λύση 

( )1 2
2 2

1
V x x dxπ

−
= − =∫  

( )
1

2
3

0

2  x x dxπ − =∫  

( )
1

6 4 2

0

2 2  x x x dxπ − + =∫  

1
7 5 3

0

2 2
7 5 3

x x x
π

 
− + = 

 
 

1 2 1
2

7 5 3
π  − + = 

 

16

105

π
 

 

Εφαρµογή 38 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την 
2

x x

a a
a

y e e
− 

= + 
 

και από τις ευθείες 

0y = , x a= , x a= −  

Λύση 
2

1012

2

0
2

4
e

a
V e e dx

α
π

 
= + = 

 
∫  

2 32

4 2

0
2 2

4

x
aa
e e dx

ππ  
+ = 

 
+∫  

2

2 22

4

0 0 0
2

2

a a a
a

a
e dx e dx dx

π ππ − + + = 
∫ ∫ ∫  

222

2

0 0

2 2

2 22
2

x
a a

a
a a x a x

e d e d x
a a

ππ −  −   − + =    
    

∫ ∫  
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2 22

0
22

2
2

a
x x

a aa a a
e e

π −   
   
   

 
− + = 

  
 

2
2 2

2 )
2 2 2 2 2

a a a a a
e e a

π −  − + − − =    
 

3 2 2

22

4a e eπ − − +
= 

 
 

3 4 2

2

4 1

4

a e e

e

π  + −
 
 

 

 

Εφαρµογή 39 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την 2siny x= και από την ευθεία 0y =  

Λύση 

Για να βρω τα άκρα ολοκλήρωσης,  θέτω 0y =  στην 

εξίσωση της καµπύλης οπότε 
0

x
π

 
=  

 
 Άρα, 

4

0

sin  V x dx

π

π= =∫
3

4

0

sin cos 3
sin  

4 4

x x
x dx

π

π
 − ⋅

+ = 
 

∫  

3

0

sin cos 3 sin cos

4 4 2 2

x x x x x
π

π
 − ⋅ − ⋅ + + =  

  
 

3

4 2

π
π     =   

   

23

8

π
 

 

Εφαρµογή 40 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την 1xy = και από τις ευθείες 0y = ,  1x =
, 3x =  

Λύση 
3

2

1

 V y dxπ= =∫  

      

3

2

1

1
 dx

x
π =∫  

3

1x

π−
=  

   
3

π
π−

+ =
2

3

π
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Εφαρµογή 41 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη 
2 2 16x y+ =  και από την 

ευθεία 4x y+ =  

Λύση 

( )
4

2 2

1 2

0

 V y y dxπ= − =∫  

( )
4

2 2

0

16 (4 )  x x dxπ  − − − = ∫  

( )
4

2 2

0

16 16 8  x x x dxπ − − + − =∫  

128
64

3
π  − = 

 

64

3

π
 

 

Εφαρµογή 42 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη 
2 4y x= −  και από την 

ευθεία 2 4x y+ =  

Λύση 

( )
4

2 2

1 2

0

 V y y dxπ= − =∫  

( )
24

0

4
4  

2

x
x x dxπ

 − − − − =     
∫  

4 2

0

16 8
4  

4

x x
x dxπ

 + −
− − = 

 
∫  

4 2

0

16 4 16 8
 

4

x x x
dxπ

− − − +
=∫  

( )
4

2

0

4  
4

x x dx
π

− =∫  

4
3

2

0

2
4 3

x
x

π  
− = 

 
 

32 8

4 3 3

π π
− =  

 

Εφαρµογή 43 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

την ευθεία  1y = , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη 2y x=  και από την 

ευθεία y x=   

Λύση 
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Κάνω αλλαγή των αξόνων 
1

1

x a x

y yβ

= + 
 

= + 
, άρα 

1

11

x x

y y

= 
 

= + 
, αρχή του συστήµατος των 

αξόνων είναι το σηµείο ( )0,1Α  

Άρα, ( )
1

2 2

1 2 1

0

 V y y dxπ= − =∫  

( ) ( )
1

2 22

1 1 1

0

1 1  x x dxπ  − − − =  ∫  

( )
1

4 2 2

1 1 1 1 1

0

2 1 2 1  x x x x dxπ − + − + − =∫  

( )
1

4 2

1 1 1 1

0

3 2  x x x dxπ − + =∫  

1
5

3 21
1 1

0
5

x
x xπ

 
− + 

 
=

1
1 1

5
π  − + = 

  5

π
 

 

Εφαρµογή 44 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την  περιστροφή, περί 

τον άξονα Ox , του χωρίου που ορίζεται από την  καµπύλη sinxy e x=  και από τον 

άξονα Ox  

Λύση 

2

0

 V y dx

π

π= =∫ 2 2

0

s  inxe x dx

π

π =∫  

( )2

0

1 cos 2

2
 x x

e dx

π

π
−

=∫  

2 2 2

0 0

 cos  
2 2

x xe dx e x dx

π ππ π
− =∫ ∫  

( ) ( )2 2

0 0

 c 2
2 4

os  x xe dx x d e

π ππ π
− =∫ ∫  

( ) ( ) ( )2 2

0 0

co s
4 4

 2x xe x d e

π ππ π
− =∫  

( ) ( )( ) ( )2 2 2

0

cos 2 sin 2 1
4 12 6

xe e x x e

π
π ππ π π
− + = −  

 

Εφαρµογή 45 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που σχηµατίζεται από την περιστροφή της 

καµπύλης 
4 2 2 2 2 0x a x a y− + =  περί τον άξονα xΟ  

Λύση 

Ο όγκος είναι  
2V y dx

β

α
π= ∫  Για να βρω τα άκρα της ολοκλήρωσης, θέτω 0y =  οπότε 



35 

 

( ) ( ) ( )4 2 2 2 2 2 2

0

0 0 0y x a x x x a x x a x a x a

a

 
 

= ⇔ − = ⇔ − = ⇔ − + ⇔ =  
 − 

 

Άρα, ολοκληρώνω από 0   ως a  και διπλασιάζω ή από a−  ως a  και έχω τον ολικό 

όγκο 

Άρα,  
2 2 4 3 5 3

2

2 2

4
 

3 5 15

a

a
a

a a x x x x a
V dx a

a a

π π
π

−
−

 −
= = − = 

 
∫  

 

Εφαρµογή 46 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη xy xe=  και από τις ευθείες 

0y =  και 1x =  

Λύση 

( )
1

2 2

0

 xV x e dxπ= =∫ ( )
1

2 2

0

 
2

xx d e
π

=∫  

( )
1

2 2 2

0

2  
2

x xx e e x dx
π  

− = 
 

∫  

( )
1

2 2 2

0

 
2

x xx e x d e
π  

− = 
 

∫  

1

2 2 2 2

0

1

2 2

x x xx e xe e
π  − + = 

 
( )2 1

4
e

π
−  

 

Εφαρµογή 47 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 2 9y x=  και από την ευθεία 

3y x=  

Λύση 

Ο ζητούµενος όγκος, ισούται µε τον όγκο του στερεού σώµατος πού γράφει η 

καµπύλη 
2 9y x=  µείον τον όγκο του στερεού σώµατος που γράφει η ευθεία 3y x=  

( ) ( )
1 1

2

0 0

9  9  V x dx x dxπ π= − =∫ ∫  

1 1

0

32

0

9
3

2
x x

π
π− =  

9 3
3

2 2

π π
π− =  

 

Εφαρµογή 48 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την έλλειψη 
2 2

1
16 9

x y
+ =  
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Λύση 

4

2

4

 V y dxπ
−

= =∫ ( )
1

1

4

6
216  x dxπ

−

− =∫   

4
3

4

8
16

16 3

x
x

π

−

 
− = 

 
48π  

 

Εφαρµογή 49 

Έστω  κύκλος ( )C  ακτίνας R  Θεωρώ τις χορδές του που είναι παράλληλες 

προς την ίδια διεύθυνση. Κατασκευάζω πάνω από τις χορδές, συµµετρικούς τοµείς των 

παραβολών µε το ίδιο ύψος h  Τα επίπεδα των τοµέων των παραβολών, είναι κάθετα 

στο επίπεδο του κύκλου. Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος, που παράγεται. 

Λύση 

Εύρεση του εµβαδού του χωρίου που περικλείεται από τον τοµέα µιας 

παραβολής µε βάση τη χορδή ΑΒ µήκους a  και ύψους h   

Παίρνω τους άξονες των συντεταγµένων, όπως φαίνεται στο 2ο σχήµα. Η 

εξίσωση της παραβολής είναι 2y x hµ= +  Θα προσδιορίσω  την παράµετρο µ   

Είναι ,0
2

a Β 
 

 Από 2y x hµ= + προκύπτει ότι 
2

2

4
0

4

h
h

α
µ µ

α
−

= + ⇔ =  

Άρα, η εξίσωση της παραβολής είναι 2

2

4
x h

h
y

α
−

+=    

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι 
2 2

2

2

0 0

4 2
2  2  

3

h
E y dx x h dx ah

a

α α

− = = + = 
 ∫ ∫  

Εύρεση του όγκου του στερεού. Αν πάρω τους άξονες των συντεταγµένων όπως 

φαίνεται στο 1ο σχήµα, τότε η τοµή του στερεού σώµατος από ένα επίπεδο κάθετο στον 

άξονα xx′στο σηµείο ∆ µε τετµηµένη x  έχει εµβαδόν 
2

3
E ah=  (2) όπου 2a y=   

Από το ορθογώνιο τρίγωνο Ο∆Β είναι 2 2y R x= −  

Η 
2

3
E ah=  από 2a y= και 2 2y R x= − γράφεται ( ) 2 24

3
E x R x h= −  

Άρα, ( ) 
R

R

V E x dx
−

= =∫ ( )
0

2  

R

E x dx =∫  
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2 2

0

8
 

3

R

h R x dx− =∫ 22

3
R hπ  

 

Εφαρµογή 50 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

την ευθεία 1y = , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 
2siny x=  και από την 

ευθεία 0y =  

Λύση 

Κάνω αλλαγή των αξόνων  
1

11

x x

y y

= 
 

= + 
 αντικαθιστώντας τις τιµές των ,x y  

στις εξισώσεις  

2sin

0

1

y x

y

y

 =
 

= 
 = 

 οπότε, προκύπτει ότι 

2

1 1

1

1

1 sin

0

1

y x

y

y

 + =
 

= 
 = − 

δηλαδή, η ευθεία 

� � 1 είναι ο άξονας 1x  του νέου συστήµατος. Άρα, το χωρίο που ορίζεται από την 

καµπύλη 
2

1 11 y n xµ+ =  και από την ευθεία 1 1y = − , όταν περιστραφεί περί τον άξονα 

(στο νέο σύστηµα) έχει όγκο  ( )( )2
2 2

1 1

0

1 sin 1  V x dx

π

π= − − =∫  

( )4 2

1 1 1

0

1 sin 2sin  1x x dx

π

π =−− +∫  

0

2
1 1 1 1 1 1 1 12

sin cos sin cos 3 sin cos

2 2 4 4 2 2

x x x x x x x x
π

π =
   −   + + +     
      

⋅ ⋅ ⋅
 

3
2

2 4 2

π
π π

π    − =    
    

 

2
2 3

8

π
π − =  

25

8

π
 

 

Εφαρµογή 51 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη ( )cos 2y x=  και από τις 

ευθείες 0y = , 
4

x
π

= , 
3

4
x

π
=  
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Λύση 

( )
4

4

3

2cos 2  V x dx

π

π

π= =∫  

( ) ( )

3

4
2

4

cos 2  2
2

x d x

π

π

π
=∫  

( ) ( )
3

4

4

cos 2 sin 2

2 2

x x
x

π

π

π ⋅ 
+ 

 
=  

3

2 4 4

π π π − = 
 

2

4

π
 

Εφαρµογή 52 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη
2 2 2 0x y ax+ − =    

Λύση 
2

2

0

 

a

V y dxπ= =∫  

( )
2

2

0

2  

a

ax x dxπ − =∫
2

3
2

0
3

a

x
axπ

 
− = 

 
 

3
3 8

4
3

a
aπ

 
− = 

 

34

3
aπ  

 

Εφαρµογή 53 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 

3 2

3 3

2

3x y a+ =   και από τις 

ευθείες 0x =  , 0y =  

Λύση 

Λαµβάνω τις παραµετρικές εξισώσεις 
3

3

cos

sin

x a

y a

ω

ω

  
 
 

= ⋅

⋅ =
 και από τον 

2

0

 

a

V y dxπ= ∫  

προκύπτει ότι 

( )
0

32 2

π

2

sin 3 cos sin   V a a dω ω ω ωπ ⋅= − ⋅ =∫  

7

π

0

3 2

2

3 sin cos   a dπ ω ω ω− ⋅ =∫  

( )
0

π

2
3 6 23 sin cos   cosa dω ωπ ω⋅ − =∫ ( ) ( )

π

2
3

3 2 2

0

3 sin cos   cosa dω ωπ ω− =∫  
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( ) ( )

π

2
3

3 2 2

0

3 1 cos cos   cosa dπ ω ω ω− − =∫  

( ) ( )
0

π

2
3 2 4 6 23 1 3cos 3cos 6cos cos   cosa dω ωπ ω ω ω− − + − =∫  

( ) ( )
0

π

2
3 2 4 6 33 cos 3cos 3cos cos  cosa dω ωπ ω ω ω− − + − =∫  

π

3 5 7 9 2
3

0

cos cos cos cos
3 3 3

3 5 7 9
a

ω ω ω ω
π

 
− − + − = 

 
 

3 1 3 3 1
0 3

3 5 7 9
a π  + − + − = 

 

316

105

aπ
 

 

Εφαρµογή 54 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη logy x=  και από τις ευθείες 

x e=  , 0y =  

Λύση 

     Κάνω την αλλαγή των αξόνων 
1

1

x x e

y y

= + 
 

= 
Θέτω τις 

τιµές των ,x y  οπότε προκύπτει ότι  

( )

1

1

1 1

0

0

log

x

y

y x e

 =
 

= 
 = + 

, άρα  το χωρίο στρέφεται περί τον 

άξονα 1y  του νέου συστήµατος και η καµπύλη τέµνει τους άξονες 1 1,x y  στα σηµεία 

Α, Β  

Για την εύρεση των συντεταγµένων των σηµείων Α, Β, θέτω  

� 1 0y = , άρα ( )1 ,0eΑ −  

� 1 0x = , άρα 1 log 1y e= = , άρα ( )0,1Β  

Ο ζητούµενος όγκος του στερεού σώµατος είναι ( )1

1
2

1

0

 
y

V e e dyπ= =−∫  

( )1 1

1

2 12

1

0

2  
y y

e e e dyπ ++ =−∫  

1 1

1 1 1

2 12

1 1 1

0 0 0

 2  
y y

e dy e dy e dyπ π π ++ − =∫ ∫ ∫  

1 1

1

2 12

0

2
2

y ye e y e
π

π π + + − = 
 
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( )24 1
2

e e
π

− −  

 

Εφαρµογή 55 

Εύρεση όγκου του στερεού σώµατος που προκύπτει από την περιστροφή περί 

τον άξονα xΟ , του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 
1 1

2 2
2

1
y d

x
+ =  και από τις 

ευθείες 0y = , 0x =   

Λύση 

Από τον 
2

0

 

a

V y dxπ= ∫  λαµβάνω τις  παραµετρικές εξισώσεις 
4

cosx α ω= ⋅  

( )
0

2 2 2

2

sin  4 cos sinV a a d
π

π ω ω ω ω= − ⋅ ⋅ =∫  

0

3 2

2

34 sin cos  a d
π

π ω ω ω− ⋅ =∫

( )
2

3 2

0

4 sin cos  sina d

π

π ω ω ω⋅ =∫  

( )
2

3 2 2

0

4 sin  1 sina d

π

π ω ω ω− =∫

( ) ( )
2

3 4

0

4 sin sin  sina d

π

ππ ω ω ω− =∫  

10 10 2
3

0

sin sin
4

10 12
a

π

ω ω
π

 
− 

 
=  

3 1 1
4

10 12
a π  − = 

 

3 24

120

a π
=

3

15

aπ
 

 


