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Πρόλογος   

   Στα µαθηµατικά, οι πραγµατικοί αριθµοί γίνονται αντιληπτοί διαισθητικά ως 

το σύνολο όλων των αριθµών που είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία µε τα σηµεία µιας άπει-

ρης ευθείας, που καλείται ευθεία των πραγµατικών αριθµών ή πραγµατικός άξονας. Ο όρος «πραγ-

µατικός αριθµός» πλάστηκε εκ των υστέρων σε αντιδιαστολή προς τους «φανταστικούς αριθµούς», 

των οποίων η ένωση µε τους πραγµατικούς δίνει τους µιγαδικούς αριθµούς. Οι πραγµατικοί αριθµοί 

διακρίνονται σε ρητούς αριθµούς (που µπορούν να εκφραστούν ως κλάσµατα µε ακέραιο αριθµητή 

και παρονοµαστή) και σε άρρητους αριθµούς (που δε µπορούν να εκφραστούν επακριβώς ως κλά-

σµατα). Οι ρητοί µαζί µε τους άρρητους αποτελούν ένα συνεχές σύνολο.  Κάθε φυσικό µέγεθος που 

µπορεί να µετρηθεί, εκφράζεται συνήθως µε έναν πραγµατικό αριθµό. Το σύνολο των πραγµατικών 

αριθµών συµβολίζεται µε R.  

   

1. Αριθµοί µε συναρπαστικές συµπεριφορές 

1.1 Εξαψήφιοι αριθµοί 

Ο αριθµός 142.857 είναι ο πιο παράξενος αριθµός από όλους, γι’ αυτό θα τον ερευνήσουµε. 

Θα τον πολλαπλασιάσουµε διαδοχικά µε τους αριθµούς 1, 2, 3, 4, 5, 6, και θα δούµε τι προκύπτει. 

    1 × 142.857 = 142.857 

   2 × 142.857 = 285.714 

   3 × 142.857 = 428.571 

   4 × 142.857 = 571.428 

   5 × 142.857 = 714.285 

   6 × 142.857 = 857.142 

Άρα, αυτό που προκύπτει είναι ότι στα γινόµενα αυτά έχουµε την ίδια διαδοχή ψηφίων που 

αποτελούν τον αριθµό 142.857.  Ανακατατάσσουµε τώρα τα ίδια αυτά αποτελέσµατα ώστε τα αρχι-

κά ψηφία κατακορύφως να σχηµατίζουν πάλι τον 142.857.   

                                                     

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρούµε ότι κάθε οριζόντια στήλη είναι ίδια µε την αντίστοιχη κάθετη στήλη και ότι οι 

υπό γωνία 45˚ διαγώνιες αποτελούνται από ίδια ψηφία. Ωστόσο, αυτός ο περίεργος αριθµός βρέθη-

κε από την περίοδο του απλού δεκαδικού περιοδικού κλάσµατος  
�

�
  , όπου  

�

�
 = 0,142857. Στη συνέ-

χεια µε τέτοιους απλούς περιοδικούς δεκαδικούς, θα βρούµε και άλλους περίεργους αριθµούς τους 

οποίους συνήθως τους ονοµάζουµε κυκλικούς αριθµούς.   Επίσης περίεργος αριθµός όπως ο 

142.857 είναι και ο 076.923. Άλλωστε αν αυτούς τους δύο αριθµούς τους χωρίσουµε σε τριψήφια 

κοµµάτια και τα προσθέσουµε µας δίνουν άθροισµα 999. ∆ηλαδή: 

142 + 857 = 999 

076 + 923 = 999  

Ας θεωρήσουµε τους αριθµούς 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 και τον 13 µαζί µε τα πολλαπλάσιά 

του. 

076.923 × 1 = 076.923 

076.923 × 3 = 230.769 

076.923 × 4 = 307.692 

076.923 × 9 = 692.307 

076.923 × 10 = 769.230 

076.923 × 12 = 923.076 

 

142.857 

428.571 

285.714  3η σειρά 

857.142 

571.428 

714.285 

    3η στήλη 
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076.923 × 2 = 153.846 

076.923 × 5 = 384.615 

076.923 × 6 = 461.538 

076.923 × 7 = 538.461 

076.923 × 8 = 615.384 

076.923 × 11 = 846.153 

∆ηλαδή, στους παραπάνω πίνακες εµφανίζονται οι κυκλικές εναλλαγές των αριθµών 

076.923, 153.846. Τώρα ας πάρουµε και τα γινόµενα του µε τον 13 και τα πολλαπλάσιά του. 

076.923 × 13 = 0.999.999 

076.923 × 26 = 1.999.998 

076.923 × 39 = 2.999.997 

076.923 × 52 = 3.999.996 

Χωρίζουµε τα αποτελέσµατα σε εξαψήφια κοµµάτια εκ δεξιών προς τα αριστερά και προσθέτοντάς 

τα έχοµε:  

                                               999.999 + 000.000 = 999.999 

                                               999.998 + 000.001 = 999.999 

                                               999.997 + 000.002 = 999.999 

                                               999.996 + 000.003 = 999.999 

Άρα, καταλήγουµε ότι και αυτός είναι ένας  περίεργος αριθµός , όπου προκύπτει από την 

περίοδο του απλού δεκαδικού κλάσµατος 1 13�  . Ο αριθµός 12345679 είναι η περίοδος του απλού 

δεκαδικού περιοδικού κλάσµατος  
�

��
 . Για να δούµε τι συναρπαστικό συµβαίνει µε αυτόν, θα ξεκι-

νήσουµε πολλαπλασιάζοντάς τον διαδοχικά µε τα πολλαπλάσια του 9. 

12.345.679 × 9 = 111.111.111 

12.345.679 × 18 = 222.222.222 

12.345.679 × 27 = 333.333.333 

………………………………………….. 

12.345.679 × 81 = 999.999.999 

Στη συνέχεια τον πολλαπλασιάζουµε µε τα πολλαπλάσια του 9 που είναι µεγαλύτερα του 

81. ∆ηλαδή έχουµε:  

12.345.679 × 99 ( = 9 × 11 ) = 1.222.222.221 

12.345.679 × 108 ( = 9 × 12 ) = 1.333.333.332 

12.345.679 × 117 ( = 9 × 13 ) = 1.444.444.443 

12.345.679 × 126 ( = 9 × 14 ) = 1.555.555.554 

………………………………………… 

Εδώ µπορούµε να διατυπώσουµε ότι το άθροισµα των ακραίων ψηφίων των αποτελεσµάτων 

δίνει το ενδιαµέσως επαναλαµβανόµενο ψηφίο. Τώρα θα πολλαπλασιάσουµε τον 12.345.679 µε 

πολλαπλάσια του 3, χωρίς  όµως να είναι και πολλαπλάσια του 9. ∆ηλαδή: 

15 × 12.345.679 = 185.185.185 

21 × 12.345.679 = 259.259.259 

24 × 12.345.679 = 296.296.296 

33 × 12.345.679 = 407.407.407 

Στον παραπάνω πίνακα προκύπτουν εννιαψήφιοι αριθµοί, όπου ένας τριψήφιος επαναλαµ-

βάνεται τρείς φορές. Και κάτι τελευταίο και πολύ όµορφο: Πολλαπλασιάζουµε τον αριθµό µας µε 

το 999.999.999: 

12.345.679 × 999.999.999 = 1.234.567.887.654.321 Προκύπτει… παλινδροµικός αριθµός!  

Ακόµα ένας ιδιαίτερος αριθµός είναι και ο 123456789. Κατ’ αρχήν το άθροισµα των ψηφίων 

του είναι 45. Θα αρχίσουµε πολλαπλασιάζοντάς τον µε τους µονοψήφιους αριθµούς που δεν είναι 

πολλαπλάσια του 3. 

123.456.789 × 1 = 123.456.789 

123.456.789 × 2 =246.913.578 
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123.456.789 × 4 = 493.827.156 

123.456.789 × 5 = 617.283.945 

123.456.789 × 7 = 864.197.523 

123.456.789 × 8 = 987.654.312 

Εδώ παρατηρούµε ότι στα αποτελέσµατα επαναλαµβάνονται τα ψηφία από το 1 έως το 9 

από µια φορά. Πάµε να δούµε τι προκύπτει αν τον πολλαπλασιάσουµε µε το 3 και το 6. 

123.456.789 × 3 = 370.370.370 = 370.370370 - 3 

123.456.789 × 6 = 740.740.734 = 740.740.740 - 6 

Και τώρα πάµε να δούµε τι προκύπτει µε τον πολλαπλασιασµό του επί τα 9 πρώτα πολλαπλάσια 

του 9.  

123.456.789 × 9 = 1.111.111.101 

123.456.789 × 18 = 2.222.222.202 

123.456.789 × 27 = 3.333.333.303 

…………………………………… 

123.456.789 × 81 = 9.999.999.909 

Άλλη µια παραδοξότητα µε τον αριθµό 123.456.789, είναι ότι η τετραγωνική ρίζα είναι ο 

11.111,1 … ∆ηλαδή: √123.456.789 = 11.111,11…  

Οι αριθµοί 2.519 και 2.520 είναι δύο αριθµοί µε πολλά προσόντα! Ας ξεκινήσουµε µε τον 

2.519. Τον αριθµό αυτόν αν τον διαιρέσουµε δια του 10 δίνει υπόλοιπο 9, αν τον διαιρέσουµε δια 

του 9 δίνει υπόλοιπο 8, αν τον διαιρέσουµε δια του 8 δίνει υπόλοιπο 7 και ούτω καθ’ εξής. Και τε-

λικά διαιρούµενος δια 2 δίνει υπόλοιπο 1.  Ας δούµε όµως τι συµβαίνει και µε τον 2.520. Είναι ο 

πιο µικρός φυσικός αριθµός που διαιρείται ακριβώς από όλους τους µονοψήφιους αριθµούς 1, 2, 3, 

4, 5, 6, 7, 8, 9 και τον 10 φυσικά. Επιπλέον ο 2.520 είναι ο µικρότερος αριθµός ν που αυτός και ο  

ν-1 διαιρούνται µαζί από το 1 έως το 12. 

 

1.2 Οι τριψήφιοι και οι διψήφιοι αριθµοί 

• Η διαφορά ενός τριψήφιου αριθµού και του συµµετρικού του, είναι πάντα πολλαπλάσιο του 

99.  

Έστω π.χ. ο τριψήφιος  589. Τον αφαιρούµε από τον συµµετρικό του 985: 985-589 = 396 (= 4×99) 

(πολλαπλάσιο του 99). Αν ο τριψήφιος έχει διαδοχικά ψηφία, τότε η διαφορά του από τον συµµε-

τρικό του είναι το διπλάσιο του 99 δηλαδή ο 198 (και πάλι πολλαπλάσιο του 99) π.χ. Έστω ο 456: 

Είναι 654–456= 198. 

• Ας πάρουµε έναν οποιονδήποτε τριψήφιο µε αυξανόµενα διαδοχικά ψηφία. Αν σε αυτόν 

προσθέσουµε το 99, προκύπτει τριψήφιος µε όλα τα ψηφία του, ίδια.  

Π.χ.: 123 + 99 = 222, 234 + 99 = 333 , … 

• Αν θεωρήσουµε έναν οποιονδήποτε τριψήφιο µε µειούµενα διαδοχικά ψηφία και του αφαι-

ρέσουµε το 99 προκύπτει και πάλι τριψήφιος µε όλα τα ψηφία του ίδια. 

Π.χ.: 978 – 99 = 888 , 876 – 99 = 777 

• Τώρα µε τους διψήφιους θεωρούµε έναν τυχόντα διψήφιο αριθµό (18) και τον συµµετρικό 

του (81). Αφαιρούµε από τον µεγαλύτερο τον µικρότερο (81-18=63) της διαφοράς που βρί-

σκουµε, την προσθέτουµε µε τον συµµετρικό της (63+36=99) και το άθροισµα θα είναι πά-

ντοτε 99. 

 

Ο αριθµός 33 είναι ο µεγαλύτερος αριθµός που δεν είναι άθροισµα τριγωνικών αριθµών και 

πολλαπλασιάζοντάς τον µε κάποιους άλλους αριθµούς και τα πολλαπλάσια τους, παρουσιάζει αρ-

κετές παράξενες συµπεριφορές. Ξεκινάµε µε τον αριθµό 3 και τα πολλαπλάσιά του. 

33 × 6 = 198 

33 × 9 = 297 

33 × 12 = 396 

33 × 15 = 495 

33 × 18 = 594 
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33 × 21 = 693 

33 ×24 = 792 

33 × 27 = 891 

33 × 30 = 990 

Παρατηρούµε ότι στα αποτελέσµατα, το άθροισµα των ακραίων ψηφίων είναι 9, δηλαδή το 

µεσαίο ψηφίο. Αν πάρουµε τώρα τα υπόλοιπα 100 πολλαπλάσια του 3 έχουµε: 

33 × 33 = 1.089 

33 × 36 = 1.188 

33 × 39 = 1.287  

33 × 42 = 1.386 

33 × 45 = 1.485 

33 × 48 = 1.584 

……………… 

Στα αποτελέσµατα παρατηρούµε το άθροισµα του πρώτου και του τρίτου ψηφίου, όπως και 

του δεύτερου µε του τέταρτου ψηφίου είναι 9.  

 

Ο αριθµός 64 ξεχωρίζει από άλλους αριθµούς διότι: 

• 64 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2                � Είναι τετράγωνος αριθµός (8 × 8)  

• Είναι δωδεκάγωνος αριθµός             � Είναι κυβικός αριθµός (4 × 4 × 4) 

• Είναι άθροισµα των 8 αρχικών περιττών αριθµών: 1+3+5+7+9 +11+13+15=64 

• Είναι ο µικρότερος φυσικός αριθµός µε 7 διαιρέτες.  

 

1.3 Ο αριθµός 666 

Ξεκινάµε γράφοντας κάποιες εντυπωσιακές αναλύσεις του:  

• 666 = 1 + 2 + 3 + 4 + 567 + 89     666 = 123 + 456 + 78 + 9      666 = 9 + 87 + 6 + 543 + 21 

Όπως παρατηρήσαµε ο 666 γράφεται σαν άθροισµα προσθετέων µε αύξουσα ή φθίνουσα δια-

δοχή εµφανίσεως των µονοψήφιων αριθµών. 

• Ο 666 είναι διαιρέτης του αθροίσµατος: 123.456.789 + 987.654.321. 

• Επιπλέον παράξενες εµφανίσεις του που πραγµατικά εντυπωσιάζουν είναι: 

666 = 1� - 2� + 3�                                                  666 = ( 6 + 6 + 6 ) + ( 6� + 6� + 6� ) 

666 = (6 + 6+ 6 ) × ( 6� + 1� )                               666 = 6! × ( 6� + 1 )  × ( 6� + 2� )  

666 = 2� + 3� + 5� + 7� + 11� + 13� + 17�        (	6 × 6	 × 6	)� + (	666 − 6	 × 6	)� = 666� 

666 + 666 = 6 × 6 × 6 × 6 + 6 × 6                          666 = 111 + 222 + 333 

• Υψώνουµε τον αριθµό µας πρώτα στο τετράγωνο και κατόπιν στον κύβο. Άρα έχουµε: 

666�	= 443.556        666� = 295.408.296 

Άθροισµα των κύβων των ψηφίων του πρώτου αποτελέσµατος: 4� + 4� + 3� + 5� + 5� + 6� = 621 

Άθροισµα των ψηφίων του δεύτερου αποτελέσµατος:2 + 9 + 5 + 4 + 0 + 8 + 2 + 9 + 6 = 45 

Προσθέτουµε τους 62 και 45. ∆ηλαδή: 621 + 45 = 666 

• Το άθροισµα των αρχικών 666 πρώτων αριθµών εµπεριέχει τον 666: 

2 + 3 + 7 + 11 + … + 4.969 + 4.973 = 1.553.157 = 23 × 66.659 

• Το άθροισµα των πρώτων 144 ψηφίων του π είναι: 666 (144 = ( 6 + 6 ) ×  ( 6 + 6 ) = 12 × 

12 ) 

Βρίσκουµε ότι 
���

���
  = 3,14159… ( = π ). Αν αντιστρέψουµε τον αριθµητή αυτού του κλάσµατος και 

του προσθέσουµε τον παρονοµαστή έχουµε: 553 + 113 = 666  

• ∆ύο εντυπωσιακές σχέσεις είναι: 

α) 
���

��.���
 = 

�	×	�	×	�

�	×��	×	��
                   β) 

�.���

�.���
 = 

��

��
 × 

��

��
 

• Αριθµός του Smith λέγεται ο ακέραιος αριθµός του οποίου το άθροισµα των ψηφίων ισού-

ται µε το άθροισµα των ψηφίων των πρώτων του διαιρετών. Ο 666 λοιπόν είναι αριθµός του 

Smith  , διότι: 666 = 2 × 3 × 3 × 37 και 6 + 6 + 6 = 2 + 3 + 3 + 3 + 7  
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1.4 Οι αριθµοί  9, 4, 8 

Ξεκινάµε µε τον αριθµό 9.  

• Κατ’ αρχήν κάθε αριθµός πολλαπλασιαζόµενος επί 9 εξαγόµενο που το άθροισµα των ψη-

φίων του είναι ο αριθµός που διαιρείται ακριβώς δια 9. 

Π.χ. 528 × 9 = 4.752 , 4 + 7 + 5 + 2 = 18 , 18 : 9 = 2  

        952 × 9 = 8.568 , 8 + 5 + 6 + 8 = 27 , 27 : 9 = 3  

• Όταν ένας τριψήφιος αριθµός είναι άθροισµα δύο άλλων τριψήφιων και αν τα χρησιµοποιη-

θέντα ψηφία είναι από το 1 έως το 9 ληφθέντα από µία φορά , τότε το άθροισµα των ψηφί-

ων του αποτελέσµατος είναι πάντα 18, δηλαδή διπλάσιο του 9. 

 Π.χ. 716 + 238 = 954 → 9 + 5 + 4 = 18 = 2 × 9 

               317 + 528 = 846 → 8 + 4 + 6 = 18 = 2 × 9 

               291 + 546 = 837 → 8 + 3 + 7 = 18 = 2 × 9  

• Το υπόλοιπο της διαιρέσεως ενός οποιουδήποτε αριθµού διά του 9 είναι το άθροισµα των 

ψηφίων του αριθµού. 

       Π.χ. 23 : 9 = 2 και υπόλοιπο 2 + 3 = 5  

               67 : 9 = 7 και υπόλοιπο 6 + 7 = 13 , 1 + 3 = 4 

               173 : 9 = 19 και υπόλοιπο 1 + 7 + 3 = 11 , 1 + 1 = 2  

• Έστω ένας αριθµός. Του αφαιρούµε το άθροισµα των ψηφίων του. Το αποτέλεσµα διαιρεί-

ται ακριβώς δια 9. Π.χ. Έστω ο 736. Του αφαιρώ το άθροισµα των ψηφίων του 7 + 3 + 6 = 

16 

             Άρα : 736 – 16 = 720. Ο 720 διαιρείται ακριβώς διά 9. Πράγµατι 720 : 9 = 80. 

• Ακόµα κάποια αρµονικά αποτελέσµατα από προθέσεις που προκύπτουν αν τους µονοψή-

φιους αριθµούς τους πολλαπλασιάζουµε επί 9 και συγχρόνως τους προσθέτουµε το 9. 

1 × 9 + ( 1 + 9 ) = 9 + 10 = 19 

2 × 9 + ( 2 + 9 ) = 18 + 11 = 29 

3 × 9 + ( 3 + 9 ) = 27 + 12 = 39  

………………………………

… 

Ας δούµε πως συµπεριφέρονται τα τετράγωνα και οι κύβοι των αριθµών 9, 99, 999, 9.999 

και τι αποτελέσµατα προκύπτουν.  

9� = 81  

99� = 9.801 

999� = 998.001 

9.999� = 99.980.001 

99.999� = 9.999.800.001 

…………………………… 

 

9� = 729 

99� = 970.299 

999� = 997.002.999 

………………………… 

Συνεχίζουµε µε τον αριθµό 4. Αρχικά, θα διαιρέσουµε τον 4 µε τους παρακάτω αριθµούς. Αυτό 

που προκύπτει είναι ότι µετά τη διαίρεση έχουµε ίδια κυκλική διαδοχή ψηφίων. Επίσης αν ορισµέ-

να από τα εκάστοτε προκύπτοντα πηλίκα συνεχίσουµε να τα διαιρούµε διά 4 προκύπτουν νέα πηλί-

κα µε την ίδια κυκλική διαδικασία. 

• 615.384 : 4 = 153.846         Συνεχίζουµε να διαιρούµε διά 4   

             153.846 : 4 = 38.461,5 

• 410.256 : 4 = 102.564         Συνεχίζουµε να διαιρούµε διά 4 

102.564 : 4 = 25.641,0        Πάλι διά 4 

• 102.564 : 4 = 25.641,0        Πάλι διά 4 

25.641,0 : 4 = 6.410,25         
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• 923.076 : 4 = 230.769 

• 307.692 : 4 = 076.923 

• 820.512 : 4 = 205.128          Ξανά διά 4 

205.128 : 4 = 51.282,0         Ξανά διά 4  

51.282,0 : 4 = 12.820,5 

• 512.820 : 4 = 128.205 

• 205.128 : 4 = 51.282,0         Πάλι διά 4 

51.282,0 : 4 = 12.820,5        Πάλι διά 4 

12.820,5 : 4 = 3.205,125 

Τώρα κάποιοι πολλαπλασιασµοί µε τον αριθµό 4: 

58 × 4 = 232  

5.858 × 4 = 23.432 

586.358 × 4 = 2.345.342 

58.641.358 × 4 = 234.565.432 

5.864.191.358 × 4 = 23.456.765.432 

586.419.961.358 × 4 = 2.345.678.765.432 

58.641.974.691.358 × 4 = 234.567.898.765.432 

 

Τέλος ο αριθµός 8. Ο αριθµός 8 είναι ένα από τα πλέον ενδιαφέροντα ψηφία. Τον συναντά-

µε πολύ στη καθηµερινότητά µας (όπως τον οκτακύλινδρο κινητήρα, το οκτάωρο εργασίας κ.λπ.). 

Ας δούµε όµως τώρα την εξής αριθµητική αρµονία όπου ο 8 παίζει το βασικό ρόλο: 

1 × 8 + 1 = 9  

12 × 8 + 2 = 98 

123 × 8 + 3 = 987 

1.234 × 8 + 4 = 9.876 

12.345 × 8 + 5 = 98.765 

123.456 × 8 + 6 = 987.654 

1.234.567 × 8 + 7 = 9.876.543 

12.345.678 × 8 + 8 = 98.765.432 

123.456.789 × 8 + 9 = 987.654.321 

Ακόµα µια άλλη αριθµητική εκδοχή χρησιµοποιώντας τον αριθµό οχτώ είναι: 

8 × 8 + 13 = 77 

88 × 8 + 13 = 717 

888 × 8 + 13 = 7.117 

8.888 × 8 + 13 = 71.117 

88.888 × 8 + 13 = 711.117 

888.888 × 8 + 13 = 7.111.117 

8.888.888 × 8 + 13 = 71.111.117 

……………… ……………… 

Θα αναλύσουµε τον αριθµό 8 και όσους προκύπτουν αν συνεχώς προσκολλάµε δεξιά του, 

τους µονοψήφιους. Αυτό που προκύπτει είναι: 

8 = 7,1 × 1 + 0,9 × 1 

87 = 7,1 × 12 + 0,9 × 2  

876 = 7,1 × 123 + 0,9 × 3  

8765 = 7,1 × 1234 + 0,9 × 4 

87654 = 7,1 × 12345 + 0,9 × 5 

876543 = 7,1 × 123456 + 0,9 × 6 

………………………………  

Και φυσικά όπου 7,1 + 0,9 = 8!! 
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2. Οµάδες αριθµών 

2.1 Πρώτοι αριθµοί  

Ένας αριθµός λέγεται πρώτος αν κανείς άλλος αριθµός δε µπορεί να τον διαιρέσει ακριβώς 

(παρά µόνο ο εαυτός του και η µονάδα). Πρώτοι είναι οι: 1, 2, 3, 5, 7, κ.λπ. Σε ορισµένους από αυ-

τούς, παρατηρούνται παράξενα πράγµατα τα οποία θα εξετάσουµε.  Οποιοσδήποτε πρώτος αριθµός 

του τύπου 4 × ν + 1 µπορεί, να αναλυθεί σε άθροισµα δύο τετραγώνων και µάλιστα η ανάλυση της 

πρώτης και της δεύτερης δύναµης δεν γίνεται παρά µόνο µε έναν και µοναδικό τρόπο. Π.χ.: 

Ο 13 είναι πρώτος αριθµός και µπορεί να γραφεί 13 = 4 × 3 + 1. ∆ηλαδή: 

13 = 3� + 2�  , όπου 13 = 9 + 4  

13� = 12� + 5� , όπου  169 = 144 + 25 

13� = 46� + 9� , όπου 2.197 = 2.116 + 81 

Όπως και ο 41: 

41 = 5� + 4� , όπου 41 = 25 + 16  

41� = 40� + 9� , όπου 1.681 = 1.600 + 81 

41� = 236� + 115� , όπου 68.921 = 55.696 + 13.225 

 

2.2 Παρατηρήσεις 

1η.       Έχουµε 1 + 1 = 2 = πρώτος αριθµός. Αυτόν τον 2 τώρα τον πολλαπλασιάζουµε κάθε φορά 

επί το γινόµενο των αρχικών δύο, τριών, τεσσάρων κ.λπ. πρώτων , προσθέτοντας πάντα το όπως 

φαίνεται παρακάτω: 

2 × 1 × 3 + 1 = 7 πρώτος  

2 × 1 × 3 × 5 + 1 = 31 πρώτος  

2 × 1 × 3 × 5 × 7 + 1 = 211 πρώτος    

2 × 1 × 3 × 5 × 7 × 11 + 1 = 2.311 πρώτος  

2η.       Στην αλγεβρική έκφραση 10�� - 10� + 1 δίνουµε διαδοχικά τις τιµές ν = 1, 2, 3, … 

Έτσι έχουµε τον παρακάτω πίνακα: 

ν ���  - ��  + 1 Αριθµητική τιµή  Χαρακτηρισµός  

1 10� - 10� + 1  91 Σύνθετος αριθµός 

2 10� - 10� + 1 9.901 Πρώτος αριθµός 

3 10� - 10� + 1 999.001 Σύνθετος αριθµός 

4 10� - 10� + 1  99.990.001 Πρώτος αριθµός 

5 10�! - 10� + 1  9.999.900.001 Σύνθετος αριθµός 

6 10�� - 10� + 1 999.999.000.001 Πρώτος αριθµός 

7 10�� - 10� + 1 99.999.990.000.001 Σύνθετος αριθµός 

8 10�� - 10� + 1  9.999.999.900.000.001 Πρώτος αριθµός 

9 10�� - 10" + 1 999.999.999.000.000.001 Σύνθετος αριθµός 

10 10�! - 10�! + 1 99.999.999.990.000.000.001 Σύνθετος αριθµός 

3η.        

Αριθµός Χαρακτηρισµός 

31 Πρώτος αριθµός 

331 Πρώτος αριθµός 

3.331 Πρώτος αριθµός 

33.331 Πρώτος αριθµός  

333.331 Πρώτος αριθµός 

3.333.331 Πρώτος αριθµός 

33.333.331 Πρώτος αριθµός 

333.333.331 Σύνθετος αριθµός 

 

2.3 Παλινδροµικοί αριθµοί 

Παλινδροµικός λέγεται ο αριθµός που διαβάζεται το ίδιο ή από αριστερά προς τα δεξιά, ή 

από δεξιά προς τα αριστερά. Αρχίζουµε µε τα τετράγωνα των παλινδροµικών 1, 11, 111, 1.111 κ.λπ. 



12 

 

 

1� = 1                        =                 
�	×�

�
 

11� = 121                  =                
��	×��

�#�#�
 

111� = 12.321           =             
���	×���

�#�#�#�#�
 

1.111� = 1.234.321   =          
�.���	×�.���

�#�#�#�#�#�#�
 

…………………………………………… 

Συνεχίζουµε µε µερικά παλινδροµικά αθροίσµατα: 

1                                           =      1                 =  1�     

1+2+1                                   =    2+2               =  2� 

1+2+3+2+1                           = 3+3+3              =		3� 

1+2+3+4+3+2+1                   = 4+4+4+4          =		4� 

1+2+3+4+5+4+3+2+1           = 5+5+5+5+5      =		5� 

1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1   =6+6+6+6+6+6   =		6� 

……………………………………………………… 

Τώρα προχωράµε ελέγχοντας τις τέσσερις πρώτες δυνάµεις του 11: 

11� = 11 , 11� = 121 , 11� = 1.331 , 11� = 14.641. Παρατηρήσαµε ότι προέκυψαν πάλι παλινδρο-

µικοί αριθµοί. Γι’ αυτό τώρα ας πάρουµε το 11 και ας σχηµατίσουµε τους παλινδροµικούς που θα 

προκύπτουν αν ανάµεσά στο 11 βάλουµε ένα µηδενικό, κατόπιν δύο µηδενικά, τρία, τέσσερα κ.λπ. 

Των αριθµών αυτών παίρνουµε τα τετράγωνα, τους κύβους και τις τέταρτες δυνάµεις τους. 

Βάση Τετράγωνο Κύβος 4η ∆ύναµη 

11 121 1.331 14.641 

101 10.201 1.030.301 104.060.401 

1001 1.002.001 1.003.003.001 1.004.006.004.001 

………

… 

…………

… 

……………

…. 

…………………

… 

 

2.4 Παλινδροµικός και πρώτος αριθµός 

Το άθροισµα των 666 παλινδροµικών πρώτων αριθµών είναι: 2.391.951.273 για το οποίο 

έχουµε: 2� + 3� + 9� + 1� + 9� + 5� + 1� + 2� + 7� + 3� = 666 + 666 + 666.  Ας πάρουµε τον α-

ριθµό 347.182.965, όπου εµφανίζονται οι µονοψήφιοι από µία φορά και ας τον διαιρέσουµε µε το 

άθροισµα των ψηφίων του 3 + 4 + 7 + 1 + 8  + 2 + 9 + 6 + 5 = 45. Προκύπτει πρώτος και παλιν-

δροµικός! 

 

2.5 Συµµετρικοί και πρώτοι αριθµοί 

Οι συµµετρικοί των εξής πρώτων αριθµών: 13, 17, 37, 79, 107, 113, 1.597 δηλαδή οι αριθ-

µοί 31, 71, 73, 97, 701, 331, 7.951 είναι και αυτοί πρώτοι. 

 

2.6 Πολύγωνοι αριθµοί 

2.6.1 Τρίγωνοι αριθµοί 

Ένας αριθµός λέγεται τρίγωνος, όταν µε τις µονάδες του µπορούµε να φτιάξουµε ένα τρίγω-

νο. Αυτό προέκυψε επειδή στο 1 προσθέτουµε 2 και παίρνουµε το 3. Στο 3 προσθέτουµε 3 και 

παίρνουµε 6, στο 6 προσθέτουµε 4 και παίρνουµε 10, στο 10 προσθέτουµε 5 και παίρνουµε 15 κ.λπ. 

Ο τύπος του ν-στου τριγώνου είναι ν× (ν +1): 2 ή  και πιο παραστατικά 1=1 , 1+2=3 , 1+2+3=6 , 

1+2+3+4=10 , κ.λπ. 
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2.6.2 Τετράγωνοι αριθµοί 

Ένας αριθµός λέγεται τετράγωνος όταν µε τις µονάδες του µπορούµε να φτιάξουµε ένα τε-

τράγωνο. Φυσικά κάθε τετράγωνος αριθµός είναι το τετράγωνο κάποιου άλλου: 4=2� , 9=3� κ.λπ. 

Επιπλέον προκύπτουν και από το άθροισµα δύο διαδοχικών τρίγωνων αριθµών π.χ.: 1+3=4 , 3+6=9 

 
 

2.6.3 Πεντάγωνοι αριθµοί 

Ένας αριθµός λέγεται πεντάγωνος όταν µε τις µονάδες του µπορούµε να φτιάξουµε ένα κα-

νονικό πεντάγωνο. Υπάρχουν βέβαια και εξάγωνοι κ.λπ. Κατ’ αρχήν µε τον όρο πρώτες διαφορές 

εννοούµε τις διαφορές που προκύπτουν από την αφαίρεση δύο διαδοχικών πολύγωνων αριθµών. 

Π.χ. για τους τρίγωνους έχουµε σαν πρώτες διαφορές 3 – 1 = 2 , 6 – 3 = 3 κ.λπ. ∆εύτερες διαφορές 

είναι οι διαφορές των δύο διαδοχικών πρώτων διαφορών π.χ. 3 – 2 = 1 , 4 – 3 = 1 κ.λπ. 

 
 

2.7 Τέλειοι αριθµοί 

Ένας αριθµός λέγεται τέλειος όταν το άθροισµα των διαιρετών του (εκτός από τον ίδιο) µας 

δίνει τον ίδιο τον αριθµό. Π.χ. ο αριθµός 6 είναι τέλειος, διότι οι διαιρέτες του είναι οι 1,2,3,6 και 

έχουµε 1+2+3=6. Όπως και ο αριθµός 28 είναι τέλειος, διότι οι διαιρέτες του είναι οι 1,2,4,7,14,28 

και έχουµε 1+2+4+7+14=28. Το περίεργο µε αυτούς είναι ότι είναι άρτιοι, λήγουν πάντα σε 6 ή 28 , 

είναι τρίγωνοι και το άθροισµα των αντίστροφων του συνόλου των διαιρετών τους είναι πάντοτε 2 

ή τείνει στο 2! Τους τέλειους άρτιους αριθµούς που αναφέραµε πιο πάνω τους βλέπουµε στον πα-

ρακάτω πίνακα. 

Α/Α ν πρώτος � $� �  – 1 Τέλειοι αριθµοί Κ 

1 2 2 3 6 

2 3 4 7 28 

3 5 16 31 496 

4 7 64 127 8.128 

5 13 4.096 8.191 33.550.336 

6 17 65.536 131.071 8.489.869.056 

7 19 262.144 5.204.287 137.438.691.328 

8 31 … … … 

9 61 … … … 

(Οι αριθµοί των γραµµών της τελευταίας στήλης προκύπτουν από τον πολλαπλασιασµό των 

αντίστοιχων αριθµών των γραµµών των τρίτων και τέταρτων στηλών). Οι τιµές του ν: 11, 23 και 29 

αποκλείονται, γιατί οι τρείς αριθµοί (2��– 1),(2��– 1),(2�"– 1) δεν είναι πρώτοι αφού κάθε ένας 

τους διαιρείται αντίστοιχα διά 23,47 και 233. Οι τέλειοι αριθµοί λήγουν πάντα σε 6 ή 28. Εκτός 

του 2 και του 3, όλοι οι πρώτοι αριθµοί ν της δεύτερης στήλης, είναι πολλαπλάσια του 6 συν ή 

πλην 1. Έτσι αν ο ν είναι πολλαπλάσιο του 6 µείον 1 τότε ο τέλειος αριθµός Κ τελειώνει σε 6. Ενώ 

αν ο ν είναι πολλαπλάσιο του 6 συν 1 τότε ο τέλειος αριθµός Κ λήγει σε 28.Επιπροσθέτως, αν κάθε 

έναν από τους τέλειους που πήραµε στην τελευταία στήλη του πίνακα, τον διαιρέσουµε διά 9 παίρ-

νουµε υπόλοιπο 1. Τέλος ο αριθµός 6 ξεχωρίζει από τους άλλους τέλειους αριθµούς διότι οι διαιρέ-

τες του εµπλέκονται και µε άλλες ιδιότητες χαρακτηρίζοντάς τον έτσι υπέρ τέλειο αριθµό. ∆ηλαδή: 

1 + 2 + 3 = 6  και  1 × 2 × 3 = 6  

1�  + 2� + 3� = 6� = 36  και  1� × 2� × 3� = 6� = 36 

1� × 2� × 3� = 6� = 216 και  3� + 4� + 5� = 6� = 216 
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2.8 Φίλοι αριθµοί 

∆ύο αριθµοί λέγονται φίλοι όταν το άθροισµα των διαιρετών του πρώτου, δίνει τον δεύτερο 

και αντίστροφα. ∆ηλαδή όταν το άθροισµα των διαιρετών του δεύτερου αριθµού δίνει τον πρώτο. 

Π.χ. οι 220 και 284 είναι φίλοι γιατί: 

∆ιαιρέτες του 220: 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 

∆ιαιρέτες του 284: 1, 2, 4, 71, 142 

Άθροισµα διαιρετών του 220: 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284 

Άθροισµα διαιρετών του 284: 1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220 

Μερικοί φίλοι αριθµοί είναι: 

220 

284 

1.184 

1.210 

2.620 

2.924 

5.020 

5.564 

6.232 

6.328 

10.744 

10.856 

17.296 

18.416 

63.020 

76.084 

66.928 

66.992 

67.095 

71.145 

69.615 

87.633 

122.265 

139.815 

141.664 

153.176 

142.310 

168.730 

171.856 

176.336 

176.272 

180.848 

 

2.9 Ευτυχισµένος αριθµός 

Ευτυχισµένος αριθµός λέγεται αυτός που παίρνοντας το άθροισµα των τετραγώνων των 

ψηφίων του, προκύπτει ένας άλλος αριθµός που και αυτού παίρνουµε το άθροισµα των τετραγώνων 

των ψηφίων του και επαναλαµβάνουµε συνέχεια το ίδιο µέχρι να προκύψει µονοψήφιος. Αν αυτός 

είναι ο 1 τότε ο αριθµός λέγεται ευτυχισµένος. 

203: 2� + 0� + 3�  = 4 + 0 + 9  = 13 

13: 1� + 3�  = 1 + 9  = 10    

10: 1� + 0�  = 1 + 0  = 1 

Άλλοι ευτυχισµένοι αριθµοί είναι βέβαια ο 1 αλλά και ο 7, 356, 78.999 κ.λπ.  

 

3. ∆υνάµεις αριθµών 

3.1 Τετράγωνα αριθµών 

Τα τετράγωνα των αριθµών χαρακτηρίζουν τους αριθµούς ως τετράγωνους. 

Α. Αρχικά βρίσκουµε διαδοχικούς αριθµούς που το άθροισµα των κύβων τους είναι τετρά-

γωνο. Π.χ. 

289� + 290� + … + 4.904� = (3 × 577 × 6.948)� 

3600� + 3.601� + … + 4.225� = (5 × 313 × 3.915)� 

Β. Τώρα µερικά αθροίσµατα τετραγώνων που και αυτά είναι τετράγωνα ή άθροισµα τετρα-

γώνων. 

1� + 2� + 3� + 4� + 6� + 7� + 9� = 14� 

5� + 6� + 10� + 12� = 4� + 17� = 7� + 16� 

Γ. Περίεργη είναι και η εµφάνιση της διαφοράς των τετραγώνων δύο διαδοχικών αριθµών 

που ισούται µε το άθροισµα των αριθµών αυτών: 

2� – 1� = 4 – 1 = 3 (= 2 + 1)   

3� – 2� = 9 – 4 = 5 (= 3 + 2) 

4� – 3� =  16 – 9 = 7 (=4 + 3) 

5� – 4� = 25 – 16 = 9 (= 5 + 4) 

…………………………………. 

∆. Στη σχέση 4�=16 ας βάλουµε πριν το 4 τριάρια και ανάµεσα στο 16 ας βάλουµε το 15, 

µετά το 1.155 κ.λπ.: 

4� = 16 

34� = 1.156 
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334� = 111.556 

3.334� = 11.115.556 

…………………………… 

Ε. Ας αναλύσουµε τώρα τα τετράγωνα των φυσικών αριθµών 1, 2, 3, 4, …: 

1� = 1 = 0 × 2 + 1  

2� = 4 = 1 × 3  + 1 

3� = 9 = 2 × 4 + 1 

4� = 16 = 3 × 5 + 1  

5� = 25 = 4 × 6 + 1 

…………………… 

Προκύπτουν από τη σχέση: %� = (ν – 1)(ν + 1) + 1  

Ζ. Από τα παραπάνω τετράγωνα των φυσικών αριθµών 1, 2, 3, 4, ... , θα αφαιρέσουµε από το τε-

τράγωνο κάθε αριθµού το γινόµενο του προη-

γούµενου του επί τον επόµενο του. Το απο-

τέλεσµα θα είναι πά- ντα 1. Άρα έχουµε: 

 

 

 

 

 

 

Η. Υπάρχει αριθµός µε ίδια ψηφία που το τετράγωνό του είναι τετραψήφιος και έχει τα δύο πρώτα 

ψηφία ίδια, όπως και τα δύο τελευταία: 88� = 7.744. Τα τετράγωνα των παρακάτω αριθµών µας 

δίνουν ως αποτέλεσµα έναν αριθµό στον οποίο εµφανίζονται όλα τα ψηφία από 1 έως 9 και µια φο-

ρά. 

11.826� = 139.854.276                                , 19.377� = 375.468.129 

12.543� = 157.326.849                                , 19.629� = 385.297.641 

15.681� = 245.893.761                                , 23.178� = 537.219.684 

18.072� = 326.597.184                                , 29.034� = 842.973.156 

Υπάρχουν συνολικά 87 αριθµοί που στο τετράγωνο τους εµφανίζονται όλοι οι µονοψήφιοι 

από το 0 έως το 9. Ο µικρότερος είναι ο 1.026.753.849 (=32.043�) και ο µεγαλύτερος είναι ο 

9.814.072.356 (=99.066�). Το άθροισµα των αριθµών 1, 5, 7, 9, ισούται µε το άθροισµα των αριθ-

µών 2, 4, 6, 10, αλλά ισούται και το άθροισµα των τετραγώνων τους. ∆ηλαδή: 

1 + 5 + 7 + 9 = 2 + 4 + 6 + 10  = 22 

12  + 52 + 72 + 92 = 22 + 42 + 62  + 102  = 156 

Το ίδιο ισχύει και µε τους αριθµούς 1, 6, 8 και 2, 4, 9. ∆ηλαδή: 

1 + 6 + 8 = 2 + 4 + 9  = 15 

12 + 62 + 82 = 22 + 42 + 92  = 101 

Οι αριθµοί 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, και 14 είναι διαδοχικοί αριθµοί. Από τα τετράγωνά τους 

προκύπτει ότι: 72 + 102 + 122 + 132 = 82 + 92 + 112 + 142 = 462 

Το ίδιο και µε τους 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12:  52 + 82 + 102 + 112 = 62 + 72 + 92 + 122 = 310 

Όπως και µε τους 10, 11, 12, 13 και 14. 102 + 112 + 122 = 132 + 142 = 365 

Αν από το τετράγωνο του 5 αφαιρέσουµε διαδοχικά τα τετράγωνα των αριθµών 0, 1, 2, 3, 4, 

5, προκύπτει ότι: 

52 – 02 = 25 – 0 = 25 = 5 × 5,        52 – 32 = 25 – 9 = 16 = 8 × 2  

52 – 12 = 25 – 1 = 24 = 6 × 4 ,       52 – 42 = 25 – 16 = 9 = 9 × 1  

52 – 22 = 25 – 4 = 21 = 7 × 3,       52 – 52 =  25 – 25 = 0 = 10 × 0  

 

3.2 Παράξενα τετράγωνα 

Πολύ εντυπωσιακές είναι κάποιες περίεργες συνθέσεις µε το τετράγωνο του αθροίσµατος 

δύο αριθµών, που στο αποτέλεσµα εµφανίζονται οι ίδιοι αριθµοί. (0+1)2=01, (20+25)2=2.025           

1� = 1 και 0 × 2 = 0 που έχουµε: 1 – 0 = 1 

2� = 4 και 1 × 3 = 3 που έχουµε 4 – 3 = 1 

3� = 9 και 2 × 4 = 8 που έχουµε 9 – 8 = 1 

4� = 16 και 3 × 5 = 15 που έχουµε 16 – 15 = 1  

5� = 25 και 4 × 6 =  24 που έχουµε 25 – 24 = 1 

………………………………………………… 
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(30+25)2 =3.025,        (98+01)2 =9.801,  (6.048+1.729)2 = 60.481.729 

Με το άθροισµα των τετραγώνων δύο αριθµών: 122+332 =1.233,  9902 +1002 = 990.100, 

9.4122 +2.3532 = 94.122.353,  74.1602 + 43.7762 = 7.416.043.776 

Με τη διαφορά των τετραγώνων των δύο αριθµών: 82 – 42=48,  7682 – 4162 =416.768, 

6.6682 – 3.3342 = 33.346.668. 

Μια πολύ ωραία διαπίστωση είναι ότι, υπάρχουν τριψήφιοι, τετραψήφιοι και πενταψήφιοι 

αριθµοί οι οποίοι αν πολλαπλασιαστούν διαδοχικά µε τους αρχικούς φυσικούς αριθµούς (1, 2, 3, 4, 

5, …) και το αποτέλεσµα το υψώσουµε στο τετράγωνο προκύπτουν εξαγόµενα που αν τα χωρίσου-

µε στη µέση το άθροισµα των δύο µισών είναι πάλι ένα τετράγωνο ενός µοναδικού αριθµού που 

έχει πολλαπλασιαστεί και αυτός διαδοχικά επί 1,2,3,4,5… Ας δούµε πχ µε τον τριψήφιο 155. 

(1 × 155)2 = 024.025 προσθέτουµε 024 + 025 = 49 = 1 × 49 = (1 × 7)2 

(2 × 155)2 = 096.100 προσθέτουµε 096 +100 = 196 = 4 × 49 = (2 × 7)2 

(3 × 155)2 = 216.225 προσθέτουµε 216 +225 = 441 = 9 × 49 = (3 × 7)2 

(4 × 155)2 = 384.400 προσθέτουµε 384 + 400 = 784 = 16 × 49 = (4 × 7)2 

(5 × 155)2 = 600.625 προσθέτουµε 600 + 625 = 1.225 = 25 × 49 = (5 × 7)2 

(6 × 155)2 = 864.900 προσθέτουµε 864 + 900 = 1.764 = 36 × 49 = (6 × 7)2 

 

3.3 Έξυπνη τοποθέτηση 

Τοποθετούµε στα παρακάτω κελιά τους αριθµούς από 1 έως 15. Αν στον αριθµό κάθε κελιού 

προστεθεί ο προηγούµενος του ή ο επόµενός του προκύπτει τετράγωνος αριθµός. Π.χ. του αριθµού 

12 προηγούµενος είναι ο 4. Άρα 4+12=16= 42 . Ο επόµενος του 12 είναι ο 13. Άρα 12 + 13 = 25 = 

52. 

9 7 2 14 11 5 4 12 13 3 6 10 15 1 8 

 

3.4 Πυθαγόρειες τιµές 

Υπάρχουν αρκετές τριάδες ακέραιων για τις οποίες ισχύει το πυθαγόρειο θεώρηµα. ∆ηλαδή 

αν αυτές αποτελούν πλευρές ορθογωνίου τριγώνου, τότε το τετράγωνο της µιας εξ αυτών ισούται 

µε το άθροισµα των τετραγώνων των άλλων δύο. Π.χ.: 

Για την τριάδα 3, 4, 5, έχουµε: 52 = 32 + 42  

Για την τριάδα 5, 12, 13 έχουµε 132 = 122 + 52  

Άλλες πυθαγόρειες τιµές είναι οι: 

(7, 24, 25) , (9, 40, 41) , (11,60,61) , (13, 84, 85) , (15, 8, 17) , (21, 20, 23) , (33, 56, 65) , κ.α. 

 

3.5 Ιδιάζοντες αριθµοί 

         Ένας 2ν-ψήφιος αριθµός λέγεται ιδιάζων, αν είναι τέλειο τετράγωνο και τα δύο µισά του (δη-

λαδή οι αριθµοί που σχηµατίζονται από τα ν πρώτα ψηφία του, καθώς και από τα τελευταία ν ψη-

φία του) είναι επίσης τέλεια τετράγωνα. Υπάρχει ένας τέτοιος διψήφιος, ένας τετραψήφιος και ένας 

εξαψήφιος οι 49, 1.681, 256.036. Πράγµατι: 49 = 72    

Τον κόβουµε στη µέση και έχουµε: 4 =22 και 9= 32  

Επίσης 1.681 = 412 . Για τα δύο µισά του έχουµε: 16= 42 και 81= 92  

Ακόµη: 256.036 = 5062 . Για τα δύο µισά έχουµε: 256 = 162 και 036= 62 

 

4. Οι κύβοι των αριθµών 

4.1 Ιδιότητες κύβων 

         � Ο  κύβος κάθε ακέραιου αριθµού λήγει στο ίδιο ψηφίο µε αυτό που λήγει και ο κύβος των 

µονάδων του. Π.χ.: 

233 = 12.167 (ψηφίο µονάδων του 23 είναι ο 3, άρα 33 = 27) 

183 = 5.832 (ψηφίο µονάδων του 18 είναι το 8, άρα 83 = 512) 

453 = 91.125 (ψηφίο µονάδων του 45 είναι το 5, άρα 53 = 125) 

213 = 9.261 (ψηφίο µονάδων του 21 είναι το 1, άρα 13 = 1) 
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         � Οι κύβοι των αριθµών που λήγουν σε 1, 4, 5, 6, και 9 λήγουν στο ίδιο ψηφίο. Οι κύβοι των 

αριθµών που λήγουν σε 2, 3, 7, 8 λήγουν αντίστοιχα σε 8, 7, 3, 2 (αντίστροφη  ροή). Σε αυτήν την 

περίπτωση ένας αριθµός και ο κύβος του λήγουν σε δύο ψηφία µε άθροισµα 10. Π.χ.: 

73 = 343           όπου, 7 + 3 = 10 

83 = 512           όπου, 8 + 2 = 10 

33 = 27             όπου, 3 + 7 = 10 

523 = 140.608   όπου, 2 + 8 = 10 

� Κάθε κύβος ακέραιου αριθµού είναι πολλαπλάσιο του 9 ή πολλαπλάσιο του 9 αυξηµένο κατά 

1 Π.χ.: 

523 = 140.608 = 140.607 + 1 = 15.623 × 9 + 1 = πολλαπλάσιο του 9 + 1   

633 = 250.047 =                     = 27.783 × 9        = πολλαπλάσιο του 9   

943 = 830.584 = 830.583 + 1 = 92.287 × 9 + 1 = πολλαπλάσιο του 9 + 1 

       � ∆ηµιουργούµε µε τους πρώτους αριθµούς οµάδες (αυξανόµενες κατά έναν αριθµό) στη φυ-

σική τους σειρά και σε κάθε οµάδα δίνουµε αύξοντα αριθµό το πλήθος των πρώτων αριθµών που 

περιέχει. ∆ηλαδή: 

Οµάδα 1η : 1 

Οµάδα 2η : 3, 5  

Οµάδα 3η : 7, 9, 11 

Οµάδα 4η : 13, 15, 17, 19 

Παρατηρούµε τα εξής: 

        � Το άθροισµα των αριθµών κάθε οµάδας ισούται µε τον αριθµό που δείχνει τον αύξοντα α-

ριθµό της οµάδας. Π.χ.: 

7 + 9 + 11 = 33 (Τρίτη οµάδα) 

13 + 15 + 17 + 19 = 64 = 43 (τέταρτη οµάδα) 

        � Αν προσθέσουµε τους αύξοντες αριθµούς κάποιων διαδοχικών οµάδων (αρχίζοντας από την 

πρώτη) παρατηρούµε ότι το άθροισµα αυτό αν υψωθεί στο τετράγωνο, ισούται µε το άθροισµα των 

κύβων αυξόντων αριθµών. 

Π.χ.1.   Α/Α οµάδων: 1+2+3+4             =  10 άρα 102 = 100 

                                   13 + 23 + 33 + 43  =  1 + 8 + 27 + 64 = 100 

Π.χ.2.  Α/Α οµάδων: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6          = 21 άρα 212 = 441 

                                  13 + 23 + 33 + 43 + 53 + 63  =  1 + 8 + 27 + 64 + 125 + 216 = 441 

 

4.2 Περίεργοι κύβοι 

Αριθµητική πρόοδος λέγεται µία ακολουθία πραγµατικών αριθµών όπου κάθε αριθµός µε 

τον προηγούµενό του ή τον επόµενό του έχουν σταθερή διαφορά που λέγεται διαφορά της αριθµη-

τικής προόδου και συµβολίζεται µε ω. Οι κύβοι των ακέραιων 20, 1.155, αναλύονται σε άθροισµα 

4, 6, κύβων ακέραιων αριθµών που αποτελούν αριθµητική πρόοδο. Άρα:  

203 = 113 + 123 + 133 + 143 . Οι αριθµοί 11, 12, 13, 14 είναι 4 και αποτελούν αριθµητική 

πρόοδο µε διαφορά ω=1.  

 1.1153 = 4353 + 5063 +5773 + 6483 + 7193 + 7903 . Οι αριθµοί 435, 506, 577, 648, 719 και 

790 είναι 6 και αποτελούν αριθµητική πρόοδο µε διαφορά ω=71. Υπάρχουν κάποιοι αριθµοί που ο 

κύβος τους έχει άθροισµα ψηφίων τον ίδιο τον αριθµό. ∆ηλαδή: 

 

Αριθµός: ν 1 8 17 18 26 27 

Κύβος: ν3 1 83 = 512 173=4.193 183=5.832 263=17.576 273=19.683 

Άθροισµα  

ψηφίων του 

κύβου 

1 5+1+2=

8 

4+1+9+3=1

7 

5+8+3+2=1

8 

1+7+5+7+6=2

6 

1+9+6+8+3=2

7 

Υπάρχουν κάποιοι αριθµοί που εκφράζονται ως άθροισµα κύβων των ίδιων των ψηφίων 

τους ή ως άθροισµα των τετραγώνων των κύβων των ψηφίων τους. ∆ηλαδή: 

153 = 13 + 53 + 33 = 1 + 125 + 27 
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370 =33 + 73 + 03 = 27 + 343 + 0  

371 = 33 + 73 + 13 = 27 + 343 + 1 

407 = 43 + 03 + 73 = 64 + 0 + 343  

548.834 = (53)2 + (43)2 + (83)2 + (33)2 + ( 43)2 = 56 + 46 + 86 + 86 + 36 + 46 = 15.625 + 4.096 + 

262.144 + 262.144 + 729 + 4.096. 

 

4.3 Και άλλοι παράξενοι κύβοι 

          Όπως στα τετράγωνα των αριθµών, υπάρχουν και στους κύβους κάποιες απρόσµενες συν-

θέσεις µε το άθροισµα τους που στο αποτέλεσµα εµφανίζονται οι ίδιοι αριθµοί. 

223 + 183 + 593 = 221.859,       1663 + 5003 + 3333 = 166.500.333 

          Όµως ο µικρότερος ακέραιος αριθµός που εκφράζεται σαν άθροισµα δύο κύβων µε τρεις 

διαφορετικούς τρόπους είναι ο εξής:    87.539.319 = 1673 + 4363 = 2283 + 4233 = 2553 + 4143  

          Σαν άθροισµα δύο κύβων αλλά µε δύο διαφορετικούς τρόπους εκφράζεται ο αριθµός 1.729 

που είναι ο µικρότερος ακέραιος µε αυτήν την ιδιότητα. 1.729 = 123 + 13 = 103 + 93  

 

4.4 Εντυπωσιακές σχέσεις µεταξύ τετραγώνων και κύβων 

12  = 12 = 1 = 13  

(1+2)2  = 32 = 9 = 13+23  

(1+2+3)2  = 62 =36 = 13 + 23 + 33 

         Ακόµα κάποιες εντυπωσιακές σχέσεις: 

Ισχύει:           1 + 7 + 8 + 14  =  2 + 4 + 11 + 13  

αλλά και:  12 + 72 + 82 + 142  =  22 + 42 + 112 + 132  

αλλά και:  13 + 73 + 83 + 143  =  23 + 43 + 113 + 133  

          Οι ακόλουθες προσθέσεις όπου υπάρχει διαδοχή ακέραιων αριθµών εκατέρωθεν του ίσο και 

το ίδιο επαναλαµβάνεται µε το άθροισµα των τετραγώνων τους ή ακόµα και µε το άθροισµα των 

κύβων τους. 1 + 2 + 4 + 7       = 3 + 5 + 6 

                     12 + 22 + 42 + 72 = 32 + 52 + 62 

Και: 

1 + 2 + 4 + 7 + 8 + 11 + 13 + 14   =  3 + 5 + 6 + 9 + 10 + 12 + 15   

12 + 22 + 42 + 72 + 82 + 112 + 132 + 142  = 32 + 52 + 62 + 92 + 102 + 122 + 152 

13 + 23 + 43 + 73 + 83 + 113 + 133 +143    = 33 + 53 + 63 + 93 + 103 + 123 + 153  

          Επιπλέον, σηµειώνουµε και τους παρακάτω αριθµούς που το άθροισµα των ψηφίων τους αν 

υψωθεί στο κύβο, µας δίνει τον ίδιο αριθµό. 

512 = (5 + 1 + 2)3     = 83 

4.913 = (4 + 9 + 1 + 3)3  = 173  

17.576 = (1 + 7 + 5 + 7 + 6)3 = 263 

         Ακόµα δύο εντυπωσιακοί αριθµοί είναι ο 289 και ο 578, όπου το άθροισµα των κύβων τους 

είναι τετράγωνο και το άθροισµα των τετραγώνων των τετραγώνων τους, είναι κύβος. 

2893 + 5783  = 14.7392 ,  (2892)2  + (5782)2  = 4.913 

 

5. Αλλόκοτες πράξεις 

5.1 Εξαίσια αποτελέσµατα από τη χρήση όλων των ψηφίων από µία φορά 

� Χρησιµοποιώντας από µία φορά όλα τα ψηφία βρίσκουµε δύο κλάσµατα που έχουν ά-

θροισµα τη µονάδα. 

35 148
1

70 296
+ =  

�  Χρησιµοποιώντας όλα τα ψηφία από µια φορά εµφανίζονται τέσσερις αριθµοί µε άθροισµα 

100:   ( )3215 78 9 64 15 78 3 4 100+ + + = + + + =  

� Μια καταπληκτική περίπτωση: Χρησιµοποιώντας όλα τα ψηφία από µία φορά, κατασκευά-

ζουµε δεκαψήφιους που διαιρούνται ακριβώς από όλους τους αριθµούς µεταξύ του 1 και 18 .  

2.438.195.760,  3.785.942.160,   4.753.869.120,  4.876.391.520 
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� Χρησιµοποιούµε µε διάφορους συνδυασµούς όλα τα ψηφία από µία φορά, έτσι ώστε να προ-

κύπτει πάντα το 100.  

100 = 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6+ 7 + 8 × 9 

100 = 0 + 1 × 2 × 3 × 4 + 5 +6 + 7 × 8 + 9 

100 = 0 + 123 - 45 - 67 + 89 

100 = 0 + 1 + 2 - 3 × 4 + 5 × 6 + 7 + 8 × 9 

100 = 0 + (56 + 34 + 8 + 2) × (9 - 7 - 1) 

100 = 0 + 62 + 38 + [ (1 + 7) × (9 - 5 - 4)] 

100 = 9 - 8 + 76 - 5 + 4 + 3 + 21 + 0 

100 = 9 - 8 + 76 - 54 - 32 + 1 + 0 

100 = 1 × 2 × 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 × 9 + 0 

100 = 98 - 7 + 6 + 5 - 4 + 3 - 2 + 1 + 0 

100 = 98 - 7 - 6 - 5 - 4 + 3 + 21 + 0  

100 = 98 - 7 - 6  + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0  

Αλλά και για το 1.000:   1.000 = 0 + 291 + 678 + 35 - 4 

� Ας προσέξουµε τώρα τις παρακάτω πράξεις. Θα παραξενευτούµε διαπιστώνοντας ότι έχουν 

χρησιµοποιηθεί όλα τα ψηφία από µία φορά.  849+753=1.602,      1.089 - 432 = 657  

7.39 4 = 28.156,   27.504 : 9.168 = 3 

 

� Τυχαίνει, αρκετά σπάνια βέβαια, σε διάφορους πολλαπλασιασµούς, όπως οι επόµενοι, εκατέ-

ρωθεν του ίσον να εµφανίζονται όλα τα ψηφία από µια φορά .  

159 × 48 = 7.632 ,  138 × 42 = 5.769,     27 × 198 = 5.346,    1.738 × 4 = 6.952 

1.9634 = 7.862,    28 × 157 = 4.396,   18 × 297 = 5.346 

     � Προσέξτε τις αναλύσεις σε γινόµενο παραγόντων των παρακάτω αριθµών :  

291.548.736 = 8 × 92 × 531 × 746  

124.367.958 = 627 × 198.354 = 9 × 26 × 531.487  

Και στις δύο αναλύσεις αριστερά και δεξιά του ίσον εµφανίζονται όλα τα ψηφία από µία φορά  

Όµως το ίδιο συµβαίνει και µε την εξής ανάλυση ενός αριθµού σε δυνάµεις:  

214.358.976 = (3+6)2 + (4+7)8 + (5+9)1 

� Με έκπληξη παρατηρούµε ότι τα ψηφία των παρακάτω αριθµών, µαζί µε τα ψηφία των διπλά-

σιων και τριπλασίων τους, εµφανίζονται όλα από µία φορά.  

Αριθµός ∆ιπλάσιος Τριπλάσιος 

192 384 576 

219 438 657 

273 546 819 

327 654 981 

5.2 Οι θαυµαστοί πίνακες 

∆ηµιουργώντας πίνακες στους οποίους υπάρχουν οι αριθµοί από το 1 έως το 90 ή το 100, 

αποκαλύπτονται, απίστευτα πράγµατα. Ξεκινώντας µε τον επόµενο πίνακα όπου έχουµε τοποθετή-

σει τους αριθµούς από το 1 έως το 100 και όπως βλέπουµε αποτελείται από 10 στήλες και 10 γραµ-

µές.   

                 πολλαπλάσια του 11                                                    πολλαπλάσια του 9  
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Παρατηρούµε ότι:   

  1. Μια διαγώνιος µας δίνει τα πολλαπλάσια του 9. Μια άλλη µας δίνει τα πολλαπλάσια του 11. 

 2. Για οποιοδήποτε παραλληλόγραµµα κελιών εντός του πίνακα, το άθροισµα των διαγωνίως απέ-

ναντι στις άκρες του, αριθµών των κελιών είναι ίσο.  

 
Έχουµε: 72 + 95 = 167 = 75 + 92.  

3. Για οποιοδήποτε τετράγωνο από κελιά εντός του πίνακα, το άθροισµα των αριθµών γύρω από 

τον κεντρικό αριθµό, ισούται µε τον εννεαπλάσιό του.  

 
Κεντρικός αριθµός σε αυτό είναι ο 58.  

Άθροισµα αριθµών γύρω από τον 58: 47+48+49+59+69+68+67+57 = 522, 522 = 9×58 

 4. Για οποιοδήποτε τετράγωνο κελιών 3 3 εντός του πίνακα, το άθροισµα οποιασδήποτε κεντρικής 

γραµµής του, ή κεντρικής στήλης του ή διαγώνιας του, είναι τριπλάσιο του αριθµού που βρίσκεται 

στο κέντρο του.  
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θα έχουµε:  .22+33+44 = 99 = 3×33 

                    23+33+44 = 99 = 3×33 

                    42+33+24 = 99 = 3×33 

                    32+33+34 = 99 = 3×33 

 

5.3 Το τετράγωνο του Euler 

   Ο παρακάτω πίνακας λέγεται και τετράγωνο του Euler διότι το επινόησε ο µεγάλος αυτός 

µαθηµατικός. Είναι ένας πίνακας 8 στηλών και 8 γραµµών, όπου έχουν τοποθετηθεί κατάλληλα οι 

φυσικοί αριθµοί από το 1 έως το 64.  

 

  

Σε αυτό τον πίνακα συµβαίνουν τα εξής: 

1. Κάθε γραµµή και κάθε στήλη έχει άθροισµα 260 = 2×130. 

2. Αν θεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε τετράγωνο κελιών 2×2 που να περιορίζεται ανάµεσα 

στις στήλες 1 και 2 ή 4 και 4 ή 5 και 6 ή 7 και 8 ή µεταξύ των γραµµών 5 και 6, τότε το άθροισµα 

των αριθµών στα κελιά  αυτά είναι πάντοτε 130. Τα επόµενα τετράγωνα κελιών περιορίζονται το 

πρώτο από τις στήλες 7 και 8 και το δεύτερο από τις γραµµές 5 και 6.  

4. Αν από το τετράγωνο του Euler αφαιρέσουµε την  1η και την 8η γραµµή καθώς και την 

1η την 8η στήλη, προκύπτει νέο τετράγωνο στο οποίο το άθροισµα των αριθµών που βρίσκονται 

στα γωνιακά κελιά είναι πάλι 130. Π.χ. 51 +14+59+6=130 . 

5. Το άθροισµα των τεσσάρων πρώτων αριθµών κάθε γραµµής ή κάθε στήλης είναι ίσο µε 

το άθροισµα των εποµένων τεσσάρων. Το άθροισµα αυτό εί-

ναι πάντα 130. 

  Ας πάρουµε για 

παράδειγµα την 4η γραµ-

µή: Το άθροισµα των τεσ-

σάρων πρώτων αριθµών 

είναι 52+29+4+45 = 130 

και των τεσσάρων επόµε-

νων αριθµών είναι 

20+61+36+13 = 130.   
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Ας πάρουµε για παράδειγµα την 3η γραµµή: Το άθροισµα των τεσσάρων πρώτων αριθµών 

είναι 47+2+49+32= 130 και των τεσσάρων επόµενων αριθµών είναι 15+34+17+64 = 130.   

 

5.4 Μαγικά στοιχήµατα 

Με επιδέξια τοποθέτηση των φυσικών αριθµών 1,2,3,... µπορούµε να σχηµατίσουµε διάφο-

ρα γεωµετρικά σχήµατα που έχουν πράγµατι παράξενες ιδιότητες, για αυτό και λέγονται «µαγικά» 

Υπάρχουν µαγικά τρίγωνα, τετράγωνα, πεντάγωνα, εξάγωνα, κύκλοι, κύκλοι, κύβοι, αστέρια κ.λπ. 

Η έρευνά τους ξεκίνησε πρώτα από τα µαγικά τετράγωνα για αυτό και αυτά είναι τα πιο συνηθι-

σµένα.  

 

5.5 Μαγικά τετράγωνα      

Μαγικό τετράγωνο σχηµατίζεται όταν έχουµε αριθµούς  το-

ποθετηµένους  σε σχήµα τετραγώνου, έτσι ώστε το άθροισµα των 

αριθµών κάθε οριζόντιας και κάθετης στήλης, αλλά και κάθε δια-

γώνιας να είναι το ίδιο. Τα διακρίνουµε σε τρίτης, τέταρτης, πέ-

µπτης κ.λπ. τάξης όταν ο αριθµός των γραµµών και στηλών τους 

είναι 3,4,5 κ.λπ. Πρώτο παράδειγµα µαγικού τετραγώνου είναι το 

εξής: Χρησιµοποιούµε τους αριθµούς από το 1 έως το 25 από µία 

φορά και το άθροισµα των αριθµών οποιασδήποτε γραµµής, στή-

λης, ή διαγώνιας, είναι πάντοτε 65.       

Π.χ. Αν προσθέσουµε τα νούµερα στην διαγώνια στήλη το άθροι-

σµα είναι 11+12+13+14+15=65 , το άθροισµα των αριθµών της 2ης 

στήλης είναι 24+12+5+18+6=65.  

 

5.6 Μαγικά τρίγωνα 

Το παρατιθέµενο τρίγωνο σχηµατίζεται 

από τους µονοψήφιους αριθµούς. Το άθροισµα 

των αριθµών κάθε πλευράς του είναι 20 και το 

άθροισµα των τετραγώνων των αριθµών αυτών 

είναι σε κάθε πλευρά 126. Για άθροισµα της αρι-

στερής πλευράς 5+1+6+8=20 και το άθροισµα 

των τετραγώνων των αριθµών ισούται µε 

25+1+36+64=126.  

 

5.7 Τα µαγικά τετράγωνα του Einstein  

Τα είχε εφεύρει ο διάσηµος νοµπελίστας φυσικός 

Einstein. Είναι ένα σχήµα µε εννέα κύκλους οι οποίοι είναι 

κορυφές 4 µικρών και 3 µεγάλων ισόπλευρων τριγώνων. 

Τοποθετούµε τους µονοψήφιους (εκτός του 0) µέσα στους 

κύκλους έτσι ώστε το άθροισµα των αριθµών των κορυφών 

κάθε τετραγώνου να είναι 15:  

Π.χ. για το κίτρινο τρίγωνο το άθροισµα των κορυ-

φών είναι 3+5+7=15 , για το ροζ τρίγωνο 2+9+4=15 και για 

το µπλε 7+2+6=15 . 

 

 

 

5.8 Μαγικά πεντάγωνα 

Εξαιρετικό παράδειγµα µαγικού Πενταγώνου είναι το παρατιθέµενο. Ουσιαστικά πρόκειται για 

τέσσερα οµόκεντρα πεντάγωνα, τα οποία λειτουργούν και ανεξάρτητα και όλα µαζί. Για το επόµενο 

παράδειγµα τοποθετούµε τους αριθµούς από το 1-80 έτσι ώστε: 

1. Κάθε πλευρά του εξωτερικού πενταγώνου να έχει άθροισµα 254.  
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2.Το αµέσως επόµενο του εξωτερικού πενταγώνου να έχει άθροισµα αριθµών κάθε πλευράς 248.  

3.Το τρίτο πεντάγωνο, ξεκινώντας από το εξωτερικό να έχει άθροισµα αριθµών κάθε πλευράς του 

122 

4.Στο κεντρικό πεντάγωνο να έχουν τοποθετηθεί οι διαδοχικοί αριθµοί 56,57,58,59,60.  

5.Το άθροισµα των αριθµών των αντίστοιχων κορυφών όλων των πενταγώνων να είναι 92. 

 

5.9 Μαγικοί αστέρες 

Παράδειγµα µαγικού αστέρα είναι το επόµενο όπου στο κάθε 

τρίγωνο έχουµε τοποθετήσει αριθµούς από το 1 έως το 12.  

1.Το άθροισµα των εξωτερικών αριθµών ισούται µε 

το άθροισµα των εσωτερικών αριθµών δηλαδή: 

2+12+3+11+1+10=39,    9+4+7+6+8+5=39 

2.Το άθροισµα των αριθµών κάθε πλευράς του κίτρι-

νου τριγώνου του είναι 25: 

10+5+9+4+12=40,   10+5+8+6+11=40,  12+4+7+6+11=40 

3. To άθροισµα των αριθµών κάθε πλευράς του πράσινου 

τριγώνου του είναι 25:  2+9+5+8+1=25,  2+9+4+7+3=25,  

1+8+6+7+3=25. 

 

5.10 Μαγικές κυψέλες 

Στα παρακάτω κελία από µία κυψέλη , τοποθετούµε τους αριθ-

µούς  από το 1 έως το 19 και παρατηρούµε ότι τα κατακόρυφα 

αθροίσµατα είναι όλα 38.  Πράγµατι:  

� 9+11+18=38 

� 14+6+1+17=38 

� 15+8+5+7+3=38 

� 13+4+2+19=38 

� 10+12+16=38 

 

5.11 Αρµονικές διαπλοκές 

Οι επόµενες σχέσεις που θα αναλύσουµε µας εντυπωσιάζουν µε την απίθανη δοµή τους. Ξεκινώ-

ντας µε µία απρόσµενη σχέση η οποία έχει απίστευτη αρµονία µεταξύ των αριθµών:  

 44+33+88+55+77+99+00+88+88= 

= 438.579.088 

 

5.12 Απροσδόκητα αποτελέσµατα 

Ας πολλαπλασιάσουµε τους αριθµούς 36 και 2.587 µε την κλασική µέθοδο: 

 

 
Μας εντυπωσιάζει ότι τα κατακόρυφα αθροίσµατα είναι όλα 17. 

 

5.13 Αρµονικές σχέσεις 

Ισχύουν οι εξής ισότητες: 26=25+24+23+22+21+20 ,         2.222=21+22+23+25+27+211 

1.000=23+25+26+27+28+29. Αλλά και οι παρελκόµενες ισότητες από την αρχική: 

-1×4+2×6-3×4+4×1=0 
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-12×4+22×6-32×4+42×1=0 

-13×4+23×6-33×4+43×1=0 

 

5.14 Εντυπωσιακό «κτίσιµο» 

Προσθέτουµε τις δύο σειρές των συµµετρικών και µε αυξανόµενα διαδοχικώς ψηφία, αριθ-

µών, αλλά µε διαφορετικό κτίσιµο όπως φαίνεται πιο κάτω. Το τι προκύπτει από την πρόσθεση, εί-

ναι εντυπωσιακό.  

100.000.000 000.000.001 

120.000.000 000.000.021 

123.000.000 000.000.321 

123.400.000 000.004.321 

123.450.000 000.054.321 

123.456.000 000.654.321 

123.456.700 007.654.321 

123.456.780 087.654.321 

123.456.789 987.654.321 

1.083.676.269 1.083.676.269 

 

 

5.15 Περίεργες συµπεριφορές δυνάµεων αριθµών 

Εύκολα αποδεικνύεται ότι κάθε δύναµη των αριθµών 76, 376, 5, 2, 625, 90.625 λήγει στον ίδιο 

αριθµό. Π.χ.: 

� 763 = 438.976 

� 6253 = 244.140.625 

� 90.6252 = 8.212.890.625 

� 256 = 244.140.625 

� 3763 = 53.157.376 

� 58 = 390.625 

 

5.16 Η 13η δύναµη αριθµού 

Αν υπολογίσουµε την 13η δύναµη ενός αριθµού, το αποτέλεσµα θα έχει τελευταίο ψηφίο τον ί-

διο αριθµό. Π.χ.: 

� 513=1.220.703.125 

� 413=67.108.864 

� 313=1.594.323 

 

5.17 Αλλεπάλληλα ριζικά 

Μια παράξενη έκφραση µε ριζικά του 2: 2 2 2 ... 2 2 2 2...+ + + = =  

Αλλά και του 6: 6 6 6 ... 3+ + + =  

 

5.18 Νοµοτελειακοί πολλαπλασιασµοί 

Ξεκινάµε από την ισότητα 6 × 7 = 42 και διαδοχικά παραθέτουµε αριστερά του 6 και του 7 

συνεχώς εξάρια, δεξιά του 4 συνεχώς τεσσάρια, αριστερά του 2 συνεχώς δυάρια. Το τι προκύπτει 

είναι εντυπωσιακό:  

6 ×           7  = 42 

66 ×         67  = 4.422 

666 ×       667  = 444.222 

6.666 ×     6667  = 44.442.222 

66.666 ×   66667  = 4.444.422.222 
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5.19 Οµάδες ακεραίων 

Πολλαπλασιάζουµε οποιουσδήποτε τέσσερις διαδοχικούς ακέραιους που κανείς τους δεν εί-

ναι πολλαπλάσιο του 5. Η διαπίστωσή είναι ότι όλα τα γινόµενα λήγουν σε 024. 

(-14)×(-13)×(-12)×(-11)   =    24.024 

                   1×2×3×4   =         024 

                        6×7×8×9   =       3.024 

                  16×17×18×19   =    93.024 

                   21×22×23×24   = 255.024 

                    26×27×28×29   = 570.024 

 

6. Εκπληκτικές αναλύσεις αριθµών 

6.1 Αριθµοί αναλυόµενοι µε τα ίδια τους τα ψηφία σε άθροισµα  αυξανοµένων δυνάµεων 

Μερικοί  αριθµοί µπορούν να αναλυθούν σε αθροίσµατα δυνάµεων όπου βάσεις των δυνάµεων εί-

ναι τα ψηφία που απαρτίζουν τον αριθµό, εµφανιζόµενα µε την ίδια διαδοχή, οι δε εκθέτες των δυ-

νάµεων βαίνουν αυξανόµενες.  

   89= 81+92,              135 = 11+32+53,            175   = 11 +72 +53,           518 = 51 + 12 + 83 

598= 51+92+83,       1.306 = 11+32+03 +64,   1.676 = 11+ 62+73 +64 ,   2.427 = 21 + 42 + 23 + 74 

  43= 44 + 33 

Υπάρχουν και κάποιοι όµως που λειτουργούν ανάποδα. ∆ηλαδή οι βάσεις των δυνάµεων βαί-

νουν αυξανόµενες , οι δε εκθέτες είναι τα ίδια ψηφία του αριθµού, εµφανιζόµενα µε την ίδια διαδο-

χή.   746 = 17 + 24 + 36,    986 = 19 + 28 + 36,  594 = 15 + 29 + 34. 
 

6.2 Αριθµοί αναλυόµενοι µε τα ψηφία τους σε άθροισµα ίδιων δυνάµεων 

∆ιάφοροι αριθµοί αναλύονται σε άθροισµα δυνάµεων µε βάσεις τα ψηφία του αριθµού στην ί-

δια διαδοχική σειρά και εκθέτες ίδιους αριθµούς: 

� 1.231 = 17   +  27  + 37 + 17 

� 1.233 = 122 + 332 

� 1.370 = 12   + 372 + 02 

� 1.371 = 12   + 372 + 12 

� 1.634 = 14   +  64  + 34 + 44 

� 2.213 = 23   +  23  +133 

� 4.150 = 45   +  15  + 55 + 05 

� 4.151 = 45   +  15  + 55 + 15 

� 4.160 = 43   + 163 + 03 

� 4.161 = 44   + 164 + 14 

� 8.208 = 84   + 24   + 04  + 84 

� 9.474 = 94   + 44   + 74  + 44 

� 194.979= 15   + 9 5   + 45 + 95 + 75 + 95 

Και το αντίστροφο: 

� 4.624     = 44 + 46 + 42 + 44 

� 1.033     = 81 + 80 + 83 + 83 

� 595.968 = 45 + 49 + 45 + 49 + 46 + 48 

Συναρπαστικοί είναι και οι επόµενοι αριθµοί όπου στην ανάλυση τους, οι δυνάµεις έχουν τα 

ψηφία των αριθµών , οι δε εκθέτες είναι πάλι τα ίδια ψηφία αλλά µε αντίστροφη σειρά. 

48.625= 45 + 82 + 66 + 28 + 54,     397.612= 32 + 91 + 76 + 67 + 19 + 23 

 

6.3 Αριθµοί αναλυόµενοι µε τα ψηφία µε απλά σύµβολα αριθµητικής 

Πολλοί φυσικοί αριθµοί µπορούν να εµφανιστούν µε άλλη µορφή χρησιµοποιώντας τα ίδια 

τους τα ψηφία και τα σύµβολα δυνάµεως, πρόσθεσης, αφαίρεσης, πολλαπλασιασµού, διαίρεσης και 

παρένθεσης. Οι αριθµοί αυτοί λέγονται και αριθµοί του Friedman και το εντυπωσιακό είναι η εφευ-
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ρετικότητα και η επιδεξιότητα που απαιτήθηκε για να αναλυθούν µε την άλλη τους µορφή. Έτσι οι  

αριθµοί 25 και 126 αναλύονται µε τα ίδια τους ψηφία. 25 = 52 , 126=21×6. 

Θα παραθέσουµε τέτοιους αριθµούς µε τις εκπληκτικές τους αναλύσεις, όπου διατηρείται 

ακόµη και η ίδια διαδοχική ψηφίων µε την οποία εκφράζεται ο κάθε αριθµός. 

343 = (3+4)3 3.685 = (3+8)×5 13.825 = 1+(3×8)-2+5 

736 = 7+36 3.864 = 3×(-8+64) 14.641 = (1+4+6)4×1 

1.285 = (1+2)×5 3.972 = 3+(9×7)2 15.613 = 1+56-13 

2.187 = (2+1)8 4.096 = (4+0×9)6 15.624 = 1+56+2-4 

2.502 = 2+502 6.455 = (64-5)×5 15.632 = 1+56+3×2 

2.592 = 25×92 11.664 = 1×1×66:4 15.688 = -1+56+8×8 

2.737 = (2×7)3-7 11.264 = 11×26+4 16.377 = (1+6-3)7-7 

3.125 = (3+1×2)5 12.850 = (1+28)×50 16.447 = -1+64+4 

 

6.4 Αλλεπάλληλες αναλύσεις του 7 

Εδώ αναλύουµε τον αριθµό 7 µε τη χρήση από µία φορά όλων των αρχικών ακεραίων αριθ-

µών από το 1 έως το 10. 

1 7 8 9 10 1 3 5 6 7 8 1 3 4 6 7 10
7

2 3 4 5 6 2 4 9 10 2 5 8 9

× × × × × × × × × × × × × ×
= = =

× × × × × × × × × ×
 

 

6.5 Αναλύσεις αριθµών σε παράξενα αθροίσµατα 

Θα δούµε αριθµούς που αναλύονται σε αθροίσµατα, όπου οι όροι των αθροισµάτων αποτελού-

νται από όµοια ψηφία που έχουν ληφθεί όλα από µία φορά από τα ψηφία του αριθµού µας. 

� 198 = 11 + 99 + 88 

� 461 = 444 + 6 + 11 

� 1.098 = 11 + 0 + 999 + 88 

� 1.099 = 1 + 0 + 999 + 99 

� 1.185 = 11 + 1.111 + 8 +55 

� 1.187 = 111 + 111 + 888 + 77 

� 1.276 = 1.111 + 22 + 77 + 66 

 

7. Απίστευτα εξαγόµενα 

7.1 Ίδια ψηφία εκατέρωθεν του ίσον 

Στους επόµενους πολλαπλασιασµούς διαπιστώνουµε ότι δεξιά και αριστερά του ίσον εµφανίζο-

νται ίδια ψηφία. 

� 906 × 21 = 19.026 

� 930 × 15 = 13.950  

� 651 × 24 = 15.624 

� 21 × 87 = 1.827  

� 410 × 26 = 10.426 

� 870 × 21 = 18.270 

� 704 × 65 = 45.760 

� 678 × 42 = 28.476 

� 983 × 65 = 63.895  

 

7.2 Ίδιο άθροισµα ψηφίων εκατέρωθεν του ίσον 

Στους πολλαπλασιασµούς που παρατίθενται διαπιστώνουµε ότι το άθροισµα των ψηφίων των 

αριθµών που υπάρχουν δεξιά και αριστερά του ίσον είναι το ίδιο.  

� 51 × 84 = 4.284      άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 18 

� 42 × 84 = 3.528      άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 18 

� 6 × 48 = 288           άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 18 

� 51 × 75 = 3.825      άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 18 

� 33 × 75 = 2.475      άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 18 



27 

 

� 41 × 89 = 3.649      άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 22 

� 71 × 59 = 4.189      άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 22 

� 11 × 47 = 517         άθροισµα ψηφίων δεξιά και αριστερά 13 

 

7.3 Αριθµοί βρικόλακες 

Ονοµάζουµε έτσι έναν αριθµό µε άρτιο πλήθος ψηφίων και ίσο µε το γινόµενο δύο άλλων 

αριθµών µε τα µισά του ψηφία ο καθένας, που όµως να είναι όλα µαζί ίδια µε του αρχικού. Οι α-

ριθµοί του γινοµένου λέγονται κυνόδοντες του βρικόλακα.  

Παράδειγµα: Ο αριθµός 386.415 είναι αριθµός Vampire διότι έχει 6 ψηφία και αναλύεται σε 

γινόµενο των αριθµών 465 και 381 οι οποίοι µαζί έχουν τα ίδια ψηφία µε αυτόν. Οι αριθµοί αυτοί 

465 και 831 είναι οι κυνόδοντές του. 386.415 = 465 × 831 Άλλοι αριθµοί βρικόλακες είναι :  

� 326.452 = 524 × 623 

� 175.329 = 231 × 759 

� 304.717 = 431 × 707 

� 2.187 = 27 × 81  

� 6.880 = 80 × 86 

Υπάρχουν αριθµοί βρικόλακες µε δύο διαφορετικά ζεύγη κυνοδόντων αλλά και µε τρία επίσης.  

1. Με δύο ζεύγη διαφορετικών κυνοδόντων: 

125.460 = 204 × 615 = 246 × 510 

11.930 = 1.301 × 9.170 = 1.310 × 9.107 

12.054.060 = 2.004 × 6.015 = 2.406 × 5.010  

  

2.  Με τρία ζεύγη διαφορετικών κυνοδόντων : 

13.078.260 = 1260 × 8.073 = 1863 × 7.020 = 2.070 × 6.318 

3.  Υπάρχουν οι παρακάτω αριθµοί βρικόλακες µε τέσσερα διαφορετικά ζεύγη κυνόδοντων ο ένας 

και µε πέντε ο άλλος.  

   16.758.243.290.880 =  

= 1.982.763 × 8.452.080 = 

= 2.123.856 × 7.890.480 = 

= 2.751.840 × 6.089.832 = 

=2.817.360 × 5.948.280 

 

   24.959.017.348.650 = 

= 2.947.050 × 8.469.153 = 

= 2.949.705 × 8.461.530 = 

= 4.125.870 × 6.049.395 = 

= 4.0129.587 × 6.043.950 = 

= 4.230.765 × 5.899.410 

  

7.4 Συµµετρικές σχέσεις 

Στις  συµµετρικές σχέσεις  εµφανίζεται διάταξη κατοπτρισµού, γνωστή ως mirroring:  

2 × 41 = 82 αλλά και 28 = 14 × 2 

21 × 32 = 672 αλλά και 276 = 23 × 12 

221 × 312 = 68.952 αλλά και 25.986 = 213 × 122 

122 = 144 αλλά και 441 = 212 

132 = 169 αλλά και 961 = 312 

1122 = 12.544 αλλά και 44.521 = 2112 

1222 = 14.884 αλλά και 48.841 = 2212 

1032 = 10.609 αλλά και 90.601 = 3012 

1132 = 12.769 αλλά και 96.721 = 3112 
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