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Περίληψη 

Οι αριθµητικές και οι γεωµετρικές πρόοδοι, αποτελούν αντικείµενο µελέτης 

στα µαθηµατικά. Βρίσκουν εφαρµογή σε πλήθος επιστηµονικών και πρακτικών 

πεδίων. Αν και αποτελούν απλές αριθµητικές ή πολλαπλασιαστικές σχέσεις µεταξύ 

των όρων µιας ακολουθίας, η χρησιµότητα τους είναι εξαιρετικά µεγάλη, ιδίως σε 

πεδία όπως η οικονοµία, η φυσική, η πληροφορική, η στατιστική και η τεχνολογία. Η 

ακολουθία, είναι µια σειρά από αριθµούς τοποθετηµένους σε συγκεκριµένη σειρά, 

σύµφωνα µε έναν καθορισµένο κανόνα. Όταν οι αριθµοί αυξάνονται ή µειώνονται µε 

σταθερό τρόπο (µέσω της πρόσθεσης ή του πολλαπλασιασµού), τότε προκύπτουν οι 

δύο πιο συνηθισµένοι τύποι ακολουθιών, η αριθµητική και η γεωµετρική πρόοδος.  

Η αριθµητική πρόοδος, αφορά καταστάσεις όπου η µεταβολή µεταξύ των 

διαδοχικών όρων είναι σταθερή και προσθετική. Τυπικά παραδείγµατα είναι η 

αποταµίευση των ίδιων ποσών κάθε µήνα, η σταθερή αύξηση της ταχύτητας σε ίσα 

χρονικά διαστήµατα και η διαµόρφωση ενός πίνακα µε σταθερές αυξήσεις τιµών. 

Η γεωµετρική πρόοδος αντίθετα, αφορά καταστάσεις στις οποίες ο κάθε νέος 

όρος είναι το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού του προηγούµενου όρου επί έναν 

σταθερό αριθµό. Παραδείγµατα τέτοιων φαινοµένων είναι ο ανατοκισµός, η αύξηση 

του πληθυσµού, η εξασθένιση των σηµάτων και η διάδοση των ιών.  

Η κατανόηση αυτών των προόδων και των µαθηµατικών εργαλείων που τις 

περιγράφουν, είναι απαραίτητη για τις σπουδές και για τη λήψη αποφάσεων σε 

πραγµατικές καταστάσεις. 

 

Λέξεις κλειδιά 

Αριθµητική πρόοδος (ή πρόοδος κατά διαφορά), γεωµετρική πρόοδος (ή 

πρόοδος κατά πηλίκο), αρµονική πρόοδος, διαφορά της αριθµητικής προόδου, λόγος 

της γεωµετρικής προόδου, άθροισµα των ν πρώτων όρων της (αριθµητικής, 

γεωµετρικής) προόδου, άθροισµα απείρων όρων φθίνουσας γεωµετρικής προόδου, 

αριθµητικός µέσος (ή µέσος όρος), γεωµετρικός µέσος (ή µέσος ανάλογος), 

αριθµητικός ενδιάµεσος, παρεµβολή (αριθµητικών, γεωµετρικών, αρµονικών) 

ενδιάµεσων, αξιοσηµείωτα αθροίσµατα,  όρος ν τάξης (ν–οστός όρος), αρµονική 

(αναλογία, παρεµβολή) 
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Εισαγωγή 

Η µελέτη των αριθµητικών και των γεωµετρικών προόδων, αποτελεί ένα από 

τα θεµελιώδη κεφάλαια της άλγεβρας, καθώς εισάγει στις έννοιες της 

επαναλαµβανόµενης µεταβολής, της συστηµατικής ανάπτυξης και της µαθηµατικής 

µοντελοποίησης των φαινοµένων. Οι πρόοδοι, λειτουργούν ως γέφυρα µεταξύ της 

καθαρής θεωρίας και της πρακτικής εφαρµογής σε ποικίλα επιστηµονικά, κοινωνικά 

και οικονοµικά πεδία.  

Η αριθµητική πρόοδος, µε τον σταθερό ρυθµό µεταβολής της, περιγράφει τις 

καταστάσεις γραµµικής ανάπτυξης, όπως οι: 

� σταθερές αυξήσεις ή µειώσεις των µισθών,  

� δόσεις των αποπληρωµών,  

� ισόποσες επαναλήψεις.  

Είναι κατάλληλη, για να µοντελοποιήσει τα φαινόµενα στα οποία η µεταβολή ανά 

µονάδα είναι σταθερή και προβλέψιµη. Αντίθετα, η γεωµετρική πρόοδος περιγράφει 

φαινόµενα µε πολλαπλασιαστικό χαρακτήρα. Εµφανίζεται σε: 

� πληθυσµιακή ανάπτυξη,  

� εξάπλωση των ασθενειών,  

� επενδύσεις µε τόκο, σε αποσβέσεις,  

� κάθε µορφή εκθετικής αύξησης ή µείωσης.  

Η δυναµική της είναι ταχύτερη, λιγότερο προβλέψιµη αλλά περισσότερο ρεαλιστική, 

σε πολλές περιπτώσεις της καθηµερινής ζωής. Αυτή η εργασία, αναλύει τις 

θεωρητικές βάσεις των προόδων και τις εφαρµογές τους. Μέσα από παραδείγµατα, 

λυµένες ασκήσεις, αποδείξεις τύπων και σύνδεση µε την πράξη, ο αναγνώστης 

αποκτά τη µαθηµατική κατανόηση και την ικανότητα της κριτικής εφαρµογής των 

εννοιών. Ο διαχωρισµός της αριθµητικής και της γεωµετρικής προόδου, η κατανόηση 

των γενικών όρων, των αθροισµάτων, των σχέσεων µεταξύ των όρων και των 

ιδιοτήτων της συµµετρίας ή του γεωµετρικού µέσου, είναι βασικά εργαλεία. Αυτή η 

γνώση, ενισχύει την ικανότητα:  

� επίλυσης των σύνθετων προβληµάτων,  

� µοντελοποίησης των πραγµατικών φαινοµένων,  

� πρόβλεψης της εξέλιξης των φαινοµένων.  
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Η ενασχόληση µε τις προόδους, αποτελεί µέρος της ευρύτερης µαθηµατικής παιδείας 

που απαιτεί η σύγχρονη εποχή. Η ικανότητα της κατανόησης και διαχείρισης των 

επαναλαµβανόµενων φαινοµένων µε µαθηµατικά εργαλεία, είναι µία πολύτιµη 

δεξιότητα για τη λήψη αποφάσεων στην καθηµερινότητα, στην οικονοµία, στην 

τεχνολογία και στις θετικές επιστήµες. 

Οι αριθµητικές και οι γεωµετρικές πρόοδοι, αποτελούν αναπόσπαστο µέρος 

της µαθηµατικής κουλτούρας και της λογικής ανάλυσης του κόσµου γύρω µας. Μέσα 

από τη µελέτη τους, εµβαθύνουµε στη δοµή των µαθηµατικών και εξοπλιζόµαστε µε 

χρήσιµα εργαλεία για την κάθε πτυχή της ζωής. 

 

1. Εφαρµογές των προόδων (αριθµητικών, γεωµετρικών, αρµονικών)  

Οι πρόοδοι,  είναι απαραίτητα εργαλεία για την ανάλυση, την πρόβλεψη και 

τη βελτιστοποίηση των λειτουργιών στη ναυτιλία. Η ενσωµάτωσή τους σε µοντέλα 

προγραµµατισµού, προσφέρει µετρήσιµα οφέλη σε εφαρµογές σχετικά µε: 

� την κατανάλωση, 

� το κόστος,   

� την ασφάλεια.  

Αριθµητικές, γεωµετρικές και αρµονικές πρόοδοι, έχουν χρησιµοποιηθεί ιστορικά 

στην αρχαία Ελλάδα και στη σύγχρονη επιστήµη και τεχνολογία. Οι αριθµητικές  

πρόοδοι περιγράφουν τις σταθερές γραµµικές µεταβολές, οι γεωµετρικές πρόοδοι  

περιγράφουν τις εκθετικές µεταβολές, ενώ οι αρµονικές  πρόοδοι σχετίζονται µε τις 

αντιστρόφως ανάλογες σχέσεις και µε τα φαινόµενα της κυµατικής φυσικής. Το κάθε 

είδος, έχει ξεχωριστές εφαρµογές ανάλογα µε τη φύση του προβλήµατος. Οι 

αριθµητικές, οι γεωµετρικές και οι αρµονικές πρόοδοι, δεν είναι απλώς µαθηµατικές 

προσθέσεις ή αφαιρέσεις, αλλά εργαλεία που διεισδύουν βαθιά σε όλους τους 

κλάδους της επιστήµης και της τεχνολογίας. Η ουσιαστική κατανόηση και η 

αξιοποίηση τους, επιτρέπει την αποτελεσµατική πρόβλεψη, τη σχεδίαση και την 

ανάλυση των συστηµάτων, σε πεδία που εκτείνονται από τη θεωρητική φυσική ως 

την πρακτική ναυσιπλοΐα.  

 

2. Αριθµητική πρόοδος 

Αν γράψω την ακολουθία 3, 7, 11, 15, 19, ... παρατηρώ ότι ο κάθε όρος της, 

από τον 2ο και µετά, προκύπτει αν προσθέσω στον προηγούµενο του, έναν σταθερό 

αριθµό, που στην προκειµένη περίπτωση είναι ο 4. 

Αν γράψω  την ακολουθία:  10, 7, 4, 1, –2, –5, ...  παρατηρώ πως κάθε όρος 

της, εκτός από τον 1ο, προκύπτει αν προσθέσω στον προηγούµενό του, τον –3. Βλέπω  

ότι υπάρχουν ακολουθίες µε την ιδιότητα, κάθε όρος τους από τον 2ο και µετά, να 

προκύπτει αν προσθέσω στον προηγούµενό του έναν σταθερό αριθµό που  λέγεται 

διαφορά και συµβολίζεται µε το γράµµα ω. Αυτές οι ακολουθίες,  ονοµάζονται 

αριθµητικές πρόοδοι. Μία ακολουθία 1 2 1, ,..., ,ν να α α α +  είναι αριθµητική πρόοδος, 

αν και µόνο αν, υπάρχει αριθµός ω έτσι ώστε να ισχύει:                                                              

1ν να α ω+ = +  1,2,3,...ν∀ =  Οι όροι της ακολουθίας λέγονται διαδοχικοί όροι της 

αριθµητικής προόδου και ο να  λέγεται νιοστός όρος ή όρος ν–τάξης της προόδου. 

Μία αριθµητική πρόοδος λέγεται επίσης και πρόοδος κατά διαφορά, διότι  

2 1 3 2 4 3 ...α α α α α α ω− = − = − = =    

Αριθµητική πρόοδος, ονοµάζεται κάθε ακολουθία αριθµών, στην οποία ο 

κάθε όρος (εκτός του πρώτου) προκύπτει από τον προηγούµενο όρο, προσθέτοντας 

του έναν σταθερό αριθµό. Αυτός ο αριθµός, ονοµάζεται διαφορά της προόδου και 
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συµβολίζεται µε ω . Γενικά, µια αριθµητική πρόοδος έχει τη µορφή 

( )1 1 1 1,  ,  2 ,..., 1α α ω α ω α ν ω+ + + − , όπου: 

� 1α : ο 1ος όρος 

� ω : η κοινή διαφορά 

� ν : η θέση του όρου στην ακολουθία (φυσικός αριθµός) 

Ανάλογα µε το πρόσηµο της διαφοράς ω , η πρόοδος µπορεί να χαρακτηριστεί ως: 

� Γνησίως αυξάνουσα (ω  > 0)  Άρα, 1 10  ν ν ν να α α α ν+ +− > ⇔ > ∀ ∈ℕ  

� Γνησίως φθίνουσα (ω  < 0) Άρα, 1 10  ν ν ν να α α α ν+ +− < ⇔ < ∀ ∈ℕ  

� Σταθερή (ω  = 0) Άρα, 1  ν να α ν+ = ∀ ∈ℕ  

 

2.1 Εφαρµογές 

� 3, 5, 7, 9, 11, ... είναι αριθµητική πρόοδος µε πρώτο όρο 1 3α =  και διαφορά 

2ω = , άρα είναι γνησίως αύξουσα 

� 10, 7, 4, 1, 2− , ... είναι αριθµητική πρόοδος µε 1 10α =  και 3ω = − , άρα 

είναι γνησίως φθίνουσα 

� 5, 5, 5, 5, ... είναι σταθερή αριθµητική πρόοδος µε ω  = 0 

 

2.2 Ιδιότητες 

� Η διαφορά µεταξύ δύο διαδοχικών όρων της αριθµητικής προόδου, είναι 

πάντα ίση µε ω  

� Κάθε όρος ισούται µε το ηµιάθροισµα των δυο γειτονικών του, δηλαδή είναι 

ο αριθµητικός τους µέσος (ή µέσος όρος ή µέση τιµή). Συνεπώς, ισχύει ότι 

1 1

2

ν ν
ν

α α
α − ++

=  

� Το άθροισµα του 1ου και του τελευταίου όρου, ισούται µε το άθροισµα του 

2ου και του προτελευταίου κ.ο.κ. συµµετρικά. ∆ηλαδή 1 2 1ν να α α α −+ = +  

� Το άθροισµα των ν  πρώτων όρων της αριθµητικής προόδου είναι 

( )11
1 2

2 1
...

2 2

a
S

ν
ν ν

α ν ωα
α α α ν ν

+ −+
= + + + = =  

� Οι συµµετρικοί όροι της αριθµητικής προόδου ως προς το µέσον της, έχουν 

το ίδιο άθροισµα 1 1k k
a a aν να− ++ = +  όπου k ν<  Αυτή η ιδιότητα διατυπώνεται 

συχνά ως εξής: Σε πεπερασµένο πλήθος διαδοχικών όρων µίας αριθµητικής προόδου, 

το άθροισµα δύο όρων που ισαπέχουν από τους «άκρους» όρους, είναι ίσο µε το 

άθροισµα των άκρων όρων.  Το αντίστροφο αυτής της ιδιότητας δεν ισχύει πάντα. 

Έτσι, ενώ για τη διαδοχή 2,  7,  5,  10  ισχύει ότι  7 5 10 2+ = + οι αριθµοί 2,  7,  5,  10  

δεν είναι όροι αριθµητικής προόδου.  

� Αν το πλήθος ν  των όρων της αριθµητικής προόδου είναι περιττό, τότε 

υπάρχει µεσαίος όρος, δηλαδή όρος από τον οποίο προηγείται και έπεται το ίδιο 

πλήθος όρων. Σε αυτή την περίπτωση, το άθροισµα των άκρων όρων ισούται µε το 

διπλάσιο του µεσαίου όρου. Π.χ. έστω οι πέντε όροι 3,  5,  7,  9,  11  µίας αριθµητικής 

προόδου. Ισχύει ότι 3 11 5 9 2 7+ = + = ⋅  

 

2.3 Γενικός όρος 

Ο γενικός τύπος ενός όρου της αριθµητικής προόδου, είναι βασικό εργαλείο 

για να βρω τον οποιονδήποτε όρο της προόδου, χωρίς να χρειάζεται να γνωρίζω 

όλους τους προηγούµενους. Αυτό ο τύπος, προκύπτει άµεσα από τον τρόπο 
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δηµιουργίας της προόδου. Ο τύπος για τον ν–οστό όρο της αριθµητικής προόδου 

είναι ( )1 1aν α ν ω= + −  1,2,3,...ν∀ = όπου: 

1α : ο 1ος όρος της προόδου     

ω : η κοινή διαφορά (σταθερός αριθµός που κάθε φορά προστίθεται) 

             ν : η θέση του όρου (φυσικός αριθµός, ν ≥ 1) 

Απόδειξη 

Η απόδειξη θα γίνει µε τη µέθοδο της τέλειας επαγωγής 

Βήµα 1 Θα δειχθεί ότι η προς απόδειξη σχέση ( )1 1aν α ν ω= + − , ισχύει για 

τη µικρότερη τιµή του ν , δηλαδή για 1ν =  

Πράγµατι, αν 1ν =  τότε ( )1 1 1 11 1 0α α ω α ω α= + − = + ⋅ =  που ισχύει 

(ανακλαστική ιδιότητα) 

Βήµα 2 Έστω ότι η προς απόδειξη σχέση ( )1 1aν α ν ω= + −  ισχύει για kν = , 

δηλαδή έστω ότι είναι ( )1 1
k
a kα ω= + −  

Βήµα 3 Θα δειχθεί ότι η προς απόδειξη σχέση ( )1 1aν α ν ω= + − , ισχύει για 

1kν = + , δηλαδή θα δειχθεί ότι ( )1 1 1 1
k
a kα ω+ = + + −   δηλαδή ότι 1 1k

a kα ω+ = +  

Πράγµατι, από ( )1 1
k
a kα ω= + −  έπεται ότι ( )1 1

k
a kω α ω ω+ = + − +  δηλαδή 

1 1k
a kα ω+ = +   

Από τα βήµατα 1, 2, 3 και τα γνωστά µας από την επαγωγή, προκύπτει ότι η 

προς απόδειξη σχέση ισχύει. 

 

2.3.1 Πορίσµατα  

� Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε µία ακολουθία ( )να  φυσικών αριθµών,  

να είναι αριθµητική πρόοδος µε διαφορά ω  είναι, να ισχύει η σχέση 

( )1 1να α ν ω= + −  

� Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε µία ακολουθία ( )να  φυσικών αριθµών,  

να είναι αριθµητική πρόοδος µε διαφορά ω   είναι, να ισχύει η σχέση 

1 1 2ν ν να α α+ −+ =  

Απόδειξη 

1

1 1

1

2
ν ν

ν ν ν
ν ν

α α ω
α α α

α α ω
+

+ −
−

= + 
⇔ + = 

= − 
 

� Ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε τρεις αριθµοί , ,α β γ  να είναι διαδοχικοί 

όροι µίας αριθµητικής προόδου, είναι να ισχύει η σχέση 2β α γ= +  Σε αυτή την 

περίπτωση ο 
2

α γ
β

+
=  ονοµάζεται αριθµητικός µέσος (ή µέσος όρος) των ,α γ  

Αριθµητικός µέσος των ν  το πλήθος αριθµών  1 2, ,..., να α α  ονοµάζεται ο 

αριθµός  1 2 ... να α α
ν

+ + +
 

� Αν µία ακολουθία φυσικών αριθµών ( )να  είναι αριθµητική πρόοδος µε 

διαφορά ω , τότε ν∀ ∈ℕ , µ ν<  ισχύουν: 
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� 1 1µα α µω+ = +  

� ν ν µα α µω−= +  

� ν µ να α µω− = −  

� Αν γνωρίζω τρεις από τους αριθµούς 1, , ,να α ω ν  τότε µπορώ να 

προσδιορίσω  τον τέταρτο αριθµό, σύµφωνα µε  τον παρακάτω πίνακα. 

 

∆εδοµένα Ζητούµενο 

1, ,α ω ν  1 ( 1)να α ν ω= + −  

, ,να ω ν  1 ( 1)να α ν ω= − −  

1, ,να α ω  1να α ω
ν

ω
− +

=  

1, ,να α ν  1

1

να α
ω

ν
−

=
−

 

 

2.4 Παρεµβολή αριθµητικών ενδιάµεσων 

Έστω οι αριθµοί ,α β . Οι µ  το πλήθος αριθµοί 1 2, ,...,x x xµ  λέγονται 

αριθµητικοί ενδιάµεσοι των ,α β  αν και µόνο αν οι αριθµοί 

1 2, , ,..., ,x x xµα β  είναι διαδοχικοί όροι µίας αριθµητικής προόδου. Παρεµβολή µ  

αριθµητικών ενδιάµεσων µεταξύ των ,α β  είναι η εύρεση των µ  το πλήθος αριθµών 

1 2, ,...,x x xµ  τέτοιων, ώστε οι  1 2, , ,..., ,x x xµα β  να είναι διαδοχικοί όροι µίας 

αριθµητικής προόδου. 

 

2.4.1 Το πρόβληµα της αριθµητικής παρεµβολής 

Να παρεµβληθούν µ  το πλήθος αριθµητικοί ενδιάµεσοι, µεταξύ των αριθµών 

,α β  

Λύση 

Αρκεί να υπολογίσω τη διαφορά ω  της αριθµητικής προόδου, στην οποία 

ανήκουν οι αριθµοί 1 2, , ,..., ,x x xµα β  Ο αριθµός β  κατέχει τη θέση 2µ + , άρα από 

τον τύπο ( )1 1να α ν ω= + −  προκύπτει ότι ( ) ( )2 1 1β α µ ω α µ ω′ ′= + + − = + +  

Συνεπώς, 
1

1

β
ω

µ
−

′ =
+

  (τύπος παρεµβολής των αριθµητικών ενδιάµεσων ή 

σύντοµος τύπος της αριθµητικής παρεµβολής). Άρα, οι ζητούµενοι αριθµοί  είναι: 

1 2
,  2 ,...,  

1 1 1
x x xµ

β α β α β α
α α α µ

µ µ µ
− − −

= + = + = +
+ + +

 

 

Εφαρµογή 1 

Να παρεµβάλετε 7 αριθµητικούς ενδιάµεσους µεταξύ των αριθµών 9 και 41 

Ο τύπος 
1

1

β
ω

µ
−

′ =
+

  µε 9α = , 41β = , 7µ =  δίνει 
41 9

4
7 1

ώ
−

= =
+

 Άρα, οι 

ζητούµενοι αριθµοί είναι οι  9,  13,  17,  21,  25,  29,  33,  37,  41  και αποτελούν 

διαδοχικούς όρους µίας αριθµητικής προόδου. 
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3. Εφαρµογές των αριθµητικών προόδων  

Η αριθµητική  πρόοδος, είναι µια ακολουθία αριθµών, στην οποία η διαφορά 

ανάµεσα σε δύο διαδοχικούς όρους παραµένει σταθερή. Χωρίς να χρησιµοποιήσω 

µαθηµατικούς τύπους, µπορώ  να την περιγράψω ως µια σταθερή, γραµµική 

µεταβολή. Η αριθµητική πρόοδος, µοντελοποιεί καταστάσεις όπου η µεταβολή είναι 

σταθερή ανά χρονική µονάδα, γεγονός που την καθιστά πολύτιµη σε αναρίθµητες 

εφαρµογές από τα µαθηµατικά µέχρι τη βιοµηχανία και τις κοινωνικές επιστήµες. Η 

αριθµητική πρόοδος, έχει σηµαντικό ρόλο στη θεωρία και στην πράξη, διότι 

περιγράφει σταθερές µεταβολές, από τη βαθµολογική βελτίωση ενός µαθητή έως τις 

αποπληρωµές των δανείων ή τις ρυθµισµένες επαναλαµβανόµενες καταβολές. 

 

3.1 Στη φυσική 

Η αριθµητική  πρόοδος, εµφανίζεται σε φαινόµενα όπως είναι η κίνηση µε 

σταθερή επιτάχυνση. Π.χ. η απόσταση που διανύει ένα κινητό σε ίσα χρονικά 

διαστήµατα, αυξάνεται κατά µία σταθερή ποσότητα, όταν η επιτάχυνση του είναι 

σταθερή. 

 

3.2 Στη χηµεία 

Η αριθµητική  πρόοδος, µπορεί να περιγράψει πειράµατα στα οποία η 

συγκέντρωση ενός διαλύµατος αυξάνεται (ή µειώνεται) µε σταθερό ρυθµό, π.χ. στη 

σταδιακή προσθήκη του αντιδραστηρίου. 

 

3.3 Στη µηχανολογία 

Στη µηχανολογία, η αριθµητική  πρόοδος χρησιµοποιείται για τον σχεδιασµό 

των εξαρτηµάτων που αυξάνουν τις διαστάσεις τους µε σταθερό βήµα, όπως είναι οι 

κλιµακωτοί άξονες ή οι σειρές των τρυπών σε µηχανικά πλαίσια. 

 

3.4 Στον ηλεκτρισµό  

Στα ηλεκτρικά κυκλώµατα, η σταδιακή αύξηση της τάσης ή του ρεύµατος 

κατά ένα σταθερό ποσό, µπορεί να περιγραφεί ως µία αριθµητική  πρόοδος π.χ. στη 

ρύθµιση του φορτίου σε δοκιµές αντοχής. 

 

3.5 Στη ναυτιλία 

Η αριθµητική  πρόοδος, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για: 

� τη διαχείριση των χρόνων αντικατάστασης του πληρώµατος 

� την κατανοµή των καυσίµων σε διαδοχικά σκέλη του ταξιδιού, µε σταθερή 

κατανάλωση 

  � τον υπολογισµό του χρόνου των διαδροµών, µε ίσα τµήµατα απόστασης

( )1 1να α ν ω= + −  

Εφαρµογή 2 

Πλοίο διανύει µία διαδροµή χωρισµένη σε πέντε 

τµήµατα, ίσου µήκους. Για το 1ο τµήµα θέλει 10 ώρες και για 

κάθε επόµενο τµήµα προσθέτει από 0,5 ώρα λόγω του 

αυξανόµενου, µε σταθερό ρυθµό, κυµατισµού. Ο συνολικός 

χρόνος του ταξιδιού, δίνεται από τον τύπο 

( )1 11
1

2 2
S

ν
ν

α α ν ωα α
ν ν

+ + −+
= =   δηλαδή  

( ) ( )1

5

2 1 2 10 5 1 0,5
5 55

2 2
S

α ν ω
ν

+ − ⋅ + −
= = =  

Τµήµα του 

ταξιδιού 

∆ιάρκεια 

(σε ώρες) 

1ο 10 

2ο 10,5 

3ο  11 

4ο  11,5 

5ο  12 

Σύνολο 55 
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� τη σταδιακή φόρτωση (ή εκφόρτωση) του φορτίου, µε ίσα βάρη ανά χρονικό 

διάστηµα (σταθερή αύξηση ή µείωση) 

Εφαρµογή 3 

Πλοίο φορτώνει 50 τόνους χύδην φορτίο στο 1ο κύτος και αυξάνεται, µε 

σταθερό ρυθµό, κατά 5 τόνους σε κάθε ένα από τα υπόλοιπα τρία κύτη. Το συνολικό 

φορτίο, δίνεται από τον τύπο 
( )1 11

1

2 2
S

ν
ν

α α ν ωα α
ν ν

+ + −+
= =  δηλαδή  

( ) ( )4

2 50 4 1 0,5
4 100 15 2 230

2
S

⋅ + −
= = + =  

Κύτος Φορτίο 

(σε τόνους) 

1ο 50 

2ο 55 

3ο 60 

4ο 65 

Σύνολο 230 

 

� τον προγραµµατισµό της συντήρησης των µηχανών, ανά σταθερά χρονικά 

διαστήµατα λειτουργίας τους 

Εφαρµογή 4 

Η προληπτική συντήρηση, προγραµµατίζεται σε σταθερά χρονικά διαστήµατα 

λειτουργίας (π.χ. κάθε 500 ώρες). Αν οι ώρες της συντήρησης ακολουθούν µία  

αριθµητική πρόοδο, τότε από τη σχέση ( )1 1να α ν ω= + −   προκύπτει ότι η 5η 

προγραµµατισµένη συντήρηση θα γίνει µετά από 2500 ώρες λειτουργίας, διότι  

( )5 500 5 1 500 500 2000 2500α = + − = + =   

 

 

 

 

 

 

3.6 Στην οικονοµία   

3.6.1 Στην αποταµίευση µε σταθερή, ανά µήνα, αύξηση του ποσού  

Σπουδαστής αποταµιεύει 50 € τον 1ο µήνα και αυξάνει το ποσό κατά 20 € 

κάθε επόµενο µήνα. Πόσα χρήµατα έχουν αποταµιευθεί σε 1 έτος; 

Το 1 έτος έχει 12 µήνες. Η αποταµίευση, αποτελεί µία αριθµητική πρόοδο µε 

1 50α =  και 20ω =  Είναι ( )12 1 1α α ν ω= + − =   

                                         ( )50 12 1 20+ − = 50 11 20+ ⋅ = 50 220 270+ =  

Επίσης, ( )1
12

50 270
12 6 50 270 6 320 1920

2 2
S

να α
ν

+ +
= = = + = ⋅ =  

Άρα, η ετήσια αποταµίευση ανέρχεται στα 1920 € 

Μήνας Ποσό 

Ιανουάριος 50 

Φεβρουάριος 70 

Μάρτιος 90 

Απρίλιος 110 

Μάιος 130 

Ιούνιος 150 

Συντήρηση Χρόνος 

(σε ώρες) 

1η  500 

2η  1000 

3η  1500 

4η  2000 

5η  2500 
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Ιούλιος 170 

Αύγουστος 190 

Σεπτέµβριος 210 

Οκτώβριος 230 

Νοέµβριος 250 

∆εκέµβριος 270 

Σύνολο 1920 

 

3.6.2 Στη µισθοδοσία 

Υπάλληλος, προσλαµβάνεται µε µηνιαίο µισθό 1.000 €  και  αύξηση του 

µισθού 100 € κατ΄ έτος. Ποιος είναι ο µηνιαίος µισθός του, το 5ο έτος; Ποιες οι 

συνολικές µηνιαίες αποδοχές του, την πενταετία; 

Οι κατ΄ έτος µισθοί του υπαλλήλου, σχηµατίζουν αριθµητική πρόοδο µε 

1 1.000α = , 100ω = Το 1ο έτος λαµβάνει 1.000 € ανά µήνα, το 2ο έτος 1.100 €, το 3ο 

έτος 1.200 €, το 4ο έτος 1.300 € και το 5ο έτος 1.400 € διότι από τη σχέση 

( )1 1να α ν ω= + −  προκύπτει για το 5ο έτος ότι ο µηνιαίος µισθός του είναι 

( )5 1000 5 1 100 1000 400 1400α = + − = + =  

Από 1

2
S

ν
ν

α α
ν

+
=  προκύπτει ότι 1 5

5

1000 1400
5 5 1200 5 6000

2 2
S

α α+ +
= = = ⋅ =  

Έτος Μηνιαίος µισθός Ετήσιες αποδοχές 

1ο 1.000 € 12.000 € 

2ο 1.100 € 13.200 € 

3ο 1.200 € 14.400 € 

4ο 1.300 € 15.960 € 

5ο 1.400 € 17.280 € 

Άθροισµα 6.000 € 72.840 € 

 

3.7 Στον αθλητισµό   

∆ροµέας αυξάνει την καθηµερινή απόσταση προπόνησης κατά 200 m, 

ξεκινώντας µε 1.000 m την 1η ηµέρα. Πόση απόσταση διανύει την 10η ηµέρα και 

πόση απόσταση συνολικά και τις 10 ηµέρες; 

Πρόκειται για αριθµητική πρόοδο µε 1 1.000α = και 200ω =   

Από τη σχέση ( )1 1να α ν ω= + − , προκύπτει ότι την 10η ηµέρα διανύει απόσταση 

( )10 1000 10 1 200 1000 9 200 2800α = + − = + ⋅ = (σε m) 

Από τον τύπο  1

2
S

ν
ν

α α
ν

+
= , προκύπτει ότι και τις 10 ηµέρες έχει διανύει συνολική 

απόσταση 1 10
10

1000 2800
10 10 3800 5 19000

2 2
S

α α+ +
= = = ⋅ = (σε m)  

Ηµέρα Απόσταση 

1η 1000 

2η 1200 

3η 1400 

4η 1600 

5η 1800 

6η 2000 

7η 2200 
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∆ηλαδή, 19 km   

 

 

 

 

 

3.8 Στην ανέγερση κτηρίων  

Σε µία σκάλα, το κάθε σκαλοπάτι είναι 3 cm  υψηλότερο από το 

προηγούµενο. Αν το 1ο σκαλοπάτι είναι 10 cm , τότε ποιο είναι το ύψος του 15ου 

σκαλοπατιού; 

Πρόκειται για αριθµητική πρόοδο µε 1 10α = , 3ω =  Από τη σχέση 

( )1 1να α ν ω= + −   προκύπτει ότι ( )15 10 15 1 3 10 14 3 10 42 52α = + − = + ⋅ = + =  

Σκαλοπάτι Ύψος (σε cm) 

1 10 

2 13 

3 16 

4 19 

5 22 

6 25 

7 28 

8 31 

9 34 

10 37 

11 40 

12 43 

13 46 

14 49 

15 52 

 

3.9 Στον υπολογισµό του χρόνου µελέτης  

Μαθητής προσθέτει καθηµερινά 10 λεπτά στη µελέτη του. Την 1η  ηµέρα 

µελέτησε επί 40 λεπτά. Πόσο θα µελετήσει την 7η ηµέρα; Πόσο µελέτησε συνολικά 

και τις 7 ηµέρες; Πρόκειται για αριθµητική πρόοδο µε 1 40α =  και 10ω =  Από τη 

σχέση ( )1 1να α ν ω= + − , προκύπτει για την 7η  ηµέρα ότι θα µελετήσει 

( )7 40 7 1 10 40 60 100α = + − = + =  λεπτά  

Από τη σχέση 1

2
S

ν
ν

α α
ν

+
= , προκύπτει ότι µελέτησε συνολικά  

7

40 100
7 70 7 490

2
S

+
= = ⋅ =  λεπτά στις 7 ηµέρες 

Ηµέρα 
Λεπτά 

µελέτης 

1η 40 

2η 50 

3η 60 

4η 70 

5η 80 

8η 2400 

9η 2600 

10η 2800 

Σύνολο 19000 
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6η 90 

7η 100 

Σύνολο 490 

 

3.10 Αξιοσηµείωτα αθροίσµατα 

Με χρήση των σχέσεων των αριθµητικών προόδων, αποδεικνύεται ότι: 

( )
1

1
1 2 3 ...

2
S

ν ν
ν

+
= + + + + =   

( ) ( )2 2 2 2

2

1 2 1
1 2 3 ...

6
S

ν ν ν
ν

+ +
= + + + + =  

( )
2

3 3 3 3 2

3 1

1
1 2 3 ...

2
S S

ν ν
ν

+ 
= + + + + = = 

 
 

 

4.  Γεωµετρική πρόοδος 

Έστω η ακολουθία 
1 1 1 1

1, , , , ,...
2 4 8 16

 Παρατηρώ  ότι ο κάθε όρος της, από τον 

2ο και µετά, προκύπτει αν πολλαπλασιάσω τον προηγούµενο του επί  το 
1

2
 

Έστω η ακολουθία 2, 4, 8, 16, 32, 64,...− − − − − −  Παρατηρώ  ότι κάθε όρος της, 

εκτός από τον 1ο, προκύπτει αν πολλαπλασιάσω τον προηγούµενό του επί  το 2.  

Υπάρχουν ακολουθίες που κάθε όρος τους, από τον 2ο  και µετά, προκύπτει αν 

πολλαπλασιάσω τον προηγούµενο του επί έναν σταθερό αριθµό που λέγεται λόγος 

και συµβολίζεται µε το γράµµα λ . Οι ακολουθίες µε αυτή την ιδιότητα, ονοµάζονται 

γεωµετρικές πρόοδοι. Μία ακολουθία αριθµών 1 2 3, , ,..., ,...να α α α  είναι γεωµετρική 

πρόοδος, αν και µόνο τότε, αν υπάρχει αριθµός λ  έτσι ώστε 1ν να α λ+ = ⋅  

1,2,3,...ν∀ =  Οι όροι της ακολουθίας  ( )να  λέγονται διαδοχικοί όροι της 

γεωµετρικής προόδου και ο όρος να  λέγεται ν–οστός όρος ή όρος ν–τάξης της 

προόδου. Μία γεωµετρική πρόοδος µε όρους διαφορετικούς από το µηδέν λέγεται και 

πρόοδος κατά πηλίκο, διότι από τη σχέση 1ν να α λ+ = ⋅  προκύπτει ότι 

2 3 4 1

1 2 3

... ...ν

ν

α α α α
λ

α α α α
+= = = = = =   

Γεωµετρική πρόοδος είναι µία ακολουθία µη µηδενικών αριθµών, της οποίας 

το πηλίκο 1ν

ν

α
α

+  δύο οποιωνδήποτε διαδοχικών όρων, είναι πάντα σταθερό. Αυτό το 

σταθερό πηλίκο, είναι ο λόγος της γεωµετρικής προόδου. 

Ανάλογα µε την τιµή του λόγου λ , η γεωµετρική πρόοδος εµφανίζει 

διαφορετικές συµπεριφορές: 

� Αν 1λ > , τότε οι όροι της γεωµετρικής προόδου, αυξάνονται εκθετικά 

εφόσον ο 1ος όρος είναι θετικός, ή µειώνονται εκθετικά εφόσον ο 1ος όρος είναι 

αρνητικός (αύξουσα ή φθίνουσα, αντίστοιχα). 

� Αν 0 1λ< < , τότε οι όροι της γεωµετρικής προόδου µειώνονται εφόσον ο 

1ος όρος είναι θετικός ή αυξάνονται εφόσον ο 1ος όρος είναι αρνητικός (φθίνουσα ή 

αύξουσα, αντίστοιχα). 
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� Αν 1λ = , τότε όλοι οι όροι της γεωµετρικής προόδου είναι ίσοι µε τον 1ο 

όρο 1a  

� Αν 0λ < , τότε η γεωµετρική πρόοδος αλλάζει πρόσηµο εναλλάξ 

(εναλλασσόµενη). 

Μία γεωµετρική πρόοδος και γενικότερα µία ακολουθία ( )να , 1,2,3,...ν = λέγεται: 

� απολύτως αύξουσα, αν η ακολουθία | να |, ν = 1, 2, ... είναι αύξουσα, δηλαδή 

αν ισχύει ότι 1ν να α+ > , ν∀ ∈ℕ  

� απολύτως φθίνουσα, αν ισχύει ότι 1ν να α+ < , ν∀ ∈ℕ  

Άρα, όταν 1λ > , τότε η γεωµετρική πρόοδος είναι απολύτως αύξουσα. 

Αν 1λ = , δηλαδή αν 1λ = ±  τότε: 

  � Για 1λ =  η γεωµετρική πρόοδος είναι σταθερή ακολουθία, δηλαδή  

1ν να α+ =  1,2,3,...ν∀ =   

� Για 1λ = −  η γεωµετρική πρόοδος είναι απολύτως σταθερή, επειδή τότε 

1 3 2 11 ...ν ν ν ν να α λ α λ α α α α α+ = ⋅ = ⋅ = ⋅ − = = = = = , 1,2,3,...ν∀ =  δηλαδή, 

η γεωµετρική πρόοδος είναι συγχρόνως απολύτως αύξουσα και απολύτως φθίνουσα. 

 

4.1 Γενικός όρος 

Ο ν–οστός όρος να  σε µία γεωµετρική πρόοδο που έχει 1ο όρο 1a  και µη 

µηδενικό λόγο λ , βρίσκεται αν πολλαπλασιάσω τον 1ο της όρο 1a  µε δύναµη του 

λόγου λ , η οποία έχει εκθέτη τον αριθµό που φανερώνει το πλήθος των όρων που 

προηγούνται του να . ∆ηλαδή, 
1

1a
ν

να λ −= ν∀ ∈ℕ     

Απόδειξη 

Είναι  

1 1

2 1

3 2

1

4 3 1

1 2

1

...

a a

a a

a a

a a
ν

ν

ν ν

ν ν

λ

λ

λα α λ

α λα

α λα

−

− −

−

= 
 = 
 =
 

= ⇒ = 
 
 

= 
 = 

 

Μια πιο αυστηρή απόδειξη γίνεται µε τη µέθοδο της τέλειας επαγωγής ως εξής 

Βήµα 1 Για 1ν =  (η µικρότερη τιµή του ν ), η προς απόδειξη σχέση προφανώς 

ισχύει διότι 
1 1 0

1 1 1 1 11a a a aα λ λ−= = = ⋅ =  (ανακλαστική ιδιότητα) 

Βήµα 2 Έστω ότι η προς απόδειξη σχέση ισχύει για kν = , δηλαδή έστω ότι 
1

1

k

k
α α λ −= ⋅  

Βήµα 3 Θα δειχθεί ότι η προς απόδειξη σχέση ισχύει για 1kν = + , δηλαδή ότι 
1 1

1 1 1

k k

k
α α λ α λ+ −

+ = ⋅ = ⋅   Πράγµατι, 
1

1 1 1

k k

k k
α α λ α λ λ α λ−

+ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  

Από τα βήµατα 1, 2, 3 και τα γνωστά µας από την επαγωγή, η σχέση 
1

1a
ν

να λ −=

ισχύει ν∀ ∈ℕ  

� Από την παραπάνω ιδιότητα, προκύπτει ότι µία γεωµετρική πρόοδος είναι 

ορισµένη, όταν δίνονται ο πρώτος όρος της 1α  και ο λόγος της λ . Τότε, οι όροι της 

προόδου  είναι: 
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1ος όρος: 1α  

2ος όρος: 1a λ  

3ος όρος: 
2

1α λ⋅  

4ος όρος: 
3

1α λ⋅  

5ος  όρος: 
4

1α λ⋅  

κ.ο.κ. 

 

4.2 Ιδιότητες 

� Από τον τύπο 
1

1a
ν

να λ −=  έπεται ότι  αν ξέρω τους τρεις από τους αριθµούς 

1, , να λ α  µπορώ να προσδιορίσω και τον τέταρτο. 

� Αν για µια ακολουθία φυσικών αριθµών ( )να  είναι  
1

1a
ν

να λ −= ν∀ ∈ℕ , 

τότε η ακολουθία είναι γεωµετρική πρόοδος. Πράγµατι τότε έχω: 

1 1 1

1 1

1

ν
ν ν

ν ν νν
ν

α α λ
α α λ α α λ

α λ α λ
− +

+

 =
= ⇒ ⇒ = ⋅ 

⋅ = ⋅ 
, ν∀ ∈ℕ  

� Αν µια ακολουθία φυσικών αριθµών ( )να  είναι  µε µη µηδενικό λόγο λ , 

τότε ,ν µ∀ ∈ℕ  µε µ ν<  ισχύουν: 

i) 1

µ
ν µα α λ+ = ⋅  

ii) µ
ν ν µα α λ−= ⋅  

iii) µ
ν µ να α λ −
− = ⋅  

iv) 1 1µ ν µ να α α α+ −⋅ = ⋅  

Η παραπάνω ιδιότητα διατυπώνεται συχνά ως εξής: Σε πεπερασµένο πλήθος 

διαδοχικών όρων µιας γεωµετρικής προόδου, το γινόµενο δύο όρων που ισαπέχουν 

από τους άκρους όρους, είναι ίσο µε το γινόµενο των άκρων όρων. ∆ηλαδή, 

2 1 1 1
ν

ν ν

α
α α α λ α α

λ−
 ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ 
 

 

2

3 2 1 12

ν
ν ν

α
α α α λ α α

λ−
 ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ 
 

 

Ειδικότερα στην περίπτωση που το πλήθος των όρων είναι περιττό, οπότε υπάρχει 

µεσαίος όρος, τότε ο όρος αυτός είναι µέσος ανάλογος των άκρων όρων.  

 

4.3 Γεωµετρικός µέσος 

� Ικανή και αναγκαία συνθήκη, για να είναι τρεις αριθµοί , ,α β γ  διαδοχικοί 

όροι µιας γεωµετρικής προόδου, είναι η 2β αγ= . Ο β  ονοµάζεται γεωµετρικός 

µέσος ή µέσος ανάλογος των ,α γ  

Γενικά, αν έχω τους αριθµούς 1 2, ,..., να α α  ονοµάζω γεωµετρικό τους µέσο 

και συµβολίζω ΓΜ , τον αριθµό 1 2 ...ν
να α αΓΜ = ⋅ ⋅ ⋅  

 

4.4 Άθροισµα των ν πρώτων όρων της γεωµετρικής προόδου 

Το άθροισµα 1 2 ... να α αΣ = + + +  των ν πρώτων όρων µιας γεωµετρικής προόδου µε 

λόγο λ  είναι  1
1

1

1 1

ν
να λ α λ

α
λ λ
− −

Σ = =
− −
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Απόδειξη 

Είναι 1 2 ... να α αΣ = + + + , άρα 
1

1 2 1 1 1... ...
ν

να α α α α λ α λ −−Σ = − − − − = − − − −  

και 
2

1 2 1 1 1... ...
ν

νλ λα λα λα λα λ α λ αΣ = + + + = + + +  

( ) ( )
2

1 1 1

1 1 11

1 1 1

...
1 1

...

ν
ν ν

ν

λ λα λ α λ α
λ α λ α λ α λ

α α λ α λ −

 Σ = + + + 
⇔ Σ−Σ = − + ⇔ − Σ = − 

−Σ = − − − −  
 

Άρα, 
1

1

1

νλ
α

λ
−

Σ =
−

 

Όταν 1λ = , τότε 1 2 1... να α α ν αΣ = + + + = ⋅  

 

4.5 Άθροισµα των απείρων όρων της φθίνουσας γεωµετρικής προόδου 

Έστω γεωµετρική πρόοδος 1 2, ,..., να α α  µε λόγο λ , όπου 1λ < . 

Αποδεικνύεται ότι 1
1 2 ...

1
ν

α
α α α

λ
Σ = + + + =

−
 

 

4.6 Παρεµβολή γεωµετρικών ενδιάµεσων 

∆ίνονται δύο µη µηδενικοί αριθµοί ,α β  µε α β<  

Οι µη µηδενικοί αριθµοί 1 2, ,...,x x xµ  λέγονται γεωµετρικοί ενδιάµεσοι των ,α β  αν 

και µόνο αν, οι αριθµοί 1 2, , ,..., ,x x xµα β  είναι διαδοχικοί όροι µίας γεωµετρικής 

προόδου. 

 

5. Εφαρµογές των γεωµετρικών προόδων  

Η γεωµετρική πρόοδος, είναι µία ακολουθία αριθµών στην οποία ο κάθε όρος 

προκύπτει πολλαπλασιάζοντας τον προηγούµενο του όρο, επί έναν σταθερό αριθµό. 

Αυτή η µορφή προόδου, συνδέεται άµεσα µε τις εκθετικές αυξήσεις (ή µειώσεις). Η 

γεωµετρική πρόοδος, έχει τεράστιο εύρος εφαρµογών σε επιστηµονικούς, 

τεχνολογικούς, οικονοµικούς και κοινωνικούς τοµείς. Χρησιµοποιείται όταν ένα 

µέγεθος αυξάνεται ή µειώνεται εκθετικά, δηλαδή µε βάση ποσοστιαία ή 

πολλαπλασιαστική µεταβολή. 

 

5.1 Στη φυσική 

Η γεωµετρική πρόοδος, περιγράφει φαινόµενα όπως είναι η εκθετική αύξηση 

των πληθυσµών ορισµένων σωµατιδίων ή η εκθετική φθορά της ενέργειας. 

Εφαρµογή 5 

Ένα σήµα, σε κάθε κύκλο χάνει το 30% της έντασης του. Αν η αρχική ένταση 

είναι 1 100a =  µονάδες, ποια θα είναι η ένταση µετά από τον 6ο κύκλο; 

Είναι 0,7λ =  και από τη σχέση 
1

1a
ν

να λ −=  προκύπτει ότι 
6 1 5

6

7 7
100 16,807

10 1000
α

−
 = ⋅ = = 
 

 µονάδες 

 

5.2 Στη χηµεία 

Στη χηµεία, η ραδιενεργός διάσπαση είναι ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα 

όπου οι ποσότητες µειώνονται, σύµφωνα µε µία γεωµετρική πρόοδο. 
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Εφαρµογή 6 

Ένα βακτήριο, διπλασιάζεται κάθε 30 λεπτά. Σε 5 ώρες (δηλαδή σε 10 

κύκλους), πόσα βακτήρια θα υπάρχουν; Είναι 1 1a = , 2λ =  και από τη σχέση 
1

1a
ν

να λ −=  προκύπτει ότι 
10 1 9

10 1 2 2 512α −= ⋅ = =  βακτήρια 

Κύκλος 
Χρόνος 

(h) 
Βακτήρια 

1 0,5 1 

2 1 2 

3 1,5 4 

4 2 8 

5 2,5 16 

6 3 32 

7 3,5 64 

8 4 128 

9 4,5 256 

10 5 512 

 

5.3 Στην ηλεκτρονική 

Οι ενισχυτές του σήµατος, που αυξάνουν το πλάτος σε κάθε στάδιο µε 

σταθερό λόγο, ακολουθούν µία γεωµετρική πρόοδο.  

Εφαρµογή 7 

Ο όγκος των δεδοµένων σε µια εφοδιαστική αλυσίδα, διπλασιάζεται κάθε 

εβδοµάδα. Αν η αρχική τιµή είναι 1 GB, ποια θα είναι µετά από 9 εβδοµάδες; 

Είναι 1 1a = , 2λ =  και από τη σχέση 
1

1a
ν

να λ −=  προκύπτει ότι 
9 1 8

9 1 2 2 256α −= ⋅ = = GB 

Εβδοµάδες GB 

1 1 

2 2 

3 4 

4 8 

5 16 

6 32 

7 64 

8 128 

9 256 

 

5.4 Στα συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου 

Η ταχεία αύξηση (ή µείωση) µιας µεταβλητής (συχνότητα απόκρισης, τάση), 

µπορεί να περιγραφεί από µία γεωµετρική πρόοδο. 

Εφαρµογή 8 

Μηχανή αξίας 10.000 € χάνει ετησίως το 20% της αξίας της. Πόσο θα αξίζει 

µετά από 5 έτη; Είναι 1 10.000a = , 0,8λ =  και από τη σχέση 
1

1a
ν

να λ −=  προκύπτει 

ότι 

5 1

4

5

8
10.000 8 64 64 4.096

10
α

−
 = ⋅ = = ⋅ = 
 

 € 
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Έτος Αξία (σε € ) 

1ο 10.000 

2ο 8.000 

3ο 6.400 

4ο 5.120 

5ο  4.096 

5.5 Στη ναυτιλία 

Η γεωµετρική πρόοδος, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για: 

� τον υπολογισµό της  κατανάλωσης των καυσίµων, σε σχέση µε την 

ταχύτητα, διότι συχνά οι καταναλώσεις ακολουθούν σχέσεις (µη γραµµικές, 

εκθετικές) που µπορούν να προσεγγιστούν µε µία γεωµετρική πρόοδο που έχει αρχικό 

όρο 1a ,  λόγο λ και γενικό όρο 
1

1a a
ν

ν λ −=  

Εφαρµογή 9 

Πλοίο έχει ηµερήσια κατανάλωση 20 τόνων, όταν κινείται µε ταχύτητα 12 

κόµβων. Ποια θα είναι η ηµερήσια κατανάλωση για ταχύτητα 14 κόµβων; ∆ίνεται 

ότι, η αύξηση της ταχύτητας κατά 1 κόµβο συνοδεύεται από αύξηση 10% της 

κατανάλωσης, δηλαδή 1,1λ = .  Από τη σχέση 
1

1a a
ν

ν λ −=  είναι 
3 1 2

3 20 1,1 20 1,1 20 1,21 24,2a
−= ⋅ = ⋅ = ⋅ = τόνοι ανά ηµέρα 

Ταχύτητα 

(σε κόµβους) 

Καύσιµα  

(σε τόνους) 

12 20 

13 22 

14 24,2 

 

� την πρόβλεψη του κόστους των καυσίµων σε µεγάλα ταξίδια (υπολογισµός 

της εκθετικής αύξησης του κόστους, λόγω του κυµατισµού ή της αύξησης της 

ταχύτητας), σύµφωνα µε τη σχέση 
1

1

1
S

ν

ν

λ
α

λ
−

=
−

  

Εφαρµογή 10 

Πλοίο που κινείται µε την οικονοµική ταχύτητα,  δαπανά ηµερησίως για 

καύσιµα 100.000 €. Αν η αύξηση της ταχύτητας αυξάνει το κόστος των καυσίµων 

κατά 15% (δηλαδή 1,15λ = ), ανά επίπεδο ταχύτητας, τότε σύµφωνα µε τον 

παραπάνω τύπο, για 3 επίπεδα  είναι   
3

3

1,15 1 1,52 1 0,52
100.000 100.000 100.000 346.666,6

1,15 1 0,15 0,15
S

− −
= = = =

−
 € 

 

� την ανάλυση ενός στόλου πλοίων, µε γεωµετρική αύξηση της 

χωρητικότητας τους. Κατά την πετρέλευση του πλοίου, τα αποθέµατα των καυσίµων 

του αυξάνονται γεωµετρικά σε σχέση µε τον χρόνο, σύµφωνα µε τη σχέση 

1

1

1
S

ν

ν

λ
α

λ
−

=
−

  

 

� τον υπολογισµό της εκθετικής µείωσης της απόδοσης των κινητήρων του 

πλοίου, µε την πάροδο του χρόνου 

Εφαρµογή 11 

Καινούργιος κινητήρας έχει αρχική απόδοση 100%, η οποία µειώνεται 

ετησίως κατά 5% (δηλαδή 0,95λ = ).  Πόση θα είναι η απόδοση του κινητήρα, µετά 

από 6 έτη; Από τον τύπο 
1

1a a
ν

ν λ −=  είναι 
6 1 5

6 1 100 0,95 77,378α α λ −= = ⋅ =  
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Έτος Απόδοση 

1ο 100 

2ο 95 

3ο 90,25 

4ο 85,737 

5ο 81,45 

6ο  77,378 

 

� τη µοντελοποίηση του ρυθµού διάβρωσης (οξείδωση) των µετάλλων, λόγω 

του θαλάσσιου περιβάλλοντος.  

Εφαρµογή 12 

Ετήσια διάβρωση µετάλλου 1 mm , αυξάνεται ετησίως κατά 20% (δηλαδή 

1,2λ = ). Πόσα mm  θα είναι η διάβρωση του µετάλλου, µετά από 5 έτη; 

Από τον τύπο 
1

1a a
ν

ν λ −=  είναι
5 1 4 4

5 1 1 1,2 1,2 1,44 1,44 2,0736α α λ −= = ⋅ = = ⋅ = mm  

Έτος ∆ιάβρωση 

(σε mm ) 

1ο 1 

2ο 1,2 

3ο 1,44 

4ο 1,728 

5ο 2,0736 

 

6. Αρµονική πρόοδος 

Έστω η ακολουθία 
1 1 1 1 1

, , , ,..., ,...
3 5 7 9 (2 1)ν +

 Παρατηρώ ότι αν πάρω µε την 

ίδια τάξη τους αντίστροφους των όρων της, έχω την ακολουθία 

3,5,7,9,..., (2 1),...ν +  που είναι µία αριθµητική πρόοδος µε διαφορά 2ω =              

          Έστω η ακολουθία 6, 3, 2, ... Παρατηρώ ότι η ακολουθία 
1 1 1

, , ,
6 3 2

... είναι µία 

αριθµητική πρόοδος µε διαφορά  
1

6
ω =  

Βλέπω ότι υπάρχουν ακολουθίες αριθµών που αν πάρω τους αντίστροφους 

των όρων τους, µε την ίδια τάξη, προκύπτει µία νέα ακολουθία, που είναι αριθµητική 

πρόοδος. Οι ακολουθίες µε αυτή την ιδιότητα ονοµάζονται αρµονικές προόδους. 

Μία ακολουθία µη µηδενικών αριθµών 1 2 3 2 1, , ,..., , ,ν ν να α α α α α− −  είναι αρµονική 

πρόοδος, αν και µόνο αν, η ακολουθία 
1 2

1 1 1
, ,...,

να α α
 είναι αριθµητική πρόοδος, 

δηλαδή αν υπάρχει αριθµός ω  τέτοιος, ώστε να ισχύει ότι 
1

1 1

ν ν

ω
α α+

= +  ν∀ ∈ℕ   ή 

ισοδύναµα 
1

1 1

a aν ν

ω
+

− =  όπου το ω  είναι ανεξάρτητο από το ν   Γενικός τύπος  

( )
1

1

1
1

a

a

ν

ν ω
=

+ −
 Αναδροµικός τύπος 1

1

1
a

a

ν

ν

ω
+ =

+
 

Π.χ. Αν 1 1a =  και 1ω = , τότε 1 1a = , 2

1

2
a = , 3

1

3
a =  
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Π.χ. Αν 1 1a =  και 2ω = , τότε 1 1a = , 2

1

3
a = , 3

1

5
a =  δηλαδή εµφανίζονται οι 

αντίστροφοι όλων των περιττών αριθµών 

Ζητήµατα που αφορούν µία αρµονική πρόοδο, ανάγονται σε επίλυση 

ζητηµάτων που αφορούν την αντίστοιχη αριθµητική πρόοδο.  

 

6.1 Εύρεση του νιοστού όρου  

Έστω η αρµονική πρόοδος 1 2 3 2 1, , ,..., , , ,...ν ν να α α α α α− −  Αν ω  είναι η 

διαφορά της αντίστοιχης αριθµητικής προόδου 
1 2

1 1 1
, ,...,

να α α
 τότε είναι

( )
( )

1

1 1

1 1
1

1 1
ν

ν

α
ν ω α

α α ν ω α
= + − ⇒ =

+ − ⋅
 

Αν δύο πρώτοι όροι µίας αρµονικής προόδου είναι γνωστοί, τότε η διαφορά 

είναι 
2 1

1 1
ω

α α
= −  συνεπώς, ο ν–οστός όρος της αρµονικής προόδου είναι  

( ) ( )
1 2

1 21 2
ν

α α
α

α ν α ν
⋅

=
− − −

  

 

6.2 Άθροισµα των ν πρώτων όρων  

∆εν υπάρχει τύπος που να δίνει το άθροισµα των ν πρώτων όρων της 

αρµονικής προόδου. 

 

6.3 ∆ιαδοχικοί όροι αρµονικής προόδου  

Αν οι µη µηδενικοί αριθµοί , ,α β γ είναι µε τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί 

όροι µίας αρµονικής προόδου, τότε οι αντίστροφοι τους 
1 1 1

, ,
α β γ

 είναι διαδοχικοί 

όροι µίας αριθµητικής προόδου, συνεπώς  
1 1 1 2 2

2
1 1

αγ
β β

β α γ α γ
α γ

= + ⇔ = ⇔ =
++

 

Αντιστρόφως, αν ισχύει η 
2αγ

β
α γ

=
+

 είναι  
2 1 1

β α γ
= +  δηλαδή  οι 

1 1 1
, ,

α β γ
 

είναι διαδοχικοί όροι µίας αριθµητικής προόδου, οπότε οι µη µηδενικοί αριθµοί 

, ,α β γ  είναι διαδοχικοί όροι µίας αρµονικής προόδου. Συνεπώς, ικανή και αναγκαία 

συνθήκη για να είναι τρεις µη µηδενικοί αριθµοί , ,α β γ  διαδοχικοί όροι αρµονικής 

προόδου είναι η  
2αγ

β
α γ

=
+

 Ο β  λέγεται αρµονικός µέσος των ,α γ   

Αν έχω τους µη µηδενικούς αριθµούς 1 2 3 2 1, , ,..., , ,ν ν να α α α α α− −  ονοµάζω τον  

1 2

1 1 1
...

ν

ν

α α α

ΗΜ =
+ + +

αρµονικό τους µέσο.   

 

6.4 Αρµονική αναλογία 

Η σχέση 
2αγ

β
α γ

=
+

γράφεται ισοδύναµα, όπως παρακάτω  
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2 1 1 1 1 1 1 α β β γ αβ α β α α β
β α γ β α γ β αβ βγ βγ β γ γ β γ

− − − −
= + ⇔ − = − ⇔ = ⇔ = ⇔ =

− −
  

Η  
α α β
γ β γ

−
=

−
 λέγεται αρµονική αναλογία και από αυτήν προκύπτει ότι για να είναι 

οι διάφοροι µεταξύ τους αριθµοί , ,α β γ  µε τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί όροι 

µίας αρµονικής προόδου πρέπει και αρκεί να είναι µη µηδενικοί και να βρίσκονται σε 

αρµονική αναλογία. 

 

Παρατήρηση 

 Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι µία ακολουθία ( )να  µη µηδενικών όρων 

αρµονική πρόοδος, είναι η 
1 1

2 1 1

ν ν να α α− +

= +  όπου 2,3,...ν =  

 

6.5 Παρεµβολή αρµονικών ενδιάµεσων 

Έστω οι µη µηδενικοί αριθµοί ,α β . Οι αριθµοί 1 2, ,...,x x xµ  λέγονται 

αρµονικοί ενδιάµεσοι των ,α β   αν και µόνο αν, αν οι 1 2, , ,..., ,x x xµα β  είναι 

διαδοχικοί όροι µίας αρµονικής προόδου. 

Παρεµβολή µ  αρµονικών ενδιάµεσων µεταξύ  των ,α β  είναι η εύρεση µ  αριθµών 

1 2, ,...,x x xµ  έτσι ώστε οι 1 2, , ,..., ,x x xµα β  να είναι διαδοχικοί όροι αρµονικής 

προόδου. 

 

6.5.1 Το πρόβληµα της αρµονικής παρεµβολής 

Να παρεµβληθούν µ  αρµονικοί ενδιάµεσοι, µεταξύ των µη µηδενικών αριθµών ,α β  

Αρκεί να παρεµβάλω µ  αριθµητικούς ενδιάµεσους µεταξύ των  
1 1

,
α β

 οπότε οι 

αντίστροφοι τους θα είναι οι µ  αρµονικοί ενδιάµεσοι των ,α β . Από τον τύπο της 

αριθµητικής παρεµβολής είναι 
( )

1 1

1 1

α ββ αω
µ αβ µ

−
−

′ = =
+ +

 δηλαδή  
( )1

α β
ω

αβ µ
−

′ =
+

που 

λέγεται  τύπος της αρµονικής παρεµβολής. 

 

7. Εφαρµογές των αρµονικών προόδων   

Οι αρµονικές πρόοδοι χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές στα κυµατικά 

φαινόµενα, στις ταλαντώσεις, στους χρηµατοοικονοµικούς υπολογισµούς, στη θεωρία 

αριθµών, στη στατιστική, στη φυσική, στη µηχανική και στη µουσική. 

 

7.1 Στη φυσική 

Στις ταλαντώσεις, η κατανοµή των επιµέρους συχνοτήτων ακολουθεί 

αρµονική πρόοδο, σε µουσικά όργανα ή σε δονήσεις των δοκών. Στη µουσική, η 

αρµονική πρόοδος σχετίζεται µε την ανάλυση των αρµονικών του ήχου. Οι αρµονικές 

είναι πολλαπλάσια της βασικής συχνότητας ενός ήχου, κάτι που έχει σηµασία στη 

σύνθεση και στην ανάλυση των µουσικών φαινοµένων. Στην ανάλυση των 

περιστροφικών κινήσεων, η αρµονική πρόοδος βοηθά στη µοντελοποίηση της 

ταχύτητας περιστροφής ή των αντίστοιχων γωνιακών επιταχύνσεων. 
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7.2 Στην ηλεκτρολογία 

Σε κυκλώµατα που συνδυάζουν πολλαπλές συχνότητες, οι αρµονικές 

συνιστώσες εµφανίζουν κατανοµές που σχετίζονται µε αρµονικές προόδους. Η 

αντίσταση ενός κυκλώµατος, εξαρτάται από στοιχεία του κυκλώµατος που 

ακολουθούν αρµονική πρόοδο. Στη µηχανική, η αρµονική πρόοδος χρησιµοποιείται 

για τη µοντελοποίηση και τη σχεδίαση της κατανοµής των φορτίων, σε γραµµές ή σε 

κατασκευές. 

 

7.3 Στην τεχνολογία 

Η ανάλυση των σηµάτων, ειδικά η επεξεργασία του ήχου και της εικόνας, 

αξιοποιεί τις αρµονικές προόδους για την κατανόηση και για το φιλτράρισµα των 

συχνοτήτων. Τα φαινόµενα που σχετίζονται µε κυµατισµούς ή µε αντηχήσεις, 

περιλαµβάνουν αρµονικές προόδους. 

 

7.4 Στην οικονοµία 

Σε ορισµένα µοντέλα αποτίµησης των χρηµατοοικονοµικών περιουσιακών 

στοιχείων ή υπολογισµού των τόκων, οι αρµονικές πρόοδοι χρησιµοποιούνται για να 

εκτιµήσουν τη συµπεριφορά των επενδύσεων. Κάποια οικονοµικά µοντέλα, 

βασίζονται στην αρµονική πρόοδο για να προβλέψουν την κατανάλωση ή την αύξηση 

της ζήτησης των προϊόντων, µε βάση την αντιστροφή της πληθωριστικής τάσης. 

 

7.5 Στα µαθηµατικά 

Στην αριθµητική ανάλυση, οι αρµονικές πρόοδοι χρησιµοποιούνται σε 

προβλήµατα που σχετίζονται µε τις αριθµητικές σειρές, µε τα ολοκληρώµατα και µε 

τις διαφορικές εξισώσεις. Στη µελέτη των σειρών Fourier και των άλλων σειρών, οι 

αρµονικές πρόοδοι βοηθούν στην κατανόηση του πως συνδυάζονται οι διάφοροι όροι 

των σειρών. Στη στατιστική, οι αρµονικές πρόοδοι εµφανίζονται σε µοντέλα που 

περιγράφουν την κατανοµή των σφαλµάτων ή των ακανόνιστων δεδοµένων. Στην 

ανάλυση των δεδοµένων, η αρµονική πρόοδος χρησιµοποιείται για την εκτίµηση των 

γραµµικών µοντέλων, µέσω της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων. 

 

7.6 Στη ναυτιλία 

Οι αρµονικές  πρόοδοι, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για: 

� την ανάλυση των ρυθµών εκφόρτωσης του φορτίου 

� τον υπολογισµό της µείωσης της απόδοσης των µηχανών, λόγω της 

συχνότητας των ταλαντώσεων 

� τη βελτιστοποίηση της ταχύτητας του πλοίου, προς ελαχιστοποίηση των 

δονήσεων 

� την ανάλυση της σταθερότητας του πλοίου στα κύµατα, διότι η ένταση 

(ύψος) των κυµάτων µειώνεται αρµονικά σε σχέση µε την απόσταση από την ακτή, 

σύµφωνα µε τον τύπο ( )
1

1 1
1

ν

ν ω= + −
Η Η

 

� τη µελέτη των δονήσεων και των ταλαντώσεων των κινητήρων και των 

µηχανικών µερών του πλοίου (αξόνων και ελίκων)  ( )
1

1 1
1

ν

ν ω
α α

= + −  
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Εφαρµογή 13 

Αν η 1η δόνηση είναι 1 5 
mm

s
α = και 0,05ω =  τότε από τον παραπάνω τύπο 

προκύπτει ότι ( )
4 1

1 1 1
4 1 3 0,05 0,2 0,15 0,35

5
ω

α α
= + − = + ⋅ = + =   Άρα, 

4 2,857 
mm

s
α =  

 

� την ανάλυση των ταλαντώσεων του πλοίου, λόγω των κυµάτων  

Εφαρµογή 14  

Κλίση 
0

1 3θ =  στο 1ο βήµα της φόρτωσης µε 0,02ω = , από τον τύπο 

( )
1

1 1
1

ν

ν ω
α α

= + −  που στην περίπτωση αυτή γράφεται ( )
1

1 1
1

ν

ν ω
θ θ

= + −  είναι 

( )
5 1

1 1 1
5 1 4 0,02 0,333 0,08 0,413

3
ω

θ θ
= + − = + ⋅ = + =   Άρα, 

0

5 2,421θ =  

� την πρόβλεψη κόστους–απόδοσης, σύµφωνα µε τον τύπο 
K

C F P
E

ν ν
ν

= ⋅ + , 

όπου: 

Fν : κατανάλωση των καυσίµων (γεωµετρική  πρόοδος) 

P : τιµή του καυσίµου 

Eν : απόδοση του εξοπλισµού (αρµονική πρόοδος) 

K : κόστος συντήρησης 


