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1. Γραµµικοί χώροι 

Έστω � ένα µη κενό σύνολο και � ένα σώµα (θα θεωρούµε ότι είναι		� =
�	ή	�. Το σύνολο  θα ονοµάζεται διανυσµατικός ή (γραµµικός) χώρος πάνω στο 

σώµα � αν το � είναι εφοδιασµένο µε δύο πράξεις: 

Μία εσωτερική πράξη την πρόσθεση    +:  

τέτοια ώστε το (�,+) να είναι αντιµεταθετική (ή Αβελιανή) οµάδα, δηλαδή για κάθε 


, �, � ∈ � να  αληθεύουν οι ιδιότητες:  

� 
 + � = � + 
                             (αντιµεταθετική ιδιότητα) , 

�(
 + �) + � = 
 + (� + �)      (προσεταιριστική ιδιότητα), 

� υπάρχει 0� ∈ � τέτοιο ώστε 
 + 0� = 
 για κάθε 
 ∈ � (ουδέτερο στοιχείο), 

για κάθε 
 ∈ � υπάρχει −
 ∈ � τέτοιο ώστε 
 + (−
) = 0�  (αντίθετο στοιχείο). 

Μία εξωτερική πράξη µε συντελεστές από ένα σώµα �, τον βαθµωτο 

πολλαπλασιασµό  : � × � → �, (�, 
) → � ∙ 
	ή	�
, τέτοια ώστε για κάθε  u, v ∈ V 

και για κάθε λ, μ ∈ Κ να αληθεύουν οι ιδιότητες:  

� (λ + μ) ∙ u = λ ∙ u + μ ∙ u  (επιµεριστική ιδιότητα ως προς την πρόσθεση του Κ), 

�	λ ∙ (u + v) = λ ∙ u + λ ∙ v (επιµεριστική ιδιότητα ως προς την πρόσθεση του V), 

� λ(μ ∙ u) = (λ ∙ μ) ∙ u, 

�	1 ∙ u = u. 

 

2. Χαρακτηριστικές ιδιότητες των διανυσµατικών χώρων 

Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω στο σώµα Κ, τότε για κάθε λ, μ ∈ Κ  και 

για κάθε   u, v ∈ V	 αληθεύουν οι ιδιότητες: 

� vV 00 =⋅λ ,        

� Vu 00 =⋅ ,            

�  00 =⇒=⋅ λλ Vu  ή  Vu 0=
, 

� )()()( uuu ⋅−=−⋅=⋅− λλλ ,          

 � vu ⋅=⋅ λλ  και vu =⇒≠ 0λ , 

� uu ⋅=⋅ µλ  και  µλ =⇒≠ Vu 0  

 

3. Υπόχωρος ενός διανυσµατικού χώρου 

Ένα µη κενό υποσύνολου U ενός διανυσµατικού χώρου V πάνω στο σώµα  K (R ή C) 

ονοµάζεται διανυσµατικός υπόχωρος ή γραµµικός υπόχωρος ή απλά υπόχωρος 

του V, αν για κάθε  
λ
,
μ
∈
Κ

  και  
u
,
v
∈
V

 αληθεύουν οι ιδιότητες: 

�! ∈
"

   και   
u
+
v
∈
V

 

ή ισοδύναµα 

λ
∙
u
+
μ
∙
v
∈
U

  για κάθε    
λ
.
μ
∈
Κ

  και 
u
,
v
∈
U

. 

Με άλλα λόγια  το U λέγεται διανυσµατικός υπόχωρος του V, όταν το U είναι 

διανυσµατικός χώρος εφοδιασµένος µε τις ίδιες  πράξεις που έχει το V. 

Παραδείγµατα 

� Το σύνολο ( ){ }, ,0 / ,U a b a b= ∈ℜ  είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου 
 

 
V
= R&

    πάνω στο 
R

. 
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1. Το σύνολο όλων των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων 
f
:
A
→

R
 µε πεδίο 

ορισµού το
Α ⊆ ℜ

  είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου 
F
(
A
,
R
)
 πάνω στο  R 

των πραγµατικών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το A. 

2. Το σύνολο των πινάκων ( ){ }/U ν ν×= Α ∈Μ ℜ Α
 

Είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου 
V
= M+

×
+(
R
)

 πάνω στο R. 

 

3. Το σύνολο U των φραγµένων συναρτήσεων  είναι υπόχωρος του διανυσµατικού 

χώρου V όλων των συναρτήσεων 
f
:
A
→

R
 µε πεδίο ορισµού ένα µη κενό υποσύνολο 

A του R. 

 

Παρατήρηση 

 Αν ένα υποσύνολο U ενός διανυσµατικού χώρου V πάνω στο σώµα Κ (R ή C), 

δεν περιέχει το µηδενικό διάνυσµα V,τότε το U  δεν είναι υπόχωρος του V. 

 Αν U είναι ένας υπόχωρος ενός διανυσµατικού χώρου V πάνω στο σώµα Κ (R ή 

C) , τότε το U περιέχει το µηδενικό στοιχείο του  V. 

 

4. Η έννοια του εσωτερικού γινοµένου 

Έστω  V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω στο σώµα Κ (R ή C). Η απεικόνιση 

KVV →×⋅⋅ :,  ονοµάζεται   
εσωτερικό γινόµενο (inner product) αν οι ακόλουθες 

συνθήκες ικανοποιούνται: 

1. 
0, ≥vu

 για κάθε 
Vu ∈

 και 
0, =uu

 αν και µόνο αν Vu 0=
 

2. 
vuvu ,, =

 για κάθε 
Vvu ∈,

 

3. 
uubuuaubuau ,,, 2121 +=+

 για κάθε 
Vuuu ∈,, 21  και κάθε 

Kba ∈,
 

Σηµειώνουµε ότι µε 
vuvu ,, =

 συµβολίζουµε το µιγαδικό συζυγές του 
vu,

. 

Χώρος εσωτερικού γινοµένου (inner product space) είναι ένας διανυσµατικός χώρος 

στον οποίο έχουµε ορίσει ένα εσωτερικό γινόµενο. Λόγω της δεύτερης ιδιότητας, 

έχουµε  
vuvu ,, =  

   και συνεπώς 
ℜ∈vu ,

. 

Συνηθίζουµε να χρησιµοποιούµε τον ακόλουθο συµβολισµό  
uuu ,=

 

. 

∆ηλαδή uuu ,
2

=  για κάθε διάνυσµα 
u
∈
V

. 

Ο µη-αρνητικός πραγµατικός αριθµός 
u

ονοµάζεται νόρµα (σπανιότερα καλείται 

επίσης µήκος) του διανύσµατος u. 

 

5. Παραδείγµατα 

1. Έστω 
V
= R,

. Ορίζουµε τον αριθµο nnvuvuvuvu +++= ...., 2211  
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Ως το εσωτερικό γινόµενο δύο τυχόντων διανυσµάτων 
u
,
v
∈ R,

, όπου 

 
),.....,,( 21 nuuuu =
και 

),...,,( 21 nvvvv =
µε 

ℜ∈ii vu ,
και 

ni ,....,2,1= . 

Το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο ορισµένο στον χώρο 
�-

 συµβολίζεται µερικές 

φορές και ως     
u
∙
v
      δηλαδή γράφουµε nnvuvuvuvu +++=⋅ ...2211  

Και το ονοµάζουµε σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον 
�-

. 

Ο χώρος 
�-

, ορισµένος µε αυτό το εσωτερικό γινόµενο, ονοµάζεται Ευκλείδειος 

χώρος. 

2.  Οµοίως, αν V = C,
, ορίζουµε τον αριθµό nnvuvuvuvu +++= ..., 2211  

Ως το εσωτερικό γινόµενο δύο τυχόντων διανυσµάτων όπου  
u
,
v
∈ C,

 

),.....,,( 21 nuuuu =
και  

),...,,( 21 nvvvv =
µε 

Cvu ii ∈,
και 

ni ,....,2,1= . 

Το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο ορισµένο στον χώρο  
�-

	

 συµβολίζεται µερικές 

φορές και ως     
u
∙
v
      δηλαδή γράφουµε: 

nnvuvuvuvu +++=⋅ ...2211  

Και το ονοµάζουµε σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον
�-

. 
Σηµειώνουµε ότι 

2

2

12211 ... uuuuuuuuuu nn +=+++=⋅
 

Όπου µε  nuuu ,...,, 21   συµβολίζουµε τα συζυγή των µιγαδικών nuuu ,...,, 21 , 

αντίστοιχα  . 

3. Έστω 
V

  ο διανυσµατικός χώρος που ορίζεται ως ακολούθως 

( ) 2

1 2

1

, ,..., ,... | , ,  για n n n

n

V a a a a a n N
+∞

=

 
= < +∞ ∈ℜ ∈ 

 
∑ , 

∆ηλαδή ως ο διανυσµατικός χώρος όλων των πραγµατικών ακολουθιών  

 
( )...,...,, 21 nααα  απείρων  όρων , τέτοιων ώστε η σειρά ∑

+∞

=1

2

n

na  
να συγκλίνει στο 

R
. 

Ορίζουµε το διανυσµατικό άθροισµα µεταξύ δύο οποιονδήποτε στοιχείων του 

χώρου  
V

 ακολούθως: 

Αν     
( ),...,...,, 21 naaau =

   και     
( ),...,...,, 21 nbbbv =

 είναι δύο στοιχεία του 
V

, τότε 

( ),...,...,, 2211 nn bababavu +++=+
. 

Το βαθµωτό γινόµενο ορίζεται στον χώρο  V ως ακολούθως: 

Αν     
( ) Vaaau n ∈= ,...,...,, 21 και  

k
∈
R

, τότε 

( ) Vkakakaku n ∈= ,...,...,, 21 . 

Ορίζουµε ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο  V  ως εξής: 
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Αν 
( )...,...,, 21 naaau =

 και 
( ),...,...,, 21 nbbbv =

,  τότε το 

......, 2211 ++++= nnbababavu
        (*) 

Ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον χώρο V. 

Μπορεί να δειχθεί ότι (αφήνεται ως άσκηση) η σειρά (*) συγκλίνει απόλυτα για κάθε 

u
,
v
∈
V

.Αυτό σηµαίνει ότι το εσωτερικό γινόµενο, όπως  ορίστηκε στην σχέση (*), 

είναι καλώς ορισµένο. Ο διανυσµατικός χώρος V,εφοδιασµένος µε το εσωτερικό 

γινόµενο (*), ονοµάζεται χώρος. 

 

4. Έστω  
[ ]{ }ℜ→= baffV ,:|

 

Είναι µία πραγµατική συνεχής συνάρτηση της πραγµατικής µεταβλητής t στο 

διάστηµα 
[ ]ℜ⊂ba, . Ένα εσωτερικό γινόµενο στον χώρο  V ορίζεται ως ακολούθως: 

∫=
b

a

dttgtfgf )()(,

  για 

f

,

g

∈

V

.
 

5.Έστω 
[ ]{ }CbaffV →= ,:|

 

Είναι µία µιγαδική συνεχής συνάρτηση της πραγµατικής µεταβλητής t στο διάστηµα 

[ ]ℜ⊂ba,
. Ένα εσωτερικό γινόµενο στον χώρο V ορίζεται ως εξής: 

dttgtfgf

b

a

∫= )()(,
 για 

Vgf ∈,
. 

6.Έστω V ο διανυσµατικός χώρος  όλων των 
m
×
n

 πινάκων πάνω στο R , δηλαδή  

[ ]{ }ijnm aAMAV =ℜ∈= |)(,  όπου 
ℜ∈ija

   για   
mi ,...,2,1=

 και 
nj ,...,2,1=

. 

Ένα εσωτερικό γινόµενο στον χώρο V ορίζεται ως ακολούθως: 

)(, ABTrBA Τ=
 

, όπου 
A
,
B
∈
V

 και  

45
είναι ο ανάστροφος πίνακας του Β. 

 

6. Ορθογωνιότητα 

Έστω V ένας  διανυσµατικός χώρος εσωτερικού γινοµένου πάνω στο C . 

Λέµε πως τα διανύσµατα 
u
,
v
 του  V είναι ορθογώνια αν και µόνο αν 

0, =vu
. 

Συµβολικά γράφουµε 
vu ⊥

. Έστω  W ένα µη κενό υποσύνολο του V. 

Το ορθογώνιο συµπλήρωµα του συνόλου W ως προς το χώρο V συµβολίζεται µε 
⊥

W

και αποτελείται από όλα τα διανύσµατα του V  που είναι ορθογώνια ως προς κάθε 

w
∈
W

, δηλαδή   
{ },0,| =∈=⊥ wuVuW

  για κάθε  
w
∈
W

. 

 

Θεώρηµα 

Έστω V διανυσµατικός χώρος πάνω στο C  και W ένα µη κενό υποσύνολο του V . 

Τότε το ορθογώνιο συµπλήρωµα 
⊥

W
 είναι υπόχωρος του V. 

Παράδειγµα 
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Έστω 
( ){ }ℜ∈= 33 |,0.0 aaW

.Τότε το ορθογώνιο συµπλήρωµα 
⊥W

ορίζεται ως 

ακολούθως 
( ){ }ℜ∈=Τ

2121 ,|0,, aaaaW
   

Ως προς το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον Ευκλείδειο χώρο. 

Είναι φανερό ότι το W είναι ο καρτεσιανός άξονας z  και το ορθογώνιο συµπλήρωµά 

του, 
⊥W

, είναι το καρτεσιανό επίπεδο xy , ενώ ισχύει επίσης ότι 
Τ⊕=ℜ WW3

 . 

Η ορθογώνια προβολή 

89

 του  

�&
   επί του W, δηλαδή η απεικόνιση  

89: �
& → �&

 

Ορίζεται ως εξής 
),0,0(),,( zzyxPW =
. 

� Ένα διάνυσµα u ενός διανυσµατικού χώρου V µε εσωτερικό γινόµενο 
⋅⋅,

ονοµάζεται µοναδιαίο διάνυσµα αν 
1, =uu

,  δηλαδή 
1=u

. 

� Ονοµάζουµε απόσταση µεταξύ δύο διανυσµάτων u,v ενός διανυσµατικού χώρου V 

µε εσωτερικό γινόµενο 
⋅⋅,

, τον µη -αρνητικό πραγµατικό αριθµό 
vu −

, δηλαδή τον 

αριθµό που δίνεται ως 

vuvuvuvud −−−= ,),(
. 

Ένα σύνολο διανυσµάτων 
{ }nuuu ,...,, 21 , ενός διανυσµατικού χώρου V πάνω στο 

σώµα των αριθµών K(R  ή  C) λέγεται ορθογώνιο αν και µόνο αν  

0, 21 =uu
 αν 

ji ≠
για 

{ }nji ,...,2,1, ∈
. 

Στην περίπτωση που επιπλέον αληθεύει 

11 =u
, για κάθε 

{ }ni ,...,2,1∈
, 

tότε το ορθογώνιο σύνολο διανυσµάτων nuuu ,...,, 21  λέγεται ορθοκανονικό σύνολο 

διανυσµάτων. Ισχύει ότι ένα σύνολο διανυσµάτων nuuu ,...,, 21 είναι ορθοκανονικό αν 

και µόνο αν 

== ijji uu δ,




=

≠

ji

ji

,1

,0

   όπου 
{ }nji ,...,2,1, ∈

. 

Η συνάρτηση 

:;<

,όπως ορίζεται παραπάνω, ονοµάζεται συνάρτηση δ του 

Kronecker. 

 

7. Παραδείγµατα 

1.Έστω η συνήθης βάση διανυσµάτων στον Ευκλείδειο χώρο 

�&

. 

                                  ( ) ( ) ( ){ }1,0,0,0,1,0,0,0,1 321 === eee . 

Είναι προφανές ότι   0,,, 133221 === eeeeee  

και  1,,, 332211 === eeeeee
. 
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Άρα η βάση  { }321 ,, eee
, µε τον τρόπο που ορίστηκε, είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο 

διανυσµάτων.                                                                                          

 

2.Έστω η συνήθης βάση διανυσµάτων στον Ευκλείδειο χώρο 
�&. 

=
>? =

(1,0,0
), >@ 	=

(0,1,0
), >& =

(0,0,1
)	
A 

Είναι προφανές ότι  

〈
>?, >@

〉 = 〈
>@, >&

〉 = 〈
>&, >?

〉 = 0 

και 

〈
>?, >?

〉 = 〈
>@, >@

〉 = 〈
>&, >&

〉=1 

Άρα η βάση   

                                    =
>?, >@, >&

A, 

µε τον τρόπο που ορίστηκε, είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο διανυσµάτων. 

 

Θεώρηµα 

Έστω  V  διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο ⋅⋅,  πάνω στο R . 

Τότε   vuvu ≤, ,  για κάθε Vvu ∈, .     (1) 

Απόδειξη 

Έστω    Vu 0=
   και Vu ∈ .  

Τότε η ανισότητα (1) φυσικά ικανοποιείται, καθώς λαµβάνει τη µορφή  00 ≤ . 

Έστω u D 0E
 και  u ∈ V. Θα αναπτύξουµε την έκφραση 

2

, tuvuu −  

για κάθε πραγµατικό αριθµό t. 

Έχουµε  tuvuutuvuutuvuu ,,,,0
2

−−=−≤  

1: ανισότητα Cauchy-Schwarz- Buniakowsky 

uutvuvuvutvuvutvuuu ,,,,,,,, 2+−−=  

22222
,,2 uvutvutu +−=        (2) 

Αν θέσουµε 2

1

u
t = , τότε  από τη σχέση (2) έπεται ότι 

0,
2

,
1 22

2

2

2
≥+− uvu

u
vu

u
  ∆ηλαδή  

vu

vu

⋅
=

,
cosθ . 

Ορίζουµε αυτή τη γωνία θ ως τη γωνία µεταξύ των δύο µη µηδενικων 

διανυσµάτων u,v. Όπως ορίσαµε παραπάνω, αν u,v είναι δύο διανύσµατα του χώρου 

�- τέτοια ώστε 0, =vu ,  τότε λέµε ότι τα διανύσµατα  u,v είναι ορθογώνια. 

 

Θεώρηµα 
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Έστω  u,v δύο διανύσµατα ενός διανυσµατικού χώρου  V πάνω στο  R µε εσωτερικό 

γινόµενο ⋅⋅, .Τότε τα διανύσµατα u,v είναι ορθογώνια αν και µόνο αν  
222

vuvu +=+ .                (1) 

Απόδειξη.Για κάθε  u, v ∈ V, έχουµε 

vvvuuuvvuvvuuuvuvuvu ,,2,,,,,,
2

++=+++=++=+ . 

Εποµένως, 
222

,2 vvuuvu ++=+ .      (2) 

Συνεπώς, η ταυτότητα (1) ικανοποιείται  αν και µόνο αν ο όρος  vu,
 της σχέσης (2)  

µηδενίζεται, δηλαδή αν και µόνο αν 0, =vu .         

Αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν τα διανύσµατα  u και  v είναι ορθογώνια.              

  

Παραδείγµατα 

1. Έστω u ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ενός πραγµατικού διανυσµατικού χώρου  V µε 

εσωτερικό γινόµενο ⋅⋅, . Να δειχθεί ότι για κάθε διάνυσµα u ∈ V		
 υπάρχει µοναδικός 

πραγµατικός αριθµός k τέτοιος ώστε vkvu ⊥− . 

Απόδειξη. Έστω u ∈ V.  Το διάνυσµα  u − kv είναι ορθογώνιο προς το v αν και µόνο 

αν  0, =− vkvu , δηλαδή   0,, =− vvkvu  ή 
2

, vkvu =  ή 2

,

v

vu
k = .              

2.Να δειχθεί ότι vuvu +≤+  

Για όλα τα διανύσµατα u,v  του χώρου 
�-. 

Απόδειξη .Έχουµε  

222
,2,,,,, uvuuvvuvvuuuvuvuvu ++=+++=++=+  

2222
2,2 vvuuvvuu +⋅+≤++≤  

(Από την ανισότητα  Cauchy-Schwarz-Buniakowsky). Άρα 

( )22
vuvu +≤+  Εποµένως , λαµβάνουµε ότι vuvu +≤+ .                                        

 

3.Στον διανυσµατικό χώρο [ ]ππ ,−C  όλων των συνεχών συναρτήσεων µιας 

πραγµατικής µεταβλητής x ορισµένο στο κλειστό διάστηµα [ ]ππ ,− , ορίζουµε το 

εσωτερικό γινόµενο   ∫
−

=
π

π

dxxgxfgf )()(, για  [ ]ππ ,, −∈Cgf . 

Να δειχθεί ότι το σύνολο των συναρτήσεων: xx cos,sin,1  είναι ορθογώνιο ως προς το 

παραπάνω εσωτερικό γινόµενο. 

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι 

0sin,1 =x ,  0cos,1 =x   και 0cos,sin =xx  στο [ ]ππ ,− . 
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Αλλά [ ] 0cossinsin1sin,1

1

=−===
−=−−

∫∫
π

π

π

π

π

π x

xxdxxdxx  

[ ] 0sincoscos1cos,1 ==== −=

−−
∫∫

π
π

π

π

π

π
xxxdxdxxx  

και [ ] 0sin
2

1
)(sinsincossincos,sin 2 ==== −

− −
∫ ∫

π

π

π

π

π

π

xxxdxxdxxxx  

Άρα , το σύνολο { }xx cos,sin,1  είναι ένα ορθογώνιο σύνολο συναρτήσεων στον 

διανυσµατικό χώρο [ ]ππ ,−C  ως προς το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο.                                                                                      

4.Έστω ο διανυσµατικός χώρος CF0,1
G όλων των συνεχών πραγµατικών 

συναρτήσεων µιας πραγµατικής µεταβλητής x ορισµένων στο διάστηµα [ ]1,0 ,µε το 

ακόλουθο εσωτερικό γινόµενο ∫=
1

0

)()(, dxxgxfgf  

Να προσδιοριστεί  ποιά από τις δύο συναρτήσεις xxf =)( και 
3)( xxg =  έχει την 

µικρότερη απόσταση από τη συνάρτηση  
2)( xxh = . 

(Ο ορισµός του εσωτερικού γινοµένου µας επιτρέπει να υπολογίσουµε αποστάσεις 

µεταξύ συναρτήσεων στον χώρο [ ]1,0C ). 

 

Απόδειξη. Έχουµε  ),(),( 2222 xxxxxxxxd −−=−=  

και όµοια 

),(),( 23232323 xxxxxxxxd −−=−=  

Όµως, 

( ) ( )
30

1

5

1

2

1

3

1

54
2

3
2,

1

0

1

0

5431

0

4322222 =+−=+−=+−=−=−− ∫ ∫
xxx

dxxxxdxxxxxxx  

Οµοίως

105

1

5

1

3

1

7

1

56
2

7
)2()(,

1

0

567
4

1

0

5622

1

0

32323 =+−=+−=+−=−=−− ∫∫
xxx

dxxxxdxxxxxxx

 

Εποµένως,  
30

1
),( 2 =xxd  και 

105

1
),( 23 =xxd  

Και άρα η συνάρτηση 
3)( xxg = απέχει µικρότερη απόσταση από την συνάρτηση 

2)( xxh =  ως προς τη συνάρτηση xxf =)( , στον χώρο [ ]1,0C .  

 

8. Εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων 

� Έστω    kajaiaa
����

321 ++= και   kbjbibb
����

321 ++=  

διανύσµατα  του  
�&. Το εσωτερικό γινόµενο των ba

��
,  ορίζεται ως ακολούθως 

332211 babababa ++=
��

            (1) 
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� Ορίζουµε επίσης το µήκος του διανύσµατος 
3

321 ℜ∈++= kajaiaa
����

 και το 

συµβολίζουµε µε a
�

, ως  εξής 
2

3

2

2

2

1 aaaa ++=
�

 

Ένα διάνυσµα 
3ℜ∈a

�

ονοµάζεται µοναδιαίο αν 1=α
�

. 

 

Παρατήρηση 

Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων του  
R&

  είναι πραγµατικός αριθµός . 

� Ισχύει ότι  1=⋅ ii
��

, 1=⋅ jj
��

, 1=⋅kk
��

, 0=⋅ ji
��

, 0=⋅ ki
��

,  0=⋅kj
��

 

1=i
�

, 1=j
�

, 1=k
�

, 

δηλαδή τα διανύσµατα ι
�

, j
�

,k
�

 είναι µοναδιαία. 

� Ισχύει ότι για οποιοδήποτε διανύσµατα 
3,, ℜ∈cba

��

 και κάθε ,ℜ∈k  ισχύουν τα 

ακόλουθα: 

1. 0≥⋅aa
��

, 

2.
0=⋅aa

��

, αν και µόνο αν 0
��

=α , 

3. ααα
���

⋅= , 

4. abba
����

⋅=⋅ , 

5. ( ) cbcacba
�������

⋅+⋅=⋅+ , 

6. ( ) ( )bakbak
���

�
⋅=⋅  

Θεώρηµα 

Έστω θ η γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ δύο µη µηδενικών διανυσµάτων ba
��

, του 

R&
. Τότε ισχύει ότι  a

ba
�

��
⋅

=θcos . 

Παρατήρηση. Οι παραπάνω έννοιες (εσωτερικό γινόµενο, µήκος διανύσµατος, γωνία 

διανυσµάτων) και οι αντίστοιχες ιδιότητές τους διατυπώνονται εντελώς ανάλογα και 

για διανύσµατα του 
R@

. 

 

Παράδειγµα 

Να υπολογιστεί η γωνία θ , πθ ≤≤0 , µεταξύ των διανυσµάτων kia
���

33 += και 

kjb
���

66 += . 

Απόδειξη. Από το παραπάνω θεώρηµα έχουµε 
a

ba
�

��
⋅

=θcos . 

Αλλά 18636003 =⋅+⋅+⋅=⋅ba
��

 

Και 23303 222 =++=a
�

 και 26660 222 =++=b
�

. 
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Συνεπώς ( )( ) 2

1

2623

18
cos ==θ  

Άρα,  η γωνία θ , πθ ≤≤0 , µεταξύ των διανυσµάτων ba
��

,  είναι 3

π
        

Ορισµός.  Έστω ba
��

, δύο µη µηδενικά διανύσµατα του  
R&

(αντ.
R@

). Λέµε ότι τα 

διανύσµατα ba
��

,  είναι: 

(1) Παράλληλα , αν η γωνία µεταξύ τους είναι  0 ή  π, 

(2) Κάθετα,  αν η γωνία µεταξύ τους είναι 2

π
. 

Θεώρηµα 

Έστω δύο µη µηδενικά διανύσµατα ba
��

, του  
R&

(αντ.
R@

). Τα διανύσµατα ba
��

,  είναι: 

(1) Παράλληλα , αν και µόνο αν akb
��

=      για κάποιον πραγµατικό αριθµό κ, 

(2) Κάθετα , αν και µόνο αν 0=⋅ ba
��

 
 

Παράδειγµα 

Να δειχθεί ότι: 

(1) Τα διανύσµατα kjia
����

+−= 251  και    kjib
����

36151 −+−=  είναι παράλληλα, 

(2) Τα διανύσµατα kjia
����

2342 +−= και  jib 22 −−=
��

 είναι κάθετα µεταξύ τους. 

Απόδειξη 

(1) Παρατηρούµε ότι 11 3 ba
��

−=  και συνεπώς από το παραπάνω θεώρηµα προκύπτει 

ότι τα διανύσµατα 1a
�

 και 1b
�

   είναι παράλληλα, Το ίδιο συµπέρασµα προκύπτει και 

αν υπολογίσουµε την γωνία θ µεταξύ των διανυσµάτων 1a
�

, 1b
�

..Συγκεκριµένα, είναι 

1
90

90

8100

90

)3(6)15(1)2(5

)3(16)2()15(5
cos

222222
11

11 −=−=−=
−++−+−+

−+−+−
=

⋅
=

ba

ba
��

��

ϑ  

και συνεπώς   θ=π  δηλαδή τα διανύσµατα 1a
�

, 1b
�

 είναι παράλληλα. 

(2) Παρατηρούµε ότι  0)1(2)2)(3()1(422 =−+−−+−=⋅ba
��

. 

Άρα, από το παραπάνω θεώρηµα προκύπτει ότι τα διανύσµατα  2a
�

 , 2b
�

 είναι κάθετα 

µεταξύ τους. Το ίδιο συµπέρασµα προκύπτει αν υπολογίσουµε την γωνία  θ µεταξύ 

των διανυσµάτων 2a
�

, 2b
�

.                   

Θεώρηµα 

Έστω δύο διανύσµατα ba
��

, του 
3ℜ (αντ.

2ℜ ) 0
��

≠a . Τότε το διάνυσµα 

a
a

ab
b

�

�

��
�

2

⋅
−  

Είναι κάθετο προς το διάνυσµα a
�

. 

 

9. Εξωτερικό (ή διανυσµατικό) γινόµενο δύο διανυσµάτων του D3 
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Εάν 
3, ℜ∈ba

��

, µε 
kajaiaa
����

321 ++=
,    

kbjbibb
����

321 ++=
  ορίζεται το 

εξωτερικό (ή διανυσµατικό) γινόµενο των    α
�

,  b
�

 ως 

( ) ( ) ( )kbabajbabaibababa
�����

122131132332 −+−+−=×
. 

Παρατήρηση. Το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων ba
��

, του  
R&

 είναι διάνυσµα 

του 
R&

. 

Παράδειγµα. Να υπολογιστεί το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων 

kjia
����

+−= 2 και kjib
����

32 −+−= . 

Απόδειξη. Από τον ορισµό του εξωτερικού γινοµένου έχουµε: 

( ) ( ) ( )kbabajbabaibababa
�����

122131132332 −+−+−=×  

[ ] [ ] [ ] kjikji
������

35)1)(1(22)3(2)1(121)3)(1( ++=−−−⋅+−−−+⋅−−−=  

Έστω kajaiaa
����

321 ++=  και kbjbibb
����

321 ++=  δύο διανύσµατα του 
�&. 

Τότε µπορούµε να γράψουµε 

321

321

bbb

aaa

kji

ba

���

��
=× , όπου ορίζουµε

.
21

21

21

21

32

32

321

321 k
bb

aa
j

bb

aa
i

bb

aa

bbb

aaa

kji
���

���

+−=
 

10. Χρήσιµες ιδιότητες 

Για τα µοναδιαία διανύσµατα kji
���

,, του  
�&	

ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. ,0=×=×=× kkjjii
������

 

2. jikikjkji
���������

=×=×=× ,, , 

3. jkikijijk
���������

−=×−=×−=× ,, . 

11. Θεώρηµα 

Για οποιαδήποτε διανύσµατα cba
���

,, του 
�& και κάθε   k ∈ R  ,  ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. 
,000 aa
�����

×==×
 

2. 
( ),abba
����

×−=×
 

3. ( ) ( )bakbak
����

×=× , 

4. ( ) ( ) ( )cabacba
�������

×+×=+× , 

5. 
( ) ( )cbacba

������
×⋅=⋅×

, 
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6. ( ) ( ) 0=×⋅=×⋅ babbaa
������

 

7. Αν τα διανύσµατα ba
��

, είναι παράλληλα , τότε ισχύει ότι 0
���

=× ba  

Ορισµός. Έστω τρία διανύσµατα cba
���

,, του  
R&

. Ονοµάζουµε µικτό γινόµενο των 

cba
���

,,  και το συµβολίζουµε µε ),,( cba
���

τον πραγµατικό αριθµό ( )cba
���

×⋅ . 

Παρατήρηση  Αληθεύει η σχέση ( ) ( ) ( )bacacbcba
���������

,,,,,, == . 

12. Χαρακτηριστικές  ιδιότητες 

1. 

 Αν kajaiaa
����

321 ++= ,   kbjbibb
����

321 ++= ,  kcjcicc
����

321 ++= είναι 

διανύσµατα του χώρου  
�&, τότε 

( )
321

321

321

,,

ccc

bbb

aaa

cba =
���

 

2. Αν cba
���

,,  είναι µη συν επίπεδα διανύσµατα του χώρου  
�&, µε κοινή αρχή, τότε ο 

αριθµός ),,( cba
���

ισούται µε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου µε ακµές τα 

διανύσµατα cba
���

,, . 

3. Επιπλέον αληθεύει :  τα διανύσµατα cba
���

,,  είναι συν επίπεδο αν και µόνο αν  

( ) 0,, =cba
���

 
Θεώρηµα 

Έστω [ ]πθ ,0∈  η γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ δύο διανυσµάτων ba
��

, του 
R&

. Τότε 

ισχύει ότι  θsinbaba
����

⋅=×  

Απόδειξη. Από τον ορισµό του εσωτερικού και εξωτερικού γινοµένου, µε 

στοιχειώδεις υπολογισµούς µπορούµε να δείξουµε ότι 

( )2222

bababa
������

⋅−=×          (1) 

Όµως ,γνωρίζουµε επίσης ότι θcos⋅⋅=⋅ baba
����

 

και άρα από τη σχέση (1) έπεται ότι 

( ) θθθ 2
222

222
2222

sincos1cos bababababa
����������

=−=−=× .  

Εποµένως, θsinbaba
����

⋅=× , που είναι το ζητούµενο 

Πόρισµα 

Το εµβαδόν του παραλληλογράµµου που σχηµατίζεται από δύο µη µηδενικά 

διανύσµατα ba
��

,  του  
R&

 µε κοινή αρχή ισούται µε  ba
��

×  

Εφαρµογές 
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Εφαρµογή (1). Θεωρούµε το τρίγωνο  ΑΒΓ και το ύψος του Α∆. Τότε, ικανές και 

αναγκαίες συνθήκες ώστε  το ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο είναι οι 

222

ΒΓ+ΒΑ=ΓΒ
��

   (α) 

∆Β⋅ΓΒ=ΒΑ
���

22
         (β) 

Γ∆⋅∆Β=∆Α
���

2

       (γ) 

Απόδειξη 

 

α)   Είναι 
2

ˆ π
=ΓΒΑ  Άρα   ΓΑ⊥ΒΑ

��

ή, ισοδύναµα 0=ΓΑ⋅ΒΑ
��

   (1) όπου από την                         

ΓΑ+ΑΒ=ΓΒ
���

       (2) έπεται 

( ) ( ) 222

2 ΓΑ+ΓΒ⋅ΑΒ+ΑΒ=ΓΑ+ΑΒ⋅ΓΑ+ΑΒ=ΓΒ
���������

          (3)                                   

Η (3) µε χρήση της (1)  γίνεται: 
22222

ΓΑ+ΒΑ=ΓΑ+ΑΒ=ΓΒ
�����

 

β) είναι ΒΓ⊥Α∆  άρα    0=ΓΒ⋅∆Α
��

  όπου   






ΒΓ+ΓΑ=ΒΑ

Β∆+∆Α=ΒΑ
���

���

 

Γίνεται λοιπόν: 

( ) ( ) ΒΓ⋅Β∆+ΓΑ⋅Β∆+ΒΓ⋅∆Α+ΓΑ⋅∆Α=ΒΓ+ΓΑ⋅Β∆+∆Α=ΒΑ
������������� 2

 

Ή ( )2

ΑΒ = Α∆ ⋅ΑΓ + ∆Β⋅ΑΓ + ∆Β⋅ΓΒ = ΑΓ Α∆ + ∆Β + ∆Β⋅ΓΒ
���� ����� �� � � � � � � �

 

Ή ΒΓ⋅Β∆+ΒΑ⋅ΓΑ=ΒΑ
����� 2

όπου ΒΑ⊥ΓΑ
��

,  συνεπώς  

∆Β⋅ΓΒ=ΒΓ⋅Β∆=ΒΑ
����� 2

 

γ) Εάν   
2

ˆ π
=Α ,   τότε   

( ) ( )∆Γ+ΓΑ⋅∆Β+ΒΑ=∆Α⋅∆Α=∆Α
�������

2

 

∆Γ⋅∆Β+ΓΑ⋅∆Β+∆Γ⋅ΒΑ+ΓΑ⋅ΒΑ=
��������

 

∆Γ⋅∆Β+ΓΑ⋅∆Β+∆Γ⋅ΒΑ+=
������

0  

( ) ( ) ∆Γ⋅∆Β+Γ∆+∆Α⋅∆Β+∆Γ⋅Β∆+∆Α=
��������
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∆Γ⋅∆Β+Γ∆⋅Β∆+∆Α⋅∆Β+∆Γ⋅Β∆+∆Γ⋅∆Α=
���������

∆Γ⋅∆Β+Γ∆⋅∆Β++∆Γ⋅Β∆+=
������

00  

∆Γ⋅Β∆−Γ∆⋅∆Β+∆Γ⋅Β∆=
������

Γ∆⋅∆Β=
��

 
Αναφορικά µε τις αντίστροφες συνθήκες εργαζόµαστε αναλόγως: 

� Έστω    
222

ΓΑ+ΒΑ=ΓΒ
���

,  τότε: 

                       ΓΑ⋅ΓΑ+ΒΑ⋅ΒΑ=ΓΒ⋅ΓΒ
������

 

Ή ( ) ( ) ΓΑ⋅ΓΑ+ΒΑ⋅ΒΑ=ΓΑ+ΑΒ⋅ΓΑ+ΑΒ
��������

 

Ή ΓΑ⋅ΓΑ+ΒΑ⋅ΒΑ=ΓΒ⋅ΓΒ+ΓΑ⋅ΑΒ+ΑΒ⋅ΑΒ
����������

2  

Ή 
2222

2 ΓΑ+ΒΑ=ΓΒ+ΓΑ⋅ΑΒ+ΑΒ
������

 

Ή ΓΑ⊥ΑΒ⇔=ΓΑ⋅ΑΒ⇔ΓΑ⋅ΑΒ
������

02  δηλαδή 
2

ˆ π
=Α  

� Έστω   ∆Β⋅ΓΒ=ΒΑ
���

2

,  τότε ⇒∆Β⋅ΓΒ=ΒΑ
���

2

 

( ) ( ) ∆Β⋅ΓΒ=ΒΓ+ΓΑ⋅Β∆+∆Α
������

 

Ή ∆Β⋅ΓΒ=ΒΓ⋅Β∆+ΓΑ⋅Β∆+ΒΓ⋅∆Α+ΓΑ⋅∆Α
����������

 

ή 0=ΓΑ⋅Β∆+ΒΓ⋅∆Α+ΓΑ⋅∆Α
������

 

Ή  ( ) 0=ΓΒ⋅∆Α+Β∆+∆Α⋅ΓΑ
����

 

Όπου  ΒΓ⊥∆Α
��

, συνεπώς 
2

ˆ0
π

=Α⇒=ΒΑ⋅ΓΑ
��

. 

� Έστω ΓΑ⋅∆Β=∆Α
���

2

,   τότε ⇒Γ∆⋅∆Β=∆Α⋅∆Α
����

 

( ) ( ) ⇒Γ∆⋅∆Β=∆Γ+ΓΑ⋅∆Β+ΒΑ
������

 

Γ∆⋅∆Β=∆Γ⋅∆Β+ΓΑ⋅∆Β+∆Γ⋅ΒΑ+ΓΑ⋅ΒΑ
����������

 

Άρα ( ) 0=Γ∆⋅∆Β−ΓΑ⋅∆Β+∆Γ⋅∆Β+ΒΑ+ΓΑ⋅ΒΑ
���������

 

Ή ( ) 0=∆Γ+ΓΑ⋅∆Β+∆Γ⋅∆Α+ΓΑ⋅ΒΑ
�������

 

Ή 0=∆Α⋅∆Β+∆Γ⋅∆Α+ΓΑ⋅ΒΑ
������

 

Όπου ∆Α⋅∆Β==∆Γ⋅∆Α
����

0  άρα 0=ΓΑ⋅ΒΑ
��

 συνεπώς 
2

ˆ π
=Α                                                                   

Εφαρµογή (2).   Εάν για τα βα
��

,
   είναι γνωστό ότι 

2=α
�

,  3=β
�

,  ( )
3

2
,

π
βα =∠
��

 και   βαδ
���

23 +=  

Να υπολογισθεί η γεωµετρική γωνία των δ
�

,α
�

. 

Απόδειξη 
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Παρατήρηση. Είναι γνωστό ότι εάν u
�

, w
�

µη µηδενικά διανύσµατα τότε 

( )
wu

wu
wu ��

�
��

⋅
⋅

=,cos Συνεπώς αν θ η γωνία των α
�

,δ
�

, τότε 
δα

δα
θ ��

��

⋅

⋅
=cos

                                              

(1) 

όπου  2=⋅= ααα
���

         (2) 

( ) ( ) 22
41292323 ββααβαβαδδδ
�����������

+⋅+=+⋅+=⋅=  

22
4

3

2
cos129 β

π
βαα

����
+⋅⋅+= 63636)

2

1
(7236 ==+−⋅+=

                                                         

(3)   
διότι  

6cos
,

=⋅=⋅
βα

ϑβαβα ��

����

 

Επίσης, ( ) βααβααδα
��������

⋅+=+⋅=⋅ 2323
2

 

6
2

12
12cos23

2
=−=⋅⋅+= θβαα

���

 συνεπώς 

2

1

62

6
cos

,
=

⋅
=

βα
θ ��  οπότε 3

π
θ =

                                           
 

Εφαρµογή (3).  Αν 3=α
�

,   1=β
�

,   
( )

6
,

π
βα =∠
��

 να υπολογισθεί το 

( )βαβα
����

−+∠ ,cos  
Απόδειξη 

Προκειµένου να προσδιορίσουµε την γωνία φ των βα
��

+ , βα
��

−  υπολογίζουµε: 

( )βαβαβαβα
��������

,cos2
222

⋅⋅++=+  

7
2

3
3213

6
cos13213 =⋅⋅++=⋅⋅⋅++=

π
    (1) 

( )βαβαβαβα
��������

,cos2
222

⋅⋅−+=−  

                    
1

2

3
3213

6
cos13213 =⋅⋅−+=⋅⋅−+=

π
          (2) 

( ) ( ) 213
22

=−=−=−⋅+ βαβαβα
������

    (3) 

Από τις (1)-(3) λαµβάνουµε 
( ) ( )

7

2
cos =

−⋅+

−⋅+
=

βαβα

βαβα
ϕ ����

����

                                              

∎

 
Εφαρµογή (4). Να υπολογισθεί το συνηµίτονο της οξείας γωνίας την οποία 

σχηµατίζουν δύο διαγώνιες κύβου 
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Απόδειξη 

Χωρίς να περιοριστεί η γενικότητα έστω ΒΕ  και Γ∆ οι τεµνόµενες διαγώνιες µε 

συντεταγµένες των άκρων 

( ) ( )
( ) ( )




∆Γ

ΕΒ

0,,,,0,0

,0,,0,,0

ααα
ααα

( ) ( )
( ) ( )





−−=−−−=Γ∆

−=−−−=ΕΒ
⇒

αααααα

αααααα

,,0,0,0

,,0,0,0
�

�

 

Επίσης, Γ∆===++=ΕΒ
��

33 2222 ααααα  

Και 
2222 αααα =++−=Γ∆⋅ΕΒ

��

 

Υπολογίζουµε το συνηµίτονο της γωνίας των τεµνόµενων διαγωνίων 

                       
3

1

3
cos

2

2

==
Γ∆⋅ΕΒ

Γ∆⋅ΕΒ
=

α
α

ϕ ��

��

                           

∎

 

Εφαρµογή (5). Σε  ορθοκανονικό σύστηµα αναφοράς { }jiO
��

,,  δίνονται τα 

σηµεία ( )2,0Α ,  
( )2,2Β  και  ( )33,33 ++Γ   .  Να υπολογισθούν οι γωνίες 

του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε Α̂ , Β̂ , Γ̂ τις εσωτερικές γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 

Είναι: 
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















ΒΓ⋅ΑΓ

ΒΓ⋅ΑΓ
=Γ

ΓΒ⋅ΑΒ

ΓΒ⋅ΑΒ
=Β

ΒΑ⋅ΓΑ

ΒΑ⋅ΓΑ
=Α

��

��

��

��

��

��

ˆcos

ˆcos

ˆcos

       και     π=Γ+Β+Α ˆˆˆ
 

Υπολογίζουµε  

( )
( )
( )
( )

( )
( )

( )

3 3,  1 3 ,

3 3,  1 3

2,  0 ,

2,  0

1 3,  1 3 ,

1 3,  1 3

16 8 3,

2,

2 1 3


ΑΓ = + +


ΓΑ = − − − −

ΑΒ =

ΒΑ = −


ΒΓ = + +


ΓΒ = − − − −


 ΑΓ = ΓΑ = +

 ΑΒ = ΒΑ =

 ΒΓ = ΓΒ = +

�

�

�

�

�

�

��

��

� �

 

Και ( )








+−=ΒΓ⋅ΑΓ

−−=ΓΒ⋅ΑΒ

+=ΒΑ⋅ΓΑ

312

322

326

��

��

��

                                                                                      

∎

 
Εφαρµογή (6). Να βρεθεί διάνυσµα α

�

  µε µέτρο 7 το οποίο να είναι παράλληλο προς 

το 






 −=
2

3
,3,1β

�

.   

Απόδειξη 

Παρατήρηση Τα µη µηδενικά διανύσµατα u
�

, w
�

είναι παράλληλα εάν και µόνο εάν 

υπάρχει λ ∈ R, λ D 0, τέτοιο ώστε wu
��

⋅= λ  

Έπεται λοιπόν ότι αν 






 −=
2

3
,3,1// βα

��

τότε 








 −==
2

3
,3,

λ
λλβλα

��

  ,  0≠λ  

κι αν επιβάλλουµε τη συνθήκη 
7=α

�

τότε 
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2449
4

49
49

4

9
949 222222 ±=⇔=⇔=⇔=++⇔= λλλλλλα

�

 

και τα ζητούµενα διανύσµατα είναι 

21 =α
�

, ( )3,6,2 −=β
�

,   22 −=α
�

 , ( )3,6,2 −−=β
�

.                               

Εφαρµογή (7).  Να βρεθεί διάνυσµα α
�

 µέτρου 5  και καθέτου προς τα διανύσµατα 

( )1,2,1 −=β
�

,     ( )3,4,2=γ
�

     

 

Απόδειξη 

Έστω ( )zyx ,,=α
�

  το ζητούµενο διάνυσµα, τότε: 









=++

=++

=−+

⇔








=⋅

=⋅

=⋅

⇔








=

⊥

⊥

5

0342

02

5

0

0

5
222 zyx

zyx

zyx

αα
γα
βα

α

γα
βα

��

��

��

�

��

��

 

Από τις 

005
0342

0242

0342

02
=⇒=⇒





=++

=−+
⇔





=++

=−+
zz

zyx

zyx

zyx

zyx

 

Το σύστηµα λοιπόν ανάγεται στο 

15554
5

2

25

02
222

2222
±=⇒=⇒=+⇒





=+

−=
⇒





=+

=+
yyyy

yx

yx

yx

yx

 

Οπότε 22 ±=⇒−= xyx και τα διανύσµατα -λύσεις είναι 

( )0,1,21 −=α
�

,     ( )0,1,22 −=α
�

                                                             

Εφαρµογή (8).   ∆ίνονται τα ( )2,1,1 −=α
�

,  ( )1,2,1 −=β
�

, ( )1,1,2 −=γ
�

.Να βρείτε τα 

διανύσµατα δ
�

 τα οποία είναι συν επίπεδα των β
�

, µέτρου 146  και κάθετων στο 
α
�
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Απόδειξη 

Παρατήρηση.  ∆οθέντων γραµµικώς ανεξάρτητων διανυσµάτων u
�

, v
�

το σύνολο 

των γραµµικών συνδυασµών 

( ) { }ℜ∈+= µλµλ ,:, vuvuL
��

 

� Τα   β
�

, γ
�

γραµµικώς ανεξάρτητα (µη παράλληλα) 

� Το δ
�

  ως συνεπίπεδο των β
�

, γ
�

γράφεται  

( )yxyxyxyx +−−+=⋅+⋅= ,2,2γβδ
���

,  ( ) ( ){ }0,0\, 2ℜ∈yx ,  (1) 

� Επειδή 146=δ
�

έπεται 

( ) ( ) ( ) 733314622 22222 =−+⇔=+−+−++ xyyxyxyxyx      (2)                                

� Από τη σχέση καθετότητας  αδ
��

⊥ έπεται 

xyyx 5050 =⇔=−⇔=⋅αδ
��

     (3)                                                                 

Η (2) λόγω της  (3) λαµβάνει την µορφή 

5,11735753 2222 ±=±=⇒=⇔=−+ yxxxxx  

οπότε και ( )4,3,111 −=δ
�

,  ( )4,3,112 −−=δ
�

                                                            

Εφαρµογή (9). Να βρεθεί µοναδιαίο διάνυσµα α
�

του 
3ℜ  το οποίο σχηµατίζει µε 

τα µοναδιαία διανύσµατα ι
�

, j
�

 των συντεταγµένων αξόνων γωνίες       
4

45
π

=°   

και 
3

60
π

=°
 αντιστοίχως. Να βρεθεί η γωνία την οποία σχηµατίζει µε το µοναδιαίο 

k
�

 του κατακόρυφου συντεταγµένου άξονα (κατηγµένων) το σύστηµα { }kjiO
���

,,,   

είναι ορθοκανονικό. 
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Απόδειξη. Έστω το ζητούµενο διάνυσµα 
( )zyx ,,=α

�
 
για το οποίο ισχύουν  

�α
�

  µοναδιαίο µέτρου, ήτοι 
1222 =++ zyx

          (1) 

� 
Η γωνία    

( )
4

,
π

=∠ ia
��

,      άρα                                                        

( ) ( ) xzyx
ia

ia
=⋅=

⋅

⋅
= 0,0,1,,

4
cos ��

��
π

       (2)  

�

Η γωνία  

( )
3

,
π

=∠ ja
��

, άρα 

( ) ( ) yzyx
ja

ja
=⋅=

⋅

⋅
= 0,1,0,,

3
cos ��

��
π

  (3) 

Με χρήση των (1)-(3) έχουµε: 

2

1

2

1

3
cos

2

2

4
cos

1222

±=⇒















==

==

=++

z

y

x

zyx

π

π

 

άρα  









=

2

1
,

2

1
,

2

2
1α
�

,  









−=

2

1
,

2

1
,

2

2
2α
�

 

Για τη γωνία iψ
 την οποία σχηµατίζει το iα

�

µε τον άξονα  Oz έχουµε 

( )

( ) 























−=⋅









−=⋅=

=⋅









=⋅=

2

1
1,0,0

2

1
,

2

1
,

2

2
cos

2

1
1,0,0

2

1
,

2

1
,

2

2
cos

2 ka

ka

i

ii

��

��

ψ

ψ

                                     

∎
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Εφαρµογή (10).  Εάν  
βα
��

⊥
,  

6=α
, 
( ) ( )βαβα

����
32 −⊥+

 

Να υπολογισθεί το    
βα
��

−2
. 

Απόδειξη. Υπολογίζουµε  

( ) ( ) 222

444222 βαβββαααβαβαβα +=⋅+⋅−⋅=−⋅−=−
�������������

 

∆ιότι 
0=⋅⇔⊥ βαβα

����

 

Άρα 

222

24642 βββα
����

+=+⋅=−
 

Μένει να προσδιορίσουµε το 

2

β
�

. Είναι:  

           
( ) ( ) ( ) ( ) ⇔=−⋅+⇔−⊥+ 03232 βαβαβαβα

��������

 

            
060623 2222 =−⇔=−⋅+⋅− βαββαβαα

�������

 

Συνεπώς 
112 =⇒= ββ

��

και καταλήγουµε: 

52251242
2

=−⇒=+=− βαβα
����

               

Εφαρµογή (11).  Εάν 
1=== γβα

���

   και   
2−=⋅+⋅ γββα

����

 

Να αποδείξετε ότι τα 
α
�

,
β
�

,
γ
�

 έχουν ίδια διεύθυνση. 

Απόδειξη.  Εάν βαφ ,    και   γβφ ,  οι γωνίες των 
α
�

,
β
�

 και 
β
�

,
γ
�

 αντιστοίχως, τότε: 













−=⋅+⋅

===

2

1

γββα

γβα
����

���

2coscos ,, −=+⇒ γββα φφ
 

συνεπώς, δοθέντος ότι 
1cos1 ≤≤− X

: 

πφφφφ γββαγββα ==⇒−== ,,,, 1coscos
 

Άρα 
γβα
���

||||
                                                            

Εφαρµογή (12). Στο τρίγωνο ΑΒΓ µε διαµέσους Α∆,ΒΕ,ΓΖ να αποδείξετε ότι ισχύει  

0=ΒΑ⋅ΖΓ+ΑΓ⋅ΕΒ+ΓΒ⋅∆Α
������
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Απόδειξη. Είναι 















ΒΑ⋅
ΒΓ+ΑΓ

=ΒΑ⋅ΖΓ

ΑΓ⋅
ΓΒ+ΑΒ

=ΑΓ⋅ΕΒ

ΓΒ⋅
ΓΑ+ΒΑ

=ΓΒ⋅∆Α

�
��

��

�
��

��

�
��

��

2

2

2

 

Άρα 

{ } ( ) ( ) ( ) ΒΑ⋅ΒΓ+ΑΓ+ΑΓ⋅ΓΒ+ΑΒ+ΓΒ⋅ΓΑ+ΒΑ=ΒΑ⋅ΖΓ+ΑΓ⋅ΕΒ+ΓΒ⋅∆Α
���������������

2  

{ } { } { }ΑΓ⋅ΒΑ+ΑΓ⋅ΑΒ+ΓΒ⋅ΑΓ+ΓΒ⋅ΓΑ+ΒΓ⋅ΒΑ+ΓΒ⋅ΒΑ=
������������

 

{ } { } { } ΑΓ⋅ΒΑ+ΑΒ+ΓΒ⋅ΑΓ+ΓΑ+ΒΑ⋅ΒΓ+ΓΒ=
���������

 

000 =ΑΓ⋅+ΒΑ⋅=
����

                                                                                 

Εφαρµογή (13). Θεωρούµε κανονικό ν-γωνο νΑΑΑΑ ...321  εγγεγραµµένο σε κύκλο 

ακτίνας R. Να υπολογισθεί το 

1

2

1

2

32

2

21 ... AAAAAAAAS ννν ++++= −  

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη 

Θεωρούµε, χωρίς περιορισµό της γενικότητας ότι η κορυφή 1Α  του 

εγγεγραµµένου κανονικού πολυγώνου αντιστοιχεί στο σηµείο ( )0,1 RΑ  της 

περιφέρειας κέντρου επί της αρχής και ακτίνας R . 

� Αν το πλήθος των κορυφών είναι άρτιο κν 2=  τότε για κάθε ζεύγος διαδοχικών 

κορυφών 1−iA , iA  µε uOAAO Ii

���

−=+− '1  

Τα αντιδιαµετρικά σηµεία  1' −Α ι  , ι'Α  ορίζουν ζεύγος διαδοχικών κορυφών µε 

uOAOA ii

���

−=+− '' 1  

Συνεπώς για ν άρτιο πλήθος κορυφών έχουµε 

0.....21

����

=+++ νAOAOAO ,  κν 2= , Ν∈κ  

� Έστω 12 −= κν περιττός το πλήθος των κορυφών, τότε οι ν κορυφές του 

πολυγώνου είναι 
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( )

( ) ( )








































 ⋅−






 ⋅−=
















 ⋅






 ⋅=
















 ⋅






 ⋅=








=

=

........

2
1sin,

2
1cos

........

2
3sin,

2
3cos

2
2sin,

2
2cos

2
sin,

2
cos

0,

4

3

2

1

ν
π

ν
π

π
ν
π

ν
π

ν
π

ν
π

ν
π

kRkRA

v
RRA

RRA

RRA

RA

k

 

Και υπολογίζουµε το 

( ) ( ) 














 ⋅−






 ⋅−=+++ ∑ ∑
= =

ν ν

ν ν
π

ν
π

2 2

32

2
1sin,

2
1cos...

K k

kkRAOAOAO
���

 

Παρατήρηση. Από τον τύπο του Euler θθθ sincos iei += Έχουµε 

( ) 







+








= ∑∑

==

+++
ν

κ

ν

κ
θθθ θθν

11

...
sincos21

kk

i
ie

 
( ) ( )








 −
+







 −
=

ν
πνν

ν
πνν 2

2

1
sin

2

2

1
cos i  

Εφαρµόζουµε τον ανωτέρω τύπο στην περίπτωσή µας για τις ν-1 κορυφές 

εξαιρουµένης της ( )0,11A  

( ) ( )
( )∑

=














 −






 − =

−

=
∑

ν

ν
π

ν

ν
π

ν
π

2

2
1

2

2
1sin,

2
1cos k
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k

ekk  

( ) ( ) 







−+








−= ∑∑

==

νν

ν
π

ν
π

22

2
1sin

2
1cos

kk

kik
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )0,1sin,cos1sin1cos −==−+−= πππνπν

Άρα 
( ) 132 0,... AORAOAOAO

����

−=−=+++ ν  

Οπότε 0...21

����

=+++ νAOAOAO
 

        Συµπεραίνουµε λοιπό ότι για κάθε ν-γωνο εγγεγραµµένο σε κύκλο ακτίνας R: 

                               
0...21

����

=+++ νAOAOAO
 

Επίσης 111 AOAOAOOAAA kkk

�����

−=+=
                  (1) 

Οπότε 
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( ) ( )1111

2

1 AOAOAOAOAAAAAA kkkkk

�������

−⋅−=⋅=

1

2

1

2
2 AOAOAOAO kk

����

⋅−+=  

1

22 2 AOAORR k

��

⋅−+=  

1

2 22 AOAOR k

��

⋅−=    (2) 

Από την (2) για νκ ,...,3,2=  λαµβάνουµε: 

( ) ∑ ∑∑∑
= ===

⋅−=⋅−=
ν ννν

2 2

1

2

2

1

2

2

2

1 2222
K K
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k AOAORAOAORAA
�����

( ) ( ) ( ) 222
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2 2212212 RRRAOAOR ννν =+−=−−−=
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13. Εφαρµογές σε γεωµετρικούς τόπους 

Εφαρµογή (14). ∆ίνεται το σταθερό σηµείο Ο και το σταθερό διάνυσµα α
�

.Να 

βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ για τα οποία ισχύει: 

λα =⋅ MO
��

, λ ∈ R, 0
��

≠a  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη 

Έστω aAO
��

= το διάνυσµα θέσης του σταθερού σηµείου Α και χωρίς περιορισµό της 

λ=ΜΗ⋅ΗΟ+ΗΟ⋅ΑΟ
����

γενικότητας ταυτίζουµε το σταθερό σηµείο Ο ,µε την αρχή 

του ταυτιζόµενο µε την αρχή του συστήµατος αναφοράς. Αν Μ τυχόν σηµείο του 

γεωµετρικού τόπου και π⊥ΗΜ
�

όπου π  το κάθετο επίπεδο προς το επίπεδο  των  

λλα =ΜΟ⋅ΑΟ⇔=ΜΟ⋅
����

 (1)  ή                           

( ) λ=ΜΗ+ΗΟ⋅ΑΟ
���

                   

λ=ΜΗ⋅ΗΟ+ΗΟ⋅ΑΟ
���

                      (2) 

Όπου 0=ΜΗ⋅ΗΟ
��

  άρα  η (2) λαµβάνει την µορφή 

λ=ΑΟ⋅ΗΟ
��

    (3) συνεπώς 
ΑΟ

=ΗΟ �

� λ
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δηλαδή το Μ ανήκει σε επίπεδο κάθετο προς το α
�

 σε σταθερή απόσταση ΑΟ
�

λ
 από 

το Ο.   Το αντίστροφο είναι προφανές.                                                                       

                                                  

Εφαρµογή (15).  Στο επίπεδο δίνονται τα σταθερά σηµεία Α,Β. Να βρεθεί ο 

γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει 

λ=ΒΜ⋅ΑΜ
��

,     λ ∈ R. 

Απόδειξη. Έστω Ο το µέσον του ΑΒ και Μ τυχόν σηµείο του ζητούµενου 

γεωµετρικού τόπου: 

( ) ( ) λλ =ΒΟ+ΟΜ⋅ΑΟ+ΟΜ⇔=ΒΜ⋅ΑΜ
������

 

ή ( ) λ=ΒΟ⋅ΑΟ+ΒΟ+ΑΟ⋅ΟΜ+ΜΟ
������

2

 

ή 
λ=

ΒΑΑΒ
+ΜΟ

22

2

��
�

 

ή 

λ=
ΒΑ

−ΜΟ
4

2
2

�
�

 

ή 
λ=ΑΟ−ΜΟ 22

��

 

ή      λ+ΑΟ=ΜΟ 22
��

  (1) 

άρα Εάν
2 0λΟΑ + <
�

  ο γεωµετρικός τόπος δεν περιέχει πραγµατικά σηµεία. 

� Αν 02 =+ΑΟ λ
�

ο  γεωµετρικός τόπος ταυτίζεται µε την περιφέρεια 

διαµέτρου ΑΒ. 

� Αν 02
≻

�

λ+ΑΟ  

Ο γεωµετρικός τόπος είναι η περιφέρεια κέντρου Ο και ακτίνας 
2AOr
�

+= λ                                                                                         


