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Λέξεις κλειδιά 

Ταλαντώσεις, είδη ταλαντώσεων (φθίνουσα, αρµονική, φθίνουσα αρµονική, 

εξαναγκασµένη, ελεύθερη, αµείωτη, ηλεκτρική, αρµονική, ελατηρίου), παράγοντας 

(ταλάντωσης, απόσβεσης), απόσβεση (κρίσιµη, ασθενής, ισχυρή), συντονισµός, απλό 

εκκρεµές, καµπυλότητα, ακτίνα καµπυλότητας, ηλεκτρικά κυκλώµατα, αντοχή υλικών, 

βέλος της δοκού, µοντέλο Malthus, 2ος νόµος του Newton, εξισώσεις Navier –Stokes, 

εξίσωση Black–Scholes, εξίσωση της καµπτικής δόνησης Euler–Bernoulli, συστήµατα 

Lotka–Volterra, (µεταβατικοί, σταθεροί ή µόνιµοι) όροι, (µεταβατική, µόνιµη ή 

σταθερή) λύση, ελαστική καµπύλη, απεριοδική κίνηση µε ισχυρή απόσβεση, 

απεριοδική κίνηση µε κρίσιµη απόσβεση, φυσική συχνότητα, µεταβατικός όρος, όρος 

σταθερής κατάστασης 

 

 

Περίληψη 

Οι διαφορικές εξισώσεις, βρίσκονται στον πυρήνα της κατανόησης και της 

µοντελοποίησης του περιβάλλοντος κόσµου. Από τις φυσικές επιστήµες και από την 

τεχνολογία, µέχρι τις απλές εκφάνσεις της καθηµερινότητας, οι διαφορικές εξισώσεις 

µας προσφέρουν το εργαλείο για να προβλέπουµε, για να αναλύουµε και για να 

δηµιουργούµε. Ενώ σε πολλές περιπτώσεις η µαθηµατική τους επίλυση είναι δύσκολη 

ή αδύνατη, οι αριθµητικές και οι προσεγγιστικές µέθοδοι επιτρέπουν την αξιοποίησή 

τους, σε αµέτρητα πεδία. Οι διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης στη ναυτιλία, δεν είναι 

απλώς µαθηµατικά εργαλεία, αλλά είναι κρίσιµα µέσα για τη βαθιά κατανόηση και την 

ουσιαστική βελτιστοποίηση της διαγωγής των πλοίων, διότι βοηθούν σε: 

� Αναλύσεις της ευστάθειας 

� Προσοµοιώσεις των ταλαντώσεων και της καταπόνησης, λόγω των φορτίων 

� Κατασκευαστικό σχεδιασµό 

� Συστήµατα πλοήγησης και αυτόµατου ελέγχου 

Ειδικά στη ναυτιλία, οι διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης είναι πυρήνας των µεθόδων 

σχεδιασµού, αξιολόγησης και βελτιστοποίησης, διότι επιτρέπουν: 

� Προβλέψεις για την ασφάλεια του πλου και για την άνεση των ναυτικών 

� Ανάλυση της δυναµικής του σκάφους 

� Ανάπτυξη «έξυπνων» και αυτόνοµων πλοίων 

� Μείωση της κατανάλωσης των καυσίµων και αποφυγή της επιβάρυνσης του 

περιβάλλοντος. 

Χάρη σε αυτές τις εξισώσεις, η ναυπηγική µπορεί να συνδυάζει την ασφάλεια, την 

απόδοση και την καινοτοµία, µε βάση ακριβή φυσικά µοντέλα. 
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1. Εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης στην επιστήµη 

Οι διαφορικές εξισώσεις, αποτελούν ένα από ισχυρότερα εργαλεία των 

µαθηµατικών, διότι περιγράφουν καταστάσεις όπου µία ποσότητα µεταβάλλεται σε 

σχέση µε µία άλλη. Είναι θεµελιώδεις για την κατανόηση των φυσικών φαινοµένων, 

για την ανάπτυξη των νέων και καινοτόµων τεχνολογιών και για τη µοντελοποίηση των 

καταστάσεων που συναντάµε καθηµερινά. Παρακάτω εξετάζονται οι κυριότερες 

εφαρµογές τους στην επιστήµη, στην τεχνολογία, στην καθηµερινή ζωή και στη 

ναυτιλία. 

 

1.1 Φυσική 

Η φυσική, αποτελεί  το πιο χαρακτηριστικό πεδίο εφαρµογής των διαφορικών 

εξισώσεων. Ο Newton, διατύπωσε τον 2ο  νόµο της κίνησης µε τη βοήθεια των 

παραγώγων 
2

2

d x
F m

dt
= . Η προηγούµενη σχέση, αποτελεί µια διαφορική εξίσωση που 

περιγράφει την επιτάχυνση ενός σώµατος, υπό την επίδραση µίας σταθερής (κατά 

µέτρο, διεύθυνση και φορά) δύναµης. Τέτοιες εξισώσεις, χρησιµοποιούνται για να 

µελετηθεί η κίνηση των σωµάτων, οι ταλαντώσεις, τα ηλεκτρικά κυκλώµατα, τα 

κύµατα και οι θερµικές ροές. 

 

1.2 Βιολογία 

Στη βιολογία, οι διαφορικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν 

τη δυναµική των πληθυσµών. Ένα κλασικό παράδειγµα είναι το µοντέλο Malthus, που 

περιγράφει τον πληθυσµό P(t)  ως 
dP

rP
dt

=  και εκφράζει την ιδέα ότι ο ρυθµός 

αύξησης του πληθυσµού είναι ανάλογος µε το µέγεθος του. Πιο εξελιγµένα µοντέλα 

(όπως το λογαριθµικό µοντέλο ή τα συστήµατα Lotka–Volterra), µελετούν την 

αλληλεπίδραση µεταξύ των θηρευτών και των θηραµάτων, ή τον ανταγωνισµό µεταξύ 

των ειδών. 

 

1.3 Χηµεία 

Στη χηµική κινητική, οι διαφορικές εξισώσεις περιγράφουν το πώς 

µεταβάλλονται οι συγκεντρώσεις των αντιδρώντων και των προϊόντων, κατά τη 

διάρκεια µιας αντίδρασης. Για παράδειγµα, σε µία απλή αντίδραση A B→  η µεταβολή 

της συγκέντρωσης του A περιγράφεται από τη σχέση  
[ ] [ ]d A

k A
dt

= − , όπου k  είναι 

µία σταθερά της ταχύτητας. Από αυτό το µοντέλο, µπορούν να εξαχθούν πληροφορίες 

για τον χρόνο ηµιζωής και για τη θερµοδυναµική ισορροπία. 

 

1.4 Ηλεκτρονικά και ηλεκτρολογία 

Οι διαφορικές εξισώσεις, είναι κρίσιµες στον σχεδιασµό και στην ανάλυση των 

ηλεκτρικών κυκλωµάτων. Ένα απλό κύκλωµα µε αντίσταση, πυκνωτή και πηγή τάσης 

(κύκλωµα RC), περιγράφεται από την εξίσωση 
0

dV
RC V V

dt
+ =  

Τέτοιες εξισώσεις, επιτρέπουν τη µελέτη της συµπεριφοράς των κυκλωµάτων, 

των φίλτρων, των παλµογράφων και των ολοκληρωτών. 

 

1.5 Ροµποτική και τεχνητή νοηµοσύνη 

Οι ροµποτικοί βραχίονες και τα αυτόνοµα οχήµατα, κινούνται βάσει µοντέλων 

που βασίζονται σε διαφορικές εξισώσεις. Για παράδειγµα, ο έλεγχος της ταχύτητας και 
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της κατεύθυνσης, εξαρτάται από µαθηµατικά µοντέλα που προβλέπουν την αλλαγή της 

θέσης και της ταχύτητας, κάθε χρονική στιγµή. 

 

1.6 Αεροδυναµική και µηχανική ρευστών 

Η ροή του αέρα γύρω από ένα αεροπλάνο ή η ροή του νερού µέσα σε έναν 

σωλήνα, περιγράφεται από τις εξισώσεις Navier–Stokes, που είναι σύστηµα µη 

γραµµικών µερικών διαφορικών εξισώσεων. Η κατανόηση και η επίλυση τους, 

επιτρέπει την πρόβλεψη της συµπεριφοράς των ρευστών, µέσα  σε διάφορα 

περιβάλλοντα. 

 

1.7 Προγραµµατισµός και προσοµοιώσεις 

Σε λογισµικά προσοµοίωσης των φυσικών συστηµάτων (π.χ. µηχανών, 

κλιµατικών µοντέλων, προσοµοίωσης κυκλοφορίας), χρησιµοποιούνται αριθµητικές 

µέθοδοι, για την επίλυση των διαφορικών εξισώσεων. Οι προσοµοιώσεις, βασίζονται 

στις διαφορικές εξισώσεις για την ακριβή αναπαράσταση της πραγµατικότητας. 

 

1.8 Οικονοµία και χρηµατοοικονοµικά 

Στην οικονοµική επιστήµη, οι διαφορικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για να 

µοντελοποιήσουν την εξέλιξη των τιµών, των επιτοκίων, των επενδύσεων και των 

καταναλωτικών συνηθειών. Για παράδειγµα, η εξίσωση Black–Scholes που 

χρησιµοποιείται στην τιµολόγηση των παραγώγων, είναι µία µερική διαφορική 

εξίσωση. 

 

1.9 Υγεία και ιατρική 

Κατά την εξάπλωση των µολυσµατικών ασθενειών, τα επιδηµιολογικά µοντέλα 

(όπως το SIR) βασίζονται σε διαφορικές εξισώσεις. Αυτά τα µοντέλα, προβλέπουν την 

πορεία (εξάπλωση) µιας επιδηµίας, ποσοτικοποιούν την ανάγκη για εµβόλια και 

εκτιµούν τον αριθµό των µολυσµένων ατόµων στον χρόνο. 

 

1.10 Περιβάλλον και κλίµα 

Η πρόβλεψη της θερµοκρασίας, της ρύπανσης ή της στάθµης των υδάτων, 

βασίζεται σε διαφορικές εξισώσεις. Μοντέλα κλιµατικής αλλαγής, πρόβλεψης του 

καιρού και διαχείρισης των φυσικών πόρων, είναι όλα εφαρµογές αυτής της 

µεθοδολογίας. 

 

1.11 Μουσική και ήχος 

Η διάδοση των ηχητικών κυµάτων, περιγράφεται µε τη βοήθεια της κυµατικής 

εξίσωσης, που είναι διαφορική εξίσωση η οποία έχει εφαρµογές σε ηχητικές συσκευές, 

στην ακουστική των χώρων και στην επεξεργασία του σήµατος. 

 

2. Εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων 2ης τάξης στη ναυτιλία 

Η ναυτιλία, ως ένας από τους σηµαντικότερους κλάδους της παγκόσµιας 

οικονοµίας και της µηχανικής, εξαρτάται απόλυτα από την ακριβή πρόβλεψη και από 

τη µελέτη της κίνησης των πλοίων. Εφόσον η θάλασσα αποτελεί ένα δυναµικό και 

διαρκώς µεταβλητό περιβάλλον, η µαθηµατική µοντελοποίηση είναι απαραίτητη. Οι 

διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης, βρίσκουν συχνά εφαρµογές στον χώρο της ναυτιλίας, 

διότι περιγράφουν τα δυναµικά συστήµατα στα οποία υπάρχει επιτάχυνση. Σε πολλά 

από αυτά, ένα πλοίο ή κάποιο εξάρτηµά του κινείται υπό την επίδραση εξωτερικών και 

εσωτερικών δυνάµεων, γεγονός  που µοντελοποιείται µε εξισώσεις (οι οποίες  

περιέχουν παραγώγους 2ης τάξης), της θέσης ή της γωνίας περιστροφής, ως προς τον 
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χρόνο. Οι διαφορικές εξισώσεις και ειδικά οι εξισώσεις 2ης τάξης, είναι τα κύρια 

µαθηµατικά εργαλεία για: 

� Τη µελέτη των κινήσεων των πλοίων στη διάρκεια των κυµατισµών 

� Την πρόβλεψη της σταθερότητας – ευσταθούς πλεύσης  

� Τον σχεδιασµό των αυτοµατοποιηµένων συστηµάτων πλοήγησης 

            � Την αποφυγή των φαινοµένων του συντονισµού και των µηχανικών 

αστοχιών. 

 

2.1 Κίνηση του πλοίου στη διάρκεια των κυµατισµών 

Ένα πλοίο που πλέει στη θάλασσα, επηρεάζεται από τα κύµατα. Η κίνηση του, 

µπορεί να αναλυθεί σε 6 βαθµούς ελευθερίας:  

� Heave (κατακόρυφη µετατόπιση) 

� Sway (πλευρική µετατόπιση) 

� Surge (εµπρόσθια / οπίσθια µετατόπιση) 

� Roll (περιστροφή γύρω από τον διαµήκη άξονα) 

� Pitch (περιστροφή γύρω από τον εγκάρσιο άξονα) 

� Yaw (περιστροφή γύρω από τον κατακόρυφο άξονα) 

Αυτές οι κινήσεις, µοντελοποιούνται µε διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης. 

 

Παράδειγµα 

Πρόκειται για µία κλασική διαφορική εξίσωση 2ης τάξης µε εφαρµογές στην 

πρόβλεψη της συµπεριφοράς των πλοίων στα κύµατα. Η ταλάντωση roll, µπορεί να 

µοντελοποιηθεί ως ( )
2

2

d d
I c k M t

dt dt

θ θ
θ+ + = όπου: 

� I   η ροπή αδράνειας του πλοίου γύρω από τον άξονα 

� c   ο συντελεστής απόσβεσης (λόγω των ρευστών) 

� k   η σκληρότητα επαναφοράς (λόγω της άνωσης) 

            �θ   η γωνία ταλάντωσης (roll) 

            � ( )M t η εξωτερική ροπή λόγω των κυµάτων 

 

2.2 ∆υναµική ανάλυση της κίνησης του πλοίου (Ship motion dynamics) 

Οι περισσότερες από αυτές τις κινήσεις, περιγράφονται µε διαφορικές 

εξισώσεις 2ης τάξης, της µορφής ( )
2

2

d x dx
m c kx F t

dt dt
+ + = , όπου: 

� m  η µάζα (ή ροπή αδράνειας) 

� c  η απόσβεση λόγω της αντίστασης του νερού (υδροδυναµικές δυνάµεις) 

� k  η σταθερά επαναφοράς (π.χ. λόγω της άνωσης) 

� ( )F t η εξωτερική δύναµη (π.χ. κύµατα, άνεµος) 

� ( )x t η µετατόπιση ή γωνία 

Αυτές οι εξισώσεις, χρησιµοποιούνται για να προβλέψουµε αν το πλοίο µπορεί 

να παραµείνει ευσταθές (εµφάνιση ροπής επαναφοράς), άνετο για τους επιβάτες και 

ασφαλές για τα φορτία. 

 

2.3 Ευστάθεια των πλοίων 

Για την εξασφάλιση ότι το πλοίο θα επιστρέψει στην αρχική  θέση ισορροπίας 

του (αποκλεισµός εµφάνισης της ροπής ανατροπής) µετά από µία διαταραχή (π.χ. λόγω 

του δυνατού ανέµου ή των ισχυρών κυµάτων), µελετάται η δυναµική του συστήµατος, 

µε χρήση διαφορικών εξισώσεων. Αυτό, βοηθά στον υπολογισµό των κρίσιµων 
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σηµείων της ευστάθειας. Το µοντέλο, είναι συνήθως µια εξίσωση του τύπου 
2

2
0

d x dx
m c ky

dt dt
+ + = , όπου x  είναι η µετατόπιση του κέντρου βάρους / άξονα. Αυτή 

η εξίσωση, περιγράφει την ελεύθερη ταλάντωση µε απόσβεση, η οποία είναι 

θεµελιώδης στη µελέτη των κινήσεων του πλοίου, µετά από έντονο κυµατισµό 

(διατοιχισµός). Αν η λύση της εξίσωσης φθίνει σε σχέση  µε τον χρόνο, τότε το πλοίο 

θεωρείται ευσταθές. Η ανάλυσή της ευστάθειας, γίνεται σε στατικό και σε δυναµικό 

επίπεδο. 

 

2.4 Αυτόµατος έλεγχος της πορείας (Autopilot systems) 

Ο αυτόµατος έλεγχος της πορείας ενός πλοίου (π.χ. µέσω PID controller), 

απαιτεί τη µοντελοποίηση της δυναµικής απόκρισης του  όταν αυτό στρέφεται (yaw 

motion), κάτι που υλοποιείται µε διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης. Π.χ. η εξίσωση που 

περιγράφει τη δυναµική απόκριση του πλοίου σε αλλαγή πορείας, είναι η ακόλουθη

( )
2

2

d y dy
I c ky u t

dt dt
+ + = , όπου: 

y   η γωνία στροφής 

I   η ροπή αδράνειας, ως προς τον κατακόρυφο άξονα 

( )u t  η είσοδος (π.χ. κίνηση του πηδαλίου) 

 

2.5 Υπολογιστικά µοντέλα και ναυπηγική ανάλυση 

Κατά τη φάση της σχεδίασης των νέων πλοίων, χρησιµοποιούνται µαθηµατικά 

µοντέλα (συχνά µε βάση διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης) για: 

� Την προσοµοίωση των δοµικών ταλαντώσεων του κύτους (π.χ. hull girder 

vibration), 

� Την αποφυγή φαινοµένων όπως ο συντονισµός, που µπορεί να οδηγήσει σε 

καταστροφική αστάθεια (µεγιστοποίηση του πλάτους της ταλάντωσης), 

� Τον προσδιορισµό των ιδιοσυχνοτήτων (natural frequencies) και των µορφών 

της ταλάντωσης (mode shapes). 

 

2.6 Προσοµοιώσεις και πλοία νέας τεχνολογίας 

Οι διαφορικές εξισώσεις, εφαρµόζονται σε λογισµικά CFD (Computational 

Fluid Dynamics) και FEA (Finite Element Analysis), που ευρύτατα χρησιµοποιούνται 

για την: 

� Προσοµοίωση της ροής του νερού, γύρω από το κύτος του πλοίου, 

� Ανάλυση της πίεσης που ασκείται κάθε χρονική στιγµή, στο πηδάλιο και στα 

πτερύγια, 

� Βελτιστοποίηση του σχήµατος (υδροδυναµική µορφή, βολβός πλώρης) του 

πλοίου, µε σκοπό την ελαχιστοποίηση της  αντίστασης (τριβής) που συναντά, κατά την 

πλεύση του. 

 

2.7 Καταπόνηση του κύτους (Hull girder response) 

Το κύτος του πλοίου, λειτουργεί ως δοκός (δοµικό στοιχείο) που 

παραµορφώνεται ελαστικά, κατά τη διάρκεια των κυµατισµών. Η δυναµική  ανάλυση 

των παραµορφώσεων του κύτους, περιλαµβάνει µορφές ταλάντωσης και κατανοµές 

των διαφόρων φορτίων. Η όλη διαδικασία, µοντελοποιείται µε  διαφορικές εξισώσεις 

2ης ή και 4ης τάξης (όπως η εξίσωση της καµπτικής δόνησης Euler–Bernoulli) 
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( )
4 2

4 2
,

d y d y
EI m f x t

dx dt
+ =  όπου y  είναι η κάθετη µετατόπιση του κύτους.  

Με αυτές τις εξισώσεις, γίνεται ανάλυση της παραµόρφωσης, υπολογισµός της 

κόπωσης και εξασφαλίζεται διαχρονικά η αντοχή. 

 

2.8 Κύµατα, συντονισµός και ναυτική µηχανολογία 

Ένα σηµαντικό πρόβληµα στη ναυτική µηχανολογία είναι ο συντονισµός,  

δηλαδή, όταν η συχνότητα ταλάντωσης των κυµάτων είναι κοντά στην ιδιοσυχνότητα 

του πλοίου. Αν συµβεί αυτό, τότε οι κινήσεις του πλοίου µεγεθύνονται επικίνδυνα 

(µεγιστοποίηση του πλάτους της ταλάντωσης). Οι ιδιοσυχνότητες προκύπτουν από την 

οµογενή εξίσωση ( ) ( ) ( )
2

2
0 cos sin

d x
m kx x t A t B t

dt
ω ω+ = ⇒ = + , όπου 

k

m
ω = . Οι 

ναυπηγοί, προσπαθούν να σχεδιάσουν τα πλοία έτσι ώστε να αποφεύγουν το φαινόµενο 

του συντονισµού, µε τα τυπικά ωκεάνια κύµατα. 

 

3. Γεωµετρικές εφαρµογές  

Ως γεωµετρική εφαρµογή των διαφορικών εξισώσεων, µπορούµε να 

αναφέρουµε τον τρόπο µε τον οποίο κατασκευάζουµε την ακτίνα καµπυλότητας των 

κωνικών τοµών. Από την αναλυτική γεωµετρία, όλες οι κωνικές τοµές που 

αναφέρονται στον άξονα Οx,  περνούν από τις εστίες και στην κορυφαία εφαπτοµένη 

τους Οy (όπου Ο είναι η κορυφή της καµπύλης), περιέχονται στην εξίσωση    

2 22y x x
µ

µ ε
α

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  όπου  ( )1 0ήε ε= ± =  µε µ την ηµιπαράµετρο αυτών των 

καµπυλών και:  

α) Αν 1ε = − , τότε η καµπύλη 2 22y x x
µ

µ ε
α

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ είναι έλλειψη, µε α τον 

µεγάλο ηµιάξονα, β τον  µικρό ηµιάξονα,  γ  το µισό της εστιακής απόστασης και 
2 2 2 2 2β α γ γ α

µ ε
α α α

− −
= = = ⋅  

β) Αν 1ε = + , τότε η καµπύλη 2 22y x x
µ

µ ε
α

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ είναι υπερβολή, µε α τον 

πρωτεύοντα ηµιάξονα, β τον  δευτερεύοντα ηµιάξονα, γ το µισό της εστιακής 

απόστασης και 
2 2 2 2 2β γ α γ α

µ ε
α α α

− −
= = = ⋅  

γ) Αν 0ε = , τότε η εξίσωση 2 22y x x
µ

µ ε
α

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ γίνεται 2 2y xµ= , 

παριστάνει παραβολή και αν Ε είναι η εστία της, η απόστασή της (ΟE) από την κορυφή 

Ο, είναι ίση προς 
2

µ
, δηλαδή θα είναι 2( )µ = ΟΕ . Η ακτίνα καµπυλότητας R στο 

τυχόν σηµείο  ( ),x yΜ  της καµπύλης 2 22y x x
µ

µ ε
α

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ , είναι  

( )

3
2 2

1

12

2

1

,  1

dy

dx
R

d y

dx

ε

ε

  +  
   = = ±   όπου το 1ε  υποτίθεται οµόσηµο της 

2

2
''

d y
y

dx
= , ώστε 

να είναι 0R >  και η θετική φορά των τόξων s τέτοια, που η θετική κάθετος στο σηµείο 
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Μ της καµπύλης να κατευθύνεται προς τα κοίλα της.  Έστω ότι η κάθετος στο τυχόν 

σηµείο ( ),x yΜ της καµπύλης φέρνεται προς τον άξονα των x . Όπως φαίνεται στα 

παρακάτω σχήµατα, η κάθετος ΜΚ και η ακτίνα καµπυλότητας σε κάθε σηµείο, έχουν 

αντίθετη φορά όταν τα y , y′′  είναι οµόσηµα. 

 

 

Γράφηµα 1  Ακτίνες καµπυλότητας 

 

Εφαρµογή 1 

Μια δύναµη F  αναγκάζει ένα υλικό σηµείο M µάζας m  να κινείται 

ευθύγραµµα. Αν η τροχιά του M συµπίπτει µε τη διεύθυνση της F , να βρεθεί η θέση 
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του M  κάθε χρονική στιγµή t , µε αρχικές συνθήκες ( )0 0x =  και ( )0 ου υ= . Υποθέτω 

ότι δεν έχω απώλειες ενεργείας. 

Λύση 

Θεωρώ ως άξονα των x  τη διεύθυνση της F  και ως αρχή, ένα σηµείο O αυτής. 

Τότε, η απόσταση του M από το O θα είναι, σύµφωνα µε το πρόβληµα, συνάρτηση του 

χρόνου. ∆ηλαδή ( )OM x t= . Επειδή στο σηµείο M ενεργεί η δύναµη F , ισχύει ο 

θεµελιώδης νόµος της Μηχανικής m Fγ⋅ =  

      Γνωρίζω ότι η επιτάχυνση είναι η 2η παράγωγος της συνάρτησης του διαστήµατος 

ως προς τον χρόνο. ∆ηλαδή, 
2

2

d x

dt
γ =    οπότε η σχέση m Fγ⋅ =  λόγω της  

2

2

d x

dt
γ =

γίνεται 
2

2

d x
m F

dt
=  ή 

2

2

d x F

dt m
=       

Μετά από δύο διαδοχικές ολοκληρώσεις, η 
2

2

d x F

dt m
= δίνει 2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + +   όπου 

1c , 2c  είναι αυθαίρετες σταθερές ολοκλήρωσης. Η 2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + +  είναι η γενική 

λύση του προβλήµατος. Για να προσδιορίσω τις 1c , 2c , παραγωγίζω την 
2

2

d x

dt
γ = , 

οπότε προκύπτει ότι 
F

t c
m

υ = +  και αντικαθιστώντας τις αρχικές τιµές στις 

2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + + και 

F
t c

m
υ = + , παίρνω  2 0c = , 1 0c υ= . Οπότε η 

2

1 2

1

2

F
x t c t c

m
= + + γίνεται 2

0

1
( )

2

F
x t t t

m
υ= +  

 

Εφαρµογή 2 

Ένα υλικό σηµείο Μ µάζας m , έλκεται από το σηµείο O µε µία δύναµη F  

ανάλογη της απόστασης OM. Να βρεθεί η θέση του M κάθε χρονική στιγµή, όταν οι 

αρχικές συνθήκες είναι: α) 0(0)x x= , (0) 0υ = ,       β) 0(0)x x= , 0(0)υ υ=  

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 

Αν α είναι ο συντελεστής αναλογίας, τότε F ax= − , όπου ( )x x t=  και το 

πρόσηµο είναι – λόγω της φοράς. Επειδή my F= , η F ax= −  γίνεται my ax= −  ή 
2

2

d x
m ax

dt
= −  ή 0mx ax′′ + =  Η χαρακτηριστική εξίσωση της 0mx ax′′ + = , είναι 

2 0m aκ + =  µε ρίζες 1,2k ρ= ± , όπου 
a

m
ρ =  και η γενική λύση 

Γράφηµα 2  Κίνηση υλικού σηµείου 
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( ) ( )1 2x c t c tσυν ρ ηµ ρ= +   Οι αυθαίρετες σταθερές 1c , 2c  προσδιορίζονται από τις 

αρχικές συνθήκες: 

α) Με 0(0)x x= και (0) 0x′ = , η ( ) ( )1 2x c t c tσυν ρ ηµ ρ= +  και η παράγωγός 

της ( ) ( )1 2x c t c tρηµ ρ ρσυν ρ′ = − +  δίνουν 1 0c x= , 2 0c = . Οπότε η 

( ) ( )1 2x c t c tσυν ρ ηµ ρ= + γίνεται ( )0  x x tσυν ρ=  Από τη σχέση αυτή, φαίνεται ότι 

το M εκτελεί µια αµείωτη αρµονική ταλάντωση πάνω στον άξονα x , µε ακρότατες 

θέσεις 0x  και 0x− , συµµετρικές του O. Το 0x−  ονοµάζεται πλάτος της ταλάντωσης 

ενώ το 
2π
ρ

 είναι η περίοδος της. 

β) Με 0(0)x x=  και 0(0)x υ′ =  οι ( ) ( )1 2x c t c tσυν ρ ηµ ρ= + και 

( ) ( )1 2x c t c tρηµ ρ ρσυν ρ′ = − +  δίνουν 1 0c x=  και 0
2

c
ρ
υ

= . Οπότε η 

( ) ( )1 2x c t c tσυν ρ ηµ ρ= +  γίνεται ( ) ( )0
0x x t t

υ
συν ρ ηµ ρ

ρ
= + . Αν εφαρµόσω τον 

µετασχηµατισµό 0x Aσυνϕ=  και  0 A
υ

ηµϕ
ρ

=   στην ( ) ( )0
0x x t t

υ
συν ρ ηµ ρ

ρ
= + , 

παίρνω ( )x A tσυν ρ ϕ= −  που είναι της ίδιας µορφής µε την 

( ) ( )1 2x c t c tσυν ρ ηµ ρ= + , δηλαδή είναι µια απλή ταλάντωση. 

 

Εφαρµογή 3 

Υλικό σηµείο M µάζας m  έλκεται από το σηµείο Ο, µε µια δύναµη F  ανάλογη 

της απόστασης OM. Να βρεθεί η θέση του M  κάθε χρονική στιγµή, όταν στην κίνηση 

του αντιδρά µια δύναµη (αντίσταση) R , που είναι ανάλογη της ταχύτητας του και όταν 

οι αρχικές συνθήκες είναι 0(0)x x= , 0υ(0)υ = . 

Λύση 

Επειδή η R  αντιστέκεται στη κίνηση του M, έχει αντίθετη φορά προς την 

ταχύτητα του. ∆ηλαδή R βυ= − , µε . 0β σταθ= >  Επειδή η συνισταµένη των 

δυνάµεων F , δηλαδή η  R  είναι xα βυ− − , η διαφορική εξίσωση της κίνησης του M 

γίνεται 
2

2
β

d x dx
m

dt dt
xα= − −  ή 0

β α
x΄΄ x΄ x

m m
+ + =   

Αν 
β

2
m

µ= , 2α

m
λ=  τότε η διαφορική εξίσωση γράφεται 2 0λ 2x΄΄ x x΄µ+ + =    

Η χαρακτηριστική εξίσωση της 2 0λ 2x΄΄ x x΄µ+ + =  είναι 2 22 0λ κ µκ+ + =  

µε ρίζες 2 2

1,2 λ κ µµ= − ± − . Ανάλογα  µε τις τιµές των µ, λ διακρίνω τις παρακάτω 

3 περιπτώσεις: 

α) Αν µ λ< , δηλαδή αν 0∆< , τότε οι ρίζες της 2 22 0λ κ µκ+ + = είναι 

µιγαδικές οπότε η γενική λύση της 2 0λ 2x΄΄ x x΄µ+ + = είναι    

( ) ( )( )1 2
cos sintx e c t c tµ ω ω−= ⋅ + ⋅  όπου 

2 2ω λ µ= −  Για να προσδιορίσω τις 

σταθερές 1c , 2c  αντικαθιστώ τις αρχικές συνθήκες στην 
2 2ω λ µ= − και στην 

παράγωγο της, οπότε τελικά παίρνω 1 0c x= , 0 0
2c

µχ
ω

υ +
=   
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Αν εφαρµόσω τον µετασχηµατισµό 0x Aσυνϕ=  και 0 0x
A

µ
ηµϕ

ω
υ +

=  στην 

0 0
2c

µχ
ω

υ +
= παίρνω ( )tx Ae tµ συν ω ϕ−= −  η οποία είναι  γινόµενο 2 συναρτήσεων. 

Η µία είναι η φθίνουσα συνάρτηση te µ−  που ονοµάζεται παράγοντας απόσβεσης και 

η άλλη είναι η απλή περιοδική συνάρτηση ( )tσυν ω ϕ− ) µε περίοδο 
2

T
π
ω

= . Η 

( )tx Ae tµ συν ω ϕ−= − , ως γινόµενο αυτών των 2 συναρτήσεων, παριστάνει µια 

ταλάντωση που το πλάτος της συνεχώς µικραίνει. Η ταλάντωση αυτή, ονοµάζεται 

φθίνουσα αρµονική ταλάντωση. Η γραφική της παράσταση, φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) Αν 0∆ >  και 2 2µ λ µ− < , τότε οι ρίζες της 2 22 0λ κ µκ+ + = είναι 

πραγµατικές και αρνητικές, οπότε η γενική λύση της 2 0λ 2x΄΄ x x΄µ+ + = είναι 

1 2

1 2

t tx c e c eκ κ= +   Για να προσδιορίσω τις σταθερές 1c , 2c , αντικαθιστώ τις αρχικές 

συνθήκες στην 1 2

1 2

t tx c e c eκ κ= +  και στην παράγωγό της, οπότε  παίρνω 
2

0 0 2
1

1

u x
c

κ
κ κ
−

=
−

, 0 0 1
2

2 1

u x
c

κ
κ κ

−
=

−
. Άρα, η 1 2

1 2

t tx c e c eκ κ= +  γίνεται 

1 2

0 0 2 0 0 1

1 2

1
( )  ( )

t t
x u x e x e

κ κκ υ κ
κ κ

 = − + − −
Επειδή οι 1 2,k k  είναι αρνητικές, έπεται 

ότι η 1 2

0 0 2 0 0 1

1 2

1
( )  ( )

t t
x u x e x e

κ κκ υ κ
κ κ

 = − + − −
 είναι φθίνουσα συνάρτηση και όταν 

0t → , τότε lim ( ) 0x t = , δηλαδή η 1 2

0 0 2 0 0 1

1 2

1
( )  ( )

t t
x u x e x e

κ κκ υ κ
κ κ

 = − + − −
δεν 

περιέχει κυκλικές συναρτήσεις, άρα δεν είναι περιοδική. Στο παρακάτω σχήµα, 

φαίνεται η γραφική της παράσταση για µια τυπική τιµή 0 0x >  

Γράφηµα 3  Φθίνουσα αρµονική ταλάντωση 
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γ) Αν µ λ= , δηλαδή αν 0∆ = , τότε οι ρίζες της 2 22 0λ κ µκ+ + = είναι 

πραγµατικές και ίσες, οπότε η γενική λύση της 2 0λ 2x΄΄ x x΄µ+ + = είναι 

1 2( ) tx a a t e µ−= +  Για να προσδιορίσω τις σταθερές 1c , 2c  αντικαθιστώ τις αρχικές 

συνθήκες στην 
1 2( ) tx a a t e µ−= + και στην παράγωγό της, οπότε παίρνω 1 0c x=  και 

2 0 0c xυ µ= + . Άρα, η 
1 2( ) tx a a t e µ−= + γίνεται [ ]0 0( )υ tx x x t e µµ −= + +  Επειδή 

0lim ( )
t

x t
→+∞

= και επειδή δεν περιέχει κυκλικές συναρτήσεις, δεν είναι περιοδική. Η 

[ ]0 0( )υ tx x x t e µµ −= + + , ονοµάζεται κρίσιµη απόσβεση και στο παρακάτω σχήµα 

φαίνεται η γραφική της παράσταση για µια µεγάλη τυπική τιµή της 0υ  

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Μηχανική – ταλαντώσεις  

(Ι) Η διαφορική εξίσωση ενός υλικού σηµείου, που κινείται ευθύγραµµα και 

έλκεται (ή απωθείται) από σταθερό κέντρο, µε δύναµη ανάλογη της απόστασης του 

σηµείου από το κέντρο αυτό, είναι του τύπου  

� 
2

2

2
0

d x
k x

dt
+ =    για την έλξη  

�  
2

2

2
0

d x
k x

dt
− =   για την άπωση        

όπου η άγνωστη συνάρτηση της ταλάντωσης θεωρείται συνάρτηση του χρόνου, 

δηλαδή ( )x t και k  είναι ένας σταθερός θετικός αριθµός. Η γενική λύση της 
2

2

2
0

d x
k x

dt
+ = , είναι ( ) ( ) ( )1 2x t c kt c ktσυν ηµ= ⋅ + ⋅  Αν στη σχέση  

( ) ( ) ( )1 2x t c kt c ktσυν ηµ= ⋅ + ⋅ θέσω, όπου  1 2,c cηµϕ συνϕ= Α ⋅ = Α ⋅  µε 0Α >  

(για Α=0 έχω τη µηδενική λύση) και π ϕ π− < ≤ , τότε  η 

( ) ( ) ( )1 2x t c kt c ktσυν ηµ= ⋅ + ⋅ θα δώσει τη γενική λύση µε τη µορφή 

( ) ( )x t k tηµ ϕ= Α ⋅ ⋅ +   που το β΄ µέλος της είναι µια ηµιτονοειδής καµπύλη, δηλαδή 

Γράφηµα 4  Μη περιοδική συνάρτηση 

Γράφηµα 5  Γραφική παράσταση κρίσιµης απόσβεσης 
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η γενική λύση της 
2

2

2
0

d x
k x

dt
+ = είναι µια οικογένεια ηµιτονοειδών γραµµών, από 

όπου συµπεραίνω ότι έχω µια αµείωτη ελεύθερη αρµονική ταλάντωση, µε τη σταθερά 

k  να εκφράζει τη συχνότητα των ταλαντώσεων. Η περίοδος, δίνεται από τον τύπο

2

k

π
Τ =  Αν η 

2
2

2
0

d x
k x

dt
+ = εµφανίζεται ως µη οµογενής, δηλαδή υπό τη µορφή 

( )
2

2

2

d x
k x f t

dt
+ =  που είναι η ονοµαζόµενη εξαναγκασµένη ταλάντωση, τότε η γενική 

λύση αυτής, εφαρµόζοντας την µέθοδο του Lagrange, είναι η                                            

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 t

to
x t c kt c kt f t t dt

k
συν ηµ ηµ τ= ⋅ + ⋅ + ⋅ −∫ ,  στην οποία  η 

( ) ( ) ( )1 t

to
y t f t t dt

k
ηµ τ= ⋅ −∫   είναι ο όρος, που χαρακτηρίζει την εξαναγκασµένη 

ταλάντωση, µε αρχικές συνθήκες ( )0 0y t = ( )0 0y t′ = . 

(ΙΙ)  Η διαφορική εξίσωση της φθίνουσας αρµονικής ταλάντωσης, είναι του 

τύπου  
2

2

2
2 0

d x dx
h k x

dt dt
+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  όπου h  (συντελεστής απόσβεσης), k  σταθεροί 

θετικοί αριθµοί. Αν η 
2

2

2
2 0

d x dx
h k x

dt dt
+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  εµφανίζεται ως µη οµογενής, δηλαδή 

υπό τη µορφή   ( )
2

2

2
2

d x dx
h k x f t

dt dt
+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  όπου 0h > , 0k >  τότε έχω την φθίνουσα 

εξαναγκασµένη ταλάντωση, µε τη συνάρτηση ( )f t   να είναι συνήθως περιοδική.  

α) Αν h k<  (ασθενής απόσβεση) και επειδή 0h > ,  0k >  είναι η 

( )2 2
2 4 0h k∆ = − <  του χαρακτηριστικού πολυωνύµου 2 22p h p k+ ⋅ ⋅ +  της 

2
2

2
2 0

d x dx
h k x

dt dt
+ ⋅ ⋅ + ⋅ = , οπότε αυτό έχει 2 ρίζες µιγαδικούς αριθµούς

2 2

1p h i k h= − + −
 και 

2 2

2p h i k h= − − −
Άρα, η γενική λύση της 

2
2

2
2 0

d x dx
h k x

dt dt
+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  είναι η ( )2 2 2 2

1 2( ) cos sinhtx t e c k h t c k h tη−= − ⋅ + − ⋅ , 

που µπορεί να εµφανιστεί επίσης υπό τη µορφή ( )2 2( ) htx t A e k h tηµ ϕ−= ⋅ − ⋅ +⋅  ή 

 
2

( )
ht t

x t A e
T

π
ηµ ϕ−  = ⋅ +⋅ 

 
 όπου 1c A ηµϕ= ⋅ , 2c A συνϕ= ⋅ , 2 2 2

k h
T

π
− = , 0Α >

, π ϕ π− < ≤ . 

        Στην  
2

( ) ht t
x t A e

T

π
ηµ ϕ−  = ⋅ + 

 
⋅ ,  τα Α, φ εξαρτώνται από τις αρχικές συνθήκες, 

σε αντίθεση προς τα T  (περίοδος ταλάντωσης) και 
2 2k h−  (συχνότητα), που είναι 

ανεξάρτητα. Ο παράγοντας 
2 t

T

π
ηµ ϕ + 

 
 εκφράζει την ταλάντωση, ο δε παράγοντας 

hte − εκφράζει την απόσβεση. 

β) Αν h k>  (ισχυρή απόσβεση) είναι 2 2 2 2(2 ) 4 4( ) 0h k h k= − = − >∆ , έχω 2 

ρίζες πραγµατικές και άνισες για το χαρακτηριστικό πολυώνυµο, τις 
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2 2

1p h h k= − + −  και 2 2

2p h h k= − − −  Άρα, η γενική λύση της 

2
2

2
2 0

d x dx
h k x

dt dt
+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  είναι η 

2 2 2 2
( ) ( )

1 2
( ) h h k t h h k tx t c e c e− + − − − −⋅= ⋅+   

ή  ( )2 2 2 2

1 2( ) ht h k t h k tx t e c e c e− − ⋅ − − ⋅⋅= + ⋅ , όπου 
2 2h k h− < , οπότε είναι 0lim ( )

t
x t

→+∞
= . 

Η παραπάνω µορφή της γενικής λύσης, µπορεί να γίνει 

( )2 2  ( ) shhtx t A e h k t ϕ−= ⋅ ⋅ − ⋅ + όπου 
1

2

A
c eϕ= ⋅  και 

2
2

A
c e ϕ−= − ⋅  

γ)  Αν h k=  (κρίσιµη απόσβεση) για το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι        
2 2(2 ) 4 0h k∆ = − = , δηλαδή αυτό έχει 2 ρίζες πραγµατικές και ίσες, τις 1 2p p h= =  

Άρα, η γενική λύση της 
2

2

2
2 0

d x dx
h k x

dt dt
+ ⋅ ⋅ + ⋅ = είναι η 

1 2( ) ( )htx t e c c t− + ⋅= ⋅  Και σε 

αυτήν, όπως και στην προηγούµενη περίπτωση έχω µη περιοδικές κινήσεις. Στις 

παραπάνω περιπτώσεις οι λύσεις της ( )x t  τέµνουν τον άξονα των t , σε χρονικές 

στιγµές, που δίνονται αντίστοιχα από τις παρακάτω εξισώσεις: 

i.  Για την 1η περίπτωση, 2 2 1

2

c
k h t

c
εϕ − ⋅ = −  άρα, 2 2 2

1

c
k h t

c
σϕ − ⋅ = −  άρα, 

2
0

t

T

π
ηµ ϕ + = 

 
, στην οποία ο άξονας των t τέµνεται άπειρες φορές. 

ii. Για την 2η περίπτωση, η εξίσωση είναι  ( )2 2sh 0h k t ϕ− ⋅ + =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

iii. Για την 3η περίπτωση, η εξίσωση είναι 1 2 0c c t+ ⋅ =  

Γράφηµα 6  Φθίνουσα ταλάντωση µε άπειρα σηµεία τοµής µε τον οριζόντιο άξονα 

Γράφηµα 7  Φθίνουσα ταλάντωση µε ένα σηµείο τοµής µε τον οριζόντιο άξονα 
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Γράφηµα 8  Φθίνουσα ταλάντωση χωρίς σηµείο τοµής µε τον οριζόντιο άξονα 

   

 

Στην 2η  και στην  3η περίπτωση, παρατηρώ από τα σχήµατα ότι µόνο µια φορά το 

πολύ, οι λύσεις ( )x t τέµνουν τον άξονα των t . 

 

Εφαρµογή 4 

Ένα πείραµα έδειξε ότι βάρος 6 lb, εκτείνει κάποιο ελατήριο κατά 6 in. Αν το 

βάρος αυτό έλκεται κατά 4 in, κάτω από τη θέση ισορροπίας του και αφήνεται στη 

συνέχεια ελεύθερο, να  

α) οριστεί µια διαφορική εξίσωση που να περιγράφει την κίνηση σε συναφείς 

συνθήκες,  

β) βρεθεί η θέση του βάρους ως µια συνάρτηση του χρόνου,  

γ) υπολογιστεί το πλάτος, η περίοδος και η συχνότητα της κίνησης,  

δ) οριστεί η θέση, η ταχύτητα και η επιτάχυνση του βάρους, 0,5 sec  αφότου 

ελευθερώθηκε. 

Λύση 

α) Μαθηµατική διατύπωση  

Από τον νόµο του Hooke έχω   f k x= ⋅  και επειδή 0,6 5 in ft=  η 

  f k x= ⋅ γίνεται 0,56 12k k⇔= ⋅ = . Άρα, ο νόµος του Newton 
2

2

W d x
k x

g dt
⋅ = − ⋅   

γίνεται 
2 2

2 2
 

6
12 64 0

32

d x d x
x x

dt dt
⋅ = − ⇔ + =                       

Επειδή τη χρονική στιγµή 0t = , το βάρος είναι σε θέση 4 in  κάτω από τη θέση 

ισορροπίας, έχω τη σχέση 
1

 ft
3

x =  όταν  0 t = Επίσης, επειδή το σώµα ελευθερώνεται 

(δηλαδή έχει µηδενική ταχύτητα) όταν 0t = , έχω για 0t =   0
dx

dt
=     

β) Λύση της 
2

2
6  4 0

d x
x

dt
+ =  

Η χαρακτηριστική εξίσωση της 
2

2
6  4 0

d x
x

dt
+ = είναι η 2 64 0r + =  που έχει 

ρίζες  
1,2 8r i= ±  οπότε η 

2

2
6  4 0

d x
x

dt
+ = έχει λύση ( ) ( )1 28 8x c t c tσυν ηµ⋅ ⋅= +  Λόγω 

της συνθήκης  
1

 ft
3

x = είναι 
1

1

3
c =  και η ( ) ( )1 28 8x c t c tσυν ηµ⋅ ⋅= + δίνει 

( ) ( )2

1
8 8

3
x t c tσυν ηµ⋅= +  την οποία παραγωγίζω και έχω την 
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( ) ( )2

8
8 8 8

3

dx
t c t

dt
ηµ συν

−
= ⋅ + ⋅   Χρησιµοποιώντας τη συνθήκη 0

dx

dt
=  βρίσκω ότι 

2 0c = . Έτσι, η θέση του σώµατος δηλαδή η λύση της 
2

2
64 0

d x
x

dt
+ = , που ζητώ είναι 

η ( )1
8

3
x tσυν=  όπου το x  εκφράζεται σε πόδια (ft). Αν θέλω το x  σε in, η εξίσωση 

είναι η ( )1 12ft in= ,  ( )8  4x tσυν= ⋅  

γ) Από την ( )8  4x tσυν= ⋅ , παίρνω ότι το πλάτος είναι 
1

ft
3

, συχνότητα της 

κίνησης είναι
8 4

 c/sec
2

f
π π

= =  και η περίοδος είναι 
1 2

 sec
8 4

T
f

π π
= = =  Τα 

παραπάνω, διακρίνονται στη γραφική παράσταση του σχήµατος. Η κίνηση, είναι µια 

απλή αρµονική κίνηση.  

 

Γράφηµα 9  Απλή αρµονική κίνηση 

δ) Παραγωγίζοντας ως προς t  την ( )1
8

3
x tσυν= , έχω  ( )8

8
3

dx
t

dt
ηµ

−
= ⋅  

δηλαδή  ( )8
8

3
tυ ηµ

−
= ⋅ , από όπου παραγωγίζοντας πάλι ως προς t, παίρνω 

( )
2

2

64
8

3

d x
t

dt
συν

−
= , δηλαδή  ( )64

8
3

tγ συν
−

= . Αντικαθιστώντας τον 0,5 sect =  και 

επειδή 
180

4rad=4 229
π

°
°⋅ = , έχω κατά προσέγγιση 

1
( 0.656) 0.219

3
x = ⋅ − = − , 

8
( 0.755) 2.01

3
υ = ⋅ − = + ,  

64
(0.656) 14.0

3
γ = − ⋅ = +  Έτσι, βλέπω ότι 0,5 sec  µετά την 

ελευθέρωση του σώµατος βάρους 6 lb, αυτό θα βρίσκεται 0.219 ft  πάνω από τη θέση 

ισορροπίας του, κινούµενο προς τα κάτω µε ταχύτητα 2.01 /ft sec  και µε επιτάχυνση 

(προς τα κάτω) 214 /ft sec  

 

Εφαρµογή 5 

Έστω ότι µια δύναµη απόσβεσης ενεργεί στο σώµα του προηγουµένου 

παραδείγµατος για 1,5 ώρα µε τα ίδια αριθµητικά δεδοµένα και µε στιγµιαία ταχύτητα 

σε ( )/ft sec . 

α) Να οριστεί η διαφορική εξίσωση της κίνησης, σε συναφείς συνθήκες .  

β) Να βρεθεί η θέση x  του σώµατος, ως συνάρτηση του χρόνου t . 
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Λύση 

α) Μαθηµατική διατύπωση  

Λαµβάνοντας υπ’ όψη και τη δύναµη απόσβεσης στο προηγούµενο παράδειγµα 

1.5
dx

dt
− , διαµορφώνω την εξίσωση της κίνησης ως εξής 

2

2

6 8
12 1.5

32 3

d x dx dx
x

dt dt dt
⋅ + ⋅ = − − ⋅ ⇔

2

2
8 64 0

d x dx
x

dt dt
+ ⋅ + ⋅ =   

Οι αρχικές συνθήκες του προβλήµατος, είναι αυτές  της προηγούµενης 

εφαρµογής,  δηλαδή  
1

3
x = , όταν 0t =  και 0

dx

dt
= , όταν 0t =   

β) Λύση της διαφορικής εξίσωσης 
2

2
8 64 0

d x dx
x

dt dt
+ ⋅ + ⋅ =   

Η χαρακτηριστική της  
2

2
8 64 0

d x dx
x

dt dt
+ ⋅ + ⋅ = είναι 2 8 64 0r r+ ⋅ + =  και έχει 2  ρίζες   

1,2
4 4 3r i= − ± , οπότε η γενική λύση της 

2

2
8 64 0

d x dx
x

dt dt
+ ⋅ + ⋅ =  δίνεται από τον τύπο 

( ) ( )( )4

1 24 3 4 3
t

x e C t C tσυν ηµ−= ⋅ + ⋅ , ο οποίος, µε τις προϋποθέσεις των  

συνθήκων (δηλαδή  
1

3
x = , όταν 0t =  και 0

dx

dt
= , όταν 0t = ) προσδιορίζοντας τις  

1 2
,  c c  γίνεται 

4

3 (4 3 ) 3 (4 3 )
9

te
x t tσυν ηµ

−

 = ⋅ + ⋅         που µπορεί να γραφεί ως 

4

9

2 3
4 3

3

tx e t
π

ηµ−  = ⋅ ⋅ + 
 

 Η γραφική παράσταση της 

4

9

2 3
4 3

3

tx e t
π

ηµ−  = ⋅ ⋅ + 
 

είναι η ακόλουθη και κείται µεταξύ των γραµµών  

Γράφηµα 10  Φθίνουσα ταλάντωση 
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4

9

3 tx e−=  και 4

9

3 tx e−= −  επειδή  1 4 3 1
3

t
π

ηµ  − ≤ ⋅ + ≤ 
 

 Η κίνηση που 

περιγράφετε θεωρητικά σε αυτό το παράδειγµα,  ονοµάζεται φθίνουσα ταλάντωση. 

 

Εφαρµογή 6 

Έστω ότι η εξωτερική περιοδική δύναµη, που ενεργεί, δίνεται από την  

( ) 24 8F t tσυν= . Να οριστεί το x , συνάρτηση του t  και µε τις ίδιες συνθήκες της 

προηγούµενης εφαρµογής. 

Μαθηµατική διατύπωση  

Στην περίπτωση αυτή, η διαφορική  εξίσωση είναι
2

2

6
12 1.5 24 8

32

d x dx
x t

dt dt
συν⋅ + + ⋅ = ⇔

2

2
8 64 128 8

d x dx
x t

dt dt
συν+ ⋅ + =  µε αρχικές 

συνθήκες πάλι
1

3
x = , 0

dx

dt
=  όταν 0t =  

Λύση της διαφορικής εξίσωσης ( )
2

2
8 64 128 8

d x dx
x t

dt dt
συν+ ⋅ + =  

Από τα προηγούµενα, η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης 
2

2
8 64 0

d x dx
x

dt dt
+ ⋅ + =  είναι η ( ) ( )( )4

1 24 3 4 3
t

ox e C t C tσυν ηµ−= ⋅ + ⋅ . Αν θεωρήσω 

µια µερική λύση της ( ) ( )8 8px A t B tηµ συν= ⋅ + ⋅ , βρίσκω  2Α =  και 0Β =   

Άρα, η γενική λύση της 
2

2
8 64 0

d x dx
x

dt dt
+ ⋅ + =  είναι 

( ) ( )( ) ( )4

1 24 3 4 3 2 8
t

x e C t C t tσυν ηµ ηµ−= ⋅ + ⋅ + ⋅  Εφαρµόζοντας τις αρχικές 

συνθήκες, βρίσκω ότι 
1

1

3
c =  και 

2

11 3

9
c =  Άρα, η γενική λύση της 

( )
2

2
8 64 128 8

d x dx
x t

dt dt
συν+ ⋅ + = είναι η               

( ) ( ) ( )41
3 4 3 11 3 4 3 2 8

9

te t t tx συν ηµ ηµ−  − ⋅ + =  που η γραφική της παράσταση 

είναι η ακόλουθη. Παρατηρώ ότι, οι όροι του 2ου µέλους της 

( ) ( ) ( )41
3 4 3 11 3 4 3 2 8

9

te t t tx συν ηµ ηµ−  − ⋅ + =  συµπεριλαµβανοµένου και του 

4te−  γίνονται αµελητέοι, όταν ο t  είναι µεγάλος. Οι όροι αυτοί, που ονοµάζονται 

µεταβατικοί, είναι σηµαντικοί µόνον όταν ο t  παίρνει πολύ µικρές τιµές. Οι 

µεταβατικοί όροι, όταν είναι σηµαντικοί στη λύση της διαφορικής εξίσωσης, δίνουν 

την ονοµασία µεταβατική λύση. Όταν όµως οι όροι αυτοί είναι αµελητέοι, αποµένει ο 

όρος ( )2 8tηµ  Τότε, ονοµάζεται µόνιµος (ή σταθερός) όρος και η λύση ονοµάζεται  

µόνιµη (ή σταθερή), λόγω της συµπεριφοράς του συστήµατος, όταν οι συνθήκες 

γίνονται σταθερές. Είναι περιοδική συνάρτηση, της ίδιας περιόδου.    
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5. Απλό εκκρεµές 

      Η διαφορική  εξίσωση της κίνησης του απλού εκκρεµούς µήκους ℓ , όταν αυτό 

κινείται µέσα σε κάποιο µέσο, που προκαλεί αντίσταση ανάλογη της ταχύτητας του, 

υπολογίζεται στη µηχανική ότι είναι  
2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
ηµθ+ + =ℓ  όπου b, g, m, ℓ  

σταθερές και θ η γωνία στροφής. Στην περίπτωση πολύ µικρών ταλαντώσεων του 

εκκρεµούς, επειδή 
3 5

1 2 3 1 2 3 4 5

θ θ
ηµθ θ= − + −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
…  δηλαδή, όταν η γωνία θ είναι 

πολύ µικρή, µπορώ (χωρίς µεγάλο σφάλµα), να θεωρήσω ότι ηµθ θ= , οπότε η 
2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
ηµθ+ + =ℓ  γίνεται 

2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
θ+ + =ℓ   

Οι λύσεις της 
2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
ηµθ+ + =ℓ , προσεγγίζουν τις λύσεις της 

2

2
0

d d
m b mg

dt dt

θ θ
θ+ + =ℓ , εφόσον οι ταλαντώσεις είναι πολύ µικρές. 

 

6. Ηλεκτρικές ταλαντώσεις 

     Φαινόµενο ταλάντωσης ανάλογο της µηχανικής ταλάντωσης, υπάρχει σε ηλεκτρικό  

κύκλωµα αποτελούµενο από πυκνωτή και πηνίο (κύκλωµα Thomson). Στο φαινόµενο 

αυτό, παρατηρείται φθίνουσα ταλάντωση που οφείλεται στην ωµική αντίσταση R του 

πηνίου. Εφαρµόζοντας τον 2ο κανόνα του Kirchhoff, µε ηλεκτρεγερτική δύναµη, που 

αναπτύσσεται στα άκρα του πηνίου, ίση προς 
di

L
dt

− ⋅ , έχω την εξίσωση 

q di
L i R

c dt
− ⋅ = ⋅   Παραγωγίζω την 

q di
L i R

c dt
− ⋅ = ⋅ ως προς t , θέτω 

dq
i

dt
= −  και 

παίρνω την εξίσωση
2

2

i d i di
L R

c dt dt
− − ⋅ = ⋅  ή 

2

2
0

d i di i
L R

dt dt c
+ + =  που είναι η διαφορική  

εξίσωση της ελεύθερης ταλάντωσης. Η λύση της  ( )i t , εξαρτάται από τις τιµές των L, 

c, R.  Συγκρίνοντας την 
2

2
0

d i di i
L R

dt dt c
+ + =  µε την 

2
2

2
2 0

d x dx
h k x

dt dt
+ ⋅ + ⋅ = , της 

φθίνουσας αρµονικής ταλάντωσης που εξέτασα στα προβλήµατα της µηχανικής, 

Γράφηµα 11  Περιοδικές συναρτήσεις 
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συµπεραίνω ότι µε h  (συντελεστή απόσβεσης) είναι 2 0
2

R
h

L
= >  και  2 1

k
L C

=
⋅

, 

υποθέτω ότι 0L C⋅ > , οπότε:  

1) 2 2 0h k k h< ⇒ − >  ή 2 4L
R

C
< , έχω µια φθίνουσα περιοδική ταλάντωση 

(λύση της 
2

2
0

d i di i
L R

dt dt c
⋅ + ⋅ + = ), την 2( ) ( )

R
t

Li t A e tηµ ω ϕ
−

= ⋅ ⋅ ⋅ + , όπου 
1

L C
ω =

⋅
 

(κυκλική συχνότητα) 

2) Αν 2 2 0h k k h≥ ⇒ − ≤  ή 2 4L
R

C
≥ , έχω µια µη περιοδική ταλάντωση, 

δηλαδή την  ( )h k> ,   2( ) ( )
R

t
Li t A e sh tω ϕ

−
= ⋅ ⋅ ⋅ +     

3) Αν ( )k h= τότε 2
1 2

( ) ( )
R

t
Li t e c c t

−
= ⋅ + ⋅  µε σταθερές 

1 2
, ,c c ϕ , που 

υπολογίζονται κάθε φορά από τις δεδοµένες αρχικές συνθήκες. Μετά τον υπολογισµό 

του ρεύµατος, µπορώ από τις σχέσεις 
dq du

i c
dt dt

= − = − ⋅   να υπολογίσω την τάση U, 

που επικρατεί στους οπλισµούς του πυκνωτή. Για αρχικές  συνθήκες 0i = , όταν 0t =
δηλαδή για (0) 0i =  και (0)U E= (της πηγής) υπολογίζω από τις 

2( ) ( )
R

t
Li t A e tηµ ω ϕ

−
= ⋅ ⋅ ⋅ + , 2( ) ( )

R
t

Li t A e sh tω ϕ
−

= ⋅ ⋅ ⋅ + , 0ϕ = , 
Lω

Ε
Α =

⋅
 και από την 

2
1 2

( ) ( )
R

t
Li t e c c t

−
= ⋅ + ⋅ προκύπτει ότι 

1
0c = , 

2c
L

Ε
= , οπότε ο τύπος της συνάρτησης 

( )i t , για κάθε περίπτωση, δίνεται ως εξής: 

� για την 1η περίπτωση 2
L

R
C

 
<  

 
: 2( )

R
t

L
E

i t e t
L

ηµω
ω

− ⋅
= ⋅ ⋅   

� για την 2η περίπτωση 2
L

R
C

 
>  

 
: 2( )

R
t

L
E

i t e sh t
L

ω
ω

− ⋅
= ⋅ ⋅  

� για την 3η περίπτωση 2
L

R
C

 
=  

 
: 2( )

R
t

L
E

i t e
Lω

− ⋅
= ⋅   

 

Εφαρµογή 7 

Στη ραδιοηλεκτρολογία, αν µια τρίοδη (ή πέντοδη) λυχνία, που στο κύκλωµα ανόδου 

της έχει τοποθετηθεί κύκλωµα ταλαντώσεων (πηνίο αυτεπαγωγής και χωρητικότητας), 

συζευγµένο µε πηνίο συνδεδεµένο στο κύκλωµα εσχάρας–ανόδου, έχει την κατάλληλη 

διεύθυνση και τιµή, το προς ταλάντωση κύκλωµα αρχίζει να ταλαντώνεται, οπότε οι 

ταλαντώσεις του συντηρούνται από τη λυχνία. Ονοµάζω:  

m: την αµοιβαία επαγωγή µεταξύ της αυτεπαγωγής L  του πηνίου της ανόδου 

και της αυτεπαγωγής L′  του πηνίου της εσχάρας,  

1 2
,i i : τις στιγµιαίες τιµές του εναλλασσόµενου ρεύµατος στα πηνία L , L′ , 

i : τη στιγµιαία τιµή του εναλλασσόµενου ρεύµατος στο κύκλωµα ανόδου, 

oV : τη συνεχή τάση της πηγής υψηλής τάσης, 

k : τον συντελεστή ενίσχυσης της λυχνίας, 

ρ : την εσωτερική αντίσταση της λυχνίας 
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      Αποδεικνύεται ότι η διαφορική εξίσωση που δίνει το ρεύµα 
1
( )i t  είναι η  

2

1 1
12

1 0
d i diL km R

L R i
dt C dtρ ρ

   +
⋅ + + ⋅ + ⋅ + =   ⋅   

που είναι µια διαφορική εξίσωση 2ης τάξης 

µε σταθερούς συντελεστές, η οποία µπορεί να απλοποιηθεί στην 
2

1 1 1

2
0

d i di iL km
L R

dt C dt Cρ
 +

⋅ + + ⋅ + = ⋅ 
 επειδή στην πράξη η R  είναι κατά πολύ µικρότερη 

της ρ . Παρατηρώ ότι, η χαρακτηριστική εξίσωση της 
2

1 1 1

2
0

d i di iL km
L R

dt C dt Cρ
 +

⋅ + + ⋅ + = ⋅ 
 είναι η 2

1

1
0L r R r

C
⋅ + ⋅ + = , όπου 

1

L km
R R

C ρ
+

= +
⋅

, µε 0
L km

C ρ
+

≤
⋅

, έχει 2 ρίζες µιγαδικές 
1,2r iα β= − ± , µε 1

2

R

L
α =  και 

21

LC
β α= − . 

Άρα, η γενική λύση ( )i t  είναι µια ηµιτονοειδής συνάρτηση.  

1) Αν  0L k m+ ⋅ > , τότε έχω φθίνουσα ταλάντωση, µε αυξανόµενη απόσβεση. 

2) Αν 
1

0R = , τότε έχω σταθερού πλάτους ταλάντωση µε µηδενική απόσβεση. 

3) Αν 
1

0R < , τότε έχω ρεύµα µε συνεχώς αυξανόµενο πλάτος.  

       Το παραπάνω παράδειγµα (πρόβληµα υπολογισµού της περιόδου  2  T L Cπ= ⋅
των ταλαντώσεων), αποτελεί την αντιπροσωπευτικότερη εφαρµογή των διαφορικών 

εξισώσεων 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές.  

 

Εφαρµογή 8 

Επαγωγική αντίσταση L=0.5 H, συνδέεται σε σειρά µε ωµική αντίσταση R=6 

Ω, µε πυκνωτή C=0.02 F, µε γεννήτρια εναλλασσόµενου ρεύµατος τάσης 24 10tηµ⋅  

V, 0t ≥  και έναν διακόπτη k . 

α) Να οριστεί η διαφορική  εξίσωση του στιγµιαίου φορτίου στον πυκνωτή. 

β) Να βρεθεί το φορτίο και το ρεύµα σε χρόνο t , αν το φορτίο στον πυκνωτή είναι 

µηδέν, όταν ο διακόπτης k  είναι κλειστός στον χρόνο 0t = . 

Λύση 

α) Μαθηµατική διατύπωση  

Η πτώση τάσης λόγω της αντίστασης των 6 Ω, είναι 6
R

E I R I= ⋅ = ⋅    

Η πτώση τάσης λόγω της αντίστασης των 0.5 H, είναι 0.5L

dI dI
E L

dt dt
= ⋅ = ⋅    

Η πτώση τάσης λόγω του πυκνωτή  των 0.02 F, είναι 50
0.02

c

Q Q
E Q

C
= = = ⋅  Οπότε, 

Γράφηµα 12  Τρίοδη λυχνία και κύκλωµα ταλαντώσεων 
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από τον κανόνα του Kirchhoff Ε
R L C

E E E= + + , έχω ( )6 0,5 50 24 10
dI

I Q t
dt

ηµ+ + =  

και επειδή 
dQ

I
dt

= , η ( )6 0,5 50 24 10
dI

I Q t
dt

ηµ+ + = γίνεται  

( )2

2

6 0,5 50 24 10  
dQ d Q

Q t
dt dt

ηµ+ + = ⇒ ( )
2

2
12 100 48 10

d Q dQ
Q t

dt dt
ηµ+ + =  µε 

συνθήκες 0 Q = και 0
dQ

I
dt

= =  κατά την 0t =  

       β) Λύση της ( )
2

2
12 100 48 10

d Q dQ
Q t

dt dt
ηµ+ + =    

Η χαρακτηριστική της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης 

( )
2

2
12 100 48 10

d Q dQ
Q t

dt dt
ηµ+ + =  είναι 2 12 100 0r r+ ⋅ + =  µε ρίζες 

1,2 6 8r i= − ± ⋅ , 

δίνει τη γενική λύση της οµογενούς ( ) ( )6

1 2
8 8t

o
Q e c t c tσυν ηµ−= ⋅ + ⋅⋅      

Υποθέτοντας ότι η µερική λύση της  ( )
2

2
12 100 48 10

d Q dQ
Q t

dt dt
ηµ+ + =  είναι της 

µορφής ( ) ( )10 10pQ A t B tηµ συν= ⋅ + ⋅ , βρίσκω 0A = , 
2

5
B

−
= . Άρα, η γενική λύση 

της ( )
2

2
12 100 48 10

d Q dQ
Q t

dt dt
ηµ+ ⋅ + ⋅ = ⋅  δοθέντος ότι ( )c o pQ Q Q= +  είναι η εξής

( ) ( ) ( )6

1 2

2
8 8 10

5

t

cQ e c t c t tσυν ηµ συν−= ⋅ + ⋅ − ⋅     Από τις αρχικές συνθήκες, 

προσδιορίζονται τα 
1

2

5
c = , 

2

3

10
c =  Άρα, η λύση, είναι 

( ) ( ) ( )
6 2

4 8 3 8 10
10 5

te
Q t t tσυν ηµ συν

−

= + −      

 

7. Αντοχή υλικών 

       Θα αναφερθώ στον τρόπο εξαγωγής του θεµελιώδους τύπου της αντοχής των 

υλικών, δηλαδή της κάµψης των δοκών. Για τον σκοπό αυτό και  για λόγους 

απλούστευσης του εξεταζόµενου προβλήµατος, θεωρώ οριζόντια δοκό, πακτωµένη 

µόνο στο ένα άκρο, ενώ στο άλλο άκρο της δέχεται κατακόρυφο φορτίο F . 

Λύση 

Αν ΟΟ΄ είναι το ουδέτερο στρώµα της δοκού, δηλαδή το στρώµα του οποίου 

δεν µεταβάλλεται το µήκος λόγω του φορτίου F  και αποτελεί τη διαχωριστική 

Γράφηµα 13  Κύκλωµα RLC σε σειρά 
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επιφάνεια της δοκού, που πάνω από αυτήν το υλικό της υφίσταται εφελκυσµό, ενώ 

κάτω από αυτήν κατάθλιψη. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήµα, θεωρήσω ότι η δοκός λόγω της 

κάµψης της είναι τόξο ενός κύκλου, το ουδέτερο (ή µέσο) στρώµα θα έχει µήκος  

ρ θ= ⋅ℓ   όπου ℓ  είναι το αρχικό µήκος της δοκού, το δε στρώµα, που απέχει απόσταση 

y  από το µέσο στρώµα και το µήκος του αυξήθηκε κατά d ℓ , είναι ( )d yρ θ+ = + ⋅ℓ ℓ      

ή    d y yθ
ρ

= ⋅ = ⋅
ℓ

ℓ   µε ανά µονάδα επιµήκυνσης την 
dl y

i
l ρ

= =    Αν S  είναι η τοµή 

της δοκού, a  το πάχος της και dy µια αύξηση της απόστασης y από το µέσο στρώµα, 

τότε στην επιφάνεια dS a dy= ⋅  ασκείται µια δύναµη dF . Η ανά µονάδα επιφάνειας 

δύναµη (η ), είναι 
dF dF

dS a dy
η = =

⋅
. Εφόσον, δεν υπερβαίνει το όριο ελαστικότητας 

(Νόµος Hooke), η i είναι ανάλογη της η , δηλαδή k iη = ⋅  όπου k  σταθερά, που 

ονοµάζεται µέτρο ελαστικότητας E . Οπότε είναι E iη = ⋅ ⇒  
 

dF E y

a dy ρ
⋅

=  και 

 
aE

dF y dy
ρ

=   από όπου το άθροισµα όλων των dF  ισορροπεί το φορτίο F, που 

εφαρµόζεται στο δεξιό µέρος της δοκού.  

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα των ροπών, ως προς το σηµείο Ο, µεταξύ του 

αριστερού και του δεξιού µέρους της δοκού, θεωρώντας το σύστηµα σε ισορροπία, έχω 

 0y dF M− =∫  όπου M F I= ⋅  είναι η ροπή κάµψης. Από την  
aE

dF y dy
ρ

= , 

πολλαπλασιάζοντας και τα 2 µέλη της επί y , παίρνω 
2

  
aE

y dF y dy
ρ

=    

Ολοκληρώνοντας την 
2

  
aE

y dF y dy
ρ

= , λόγω της  0y dF M− =∫ , έχω 

2

0 0
  

h hE
y dF ay dy

ρ
= Μ =∫ ∫   Όµως το 2 2(  )  a dy y dS y=  είναι η ροπή αδράνειας της 

λωρίδας πάχους dy , ως προς το µέσο στρώµα. Αν I  είναι η ροπή αδράνειας της τοµής 

S , ως προς τον άξονα που διέρχεται από το Ο, είναι 2  I ay dy= ∫  και η 

2

0 0
  

h hE
y dF ay dy

ρ
= Μ =∫ ∫  δίνει M

E
I

ρ
= ⋅  Η ακτίνα καµπυλότητας ρ , δίνεται από 

Γράφηµα 14  Περιστροφή οριζόντιας πακτωµένης δοκού 
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τον τύπο 

2 3/2[1 ( ) ]y

y
ρ

′+
=

′′
    Επειδή όµως τα βέλη των δοκών είναι πολύ µικρά, η κλίση 

σε κάθε σηµείο είναι πρακτικά ' 0y = , οπότε από την 

2 3/2[1 ( ) ]y

y
ρ

′+
=

′′
παίρνω 

1

y
ρ =

′′
  

Άρα, από την M
E

I
ρ

= ⋅ έχω E I yM ′′= ⋅ ⋅  δηλαδή 
2

2

d y

dx I

M

E
=

⋅
, που είναι ο 

ζητούµενος τύπος. 

 

8. Υπολογισµός του βέλους µιας δοκού 

      Εφαρµογή του προηγούµενου, αποτελεί ο υπολογισµός του βέλους της κάµψης, 

που τείνει να εµφανίσει µια οριζόντια δοκός, η οποία στηρίζεται και στα δύο της άκρα 

σε στηρίγµατα. Αν πάρω ως άξονα των x τον άξονα της δοκού και ονοµάσω y  την 

κατακόρυφη αποµάκρυνση από την αρχική του θέση (οποιουδήποτε σηµείου της 

δοκού) δηλαδή το βέλος της, έχω όπως στην περίπτωση της πακτωµένης δοκού τον 

τύπο  
2

2

d y

dx I

M

E
=

⋅
  όπου:  

� I  η ροπή αδράνειας της τοµής S  της δοκού, ως προς το κέντρο βάρους της,  

� E  το µέτρο της ελαστικότητας του µετάλλου,  

� Μ το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών όλων των δυνάµεων (που εφαρµόζονται 

δεξιά ή αριστερά της τοµής) που παίρνω σε απόσταση x, όταν στον y περιλαµβάνουµε 

τις ροπές, που οφείλονται στην αντίδραση των στηριγµάτων  

� ρ  η ακτίνα καµπυλότητας της δοκού σε ένα οποιοδήποτε σηµείο τετµηµένης 

x.  Ολοκληρώνοντας, 2 φορές, τη διαφορική εξίσωση (µε σταθερό το 2ο µέλος) παίρνω 

το βέλος ( y ) της δοκού, σε κάθε σηµείο της. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 9 

Έστω οριζόντια δοκός µήκους ℓ , που πάνω της κατανέµεται οµοιόµορφα 

φορτίο F , ανά µονάδα µήκους. Παίρνω µια τοµή Μ σε απόσταση x  από το στήριγµα 

Ο, το οποίο όπως και το στήριγµα Κ ασκούν αντίδραση ίση µε 
1

2
F ⋅ ℓ . Η ροπή κάµψης 

Μ που οφείλεται στις 2 δυνάµεις που είναι αριστερά του Μ, βρίσκεται, ως προς το 

σηµείο Μ, ίση µε 21 1

2 2
M F x F x= ⋅ ⋅ − ⋅ℓ  διότι, το φορτίο, που κατανέµεται σε όλο το 

µήκος x  είναι F x⋅  και η ροπή του ως προς την τοµή Μ, είναι 21

2 2

x
F x F x⋅ ⋅ = ⋅ , 

Γράφηµα 15  Βέλος δοκού y 
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επειδή ως προς το Μ, η ροπή του φορτίου αυτού είναι αντίθετης διεύθυνσης προς την 

1

2
F ⋅ ℓ , που αντιδρά στο αριστερό µέρος.  

Άρα, ο τύπος 
2

2

d y

dx I

M

E
=

⋅
 δίνει 

2 2

2

1

2 2

d y F x Fx

dx EI

 
= − 

 

ℓ
 την οποία, 

ολοκληρώνοντας 2 φορές, βρίσκω πρώτα 
2 3

1
2 2 6

dy F x Fx
EI c

dx
= − +
ℓ

 και µετά 

3 4

1 2
2 6 24

F x Fx
EIy c x c= − + +

ℓ
 Η 

3 4

1 2
2 6 24

F x Fx
EIy c x c= − + +

ℓ
 όταν 0x = , 0y =  δίνει 

2
0c =  και όταν x l= , 0y =  δίνει 

3

1
24

F l
c

⋅
= − , οπότε η 

3 4

1 2
2 6 24

F x Fx
EIy c x c= − + +

ℓ
 

γίνεται 
3 4 3

12 24 24

F x Fx F x
EIy = − −

ℓ ℓ
    

Το βέλος όµως y ,  γίνεται µέγιστο στο µέσο της δοκού, δηλαδή σε απόσταση 

2
xΟΜ = =
ℓ

 και η τιµή του αυτή 
max

y , είναι το βέλος που αποκτά η δοκός. Αυτή είναι 

4 4

max

5

384

F
y k

E I I

⋅ ⋅
= = ⋅

⋅ ⋅
ℓ ℓ

 άρα, µεταβάλλεται κατά αντίστροφο λόγο προς τη ροπή 

αδράνειας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9. Εξίσωση της ελαστικής καµπύλης και µέγιστη εκτροπή 

       Οριζόντια δοκός που στηρίζεται στα 2 άκρα της, φορτίζεται κάθετα προς τον άξονα 

της. Το βέλος που σχηµατίζεται από την επίδραση των δυνάµεων του φορτίου, 

ονοµάζεται ελαστική καµπύλη και αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο των κέντρων των 

διατοµών της δοκού, που είναι κάθετες προς τον άξονά της. Από τη µηχανική, είναι 

γνωστό ότι η εξίσωση της ελαστικής καµπύλης είναι 
E I

R
M

⋅
=  όπου  

� R  η ακτίνα καµπυλότητας της καµπύλης,  

� E  το µέτρο ελαστικότητας του υλικού της δοκού,  

� I  η ροπή αδράνειας στο τυχόν σηµείο,  

�M  η ροπή κάµψης.  

Αν στην 
2

2

d y

dx I

M

E
=

⋅
, που δίνει το R, παραλείψω το ( )2

y′  (διότι η κλίση της ελαστικής 

καµπύλης είναι µικρή) τότε η 
E I

R
M

⋅
=  δίνει τη διαφορική εξίσωση 2ης τάξης 

Γράφηµα 16  Μέγιστο βέλος δοκού ymax 
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1
"

"

E I M
y

y M E I

⋅
= ⇒ =

⋅
  µε τη βοήθεια της οποίας είναι δυνατό να επιλύσω τα 

προβλήµατα που αφορούν την κάµψη της δοκού. 

 

Εφαρµογή 10 

Οριζόντια δοκός µήκους  ΑΒ = ℓ  στηρίζεται ελεύθερα στα 2 άκρα της Α, Β και 

φορτίζεται µε φορτίο q , ανά µονάδα µήκους. Να βρεθεί η εξίσωση της ελαστικής 

καµπύλης και η µέγιστη εκτροπή. 

Λύση 

Λαµβάνω ένα σύστηµα ορθογώνιων αξόνων στο οποίο η οριζόντια διεύθυνση 

της δοκού ταυτίζεται µε τον άξονα Ox  και η αρχή των συντεταγµένων µε το αριστερό 

άκρο της δοκού Α. Το συνολικό φορτίο της δοκού είναι qℓ . Οι αντιδράσεις κατά µήκος 

του άξονα των x  είναι µηδέν, ενώ κατά τον άξονα των y  στις στηρίξεις Α, Β έχουν 

άθροισµα µηδέν. Άρα, 
1 2

0R R q+ − =ℓ , ή λόγω συµµετρίας 
1 2

2

q
R R= =

ℓ
 

Αν ( ),x yΓ  είναι ένα τυχόν σηµείο της ελαστικής καµπύλης, τότε στο τµήµα 

ΑΓ αυτής δρουν οι δυνάµεις:  

α) 
1

2

q
R =

ℓ
 σε απόσταση x  από το Γ και µε φορά προς τα πάνω (λαµβανόµενη 

ως θετική). 

β) 
2

qx
R =  συγκεντρωµένη στο µέσο του τµήµατος ΑΓ (δηλαδή σε απόσταση 

2

x
) και µε φορά προς τα κάτω (λαµβανόµενη ως αρνητική). 

 

Επειδή η ροπή κάµψης στο σηµείο Γ είναι ίση µε το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών 

στα σηµεία Ο, Γ, έχω 
2

2 2 2 2

q q q x qx
M x x= ⋅ − ⋅ = −

ℓ ℓ ℓ
Άρα, µε βάση την 

2

2

d y

dx I

M

E
=

⋅
 

λαµβάνω τη διαφορική εξίσωση 
2

2 2

q x qx
y

 
′′ = − 

 

ℓ
ℓ  που είναι της µορφής ( )

( )
n

y f x=  

Γράφηµα 17  Μέγιστη εκτροπή οριζόντιας δοκού 
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Η 1η ολοκλήρωση δίνει 
2 3

1
2 2 3

q x x
y c

E I

 
′ = − + ⋅  

ℓ
 και η 2η ολοκλήρωση δίνει 

3 4

1 2
2 6 12

q x x
y c x c

EI

 
⋅= − + + 

 

ℓ
     

       Στα στηρίγµατα Α, Β έχω τις αρχικές συνθήκες για 0x = , 0y =  και για 1x = , 

0y = . Με αντικατάσταση στην 
3 4

1 2
2 6 12

q x x
y c x c

EI

 
⋅= − + + 

 

ℓ
, βρίσκω 

2
0c = , 

3

1
24

q
c

E I

−
=

⋅
ℓ

 οπότε η 
3 4

1 2
2 6 12

q x x
y c x c

E I

 
= − + + ⋅

⋅
 

ℓ
 γίνεται 

( )3 4 32
24

q
y x x x

E I
= − −

⋅
ℓ ℓ . Η µέγιστη εκτροπή λόγω συµµετρίας, βρίσκεται στο 

µέσο της καµπύλης 
2

x =
ℓ

, ισούται µε 
4

max

5

384

q
y

EI

−
=

ℓ
 και έχει αρνητική φορά. 

 

10. Υδροστατική 

      Θα µελετήσω την κίνηση ενός υγρού που ισορροπεί εντός σωλήνα σχήµατος U, 

όταν η ελεύθερη του επιφάνεια έχει αποµακρυνθεί κατά x  από την αρχική του στάθµη 

της κατάστασης της ηρεµίας, υπό την επίδραση δύναµης F . Θεωρώ τις τριβές 

αµελητέες, για αυτό το υγρό που περιέχει ο σωλήνας µπορεί να είναι οποιοδήποτε.  

Αν S η διατοµή του σωλήνα, ℓ  το µήκος του, που έχει καταλάβει το υγρό και ( µ ) η 

ανά µονάδα όγκου µάζα του υγρού, τότε, η κινητήρια δύναµη F , που αντιστοιχεί προς 

το βάρος της στήλης ύδατος ύψους 2x , είναι 2F S x gµ= ⋅ ⋅ ⋅   και η µάζα m  του υγρού 

είναι m S µ= ⋅ ⋅ℓ    

       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα, ο θεµελιώδης νόµος της κίνησης που εκφράζεται από την εξίσωση 

F m α= ⋅ , δίνει 
2

2
2

d x
S x g m

dt
µ− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  του σηµείου, ( − ) οφειλόµενου στο ότι η F  

έχει φορά τη φορά της µετατόπισης, δηλαδή από την αρχική στάθµη 
0 0

Α Β , προς το Α 

για το αριστερό σκέλος του σωλήνα ή προς το Β για το δεξιό σκέλος του σωλήνα.  

Γράφηµα 18  Σωλήνας U 
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Η 
2

2
2

d x
S x g m

dt
µ− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅   από την m S µ= ⋅ ⋅ℓ , γίνεται 

2

2
2

d x
S x g S l

dt
µ µ− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ , ή 

2

2

2d x g
x

dt

−
=
ℓ

, ή 
2

2

2
0

d x
k x

dt
+ = ,  όπου 

2 2g
k =

ℓ
 Από 

την 
2

2

2
0

d x
k x

dt
+ =  συµπεραίνω ότι έχω µια διαφορική εξίσωση της οικογένειας των 

ηµιτονοειδών γραµµών, δηλαδή µια αµείωτη ελεύθερη αρµονική ταλάντωση, µε 

ανάλογο τον υπολογισµό της περιόδου του εκκρεµούς, µήκους 
2

ℓ
, οπότε  για το υγρό 

είναι 
0

( )x x k tηµ φ= ⋅ ⋅ −  και 
2

2
2

T
k g

π
π= =
ℓ

, όπου η T  είναι ανεξάρτητη των S , 

µ  δηλαδή της φύσης του υγρού, γεγονός που δεν θα συµβαίνει αν λάβω υπόψη τις 

τριβές και εποµένως την απόσβεση της ταλάντωσης του υγρού µέσα στον σωλήνα. 

 

11. Θερµότητα 

     Μια ράβδος Ρ, θεωρητικά πολύ µεγάλου (άπειρου) µήκους, είναι πακτωµένη σε 

σώµα Σ (π.χ. τοίχο), του οποίου η θερµοκρασία είναι ανώτερη από εκείνη του 

περιβάλλοντος (αέρα). Να µελετηθεί η κατανοµή της θερµοκρασίας κατά µήκος της 

ράβδου, όταν αποκατασταθούν σταθερές συνθήκες. Η θερµότητα από το σώµα Σ, 

διαδίδεται διά της ράβδου Ρ, η οποία συγχρόνως ψύχεται υπό την επενέργεια του 

περιβάλλοντος αέρα. 

               Έστω ότι  για το σηµείο Β, που απέχει από την αρχή Α απόσταση x , η 

διαφορά της θερµοκρασίας του από αυτήν του περιβάλλοντος είναι θ . Ζητάµε τη 

συνάρτηση ( )f xθ = . Κατά τον Fourier, αν x dx+  η απόσταση ΑΓ, που η 

θερµοκρασία έγινε dθ θ+ , η ποσότητα της θερµότητας που περνά, δια αγωγιµότητας, 

από τη διατοµή S της ράβδου στην απόσταση x , είναι κατά τη διάρκεια 1 sec ίση µε, 

d
Q k S

dx

θ
= − ⋅ ⋅  όπου: 

� k  ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας, που εξαρτάται από το υλικό της 

ράβδου (ισούται µε  την ποσότητα της θερµότητας, που διέρχεται ανά δευτερόλεπτο 

από διατοµή 21cmσ = και για διαφορά θερµοκρασίας 1 βαθµού µεταξύ 2 διατοµών, 

που απέχουν 1 cm) 

� το ( − ) είναι  λόγω της ελάττωσης  του θ , όταν αυξάνει η απόσταση x. Σε 

απόσταση ( )x dx+  η ποσότητα, που δίνεται από την 
d

Q k S
dx

θ
= − ⋅ ⋅  γίνεται 

Γράφηµα 19  Θέρµανση ισοπαχούς και οµογενούς οριζόντιας δοκού 
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( )
d

Q dQ k d S
dx

θ θ− = − ⋅ − ⋅  ή   
2

2

d d
Q dQ k S k dx S

dx dx

θ θ
− = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅   όπου η ποσότητα 

2

2

d
dQ k dx S

dx

θ
= − ⋅ ⋅ ⋅  χάνεται, διά µεταφοράς, από την παράπλευρη επιφάνεια του 

τµήµατος ΒΓ, µήκους dx , της ράβδου. Αν ρ η περίµετρος της διατοµής του τµήµατος 

ΒΓ, α ο συντελεστής εξωτερικής θερµικής απώλειας, που εξαρτάται από την πυκνότητα 

της παράπλευρης επιφάνειας, του χρώµατος της και γενικά της φύσης του τµήµατος 

αυτού, η ποσότητα dQ  υπολογίζεται και ως ακολούθως:   

       Το τµήµα ΒΓ έχει (εξωτερική) παράπλευρη επιφάνεια ίση µε ( )p dx⋅ , οπότε αν η 

θερµοκρασία του περιβάλλοντος είναι 0o C , η ποσότητα της θερµότητας, ανά 

δευτερόλεπτο, που χάνεται είναι dQ dxα θ ρ= − ⋅ ⋅ ⋅  Από  τις
2

2

d
dQ k dx S

dx

θ
= − ⋅ ⋅ ⋅ , 

dQ dxα θ ρ= − ⋅ ⋅ ⋅  παίρνω  
2

2

d
k dx S dx

dx

θ
α θ ρ− ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ,   ή  

2

2

d
k S

dx

θ
α θ ρ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ,   ή    

2

2
0

d

dx k S

θ α ρ
θ− ⋅ ⋅ =  Η 

2

2
0

d

dx k S

θ α ρ
θ− ⋅ ⋅ = , θέτοντας 2 ( 0)m m

k S

α ρ
⋅ = >  γίνεται 

2
2

2
0

d
m

dx

θ
θ− ⋅ =   που είναι µια οµογενής γραµµική διαφορική εξίσωση 2ης τάξης, µε 

σταθερούς συντελεστές. Η 
2

2

2
0

d
m

dx

θ
θ− ⋅ =  έχει γενική λύση την 1 2

mx mxc e c eθ −= +  

διότι η χαρακτηριστική της 
2

2

2
0

d
m

dx

θ
θ− ⋅ =   (για rxeθ = ) είναι 2 2 0r m− = , άρα έχει 

( 0)∆ >  2 ρίζες 
1 2
r r R≠ ∈ , τις 

1,2r m= ± . Για αρχικές συνθήκες 0x = , 
0

θ θ= , η 

2
2

2
0

d
m

dx

θ
θ− ⋅ =  δίνει 

0 1 2
c cθ = + ,  στην περίπτωση δε, που η ράβδος είναι άπειρου 

µήκους ( )x = ∞ , οπότε είναι 0θ = ,  έχω 
1

0c =  και η λύση γίνεται 
0

mxeθ θ −= ⋅ ,  δηλαδή 

παρατηρώ εκθετική µεταβολή (ελάττωση) της θερµοκρασίας.  Η εφαρµογή που 

αναπτύξαµε παραπάνω, συναντάται σε αρκετά όργανα µετρήσεων, τα οποία 

χρησιµοποιεί η επιστήµη και η τεχνική.  

Η βιολογία, χρησιµοποιεί όργανο  το οποίο σαν κύριο εξάρτηµα έχει αρκετά 

λεπτό µεταλλικό έλασµα, της µορφής του σχήµατος. Η θερµότητα, που 

προσλαµβάνεται από κάποια πηγή στο σηµείο Α, από το όργανο, διαχέεται στο έλασµα. 

Όντας η θερµότητα αυτή στο Α σταθερή, µετράµε σταθερές επίσης θερµοκρασίες στα 

σηµεία Β, Γ, ∆, Ε, Ζ, ... του ελάσµατος, πάντα όµως, µεταβαλλόµενες (ελαττωµένες 

εκθετικά) συναρτήσει της απόστασης τους από το Α. 

                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 20  Μεταλλικό έλασµα 
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12. Καµπυλότητα – Ακτίνα καµπυλότητας   

      Η καµπυλότητα u  µιας επίπεδης καµπύλης ( )y f x=  ορίζεται από τον λόγο 
dy

dx
, 

και λόγω yεϕ  είναι η κλίση της εφαπτοµένης στο σηµείο της καµπύλης που απέχει  

απόσταση S από ένα σταθερό σηµείο της. Ο αντίστροφος λόγος 
1

R
u

= , ονοµάζεται  

ακτίνα καµπυλότητας. Επειδή 
dy

y
dx

εϕ= , έχω ( )
2

2 2

2
1

dyd y
y

d

dy ds
y

dx ds dxx
εϕτεµ = + ⋅ ⋅= ⋅  

Αλλά 

2 2

1
d d

x

y

dx

s

d

   = +   
   

   οπότε λαµβάνω τον τύπο 

3/2
2

2 3/2

2

2

1
1 (1 )

dy

dx y
R

d yu y

dx

 +  
  ′+

= = =
′′

  

Το κέντρο καµπυλότητας βρίσκεται πάντα προς το µέρος, προς το οποίο η καµπύλη 

στρέφει τα κοίλα. Έχει συντεταγµένες 
( )2
' 1 '

"
K

y y
x x

y

+
= + , 

( )2" 1 '

"
K

y y y
y x

y

⋅ ± +
= +     

Η ακτίνα καµπυλότητας, ενώ έχει την ίδια διεύθυνση µε την κάθετο της καµπύλης, 

είναι: 

� οµόρροπη προς αυτήν όταν τα ,y y′′είναι ετερόσηµα,  

� αντίρροπη δε προς αυτή όταν τα ,y y′′  είναι οµόσηµα.  

Προβλήµατα που περιέχουν τις παραπάνω έννοιες οδηγούν σε διαφορικές εξισώσεις 

2ης τάξης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 11 

Να βρεθεί η καµπύλη της οποίας η ακτίνα καµπυλότητας ισούται µε το µέρος 

της καθέτου που βρίσκεται µεταξύ της καµπύλης και του άξονα x. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 

Γράφηµα 21  Κέντρο καµπυλότητας 
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Από την 

3/2
2

2 3/2

2

2

1
1 (1 )

dy

dx y
R

d yu y

dx

 +  
  ′+

= = =
′′

έχω 
( )3/2

21 '

"

y
R

y

+
=  Εξάλλου από την 

2 2

1
d d

x

y

dx

s

d

   = +   
   

είναι ( ) 2
1 'y yΜΑ = ⋅ + Επειδή θέλω να είναι R MA=±  (σχήµατα 

(α), (β)) έχω τη διαφορική  εξίσωση  
( )( )

( ) ( )

3/22

2 2

'

1
1 1

y
y y y y

y
y

′+
′ ′ ′′= ± + ⇒ + = ± ⋅

, θέτοντας y p′ = ,  
dp

y p
dy

′′ = ⋅  η ( )2
1 y y y′ ′′+ = ± ⋅  γίνεται 

2

2
1

1

dp dy p
p p y dp

dy y p
+ = ± ⋅ ⋅ ⇒ = ± ⋅

+
 στην οποία οι µεταβλητές χωρίζονται. Άρα, 

έχω τις λύσεις 2 2 2

1 (1 )c p y+ = , 

2
21

21

c
y

p
=

+
  

Στις διαφορικές εξισώσεις 

2
21

21

c
y

p
=

+
, οι µεταβλητές και πάλι χωρίζονται, 

οπότε έχω αντίστοιχα τις λύσεις 2
1

1

cosh
x c

y c
c

−
= ⋅  και 2 2 2

2 1( )x c y c− + =   Συνεπώς, 

καµπύλες µε τη δοθείσα ιδιότητα, είναι αλυσοειδείς ή  κύκλοι µε τα κέντρα τους πάνω 

στον άξονα x. 

 

Εφαρµογή 12 

Να οριστεί η καµπύλη, που η ακτίνα καµπυλότητας σε κάθε σηµείο της 

( ),x yΜ  είναι ίση µε την κάθετο στο Μ και της ίδιας φοράς µε αυτήν. 

Λύση 

Επειδή η ακτίνα στο σηµείο ( ),M x y  δίνεται από τον τύπο 
( )

1
2 2

1
,

y
R

y

 ′+ =
′′

το δε 

µήκος ΚΜ  της καθέτου, στο ίδιο σηµείο, µέχρι τον άξονα x x′ είναι ΚΜ =

( )
1

2 2
1y y ′⋅ +   και έχουν την ίδια φορά, είναι  

( )
( )

1
2 2

1
2 2

1
1

y
y y

y

 ′+   ′= ⋅ + ′′
    

Μετά τις πράξεις, η εξίσωση 
( )

( )

1
2 2

1
2 2

1
1

y
y y

y

 ′+   ′= ⋅ + ′′
γίνεται ( )2

1 0y y y′′ ′⋅ + + =  

είναι µία γραµµική διαφορική εξίσωση µε µεταβαλλόµενους συντελεστές, που 

γράφεται ως 

( )2
1y y y′′ ′⋅ + = −    το 1ο µέλος είναι η παράγωγος της συνάρτησης  y y′⋅ , δηλαδή είναι 

µια τέλεια (πλήρης) διαφορική εξίσωση. Ολοκληρώνοντας αυτήν, παίρνω 
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1 0y y x c′⋅ + − = ⇔ ( )1 0y dy x c dx⋅ + − = ⇔ ( )
2

2

1

1

2 2

y
x c c+ − = ⇔ ( )

1

2
2

2x c y c− + =   

που είναι µία οικογένεια κύκλων µε κέντρα ( )1, 0c  δηλαδή πάνω στον άξονα x x′  

 

Εφαρµογή 13 

Να οριστεί η καµπύλη, που η ακτίνα καµπυλότητας σε κάθε σηµείο ( ),x yΜ

είναι ίση µε την κάθετο στο Μ, αντίθετης  φοράς µε αυτήν. 

Λύση 

Σε αντίθεση µε την προηγούµενη εφαρµογή, επειδή η ακτίνα καµπυλότητας και 

η κάθετος στο ( ),x yΜ  δεν έχουν την ίδια φορά, καταλήγω στη σχέση 

( )
( )

3
2 2

1
2 2

1
1

y
y y

y

 ′+   ′= ⋅ + ′′
 που δίνει την ( )2

y y 1 0y′′ ′⋅ − − =                                                              

Από την οποία θέτοντας όπου y p′ = , προκύπτει 
dp dp dy dp

y p p
dx dy dx dy

′′ ′= = = ⋅ = ⋅ , 

Παίρνω 2 1 0
dp

y p p
dy

⋅ ⋅ − − = ⇔
2 1

p dp dy

p y

⋅
= ⇔

+
( )21

ln 1 ln
2

p y c+ = + ⇔

2 2 2
11 ln cp c y cµε+ = ⋅ =  Από την 2 2 2

11 ln cp c y cµε+ = ⋅ =  παίρνω τελικά 

2 2

1 1p c y= ± ⋅ −   2 2

1 1
dy

ή c y
dx

= ± ⋅ − ⇔
2 2

1 1

dy
dx

c y
=

± ⋅ −
  Ολοκληρώνοντας 

την 
2 2

1 1

dy
dx

c y
=

± ⋅ −
 έχω ( )1 1 2arch c y c x c⋅ = ± + ⇔ ( )1 2 1ch c x c c y± + = ⋅ ⇔

( )1 2

1

1
y ch c x c

c
= ⋅ ± = ⇔ ( ) ( )1 2 1 2

1

1

2

c x c c x c
y e e

c

± + − ± + 
  

= ⋅ +

( ) ( )1 1

2
ή y e e

Β±Χ − Β±Χ
Α Α

 Α
= ⋅ + 

 
,  όπου 2

1 1

1
,

c

c c
Α = Β =  

 

13. Ταλαντώσεις 

      Οι ταλαντώσεις φυσικών συστηµάτων, µελετώνται µε βάση τις γραµµικές 

διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές που έχουν τη γενική µορφή 

1 2 ( )x a x a x f t+ + =ɺɺ ɺ . Η συνάρτηση ( )f t  και οι συντελεστές 1α , 2α  θεωρούνται 

γνωστά, οι δε συµβολισµοί xɺɺ, xɺ  σηµαίνουν 

2

2

d x

dt
,  

dx

dt
 αντίστοιχα.  Αν στη διαφορική 

εξίσωση 1 2 ( )x a x a x f t+ + =ɺɺ ɺ είναι ( ) 0f t =  τότε η ταλάντωση λέγεται ελεύθερη, ενώ 

όταν ( ) 0f t ≠  η ταλάντωση καλείται εξαναγκασµένη. Ειδικότερες µορφές 

ταλαντώσεων στις παραπάνω περιπτώσεις είναι δυνατό να προκύψουν από τη 

διερεύνηση των ριζών της αντίστοιχης χαρακτηριστικής εξίσωσης της διαφορικής 

εξίσωσης 1 2 ( )x a x a x f t+ + =ɺɺ ɺ  . Για τη µελέτη των ταλαντώσεων θα χρησιµοποιήσω 

πρώτα ένα απλό µηχανικό σύστηµα και έπειτα θα µεταφέρω τα συµπεράσµατα, που 

είναι εντελώς ανάλογα, σε ένα ηλεκτρικό σύστηµα. 
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13.1 Ταλαντώσεις ελατηρίου 

       Το µηχανικό σύστηµα που θα εξετάσω, αποτελείται από ένα ελικοειδές ελατήριο, 

στο ένα άκρο του οποίου έχει συνδεθεί µια µάζα, ενώ το άλλο άκρο  του έχει στερεωθεί 

έτσι ώστε όταν το σύστηµα ισορροπήσει, να βρίσκεται σε κατακόρυφη θέση. Θέτω σε 

κίνηση τη µάζα m  µε µια αρχική ταχύτητα 
o

u  σε απόσταση 
o

x  από τη θέση 

ισορροπίας, ενώ συγχρόνως εφαρµόζω πάνω σε αυτή µια εξωτερική δύναµη ( )f t , 

προς τη διεύθυνση της κατακορύφου. 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για ευκολία, εκλέγω ως θετική φορά των x , τη φορά προς τα κάτω και ως αρχή 

το κέντρο της µάζας m  στη θέση ισορροπίας ( 0)x = . Υποθέτω  ότι στη µάζα m  

ενεργούν κατά τη χρονική στιγµή t , εκτός από τη δύναµη ( )f t και οι δυνάµεις: 

α) Μια δύναµη επαναφοράς, που οφείλεται στην ελαστικότητα του ελατηρίου 

και σύµφωνα µε τον νόµο του Hooke είναι kx− , όπου  0k >  είναι η σταθερά του 

ελατηρίου. 

β) Μια 3η δύναµη, π.χ. η αντίσταση του αέρα ή η τριβή, που είναι ανάλογη  της 

ταχύτητας αλλά έχει αντίθετο πρόσηµο, η bx−  όπου 0b >  η σταθερά της αναλογίας. 

Άρα, σύµφωνα µε τα ανωτέρω, τη χρονική στιγµή t  ενεργεί  στη µάζα m  

συνολικά η δύναµη  ( )F x bx f tκ= − − + . Από τον νόµο του Newton γνωρίζω ότι 

F m x− ⋅ ɺɺ  . Από τις ( )F x bx f tκ= − − +  και F m x− ⋅ ɺɺ  προκύπτει η διαφορική εξίσωση 

του συστήµατος ( )m x x bx f tκ⋅ = − − +ɺɺ ɺ  ή ( )m x bx x f tκ⋅ + + =ɺɺ ɺ   που είναι γραµµική 

2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές. Εφόσον το σύστηµα τη χρονική στιγµή 0t =  

ξεκινά µε αρχική ταχύτητα 
o

u  και από µια αρχική θέση 0x , οι αρχικές συνθήκες για τη 

µελέτη των λύσεων της ( )m x bx x f tκ⋅ + + =ɺɺ ɺ  είναι (0)
o

x x= , (0)
o

ux′ =  

      Στην ( )m x bx x f tκ⋅ + + =ɺɺ ɺ , η επίδραση της βαρύτητας στη µάζα m  δεν 

εµφανίζεται µε ιδιαίτερο όρο, αλλά το αποτέλεσµα της υπολογίζεται αυτόµατα, εφόσον 

η µέτρηση του x  γίνεται από τη θέση ισορροπίας ( 0)x = του συστήµατος. Αν 

διαιρέσω την  ( )m x bx x f tκ⋅ + + =ɺɺ ɺ  δια m  και θέσω  2
b

a
m

= , 2

m

κ
γ = , 

( )
( )

f t
F t

m
= , 

αυτή γράφεται 2 ( )2 xx ax F tγ+ + =ɺɺ ɺ  και είναι της γενικής µορφής 1 2 ( )x a x a x f t+ + =ɺɺ ɺ

. Η χαρακτηριστική εξίσωση της 2 ( )2 xx ax F tγ+ + =ɺɺ ɺ  είναι 2 22 0r ar γ+ + =  µε ρίζες 

2 2

1r a a γ= − + −  και 2 2

2r a a γ= − − − . 

Άρα, η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαφορικής εξίσωσης, 

εξαρτάται από το πρόσηµο της διακρίνουσας 2 2a γ∆ = − . Με βάση τα ανωτέρω, θα 

εξετάσω πρώτα την περίπτωση που έχω ελεύθερη ταλάντωση, δηλαδή όταν είναι 

Γράφηµα 23  Κατακόρυφη ταλάντωση ελατηρίου 
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( ) 0F t = , οπότε η 2 ( )2 xx ax F tγ+ + =ɺɺ ɺ  γίνεται 22 0x ax xγ =+ +ɺɺ ɺ . ∆ιακρίνω τις 

περιπτώσεις: 

1) a γ> . Τότε 2 2 2 0a γ β− = > , οι 2 ρίζες 1r , 2r  είναι πραγµατικές και 

αρνητικές ( 0)a > . Άρα, η γενική λύση της 22 0x ax xγ =+ +ɺɺ ɺ  είναι 

1 2( )at t tx e c e c eβ β− −= ⋅ +   Από την 
1 2( )at t tx e c e c eβ β− −= ⋅ + προκύπτει ότι η επιµήκυνση 

x  τείνει ασυµπτωτικά προς το µηδέν όταν t → ∞  για οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες. 

Τούτο σηµαίνει ότι η κίνηση δεν έχει µορφή ταλαντώσεων περί τη θέση της ισορροπίας 

(απεριοδική κίνηση µε ισχυρή απόσβεση). 

2) α γ= . Τότε 2 2 0a γ− = , οι δε ρίζες της είναι πραγµατικές και ίσες µε α− . 

Η γενική λύση είναι 
1 2( )atx e c c t−= + ⋅⋅  Η επιµήκυνση και εδώ τείνει ασυµπτωτικά 

προς το µηδέν όταν t → ∞ , αλλά µε µικρότερη ταχύτητα (Απεριοδική κίνηση µε 

κρίσιµη απόσβεση). 

3) a γ< . Τότε 2 2 2 0a γ β− = − <  και οι ρίζες είναι µιγαδικές και συζυγείς. Η 

γενική λύση είναι 
1 2( )atx e c t c tσυνβ ηµβ−= ⋅ ⋅+  ή βάζοντας 1c c ηµϕ= ⋅ , 

2c c συνϕ= ⋅  είναι ( )atx e c t c tηµϕ συνβ συν ϕηµβ−= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⇒ ( )atx c e tηµ β ϕ−= ⋅ ⋅ +                 

        Το τριγωνοµετρικό µέρος της λύσης ( )atx c e tηµ β ϕ−= ⋅ ⋅ +  δείχνει ότι η κίνηση 

στην περίπτωση αυτή είναι αρµονική, µε περίοδο 
2π
β

 και συχνότητα 
2

β
π

. Ο παράγων 

ate−  φανερώνει και εδώ ότι έχω απόσβεση των ταλαντώσεων (περιοδική κίνηση µε 

ασθενή απόσβεση). Επειδή ( ) 0f t = , η συχνότητα της κίνησης ονοµάζεται φυσική 

συχνότητα του συστήµατος. Το παρακάτω σχήµα, παριστάνει γραφικά τις λύσεις της 

διαφορικής εξίσωσης στις περιπτώσεις που έχω κρίσιµη και ασθενή απόσβεση. 

4) 0a = . Στην περίπτωση αυτή η 2 ( )2 xx ax F tγ+ + =ɺɺ ɺ  γίνεται 2 0x xγ+ =ɺɺ , οι 

δε ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι iγ± . Άρα, η γενική λύση της είναι 

1 2x c t c tσυνγ ηµγ+⋅ ⋅=     ή    sin( )x A tγ ϕ= ⋅ +  Η sin( )x A tγ ϕ= ⋅ +  είναι η εξίσωση 

της απλής αρµονικής κίνησης της οποία ακολουθεί το σύστηµα. 

Θα εξετάσω την περίπτωση που ( ) 0f t ≠ , δηλαδή όταν έχω εξαναγκασµένη 

ταλάντωση. Επειδή η 2 ( )2 xx ax F tγ+ + =ɺɺ ɺ είναι πλήρης διαφορική εξίσωση, η γενική 

της λύση είναι 
ox x xµ− + , όπου 

o
x είναι η  γενική λύση της οµογενούς,  

xµ είναι η µερική λύση της πλήρους. 

Γράφηµα 24  Κρίσιµη και ασθενής απόσβεση 



38 

 

Στις πρακτικές εφαρµογές, µια συνήθης µορφή της ( )f t  είναι 

( ) ( )f t tηµ ω σ= Α ⋅ +  όπου Α, ω, σ είναι σταθερές. Ας λάβω 
2

π
σ = , τότε είναι 

( )f t A tσυνω= ⋅ . Μια µερική λύση της 2 ( )2 xx ax F tγ+ + =ɺɺ ɺ  είναι η ακόλουθη: 

1 1

1 1

2 2

1 1

x A t B t

x A t B t

x A t B t

µ

µ

µ

συνω ηµω

ω ηµω ω συνω

ω συνω ω ηµω

 = ⋅ + ⋅
  

= − ⋅ + ⋅ 
 

= − ⋅ − ⋅  

ɺ                                             (1) 

Μετά την αντικατάσταση των ( )f t A tσυνω= ⋅  και (1) στη διαφορική εξίσωση, έχω 
2 2

1 2 2 2 2 2( ) 4
A A

γ ω
γ ω α ω

−
= ⋅

− +
,  1 2 2 2 2 2

2

( ) 4
B A

αω
γ ω α ω

= ⋅
− +

 Τα Α1, Β1 γράφονται 

απλούστερα µε τη βοήθεια των αντικαταστάσεων:  

 2 2 2 2 2 2( ) 4r γ ω α ω= − + ,   a= 2αω ,  b= 2 2γ ω− ,  c=r όπου 

a,b,c πλευρές ορθογωνίου τριγώνου. Έτσι έχω 

2a

c r

αω
ηµλ = = ,  

2 2b

c r

γ ω
συνλ

−
= =   Άρα, οι 

2 2

1 2 2 2 2 2( ) 4
A A

γ ω
γ ω α ω

−
= ⋅

− +
, 1 2 2 2 2 2

2

( ) 4
B A

αω
γ ω α ω

= ⋅
− +

 

γράφονται 

2 2

1 2

A
A A

r r

γ ω
συνλ

−
= ⋅ = ⋅ , 

1 2

2 A
B A

r r

αω
ηµλ= =  άρα, η µερική λύση xµ , 

γίνεται ( ) ( )A A
x t t

r r
µ συνλ συν ω ηµλ ηµ ω= ⋅ + ⋅ ⇒ ( )

A
x t

r
µ συν ω λ= −  Αν τώρα 

πάρω ως γενική λύση ox  της οµογενούς, µια από τις περιπτώσεις που είδα στις 

ελεύθερες ταλαντώσεις π.χ. την περίπτωση 3, η γενική λύση της ( )( )f t A tσυν ω=  

είναι ( ) ( )t A
x x x x c e t t

r

α
ο µ ηµ β ϕ συν ω λ−= + ⇒ = ⋅ ⋅ + + ⋅ −  όπου A, c, φ, ω είναι 

σταθερές, τα δε r, λ προσδιορίζονται από τις σχέσεις 2 2 2 2 2 2( ) 4r γ ω α ω= − + ,  

2a

c r

αω
ηµλ = = και 

2 2b

c r

γ ω
συνλ

−
= =  Από την 

( ) ( )t A
x c e t t

r

α ηµ β ϕ συν ω λ−= ⋅ ⋅ + + ⋅ −  συνάγω ότι µετά από την πάροδο µακρού 

χρόνου ( )t → ∞ , ο 1ος όρος θα τείνει να µηδενιστεί (περιοδική κίνηση µε ασθενή 

απόσβεση) και ότι η µόνη κίνηση θα είναι πλέον η εξαναγκασµένη ταλάντωση της 

µάζας m , όπως αυτό δίνεται από τη µερική λύση (2ος όρος). Για αυτο, ο 1ος όρος στην 

( ) ( )t A
x c e t t

r

α ηµ β ϕ συν ω λ−= ⋅ ⋅ + + ⋅ − ονοµάζεται µεταβατικός όρος ενώ ο 2ος όρος 

ονοµάζεται σταθερής κατάστασης.  

Ο όρος σταθερής κατάστασης είναι µια ταλάντωση µε περίοδο 
2π
ω

, συχνότητα 

2

ω
π

, πλάτος 
A

r
 και γωνία φάση λ.   Στην ειδική περίπτωση που είναι 0r = , από την 

2 2 2 2 2 2( ) 4r γ ω α ω= − + , πρέπει να είναι α=0, γ=ω, η διαφορική εξίσωση γίνεται 
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( )2x x tγ συν γ+ = Α ⋅ɺɺ  Αν για την ( )2x x tγ συν γ+ = Α ⋅ɺɺ  λάβω 

( ) ( )1 2x t tc cο συν γ ηµ γ+=  και ( )
2

x t tµ ηµ γ
γ
Α

= ⋅ ⋅ , τότε έχω τη γενική λύση 

( ) ( ) ( )21
2

t c tc t tσυν γ ηµ γ ηµ γ
γ
Α

+ ⋅ + ⋅ ⋅⋅     στην οποία οι 2 πρώτοι όροι είναι 

φραγµένοι διότι 1tηµγ <  και 1tσυνγ <  αλλά ο τελευταίος όρος δεν είναι φραγµένος, 

εφόσον περιέχει τον µεταβλητό παράγοντα t . Έτσι, όταν το t  µεγαλώνει, τότε  το 

πλάτος των ταλαντώσεων γίνεται συνεχώς µεγαλύτερο, το δε φαινόµενο ονοµάζεται 

συντονισµός. 

 

14. Ηλεκτρικά κυκλώµατα 

      Θα εξετάσω τώρα ένα R, L, C ηλεκτρικό κύκλωµα, που αποτελείται από µια 

αντίσταση R, από ένα πηνίο µε συντελεστή αυτεπαγωγής L και από έναν πυκνωτή 

χωρητικότητας C. 

  

 

 

 

 

 

 

       Η ΗΕ∆ σε καθένα από τα παραπάνω στοιχεία δίνεται αντίστοιχα από τους τύπους 

1E R i= ⋅ , 
2

di
E L

dt
= ⋅ , 

3

1
E q

C
= ⋅  Αν τώρα στο κύκλωµα εφαρµόσω και µια εξωτερική 

ΗΕ∆ ( )E t ,  τότε επειδή από τον νόµο του Kirchhoff πρέπει 1 2 3 ( )E E E E t+ + = , µε 

αντικατάσταση προκύπτει η διαφορική εξίσωση του κυκλώµατος 

1
( )

di
R i L q E t

dt C
⋅ + ⋅ + ⋅ = . Επειδή είναι 

2

2

dq di d q
i

dt dt dt
= ⇒ = , η 

1
( )

di
R i L q E t

dt C
⋅ + ⋅ + ⋅ =  γίνεται 

2

2

1
( )

d q dq
L R q E t

dt dt C
⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒  

2

2

1 1
( )

d q R dq
q E t

dt L dt LC L
+ ⋅ + ⋅ = ⋅  που είναι γραµµική 2ης τάξης µε σταθερούς 

συντελεστές. Οι αρχικές συνθήκες για το q  είναι (0)q qο=    0 (0)|dq
t i i

dt
ο= = =  

Αν παραγωγίσω την 

2

2

1 1
( )

d q R dq
q E t

dt L dt LC L
+ ⋅ + ⋅ = ⋅ ως προς t, θα πάρω την   

2

2

1 1 ( )d i R di dE t
i

dt L dt Lc L dt
+ ⋅ + ⋅ = ⋅  που δίνει απ’ ευθείας το i  ως συνάρτηση του χρόνου.        

Η 2η  από τις παραπάνω αρχικές συνθήκες στην περίπτωση αυτή, γίνεται 

0

1 1
(0) (0) o

t

di R
E i q

dt L L LC=

= − ⋅ − ⋅ − ⋅  που προκύπτει από την 
1

( )
di

R i L q E t
dt C

⋅ + ⋅ + ⋅ =

όταν τη λύσω ως προς 
di

dt
 και βάλω ( 0)t = . Παρατηρώ ότι το ρεύµα, µπορεί να βρεθεί 
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είτε λύνοντας την 

2

2

1 1 ( )d i R di dE t
i

dt L dt Lc L dt
+ ⋅ + ⋅ = ⋅  απ’ ευθείας ή λύνοντας την 

2

2

1 1
( )

d q R dq
q E t

dt L dt LC L
+ ⋅ + ⋅ = ⋅  για την εύρεση του φορτίου q  και έπειτα µε 

παραγώγιση του q  ως προς 
dq

t i
dt

 = 
 

 

Παρατηρώ ότι οι  

2

2

1 1
( )

d q R dq
q E t

dt L dt LC L
+ ⋅ + ⋅ = ⋅ και 

2

2

1 1 ( )d i R di dE t
i

dt L dt Lc L dt
+ ⋅ + ⋅ = ⋅  

είναι της ίδιας ακριβώς µορφής µε την 2 ( )2 xx ax F tγ+ + =ɺɺ ɺ  από την ταλάντωση του 

ελατηρίου (ή γενικότερα της ( )m x bx x f tκ⋅ + + =ɺɺ ɺ ), διαµορφώνοντας κατάλληλα τους 

συντελεστές, οπότε και οι λύσεις τους  έχουν ακριβώς την ίδια µορφή. Τούτο σηµαίνει 

ότι, αν ( ) 0E t =  τότε έχω και εδώ ισχυρή, κρίσιµη ή ασθενή απόσβεση ανάλογα µε το 

σηµείο της διακρίνουσας 2 4
L

R
C

∆ = − ⋅  στη χαρακτηριστική εξίσωση της 

2

2

1 1
( )

d q R dq
q E t

dt L dt LC L
+ ⋅ + ⋅ = ⋅  ή 

2

2

1 1 ( )d i R di dE t
i

dt L dt Lc L dt
+ ⋅ + ⋅ = ⋅  

Αν επιπλέον είναι και 0R = , τότε η κίνηση  είναι απλή αρµονική. Τέλος, αν 

( ) 0E t ≠ , τότε η γενική λύση είναι της µορφής x x xο µ= + , η δε µορφή της xµ  

εξαρτάται από τη µορφή της ( )E t . Έτσι, αν π.χ. 0( )E t E tηµω= , η γενική λύση εδώ 

αποτελείται από έναν µεταβατικό όρο που προέρχεται από τη xο  και από έναν όρο 

σταθερής κατάστασης, που αντιστοιχεί στη µερική λύση.  

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι η συµπεριφορά των 2 συστηµάτων είναι 

εντελώς ανάλογη, µε βάση την αντιστοιχία στους συντελεστές: 

� µάζα m  → αυτεπαγωγή L   

� συντελεστής τριβής b  → αντίσταση R  

� συντελεστής ελαστικότητας ελατηρίου k → αντίστροφος της χωρητικότητας 

του πυκνωτή 
1

C
 

 

Εφαρµογή 14 

Ηλεκτρικό κύκλωµα περιέχει σε σειρά πηνίο αυτεπαγωγής L  και φορτισµένο 

πυκνωτή χωρητικότητας C . Να βρεθεί το φορτίο q  του πυκνωτή σε κάθε χρονική 

στιγµή, αµέσως µετά το κλείσιµο του διακόπτη ∆. Υποθέτω ότι το κύκλωµα δεν έχει 

απώλειες. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση 

Μόλις κλείσει ο διακόπτης, δηλαδή µόλις κυκλοφορήσει ρεύµα στο κύκλωµα 

λόγω της εκφόρτησης του πυκνωτή, εµφανίζεται στα άκρα του πηνίου µια 
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αυτεπαγωγική τάση που η στιγµιαία τιµή της είναι 
di

L
dt

−   Η τάση  στα άκρα του 

πυκνωτή που εκφορτίζεται είναι 
q

c
 Άρα,  έχω 

2

2

d q q
L

dt c
− =   ή  

2

2
0

d q q
L

dt c
+ =                    

Η εξίσωση αυτή είναι αντίστοιχη µε τη διαφορική εξίσωση που βρήκαµε στην 

προηγούµενη εφαρµογή. Άρα, η 

2

2
0

d q q
L

dt c
+ =  εκφράζει µια αµείωτη αρµονική 

ταλάντωση. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η αναλογία µεταξύ ηλεκτρικής και 

µηχανικής ταλάντωσης. Με τις αρχικές συνθήκες ( ) 00q q= , ( ) 0' 0q q=  η γενική λύση 

της 

2

2
0

d q q
L

dt c
+ =  είναι 1 2

1 1
q c t c t

LC LC
µν ησυ    

= +   
   

 γίνεται 

0

1
q q t

LC
συν  

=  
 

 Από τη σχέση αυτή, βλέπω ότι η περίοδος της ταλάντωσης είναι 

2
2T LC

π
π

ρ
= = . Έτσι, καταλήγω στον γνωστό τύπο του Thomson.  Στις 

προηγούµενες εφαρµογές οι συνθήκες που πραγµατοποιήθηκαν τα φαινόµενα 

θεωρήθηκαν ιδανικές. Στην πραγµατικότητα όµως, πάντα υπάρχουν παθητικές 

αντιστάσεις που αλλοιώνουν την εξέλιξη του φαινοµένου και εποµένως το µαθηµατικό 

µοντέλο που το εκφράζει, αλλάζει µορφή. Αυτό θα φανεί στις δύο επόµενες εφαρµογές.  

 

Εφαρµογή 15 

Ηλεκτρικό κύκλωµα περιέχει σε σειρά πηνίο αυτεπαγωγής L , ωµική 

αντίσταση R  και φορτισµένο πυκνωτή χωρητικότητας C . Να βρεθεί το φορτίο q  του 

πυκνωτή  κάθε χρονική στιγµή, αµέσως µετά το κλείσιµο του διακόπτη ∆ . 

Λύση  

Μόλις κλείσει ο διακόπτης, δηλαδή µόλις κυκλοφορήσει ρεύµα στο κύκλωµα λόγω της 

εκφόρτησης του πυκνωτή, εµφανίζονται οι παρακάτω τάσεις:  

α) στα άκρα του πηνίου 

2

2

d
L

q

dt
−  
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β) στα άκρα της αντίστασης 
dq

R
dt

−  

γ) στα άκρα του πυκνωτή 
q

C
. 

Εφαρµόζοντας τον κανόνα του Kirchhoff για την 

τάση, έχω  
2

2

d q dq q
L R

dt dt C
− =  ή 

2

2
0

d q R dq q

dt L dt LC
+ ⋅ + =  Η 

χαρακτηριστική εξίσωση της  

2

2
0

d q R dq q

dt L dt LC
+ ⋅ + =  είναι 

2 1
0

R
k k

L LC
+ + =  µε ρίζες 

2
2 2

1,2 2

1

2 4

R R
x

L L LC
µ µ λ= ± − = − ± −  Ανάλογα τώρα µε τις τιµές των R, L, δηλαδή 

ανάλογα µε το πρόσηµο της ∆, διακρίνω 3 περιπτώσεις λύσεων. Οι αρχικές συνθήκες 

είναι 0(0)q q=  και (0) 0q΄ =   

α) Αν 2
L

R
C

< , δηλαδή αν 0∆ < , βρίσκω τη µερική λύση της 

2 1
0

R
k k

L LC
+ + = , που είναι η συνάρτηση ( )tq Ae tµ συν ω ϕ−= −   η οποία εκφράζει 

µια φθίνουσα ταλάντωση µε περίοδο 
2

T
π
ω

= , όπου 

2

2

1

4

R

LC L
ω = −  

β) Αν 2
L

R
C

> , δηλαδή αν 0∆ > , τότε η µερική λύση της 2 1
0

R

L LC
κ κ+ + =

είναι 1 2t tq Ae Beκ κ= +  όπου 
0

2

1
1

2 4
1

q
A

CR

 
 
 = +
 

−  

     
0

2

1
1

2 4
1

q
B

CR

 
 
 = −
 

−  

. Η 

1 2t tq Ae Beκ κ= + εκφράζει µια ισχυρή απόσβεση του φορτίου.  

γ) Αν 2
L

R
C

= , δηλαδή αν 0∆ = , η µερική λύση της 
2 1

0
R

k k
L LC

+ + = είναι 

0 (1 )tq q e tµ µ−= +  Η 0 (1 )tq q e tµ µ−= + είναι µία µη περιοδική φθίνουσα συνάρτηση και 

ονοµάζεται κρίσιµη απόσβεση. Οι εφαρµογές  που εξέτασα µέχρι τώρα αναφέρονταν 

σε ταλαντώσεις κλειστών συστηµάτων. Τώρα θα µελετήσω  συστήµατα στα οποία 

επιδρούν εξωτερικές δυνάµεις. Οι ταλαντώσεις σε αυτή την περίπτωση  περιγράφονται 

από µια διαφορική εξίσωση της µορφής 22 ( )x x x tµ λ ϕ′′ ′+ + = , όπου ( )x x t=    Η πιο 

ενδιαφέρουσα περίπτωση είναι εκείνη που η εξωτερική δύναµη είναι περιοδική, οπότε 

( )tϕ  θα είναι της µορφής 0F tσυνω  ή 0F tηµω . Η 22 ( )x x x tµ λ ϕ′′ ′+ + = είναι το 

µαθηµατικό µοντέλο του φαινοµένου που ονοµάζεται εξαναγκασµένη ταλάντωση. 

 

Εφαρµογή 16 

Ηλεκτρικό κύκλωµα περιέχει σε σειρά πηνίο αυτεπαγωγής L , ωµική 

αντίσταση R , πυκνωτή χωρητικότητας C  και πηγή εναλλασσόµενης τάσης 

( )0E E tηµ ω= . Να βρεθεί το φορτίο q   του πυκνωτή κάθε χρονική στιγµή. 
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Λύση  

  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµόζοντας τον νόµο του Kirchhoff για τις τάσεις έχω 

( )
2

02

d q dq q
L R E t

dt dt C
ηµ ω+ + =  ή ( )

2

0

2

d q R dq q E
t

dt L dt CL L
ηµ ω+ + =  Αν θέσω 21

CL
λ= , 

0E

L
= ε ,  η ( )

2

0

2

d q R dq q E
t

dt L dt CL L
ηµ ω+ + =  γίνεται ( )

2
2

2
2

d q dq
q t

dt dt
µ λ ηµ ω+ + = ε   η 

οποία  είναι µη οµογενής διαφορική εξίσωση 2ης  τάξης και εκφράζει µία 

εξαναγκασµένη ταλάντωση. Η λύση της ( )
2

2

2
2

d q dq
q t

dt dt
µ λ ηµ ω+ + = ε  είναι άθροισµα 

της γενικής λύσης 1q  της αντίστοιχης οµογενούς και µίας µερικής λύσης 2q  αυτής. Η 

µερική λύση της ( )
2

2

2
2

d q dq
q t

dt dt
µ λ ηµ ω+ + = ε ,  είναι ( ) ( )2 1 2q B t B tωη ωµ συν= +  

όπου 
( )

( ) ( )

2 2

0

1 2 22 2 2
B

λ ω

λ ω µω

−
=

− +

ε

  και  

( ) ( )
0

2 2 22 2

(2 )

2
B

µω

λ ω µω

−
=

− +

ε

  

α) Αν 0υ =  η ( )
2

2

2
2

d q dq
q t

dt dt
µ λ ηµ ω+ + = ε  γίνεται ( )

2
2

02

d q
q t

dt
λ ηµ ω+ = ε  µε 

µερική λύση την ( )0
2 2 2

q tηµ ω
λ ω

=
−
ε

. Η ( )
2

2

02

d q
q t

dt
λ ηµ ω+ = ε εκφράζει µία αµείωτη 

ταλάντωση. Επειδή η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς είναι ( )1 1= tq q συν λ ϕ−

η γενική λύση της ( )
2

2

02

d q
q t

dt
λ ηµ ω+ = ε  είναι ( )0

1 2 2
( )q q t tσυν λ ϕ ηµ ω

λ ω
= − +

−
ε

   

Όταν ω λ→ , τότε το πλάτος της ταλάντωσης τείνει στο άπειρο. Στο όριο, έχω 

συντονισµό και η σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος θεωρείται µηδενική. 

β) Αν 0µ ≠ , η γενική λύση της ( )
2

2

2
2

d q dq
q t

dt dt
µ λ ηµ ω+ + = ε είναι 

0

2 2 2 2
( ) ( )

( ) (2 )

tq ce t tµ συν λ ϕ ηµ ω θ
λ ω µω

−= − + −
− +

ε

, όπου θ  η γωνία B του 

ορθογωνίου τριγώνου ABΓ µε (ΑΒ)= 2 2λ ω− ,  (ΒΓ)= 2 2 2 2( ) (2 )λ ω µω− + , (ΑΓ)=

2µω . 
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