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Περίληψη 

Σφάλµατα µπορούν να προκύψουν κατά τη χρήση όλων γενικά των  µεθόδων  

που βρίσκουν εφαρµογή στη µελέτη µηχανικών και άλλων προβληµάτων. Ορισµένα 

από αυτά, ανακύπτουν σε όλες ανεξαιρέτως τις µεθοδολογίες, αναλυτικές και 

αριθµητικές, ενώ άλλα, συναντώνται µόνο σε αριθµητικές λύσεις. Ο όρος σφάλµα,   

αναφέρεται σε όλες γενικά τις αποκλίσεις του αποτελέσµατος από τη λύση του 

πραγµατικού προβλήµατος. Σε ορισµένες περιπτώσεις, οι αποκλίσεις αυτές είναι 

αποδεκτές, καθότι αναγνωρίζονται ως συµφυείς µε τη µέθοδο που χρησιµοποιείται, 

ενώ σε άλλες περιπτώσεις δεν είναι, είτε διότι δε γίνεται σωστή χρήση της µεθόδου, 

είτε διότι η µέθοδος είναι εξ’ αντικειµένου ανεπαρκής. Έτσι, τα σφάλµατα που 

προκύπτουν σε αριθµητικές λύσεις οφείλονται γενικά σε δύο κατηγορίες:  

� αυτά που ανακύπτουν κατά τη µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος και  
� αυτά που ανακύπτουν κατά την αριθµητική επίλυση του µαθηµατικού 

µοντέλου στον υπολογιστή. Σφάλµατα προκύπτουν στην πρώτη περίπτωση, όταν η 

προσέγγιση στο φυσικό πρόβληµα είναι ανεπαρκής. Τέτοια σφάλµατα είναι σε 

πολλές περιπτώσεις αµελητέα, όπως για παράδειγµα στην περίπτωση των 

σχετικιστικών φαινοµένων σε προβλήµατα της κλασσικής µηχανικής. Όταν όµως δεν 

είναι αµελητέα, τότε όσο ακριβής και να είναι η αριθµητική λύση που επακολουθεί, 

δεν είναι δυνατό να περιορισθεί το σφάλµα αυτό. Άλλη πηγή σφαλµάτων είναι, σε 

ορισµένες περιπτώσεις, η έλλειψη επαρκούς ακρίβειας στις τιµές των φυσικών 

σταθερών (επιτάχυνση λόγω βαρύτητας, κ.ά.) ή και σε τιµές εµπειρικών δεδοµένων.  

Στην περίπτωση δε των τελευταίων, απαιτείται προσοχή διότι τα σφάλµατα 

αυτά είναι τυχαία (πιθανοτικά).  
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1. Σφάλµατα στις µετρήσεις 

  Στις µετρήσεις των φυσικών µεγεθών, γίνονται σφάλµατα που οφείλονται σε 

διάφορους παράγοντες (παρατηρητή, όργανα µέτρησης, κ.λπ.) και διακρίνονται σε 

συστηµατικά και τυχαία. Τα συστηµατικά σφάλµατα:  

  1. οφείλονται κυρίως στην ακρίβεια των οργάνων που χρησιµοποιούνται και 

δεν είναι πάντα σταθερά. (π.χ. ο µηχανισµός ρολογιού που «τρέχει» πιο γρήγορα από 

το κανονικό και προκαλεί σφάλµα, συνεχώς αυξανόµενο µε την πάροδο του χρόνου.) 

  2. οφείλονται σε µόνιµο αίτιο και επηρεάζουν τη µέτρηση πάντα κατά την ίδια 

φορά, δίνοντας π.χ. τιµή πάντα µικρότερη από την πραγµατική, λόγω ανακριβούς 

κλίµακας ή µετατόπισης του µηδέν του οργάνου µέτρησης, ή ανακριβών σταθµών ή 

µη σωστά βαθµολογηµένου θερµόµετρου, κ.ο.κ. 

  3. παρουσιάζονται και στο στάδιο του υπολογισµού, είτε λόγω ανεπαρκούς 

θεωρίας ή προσεγγιστικού τύπου, είτε λόγω ανακριβούς σταθεράς π.χ. 
2

10 
m

g
s

=  

αντί του 
2

9,81 
m

g
s

= .  

  Τα τυχαία σφάλµατα δεν είναι δυνατό να τα αποφύγουµε αλλά µόνο να τα 

περιορίσουµε, κάνοντας πολλές µετρήσεις και εξάγοντας το µέσο όρο αυτών.  

  Οφείλονται σε µη µόνιµα αίτια και επιδρούν στο αποτέλεσµα ακανόνιστα, 

δίνοντας άλλοτε µεγαλύτερη και άλλοτε µικρότερη τιµή από την πραγµατική. Αν 

µετράµε το µήκος απρόσεκτα, κάθε φορά που το κάνουµε θα προκύπτει και 

διαφορετική τιµή. Σε προβλήµατα ηλεκτροτεχνίας, η τυχόν ακανόνιστη µεταβολή της 

τάσης του δικτύου οδηγεί σε εσφαλµένα αποτελέσµατα.  Για να αποφύγουµε τα 

σφάλµατα, για τα µεν συστηµατικά πρέπει να εξουδετερώσουµε τις αιτίες τους, για τα 

δε τυχαία να κάνουµε αρκετές µετρήσεις, των οποίων να εξάγουµε το µέσο όρο. Ο 

µέσος όρος x  διαφέρει από την πραγµατική τιµή Χ του µετρούµενου µεγέθους, κατά 

µία ποσότητα που ονοµάζεται απόλυτο σφάλµα σ. Προκειµένου να εκτιµήσουµε την 

αξιοπιστία των µετρήσεων, δεν αρκεί µόνο η τάξη του απολύτου σφάλµατος, αλλά 

απαιτείται και ο συσχετισµός του µε το προς µέτρηση µέγεθος. Σφάλµα 1 m  κατά τον 

υπολογισµό του ύψους ενός σπιτιού είναι αδικαιολόγητο, ενώ το ίδιο σφάλµα στην 

µέτρηση της απόστασης δύο πλοίων µέσα στον ωκεανό είναι τελείως ασήµαντο.  

  Προκειµένου να ελέγχουµε την ακρίβεια των µετρήσεων, χρησιµοποιούµε το 

λόγο 
σ

Σ =
Χ

 που ονοµάζεται σχετικό σφάλµα. Μπορεί να εκφρασθεί και ως το επί 

τοις εκατό σφάλµα της µέτρησης, µε τη σχέση 100
σ

Σ = ⋅
Χ

. Το πιθανό συστηµατικό 

σφάλµα των ενδείξεων οργάνου µέτρησης, αναγράφεται από τον κατασκευαστή και 

είναι γνωστό ως κλάση ακριβείας. Αν για κάποιο φυσικό µέγεθος τα 1 2, ,...,x x xν

είναι οι µετρήσεις που κάναµε, η µέση τιµή του x , που αποτελεί την καλύτερη 

προσέγγιση του, δίνεται από τον τύπο 
1

1
i

i

x x
n

ν

=

= ∑ .Το πιθανό σφάλµα σ, µεταξύ της 

µέσης και της πραγµατικής τιµής, ονοµάζεται διασπορά ή απόκλιση και δίνεται από 

τους δύο παρακάτω ισοδύναµους  τύπους 

2( )

1

ix x
νσ

ν

−
=

−

∑
, 

 
2 2( )x xσ = −  . 
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1.1 Σφάλµατα αποκοπής (ή διακριτοποίησης) 

Είναι η διαφορά του αληθούς αποτελέσµατος (για πραγµατικά δεδοµένα 
εισόδου) από το αποτέλεσµα που θα παραγόταν από ένα δοσµένο αλγόριθµο, που 
χρησιµοποιεί ακριβή αριθµητική. Οφείλεται στις προσεγγίσεις όπως η αποκοπή µίας 
σειράς, η αντικατάσταση µίας παραγώγου από µία διαιρεµένη διαφορά, η 
αντικατάσταση, µίας οποιασδήποτε συνάρτησης από ένα πολυώνυµο, ή ο 
τερµατισµός µίας επαναληπτικής διαδικασίας, πριν από τη σύγκλιση. 
 
1.2 Σφάλµατα στρογγυλοποίησης  

Είναι η διαφορά του αποτελέσµατος που παράγεται από ένα δοσµένο 
αλγόριθµο που χρησιµοποιεί ακριβή αριθµητική και του αποτελέσµατος που 
παράγεται από τον ίδιο αλγόριθµο, όταν χρησιµοποιεί πεπερασµένης ακρίβειας, 
στρογγυλευµένη αριθµητική. Οφείλεται στη µη ακρίβεια της αναπαράστασης των 
πραγµατικών αριθµών και στις αριθµητικές πράξεις που γίνονται µεταξύ αυτών. 

Άρα, εξ ορισµού, το υπολογιστικό σφάλµα είναι απλά το άθροισµα του 
σφάλµατος αποκοπής και του σφάλµατος στρογγυλοποίησης. Αν και τα σφάλµατα 
αποκοπής και στρογγυλοποίησης παίζουν και τα δύο σπουδαίο ρόλο σε ένα δοσµένο 
υπολογισµό, συνήθως το ένα από τα δύο αποτελεί τον κυρίαρχο παράγοντα στο 
τελικό υπολογιστικό σφάλµα. Γενικά, το σφάλµα στρογγυλοποίησης τείνει να 
κυριαρχεί σε καθαρά αλγεβρικά προβλήµατα µε πεπερασµένους αλγόριθµους 
επίλυσης, ενώ το σφάλµα αποκοπής τείνει να κυριαρχεί σε προβλήµατα που 
εµπλέκουν ολοκληρώµατα, παραγώγους, ή µη γραµµικότητες, τα οποία συχνά 
απαιτούν µία θεωρητικά ατέρµονα διαδικασία επίλυσης. Οι διακρίσεις που έχουµε 
κάνει ανάµεσα στους διάφορους τύπους σφαλµάτων, είναι σηµαντικές στην 
κατανόηση της συµπεριφοράς των αριθµητικών αλγόριθµων και των παραγόντων που 
επηρεάζουν την ακρίβειά τους, αλλά συνήθως δεν είναι απαραίτητο ή ακόµη και 
δυνατό, να προσδιορίσουµε επακριβώς ποσοτικά τα επί µέρους σφάλµατα.  

 

1.3 Σηµαντικά ψηφία 

  Επειδή οι µετρήσεις ποτέ δε δίνουν την πραγµατική τιµή του µετρούµενου 
φυσικού µεγέθους, αλλά µία κατά προσέγγιση τιµή, πρέπει να φαίνεται ο βαθµός 
προσέγγισης. Στις τιµές που προκύπτουν από µετρήσεις δίνονται µόνο τα σηµαντικά 
ψηφία, δηλαδή µόνο τόσα ώστε το τελευταίο ψηφίο να διαφέρει από την πραγµατική 
τιµή περίπου κατά µονάδα. Αν το αποτέλεσµα έχει προκύψει ύστερα από 
µαθηµατικούς υπολογισµούς, έχει ακρίβεια που εξαρτάται από την ακρίβεια των 
τιµών εκείνων των µεγεθών, που µετέχουν στους υπολογισµούς. Κατ΄ αυτό τον 
τρόπο, αν οι τέσσερις διαδοχικές τιµές της µέτρησης  του µήκους  ενός αντικειµένου 
είναι 5.1,  5.0,  4.9  και 4.7 m , η µέση τιµή που προκύπτει είναι 4.925 m  και είναι 

αποδεκτή η αναγραφή µόνο των τριών πρώτων ψηφίων δηλαδή 4.92 . 

  Αν οι τρεις διαδοχικές τιµές της µέτρησης  του µήκους  ενός αντικειµένου 
είναι 10.1,  9.9  και 9,8 mm ,  η µέση τιµή που προκύπτει είναι 9.9333333 mm και 

ανάλογα µε την ακρίβεια που επιθυµούµε, επιλέγουµε αν θα κρατήσουµε µόνο τα 
τρία ή τέσσερα πρώτα ψηφία. Αν θέλουµε να υπολογίσουµε την πλευρά x , µίας 

αίθουσας διδασκαλίας, σχήµατος τετραγώνου και εµβαδού 230 s m= , από τον τύπο 

x s=  είναι 5.477225575 x m= . Πρακτικά σηµαντικά είναι µόνο τα δύο ή τρία 

πρώτα ψηφία, συνεπώς µπορούµε να γράψουµε 5.47 x m= . Η αναγραφή των 

υπολοίπων ψηφίων είναι περιττή.  Όταν προσθέτουµε ή αφαιρούµε αριθµούς, το 
πλήθος των δεκαδικών ψηφίων που κρατάµε στο εξαγόµενο, πρέπει να ισούται µε τον 
µικρότερο αριθµό δεκαδικών ψηφίων οποιουδήποτε όρου του αθροίσµατος.  
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  Στο άθροισµα 1234 5,67+  η σωστή απάντηση είναι 1239 και όχι 1239.67 . 

Στο άθροισµα 1,20003+0,00004 η σωστή απάντηση είναι 1,20007 και έχει έξι 
σηµαντικά ψηφία  παρόλο που ο δεύτερος προσθετέος έχει ένα µόνο σηµαντικό 
ψηφίο. Οµοίως, στην αφαίρεση 1.002 0,987 0,015− =  το εξαγόµενο έχει δύο µόνο 

σηµαντικά ψηφία και τα δεκαδικά ψηφία είναι τρία. Έστω ότι µε τη βοήθεια χάρακα, 
µετράµε τις διαστάσεις  επίπεδης µεταλλικής επιφάνειας σχήµατος ορθογωνίου 
παραλληλογράµµου µε ακρίβεια 0.1 cm± . Αν βρήκα το µήκος 56.78 cm µπορώ να 

πω µε βεβαιότητα ότι η πραγµατική του τιµή είναι ανάµεσα  στα 56.77 cm  και 

56.79 cm . Συνεπώς, η µέτρηση έχει ακρίβεια τεσσάρων σηµαντικών ψηφίων.  Αν 

θέλω να βρω το εµβαδόν αυτής της µεταλλικής πλάκας που έχει πλάτος 1.2 m  κάνω 

τον πολλαπλασιασµό (56.78 cm)·(1.2 cm)=68.136 2cm . Κρατώ τόσα σηµαντικά 

ψηφία, όσα έχει η «χειρότερα» µετρηµένη διάσταση, δηλαδή η διάσταση µε το 
µικρότερο αριθµό σηµαντικών ψηφίων, εν προκειµένω το πλάτος που έχει δύο 

σηµαντικά ψηφία. Συνεπώς, η µεταλλική πλάκα έχει εµβαδόν 268 cm . 

 
2. Μερικά λόγια για τη στατιστική 

Έστω ότι επαναλαµβάνω ένα πείραµα για να παρατηρήσω  την εµφάνιση ενός 
γεγονότος του οποίου την πιθανότατα αγνοώ. Επαναλαµβάνω το πείραµά πολλές 
φορές και παρατηρώ την εµφάνιση του γεγονότος. Η σχετική συχνότητα του 
γεγονότος, είναι κατάλληλη προσέγγιση για την άγνωστη πιθανότητα; Ακόµα και αν 
πιστεύω ότι γνωρίζω εκ των προτέρων την πιθανότητα και επαναλάβω το πείραµά 
πολλές φορές, η σχετική συχνότητα εµφάνισης του γεγονότος µπορεί να µε κάνει να 
διαφοροποιήσω την εκ των προτέρων πιθανότητα. Αυτή η προσέγγιση, στην οποία 
συλλέγω ξανά πληροφορείς µέσω των αποτελεσµάτων των πειραµάτων και από αυτές 
προσπαθώ να εξάγω συµπεράσµατα σχετικά µε την πιθανότητα ενός γεγονότος ή 
άλλα χαρακτηριστικό του πειράµατος είναι το αντικείµενο της στατιστικής. Οι 
πιθανότητες κάνουν παραγωγικό συλλογισµό. Η στατιστική χρησιµοποιεί έναν 
επαγωγικό συλλογισµό. Οι πιθανότητες υποθέτουν ως αληθινό ένα πιθανολογικό 
µοντέλο και από αυτό αντλούν συµπεράσµατα σχετικά µε τα αποτελέσµατα που θα 
παράγει ένα πείραµα. Η στατιστική µπορεί να θεωρήσει ένα µοντέλο για το πείραµα, 
αλλά αγνοώντας τα χαρακτηριστικά του, εστιάζει στην παρατήρηση των 
αποτελεσµάτων και από αυτά, µέσω µίας επαγωγικής διαδικασίας, λαµβάνει τα 
χαρακτηριστικά του πειράµατος, ως την πιθανότητα ότι θα συµβεί ένα γεγονός.  

Και στις δύο διαδικασίες, τα αποτελέσµατα υπόκεινται σε κάποιο σφάλµα που 
η στατιστική και η πιθανότητα είναι ικανές να ποσοτικοποιήσουν, καθεµιά µε τους 
κανόνες της και σε αυτές παίζουν συνήθως σηµαντικό ρόλο οι νόµοι των µεγάλων 
αριθµών ή άλλα αποτελέσµατα όπως το κεντρικό οριακό θεώρηµα.  

Στο παράδειγµα του δοχείου του Bernoulli, αν γνωρίζω τη σύνθεσή του 
µπορώ να καθορίσω την πιθανότητα (ή µια εκτίµησή της) ότι αν κάνω n  τραβήγµατα 

µε επανατοποθέτηση, η αναλογία των άσπρων θα είναι τόσο κοντά στο 3/5 όσο 
επιθυµώ. Μπορώ επίσης να καθορίσω το πλήθος τραβηγµάτων που πρέπει να κάνω 
ώστε η πιθανότητα ότι η διαφορά µεταξύ σχετικής συχνότητας και 3/5 να είναι εντός 
ορισµένων ορίων (ωστόσο µικρό κι αν είναι), να είναι τόσο κοντά στο 1 όσο θέλω.  

 

2.1 Πιθανολογική προσέγγιση 

Αν γνωρίζω µόνο ότι το δοχείο υπάρχουν άσπρες και µαύρες µπάλες, όµως 
όχι πόσες ούτε σε ποιο ποσοστό, αρχίζω να βγάζω µπάλες σηµειώνοντας το χρώµα 
τους και επιστρέφοντάς τις στο δοχείο. Από την παρατηρούµενη σχετική συχνότητα 
άσπρων και µαύρων µπορώ να συµπεράνω ποιά είναι η αναλογία µέσα στο δοχείο µε 
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κάποιο σφάλµα ή ανοχή. Πιο συγκεκριµένα, µπορεί να καθοριστεί η πιθανότητα ότι η 

αναλογία θα είναι εντός ορισµένων ορίων.  

 

2.2 Στατιστική προσέγγιση 

Η τελευταία είναι η βάση των ερευνών που είναι τόσο κοινές στην κοινωνία. 

Για να µάθω τις προτιµήσεις υπέρ ενός υποψηφίου δηµάρχου ρωτάω πολλά άτοµα 

(τραβάµε µπάλες), σηµειώνω την απάντησή τους (χρώµα) και συνάγω µε κάποιο 

επίπεδο εµπιστοσύνης (πιθανότητα) το ποσοστό της λαϊκής υποστήριξης (ποσοστό 

άσπρων µπαλών) που έχει αυτός ο υποψήφιος (δοχείο), µε ένα κάποιο σφάλµα 

(απόκλιση).  

 

3. Καµπύλη του Gauss και κανονικότητα 

Έλεγε ο Sir Francis Galton (1822–1911) «Όσο πιο µεγάλος είναι ο αριθµός και 

µεγαλύτερη η φαινοµενική αναρχία, τόσο πιο τέλειος είναι ο τοµέας του. Είναι ο 

υπέρτατος νόµος του παραλογισµού. Κάθε φορά που λαµβάνεται ένα µεγάλο δείγµα 

χαοτικών στοιχείων και διατάσσονται ανάλογα µε το µεγέθη τους, εµφανίζεται µια 

απροσδόκητη και θαυµάσια µορφή κανονικότητας, λανθάνουσα κάτω από αυτό». Ο 

Bernoulli, ενδιαφερόταν να αποδείξει ότι η πιθανότητα πως η απόκλιση µεταξύ 

σχετικής συχνότητας και πιθανότητας γίνεται τόσο µικρή όσο επιθυµούµε, 

προσεγγίζει το ένα. Αλλά ποτέ δεν ενδιαφέρθηκε για την ακριβή εκτίµηση αυτής της 

πιθανότητας, κάτι που επιτρέπει η κανονική κατανοµή και το κεντρικό οριακό 

θεώρηµα.  

  

3.1 Η κανονική κατανοµή 

Ο Abraham De Moivre (1667–1754) αποπειράθηκε να υπολογίσει το άθροισµα 

των όρων που εµφανίζονται στο διώνυµο του Newton ( )n
a b+  όπου n  είναι ένας 

µεγάλος φυσικός αριθµός. Συνέδεσε αυτό το θέµα µε 

την πιθανότητα ενός γεγονότος, όπου n   ο αριθµός 

επαναλήψεων του πειράµατος που δηµιουργεί το 

γεγονός. Άρχισε να µελετά την περίπτωση ( )1 1
n

+ , 

που σχετίζεται µε πείραµα µε µόνο δύο πιθανά 

αποτελέσµατα που είναι ισοπίθανα.  

Ο De Moivre ήθελε να υπολογίσει την πιθανότητα 

σε n  επαναλήψεις του πειράµατος, το ζητούµενο γεγονός (που είναι εξίσου πιθανό µε 

το αντίθετο) θα εµφανιζόταν έναν αριθµό φορών που θα ήταν περίπου 
2

n
. 

∆ιαπίστωσε ότι µια καλή προσέγγιση αυτής της πιθανότητας λαµβανόταν µε τη 

βοήθεια του ολοκληρώµατος

21

2

0

2

2

x

ne dx
nπ

−

∫  που σήµερα ονοµάζεται κανονική 

κατανοµή. Η Γκαουσιανή ή κανονική κατανοµή είναι µια κατανοµή πιθανοτήτων 

που καθορίζεται από τη συνάρτηση πυκνότητας (το συνεχές αντίστοιχο της 

συνάρτησης πιθανότητας των διαρκών µεταβλητών) ( )
2

1

2

x

f x e

µ
σ

σ π

− 
 
 =  όπου 

2,  µ σ  είναι η µέση τιµή και η διασπορά της. Το γράφηµα της που ονοµάζεται 

καµπύλη ή καµπάνα του Gauss είναι το διπλανό. Ο Laplace βελτίωσε το 

αποτέλεσµα του De Moivre αποδεικνύοντας ότι έστω ένα πείραµα στο οποίο µπορεί 

να εµφανιστεί ένα γεγονός Ε µε πιθανότητα p  ή το συµπλήρωµά του (µε πιθανότητα 
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1 p− ). Όταν επαναλαµβάνω το πείραµα υπό τις ίδιες συνθήκες n  φορές και 

υπάρχουν n  εµφανίσεις του γεγονότος Ε, η πιθανότητα ότι η διαφορά µεταξύ m/η και 

p  είναι µεταξύ ορισµένων τιµών και συγκεκριµένα
( )2 1t p p

n

− −
και 

( )2 1t p p

n

−
 

είναι περίπου 
( )

2

2
1

0

2

2 1

x
x e

e dx
n np pπ

−
− +

−∫ .  Αυτό το αποτέλεσµα είναι µια πρώτη 

εκδοχή αυτού που είναι σήµερα γνωστό ως κεντρικό οριακό θεώρηµα (ΚΟΘ)  και 
είναι το κλειδί που εξηγεί τη δύναµη των προβλέψεων µεγάλου µέρους των 
στατιστικών εργαλείων.  

Πέρα από τους τύπους µε τους οποίους εκφράζεται, αυτό που λέει το θεώρηµα 
είναι ότι αν δοθεί ένα αρκετά µεγάλο δείγµα, τα χαρακτηριστικά αυτού του δείγµατος 
θα αναπαράγουν αυτά του πληθυσµού από τον οποίο προέρχονται  και ο τελευταίος 
θα µπορεί να µελετηθεί µε µεθόδους πιθανοτήτων και στατικής. Αυτό που ήθελε να 
κάνει ο De Moivre ήταν να προσθέσει τους όρους των σειρών του τριγώνου Pascal 
που κατείχαν θέσεις πολύ χαµηλά στο τρίγωνο ( n  µεγάλο). Σήµερα πιστεύουµε ότι 

αυτός ο υπολογισµός γίνεται, γρήγορα και µε ακρίβεια, µε µια αριθµοµηχανή ή έναν 
όχι πολύ ισχυρό υπολογιστή. Όµως στη γραµµή 200 υπάρχουν όροι µε 59 ψηφία (οι 
αριθµοµηχανές δε χρησιµεύουν) και κατά τον 18ο αιώνα τα εργαλεία υπολογισµού 
δεν ήταν τα σηµερινά. Το πρόβληµα που εξετάστηκε από τον De Moivre ήταν, όπως 
ο ίδιος αναγνώριζε, πολύ δύσκολο. Οι περιορισµοί του υπολογισµού ήταν αυτό που 
είχε αναγκάσει τους Bernoulli και De Moivre να χρησιµοποιήσουν προσεγγίσεις οι 
οποίες βελτιώθηκαν µε την ανάπτυξη νέων τεχνικών και εργαλείων υπολογισµού.  

Στο τρίγωνο του Pascal, αν πάρω τους αριθµούς µιας σειράς, όπως της 5η και αν 
αναπαραστήσω σε ένα γράφηµα κάθε αριθµό µε ύφος ανάλογο µε την αξία του 
προκύπτει το γράφηµα 1. Αν κάνω το ίδιο στη 16η  γραµµή,  προκύπτει το γράφηµα 2. 

 
 
 

                  
                        
 
 

                Γράφηµα 1                                                          Γράφηµα 2 
 
4. Ο νόµος των σφαλµάτων 

Σε όλη την ιστορία, η παρατήρηση του ουράνιου θόλου, των πλανητών, των 
άστρων ή των κοµητών είναι ένα από τα επιστηµονικά θέµατα που έχει εξάψει 
περισσότερο την προσοχή, επειδή η κατανόηση και η γνώση του ηλιακού συστήµατος 
(και άλλων συστηµάτων πέρα από το δικό µας) θεωρούνται απαραίτητες για να 
καταλάβουµε τον πλανήτη και τη ζωή µας. Τον 18ο αιώνα, οι επιστήµονες που 
εργάζονταν στη φυσική, τα µαθηµατικά και την ουράνια µηχανική βρίσκονταν συχνά 
αντιµέτωποι µε το πρόβληµα των αποκλίσεων στις παρατηρήσεις.   

Φαίνεται ότι ήδη από τον 16ο αιώνα διαδόθηκε η πρακτική της λήψης 
αρκετών µετρήσεων µιας άγνωστης ποσότητας, στις ίδιες συνθήκες (ή τις πιο 
παρόµοιες που ήταν δυνατόν), µε σκοπό να ληφθεί µια αξιόπιστη τιµή. Έτσι, υπήρχαν 
διάφορες µετρήσεις και έπρεπε να αποφασιστεί σχετικά µε την πραγµατική τιµή 
αυτού του µεγέθους. Μία δυνατότητα ήταν να ληφθεί ο µέσος αριθµητικός όρος ως η 
«καλύτερη» τιµή, αλλά µαζί µε αυτή την προσέγγιση, τον 18ο  αιώνα υπήρχε µια 
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άλλη σχολή σκέψης που όριζε ως πραγµατική τιµή αυτή µίας παρατήρησης που 
πραγµατοποιήθηκε µε «ιδιαίτερη προσοχή». Η αµφισβήτηση συνεχίστηκε έως ότου 
εµφανίστηκε η κανονική κατανοµή ως ένα κατάλληλο µοντέλο για τα σφάλµατα.  

Η κανονική κατανοµή, εµφανίστηκε µε µεγάλη δύναµη όταν ο Carl Friendrich 
Gauss (1777–1855) τη θεώρησε ως την κατάλληλη κατανοµή για τα σφάλµατα, σε 
σχέση µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, που αναπτύχθηκε ως µέθοδος για 
την προσαρµογή µετρήσεων στην αστρονοµία. Η µέθοδος βασίζεται στο εξής, µία 
παράµετρος για την οποία µπορώ να λάβω µετρήσεις (επιρρεπείς σε σφάλµατα) που 
επαναλαµβάνονται, εξαρτάται από µία σειρά µεγεθών που δεν είναι επιρρεπή σε 
σφάλµατα και αναζητώ την καλύτερη συνάρτηση που αντιπροσωπεύει την 
παράµετρο, µε την έννοια ότι το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων µεταξύ 
αυτής της συνάρτησης και των παρατηρήσεων µου για την παράµετρο να είναι 
ελάχιστο (τα τετράγωνα λαµβάνονται για να δοθεί η ίδια τιµή σε µία αρνητική ή 
θετική απόκλιση). Υποθέτοντας ότι τα σφάλµατα ακολουθούσαν το νόµο της 
κανονικής κατανοµής, ο Gauss απέδειξε ότι η συνάρτηση που ελαχιστοποιούσε τα 
σφάλµατα, εφαρµόζοντας τη µέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων, είναι η συνάρτηση 
που κάνει πιο πιστευτές ή αληθοφανείς, µε όρους των πιθανοτήτων, τις παρατηρήσεις 
δηλαδή, που αποδίδει τη µέγιστη πιθανότητα στις παρατηρήσεις.  

Η κανονική κατανοµή, αναγνωρίστηκε τελικά ως σηµαντική κατανοµή στη 
µελέτη σφαλµάτων και η µέθοδος των ελάχιστων τετράγωνων υιοθετήθηκε στην 
αστρονοµία και τη γεωδαισία. Επιπλέον από τις αστρονοµικές µετρήσεις 
εξακριβώθηκε η συµφωνία µεταξύ των παρατάσεων και του νόµου της κανονικής 
κατανοµής. 

 
5. Η υπόθεση των στοιχειωδών σφαλµάτων 

Μία οδός για να υποστηρίξει το νόµο κανονικής κατανοµής ως νόµο των 
σφαλµάτων, προήλθε από τη θεωρία των στοιχειωδών σφαλµάτων. Συνίσταται στην 
υπόθεση ότι σφάλµα που γίνεται κάνοντας µία παρατήρηση ή µέτρηση µίας 
παραµέτρου είναι απλά το άθροισµα ενός µεγάλου αριθµού σφαλµάτων, που 
οφείλονται οι διάφορες ανεξάρτητες πήγες, καθένα από τα οποία είναι µικρό σε 
σύγκριση µε το άθροισµα όλων. Με την αρχή αυτή αποδείχθηκε ότι, η κατανοµή του 
συνολικού σφάλµατος ακολουθεί το νόµο της κανονικής κατανοµής.  

Αυτό είναι το γνωστό ως κεντρικό οριακό θεώρηµα (ΚΟΘ). Η αρχή των 
στοιχειωδών σφαλµάτων, έγινε ευρέως αποδεκτή στη διάρκεια του 19ου αιώνα. 
Πολλοί επιστήµονες αφιέρωσαν τις προσπάθειές τους να αποδείξουν ότι υπό την 
προϋπόθεση αυτή, ο νόµος πιθανοτήτων που διέπει το συνολικό σφάλµα είναι ο 
νόµος κανονικής κατανοµής. Μεταξύ τους ξεχωρίζει ο Γερµανός Friendrich Wilhelm 
Bessel (1784–1846) ο οποίος χρησιµοποίησε τη µέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων 
σε πολλές εφαρµογές και παρείχε εµπειρικά στοιχεία για την υποστήριξη του νόµου 
της κανονικής κατανοµής, ως νοµού των σφαλµάτων, όπως είχε προτείνει ο Gauss.  

Ο Bessel παρουσιάζει την εξής κατάσταση «Ένα σφάλµα παρατήρησης είναι 
το άθροισµα ενός µεγάλου αριθµού στοιχειωδών λαθών, που οφείλονται σε 
διαφορετικές και ανεξάρτητες µεταξύ τους αιτίες. Κανένα στοιχειώδες σφάλµα δεν 
υπερβαίνει σηµαντικά τα άλλα και τα θετικά και αρνητικά σφάλµατα του ίδιου 
µεγέθους εµφανίζονται µε την ίδια συχνότητα. Επιπλέον, οι νόµοι που διέπουν τα 
στοιχειώδη σφάλµατα δεν είναι απαραίτητα οι ίδιοι». Υπάρχουν δύο σηµαντικές 
πτυχές στην υπόθεση του Bessel. Κανένα από τα σφάλµατα δεν έχει ιδιαίτερη 
σηµασία και τα θετικά και αρνητικά σφάλµατα κατανέµονται µε συµµετρικό τρόπο. 
Όταν ένας δάσκαλος πρέπει να βαθµολογήσει τις εργασίες των µαθητών τους βάζει 
έναν αριθµητικό βαθµό µεταξύ 0 και 10. Όµως, είναι πραγµατικά σε θέση να 
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εξηγήσει τη διαφορά µεταξύ ενός βαθµού 8,8 και ενός άλλου 8,9; Θα ρισκάρω να πω 
πως όχι. Όταν βαθµολογεί, υπόκειται σε συνθήκες που θα µπορούσαν να 
προκαλέσουν σφάλµατα. Η αντίληψη δεν είναι ίδια όταν διαβάζει την 5η  εργασία ή 
όταν διαβάζει την 45η, η κούραση συσσωρεύεται, ο τρόπος έκφρασης των µαθητών 
ποικίλλει, η περίοδος για να παρουσιάσει  τις βαθµολογίες µπορεί να κάνει το χρόνο 
που αφιερώνει στον έλεγχο κάθε εξέτασης να ποικίλλει πολύ. Υπάρχουν διάφορες 
αιτίες που µπορούν να επηρεάσουν τη βαθµολόγηση, τόσο προς τα πάνω όσο και 
προς τα κάτω, διάφορες πηγές στοιχειακού σφάλµατος.  Θα µπορούσα να υποθέσω 
ότι αριθµητική βαθµολογία υπόκειται σε κάποια µεταβλητότητα, που οφείλεται στη 
συσσώρευση των αιτιών, χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι είναι άδικη. Ίσως αυτή είναι η 
βάση του µύθου που λέει ότι οι δάσκαλοι βαθµολογούν ακολουθώντας το νόµο της 
κανονικής κατανοµής ἡ προσαρµόζοντας τις βαθµολογίες τους σε αυτόν. Είναι ένα 
παράδειγµα για να φανεί πώς το πρόβληµα του σφάλµατος είναι ένα καθηµερινό  και 
σύγχρονο πρόβληµα. 

 

6. Κεντρικό οριακό θεώρηµα (ΚΟΘ) 

Τα τυχαία σφάλµατα έχουν αποτέλεσµα ότι οι τιµές που βρίσκω για το 
µετρούµενο µέγεθος, είναι άλλοτε µεγαλύτερες και άλλοτε µικρότερες από την αληθή 
τιµή. Πρέπει να σηµειωθεί ότι τα τυχαία σφάλµατα είναι αναπόφευκτα σε όλες τις 
µετρήσεις. Με όσο µεγάλη επιµέλεια και αν οργανώσω και εκτελέσω µια σειρά 
µετρήσεων, υπάρχουν πάντα τυχαία σφάλµατα. Συνεπώς, το µόνο που αποµένει είναι 
να προσπαθήσω να εκτιµήσω εκ των υστέρων ποιά ήταν η επίδραση των τυχαίων 
σφαλµάτων κατά τη θεωρούµενη σειρά των µετρήσεων, έτσι ώστε να µπορώ να 
απαλλάξω τη σειρά αυτή από τα σφάλµατα. Είναι προφανές ότι για να γίνει αυτό, 
πρέπει να βρω πρώτα τους νόµους οι οποίοι διέπουν τα τυχαία σφάλµατα. Για την 
εύρεση των νόµων αυτών, η θεωρία των σφαλµάτων κάνει ευρεία χρήση των 
βασικών εννοιών και συµπερασµάτων του λογισµού των πιθανοτήτων, του οποίου 
και αποτελεί κλάδο. Το ΚΟΘ  αναφέρει ότι αν µία µέτρηση είναι το αποτέλεσµα του 
αθροίσµατος ενός µεγάλου αριθµού παραγόντων (επιρρεπών σε σφάλµατα) οι οποίοι 
ενεργούν ανεξάρτητα και κανένας από αυτούς δεν κυριαρχεί στο συνολικό άθροισµα, 
ο νόµος πιθανοτήτων του συνολικού αθροίσµατος κατανέµεται σύµφωνα µε το νόµο 
κανονικής κατανοµής, ανεξάρτητα από το νόµο πιθανοτήτων που ελέγχει τους 
παράγοντες. Θα αναλύσω µία συγκεκριµένη κατάσταση για να καταλάβω τι υπάρχει 
πίσω από αυτή τη διαβεβαίωση. Αναφορικά µε το νόµισµα που έχω ρίξει τόσες 
φορές, το ΚΟΘ  λέει ότι η αναλογία του αριθµού κορόνων που θα βγουν θα πλησιάζει 
το 50%  καθώς αυξάνονται οι ρίψεις και η πιθανότητα ότι αυτή η διαφορά είναι 
µεταξύ δύο συγκεκριµένων ορίων µπορεί να καθοριστεί από την κανονική κατανοµή.  

Για παράδειγµα, εάν ρίξω το νόµισµα 100 φορές, η πιθανότητα ότι η αναλογία 
των κορόνων είναι µεταξύ 4.8% και 5.2% είναι 0,3108.  

Αν το ρίξω 400 φορές, θα είναι 0.5762 και αν το ρίξω 5000 φορές, αυξάνεται 
στο 0.9958. ∆ηλαδή, είµαι πολύ σίγουρος ότι το ποσοστό των κορόνων θα είναι 
µεταξύ αυτών των τιµών που αναφέρονται. Αυτές οι πιθανότητες καθορίστηκαν 
χρησιµοποιώντας την κανονική κατανοµή. Μία άλλη κατάσταση εµφανίζεται όταν 
ένας κατασκευαστής ράβδων δηµητριακών γράφει στις συσκευασίες ότι καθεµιά 
ζυγίζει 60 g. Μερικές φορές, το πραγµατικό βάρος υπερβαίνει το προβλεπόµενο και 
άλλες είναι µικρότερο, αλλά τα βάρη ακολουθούν την κανονική κατανοµή και 
λογικά, το αναγραφόµενο βάρος στη συσκευασία είναι το µέσο βάρος και η κανονική 
κατανοµή επιτρέπει να καθορίσω την πιθανότητα ότι το βάρος µίας ράβδου είναι 
µεταξύ ορισµένων ορίων, επαληθεύοντας την κανονικότητα των πιθανοτήτων. Οι δύο 
προηγούµενες καταστάσεις επιτρέπουν να ξεχωρίσω τις δύο απόψεις που οδήγησαν 
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στην αναζήτηση µαθηµατικών εξηγήσεων οι οποίες δηµιούργησαν το ΚΟΘ,  ο 
προσδιορισµός ότι η µέση τιµή των σφαλµάτων των παρατηρήσεων (ιστορικά σε 
αστρονοµία, γεωδαισία) ήταν µεταξύ ορισµένων ορίων και η ανάπτυξη και αποδοχή 
της υπόθεσης των στοιχειωδών σφαλµάτων ως βασικής αρχής για το ότι η κατανοµή 
σφαλµάτων σε µια διαδικασία µέτρησης ακολουθεί το νόµο της κανονικής 
κατανοµής. Μία µαθηµατική διατύπωση µίας απλής εκδοχής του ΚΟΘ  αναφέρει «Αν 
Χ1, Χ2, … είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µετρήσεις µε την ίδια κατανοµή, µε 

πεπερασµένη µέση κοινή τιµή µ   και τα τετράγωνα των οποίων έχουν επίσης 

πεπερασµένη µέση τιµή, η πιθανότητα το άθροισµα Χ1+Χ2+…+Χ3 δεόντως 
κανονικοποιηµένο να είναι µεταξύ των τιµών ,α β  προσεγγίζεται από την κανονική 

καµπύλη, όταν το n  αυξάνει επ' αόριστο». Με ακριβείς µαθηµατικούς όρους, αυτό 

που επαληθεύεται είναι ότι 

( ) 2

1 2 2
... 1

lim
2

b x

n

n

a

n
P a b e dx

n

µ

σ π

−

→∞

Χ + Χ + + Χ − ⋅ 
≤ ≤ = 

 
∫  όπου 

( )2 2 2E Xσ µ= − . Το ΚΟΘ µπορεί να αναδιατυπωθεί λέγοντας ότι επιβεβαιώνεται η 

κανονικότητα των πιθανοτήτων ή ότι οι µεταβλητές ικανοποιούν την κανονικότητα 
των πιθανοτήτων. Το ΚΟΘ ή η κανονικότητα των πιθανοτήτων, επαληθεύονται 
ανεξάρτητα από την κατανοµή που ακολουθούν οι µεταβλητές. Κατά κάποιο τρόπο 
αυτό που λέει το θεώρηµα είναι ότι δε µπορώ να προβλέψω την ατοµική 
συµπεριφορά µίας µεταβλητής ή ατόµου, αλλά µπορώ να προβλέψω τη συµπεριφορά 
του µέσου όρου του πληθυσµού. Το ΚΟΘ πρόσφερε εκείνη την εποχή και προσφέρει 
ακόµα, µία πιο βαθιά γνώση της συµπεριφοράς των παρατηρήσεων και της σχέσης 
της µε το φυσικό κόσµο. Οι ίδιες ιδέες έχουν εφαρµοστεί για τη µελέτη 
χαρακτηριστικών (φυσικών και κοινωνικών) σε ανθρώπινους πληθυσµούς και προς 
έκπληξη πολλών, διαπιστώθηκε ότι σε αρκετές περιπτώσεις η συµπεριφορά των 
χαρακτηριστικών των ανθρωπίνων πληθυσµών ανταποκρίνεται σε αυτό που 
προβλέπεται από το ΚΟΘ. 
 
7. Οι συχνότεροι τύποι σφαλµάτων µέτρησης 

Σφάλµα µέτρησης είναι η διαφορά µεταξύ της τιµής που έχει ληφθεί και της 
πραγµατικής τιµής του µετρηµένου αντικειµένου. Μερικές φορές, το σφάλµα είναι 
τόσο ελάχιστο που θεωρείται αµελητέο. Αυτό σηµαίνει ότι η διαφορά µεταξύ των 
πραγµατικών και των µετρούµενων τιµών είναι αµελητέα και δεν επηρεάζει το 
αποτέλεσµα. Σε άλλες περιπτώσεις, τα λάθη είναι σηµαντικά, πράγµα που σηµαίνει 
ότι η διαφορά µπορεί να επηρεάσει το έργο που εκτελείται. Εκτός από τα αµελητέα 
και σηµαντικά λάθη, υπάρχουν και άλλοι τύποι σφαλµάτων µέτρησης. Ορισµένα 
οφείλονται σε ελαττώµατα των χρησιµοποιούµενων οργάνων και άλλα προκύπτουν 
εξαιτίας της κακής χρήσης των οργάνων, από το άτοµο που πραγµατοποίησε τη 
µέτρηση. Οι περιβαλλοντικές συνθήκες µπορεί να παρεµβαίνουν στη διαδικασία 
µέτρησης, προκαλώντας λάθος δεδοµένα. Υπάρχουν τρεις πηγές συστηµατικών και 
τυχαίων σφαλµάτων σε αριθµητικές (υπολογιστικές) διαδικασίες:  

 

7.1 Το ανθρώπινο σφάλµα (ολίσθηµα ή λάθος) 

 Μπορεί να προκύψει σε κάθε στάδιο που έρχεται σε επαφή ο χρήστης µε το 
υπολογιστικό εργαλείο και περιορίζεται µε σωστή κατάρτιση των µελετητών, 
οργάνωση του χώρου και του τρόπου εργασίας και µε χρήση κατάλληλων εργαλείων. 
Είναι ίσως η σοβαρότερη πηγή σφαλµάτων και απαιτείται χρόνος και προσπάθεια 
ώστε να περιορισθεί σε αποδεκτά όρια. 
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7.2 Το σφάλµα κατά τον προγραµµατισµό του αλγορίθµου 

Οφείλεται κατά κανόνα σε προσεγγίσεις που γίνονται, όταν το αρχικό 
πρόβληµα αντικαθίσταται από κάποιο µαθηµατικό ανάλογο, όπως για παράδειγµα η 
αντικατάσταση µίας απειροστής σειράς µε µία που αποτελείται από ένα πεπερασµένο 
αριθµό όρων. 

 
7.3 Το σφάλµα προσέγγισης της ακριβούς λύσης 

Το σφάλµα αυτό συνήθως καλείται σφάλµα αποκοπής και προσπαθώ γενικά 
να υπολογίσω το άνω όριό του. Ανακύπτει επίσης και το σφάλµα στρογγύλευσης που 
οφείλεται στο ότι δεν είναι δυνατό να αποθηκεύσω στον υπολογιστή τον κάθε αριθµό 
που υπολογίζω µε απόλυτη ακρίβεια, λόγω του πεπερασµένου αριθµού ψηφίων 
(χώρου) που διατίθενται. Μπορώ γενικά να ορίσω το σφάλµα µε µία από τις σχέσεις:  

 
ακριβής τιµή= προσεγγιστική τιµή + σφάλµα 

ή σχετικό σφάλµα = σφάλµα/ πραγµατική τιµή 
 

7.4 Τυχαίο σφάλµα 

Τα τυχαία σφάλµατα είναι εκείνα που συµβαίνουν όταν γίνονται διαδοχικές 
µετρήσεις του ίδιου αντικειµένου ή φαινοµένου, επιτυγχάνοντας διαφορετικές τιµές 
σε κάθε περίπτωση. Στις κοινωνικές επιστήµες, τυχαία σφάλµατα αντιπροσωπεύονται 
από συνθήκες που επηρεάζουν, µε συγκεκριµένο τρόπο, ένα µέλος του δείγµατος που 
αναλύεται.  

 

7.5 Συστηµατικό σφάλµα 

Σε αντίθεση µε τα τυχαία, τα συστηµατικά σφάλµατα εξαρτώνται άµεσα από 
το σύστηµα που χρησιµοποιείται για τη µέτρηση. Για το λόγο αυτό, είναι συνεχή 
σφάλµατα. Αν χρησιµοποιούνται βαθµονοµηµένα όργανα, θα δώσουν λανθασµένες 
µετρήσεις. Το σφάλµα θα παρουσιαστεί ακόµα και αν η διαδικασία µέτρησης 
επαναληφθεί. Στις κοινωνικές επιστήµες, συστηµατικό σφάλµα συµβαίνει όταν 
υπάρχει µία κατάσταση που επηρεάζει γενικά την απόδοση όλων των ατόµων του 
δείγµατος. 

 

7.6 Περιττό σφάλµα  

Είναι το λάθος που είναι ελάχιστο και δεν αποτελεί πρόβληµα για τις 
µετρήσεις που πραγµατοποιούνται. Π.χ. Αν εργάζεστε σε µέτρα και η µέτρηση 
ποικίλει κατά 1 χιλιοστό, θεωρείται ότι το σφάλµα αυτό δεν είναι σηµαντικό και το 
αποτέλεσµα γίνεται αποδεκτό ως σωστό. 

 
7.7 Σηµαντικό σφάλµα  

Το σηµαντικό λάθος είναι αυτό που αντιπροσωπεύει ένα πρόβληµα για το 
έργο που γίνεται. Αν η διαφορά στις µετρήσεις είναι πολύ µεγάλη, θα είναι προφανώς 
ένα σηµαντικό σφάλµα. Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες η διαφορά είναι ελάχιστη, 
αλλά εξίσου σηµαντική.  

 
7.8 Σφάλµα λόγω ελαττωµάτων στο χρησιµοποιούµενο όργανο 

Πολλά από τα σφάλµατα που γίνονται κατά τη λήψη των µετρήσεων, µπορούν 
να αποδοθούν στα όργανα που χρησιµοποιούνται. Υπάρχουν ορισµένα όργανα που 
πρέπει να βαθµονοµηθούν, ώστε οι µετρήσεις που λαµβάνονται να είναι ακριβείς. Τα 
θερµόµετρα, πρέπει να υποβάλλονται σε συντήρηση και βαθµονόµηση τόσο συχνά, 
ώστε να µην υπάρχουν σηµαντικά σφάλµατα στις µετρήσεις της θερµοκρασίας.  
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7.9 Σφάλµα που προκλήθηκε από το άτοµο που έλαβε τη µέτρηση 

 Ο άνθρωπος είναι ατελής. Εποµένως, όταν ένα άτοµο είναι υπεύθυνο για τη 

λήψη των µετρήσεων, υπάρχει ένα περιθώριο πιθανότητας ότι θα γίνει σφάλµα.  

 

7.10 Σφάλµα λόγω περιβαλλοντικών συνθηκών 

 Οι θερµοκρασίες, ο ήχος και άλλα περιβαλλοντικά ερεθίσµατα επηρεάζουν 

τις µετρήσεις. 

 

8. Λογισµός σφαλµάτων 

Ο λογισµός σφαλµάτων, ασχολείται µε την ακρίβεια αριθµών και 

αποτελεσµάτων του υπολογισµού. Σφάλµατα οφειλόµενα σε λανθασµένους 

µαθηµατικούς υπολογισµούς, στη µη τήρηση των κανόνων του υπολογισµού, στην 

επιπολαιότητα ή απροσεξία κατά την εκτέλεση των πράξεων, δεν αποτελούν 

αντικείµενο του λογισµού των σφαλµάτων. Ως εκ τούτου, ο εκτελών τους 

υπολογισµούς δεν απαλλάσσεται της υποχρέωσης να προσέχει κατά την εκτέλεση 

των αριθµητικών πράξεων. Ένας µαθητής υπολογίζει από τις πλευρές α = 7,49 , β = 

5,32 ενός τριγώνου και την υπό αυτών περιεχόµενη γωνία φ=30⁰, το µήκος της τρίτης 

πλευράς του τριγώνου, γ, βάσει του τύπου
2 2 2 cosγ α β αβ ϕ= + − . 

 
2

2 2

2

56,1001
84,4025

28,3024

α
α β

β

= 
⇒ + =

= 
              

0,87

2 69,3334

cos

cos

ϕ
αβ ϕ

=

=
 

 

Άρα, 2 15,0691 3,88γ γ= ⇒ = .  

Ο καθηγητής θεωρεί το αποτέλεσµα ανακριβές, καθώς ανέµενε τη λύση 

γ=3,92. Προφανώς, ο µαθητής έλαβε υπόψη του ανεπαρκή αριθµό ψηφίων στην τιµή 

του cosϕ .  Ανακύπτουν τα ερωτήµατα πόσο σφάλµα προκάλεσαν στο αποτέλεσµα τα 

αγνοούµενα ψηφία του cosϕ  ή αντιστρόφως πόσα ψηφία του cosϕ  έπρεπε να 

ληφθούν υπόψη, ώστε να επιτευχθεί η απαιτούµενη  ακρίβεια του αποτελέσµατος. 

 

9. Προσεγγιστικές τιµές 

Στις πρακτικές εφαρµογές, οι αριθµητικές τιµές µετρούµενων µεγεθών είναι 

γνωστές µόνο κατά προσέγγιση. Ένας οδηγός αυτοκινήτου ταξιδεύει προς Αθήνα. 

Μία πινακίδα αναγράφει την απόσταση ως 120 km. Το αυτοκίνητο καταναλώνει 9 

λίτρα βενζίνης, ανά 100 km. Ο οδηγός υπολογίζει πρόχειρα ότι η κατανάλωση 

βενζίνης κατά τη διάρκεια του ταξιδιού θα ανέλθει στα 120�0,09=10,8 λίτρα. Όµως η 

πινακίδα δεν αναγράφει «αληθή τιµή» της απόστασης, αλλά µια προσεγγιστική τιµή.  

Για τον πρόχειρο υπολογισµό του, µία ακριβέστερη τιµή της απόστασης δεν 

παρέχει ιδιαίτερη ωφέλεια, διότι και η µέση κατανάλωση του οχήµατος είναι µόνο 

προσεγγιστική. Συχνά, χρησιµοποιούνται για υπολογισµούς προσεγγιστικές τιµές και 

για καθαρούς αριθµούς, διότι  πολλοί αριθµοί δύνανται να παρασταθούν στο 

δεκαδικό σύστηµα µόνο ως απέραντα δεκαδικά κλάσµατα, π.χ. 2,  ,  log3π . Για να 

δηλωθεί ότι α είναι µια προσεγγιστική τιµή του x, γράφεται συνήθως x a≈ . Η 

πραγµατική τιµή είναι x, η προσεγγιστική α. Π.χ. 2 1,41,  3,14,  log3 0,4771π≈ ≈ ≈  

 



15 

 

10. Απόλυτο σφάλµα, διόρθωση και σχετικό σφάλµα 

10.1 Απόλυτο σφάλµα 

Η ποιότητα µιας προσεγγιστικής τιµής a  εκτιµάται από την απόκλιση της από 

την πραγµατική τιµή x . Η διαφορά a x−  ονοµάζεται απόλυτο σφάλµα a xε = − . 

Μια προσεγγιστική τιµή a  είναι τόσο ακριβής, όσο µικρότερο είναι το απόλυτο 

σφάλµα. Π.χ. η τιµή 1 0,66667a =  για 
2

3
x =  είναι εκατό φορές ακριβέστερη της 

2 0,667a = . 

 
10.2 ∆ιόρθωση 

 Για να ληφθεί από την προσεγγιστική τιµή a  η αληθής τιµή x  ενός 

µεγέθους, πρέπει να προστεθεί στο α η διόρθωση k x a ε= − = − . 

   

10.3 Σχετικό σφάλµα 

Αντί του απόλυτου σφάλµατος ε της προσεγγιστικής τιµής a , χρησιµοποιείται 

συχνά το σχετικό σφάλµα 
x

ε
 , το οποίο συνήθως εκφράζεται σε ποσοστά. Έτσι, είναι 

δυνατή η σύγκριση προσεγγιστικών τιµών, διαφόρων µεγεθών, ως προς την ακρίβεια. 
Προσεγγιστική τιµή a  

Αληθής τιµή x  

Απόλυτο σφάλµα a xε = −  

Σχετικό σφάλµα 

x

ε
 

            Παράδειγµα 1. Για την αληθή τιµή 
2

3
x = 	 χρησιµοποιείται η προσέγγιση 

1 0,67a =  και για την αληθή τιµή 
1

15
y =  η προσέγγιση 2 0,07a = . Τα απόλυτα 

σφάλµατα είναι  1 1

2 1
0,67

3 300
a xε = − = − =  και  

                            2 2

1 1
0,07

15 300
a yε = − = − = . 

Μέσω των σχετικών σφαλµάτων προκύπτει ότι 

1

1
1300 0,005 0,5%

2 200

3

x

ε
= = = =  &  2

1
1300 0,05 5%

1 20

15

y

ε
= = = = . 

Παρόλο ότι τα απόλυτα σφάλµατα είναι ίσα µεταξύ τους, η προσέγγιση 1a  διά 

το x  είναι δέκα φορές καλύτερη από την 2a  διά του y .  

 

10.4 Ακρίβεια αριθµών, παραστάσεις ανακριβών αριθµών 

Κάθε δήλωση για το µέγεθος του απόλυτου ή του σχετικού σφάλµατος της 
προσεγγιστικής τιµής, αποτελεί συγχρόνως δήλωση περί της ακρίβειας της 
προσεγγιστικής αυτής τιµής. Ως επί το πλείστων όµως η αληθής τιµή είναι άγνωστη, 
όπως π.χ. την περίπτωση των προσεγγιστικών τιµών που προέρχονται από µέτρηση. 
∆εν είναι δυνατόν, εποµένως, να υπολογισθεί ούτε το απόλυτο ούτε το σχετικό 
σφάλµα. Σε τέτοιες περιπτώσεις περιορίζεται η εύρεση άνω φραγµάτων στο απόλυτο 
ή το σχετικό σφάλµα. 
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10.5 Φράγµατα του απόλυτου σφάλµατος  

Άνω φράγµα του απολύτου σφάλµατος µίας προσεγγιστικής τιµής α  θεωρείται ο 

θετικός αριθµός α∆ , ο οποίος είναι ανώτερος της απόλυτης τιµής του σφάλµατος. 

Ισχύει η ανισότητα   
 

xα ε α α α α α−∆ ≤ ≤ ∆ ⇔ − ∆ ≤ ≤ + ∆  

Με την παραδοχή ενός φράγµατος α∆ , δίνονται συγχρόνως ένα άνω και ένα 

κάτω φράγµα τιµών του µεγέθους x . Αυτό γράφεται εν συντοµία ως ( )x α α≈ ±∆  ή 

x α α= ± ∆ . 

( )
 προσεγγιστική τιµή του 

φράγµα για το απόλυτο σφάλµα του
 ή  

  

x
x xα α α α

α α
α 

= ±∆ = ± ∆
∆   

Η τιµή α∆  παρέχει την πληροφορία για την ακρίβεια του α . Όσο µικρότερη 

είναι η α∆ , τόσο ακριβέστερη είναι η προσεγγιστική τιµή α . Αντιστρόφως, αν είναι 

γνωστά δύο φράγµατα τιµών του µεγέθους x  τέτοια ώστε 1 2x x x≤ ≤ τότε 

1 2

2

x x
a

+
=  είναι προσεγγιστική τιµή του x , µε 2 1

2

x x
a

−
∆ = . 

 

10.6 Φράγµατα σχετικού σφάλµατος 

Συχνά, η ακρίβεια των τεχνικών δεδοµένων δίνεται στη µορφή ( )100%x a δ≈ ± ⋅  ή 

100%x α δ= ± ⋅ . Το µέγεθος 
α

δ
α
∆

= είναι φράγµα για το σχετικό σφάλµα του a . 

( )
 προσεγγιστική τιµή του 

φράγµα του απόλυτου σφάλµατος

φράγµα για το σχετικό σφάλµα το

 100%  ή  10

υ  

0%

x

x a x

α
α δ α δ

α
δ α

α





∆ ≈ ± ⋅ = ± ⋅
∆ =


 

   Παράδειγµα 2. Στην επιφάνεια ενός πυκνωτή αναγράφεται η χωρητικότητα 

ως 250 10%pF ± . Το σχετικό σφάλµα της προσεγγιστικής τιµής 250 pFα = είναι

0,1δ = . Άρα, προκύπτει ως φράγµα για το απόλυτο σφάλµα 25pFα α δ∆ = ⋅ = . 

Συνεπώς, η πραγµατική τιµή της χωρητικότητας κυµαίνεται µεταξύ 225 pF και 

275pF.  

Κατά τη χρήση προσεγγιστικών τιµών σε αριθµούς όπως οι 2,  ,  log3π  δεν 

αναφέρεται συνήθως η ακρίβεια. Η παράσταση τέτοιων προσεγγιστικών τιµών 

υπόκειται σε ορισµένους κανόνες, οι οποίοι επιτρέπουν άµεσο συµπέρασµα περί της 

ακρίβειας των αριθµητικών τιµών. 

 

10.7 Σύντµηση  

Ο αριθµός π  µπορεί να παρασταθεί µόνο µέσω µίας άπειρης σειράς 

δεκαδικών κλασµάτων. Σε έναν πίνακα όµως βρίσκεται π.χ. η τιµή π = 

3,141592653589…. Ο πίνακας δίνει ως προσεγγιστική τιµή του π  ένα δεκαδικό 

αριθµό, περιορισµένο σε δώδεκα ψηφία. Κατά τη σύντµηση ενός απείρου δεκαδικού 

κλάσµατος, διακόπτεται η ακολουθία των ψηφίων του µετά από ορισµένη θέση. Τα 
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ακολουθούντα τρία σηµεία, υποδηλώνουν ότι ακολουθούν και άλλοι αριθµοί. Τα 

επόµενα ψηφία είναι έγκυρα, δηλαδή η ακολουθία ψηφίων του συντετµηµένου 

συµπίπτει πλήρως µετά την ακολουθία ψηφίων του µη συντετµηµένου µέχρι και της 

θέσης τοµής. Έτσι, ο αριθµός π , συντετµηµένος σε τέσσερα δεκαδικά ψηφία είναι 

π=3,1415…. Μετά, το τελευταίο ψηφίο συντετµηµένου αριθµού ακολουθεί ένα ψηφίο µεταξύ 

των ψηφίων 0 έως 9. Αν εποµένως, χρησιµοποιηθεί ως προσέγγιση αριθµός συντετµηµένος 

σε k δεκαδικά, το απόλυτο σφάλµα της προσεγγιστικής αυτής τιµής είναι αρνητικό και 

µικρότερο κατά απόλυτη τιµή της µίας µονάδας της τάξης του τελευταίου ψηφίου του 

συντετµηµένου αριθµού. Αριθµός συντµηθείς π.χ. σε k  δεκαδικά ψηφία µετά την 

υποδιαστολή, έχει σφάλµα µικρότερο του 10 k−
. Π.χ. αν το � ≈ 3,1415 το απόλυτο σφάλµα 

είναι µικρότερο του 
4 1

10
10.000

− = . 

 

10.8 Στρογγυλοποίηση 

Μια συνήθης µέθοδος για τη σύντµηση δεκαδικών ψηφίων είναι η 

στρογγυλοποίηση του αριθµού. Σε αυτή την περίπτωση παραµένει αµετάβλητο το 

τελευταίο διατηρούµενο ψηφίο, αν ακολουθεί κάποιος από τους αριθµούς 0, 1, 2, 3, 4  

(στρογγυλοποίηση προς τα κάτω). Το τελευταίο διατηρούµενο ψηφίο αυξάνεται κατά 

1, αν ακολουθεί 5, 6, 7, 8, 9 (στρογγυλοποίηση προς τα άνω).  

Μια προσεγγιστική τιµή του π , στρογγυλευµένη ως προς το τέταρτο δεκαδικό 

ψηφίο είναι � ≈ 3,1416. Το απόλυτο σφάλµα της προσεγγιστικής τιµής είναι 

µικρότερο του 
410

2

−

. Αν ακολουθηθεί ο κανόνας της στρογγυλοποίησης, υπάρχει η 

εγγύηση ότι το απόλυτο σφάλµα στρογγυλευµένου αριθµού δεν υπερβαίνει κατά 

απόλυτη τιµή την µισή µονάδα της τάξης του τελευταίου διδόµενου ψηφίου. Το 

σφάλµα είναι θετικό ή αρνητικό. Μόνο εφόσον το πρώτο αγνοηθέν ψηφίο είναι 5, 

ακολουθούµενο από µηδενικά, είναι το σφάλµα ακριβώς ίσο µε µισή µονάδα της 

τάξης του τελευταίου κρατηθέντος ψηφίου. Σε αυτή την περίπτωση συνηθίζεται η 

στρογγυλοποίηση κατά τέτοιον τρόπο ώστε το τελευταίο ψηφίο να είναι πάντα άρτιας 

τάξης. Π.χ. ο αριθµός 0,12500 στρογγυλοποιείται σε 0,12 ενώ ο αριθµός 0,17500 σε 

0,18. 

 

10.9 Αξιόπιστα ψηφία 

Τα ψηφία ενός στρογγυλοποιηµένου αριθµού δεν είναι απαραίτητα όλα 
έγκυρα, διότι ίσως προέρχονται από στρογγυλοποίηση. Αλλά ένας σωστά 
στρογγυλοποιηµένος αριθµός περιέχει µόνο αξιόπιστα ψηφία. Τα ψηφία ενός αριθµού 
ονοµάζονται αξιόπιστα, αν το απόλυτο σφάλµα της προσεγγιστικής τιµής δεν 
υπερβαίνει τη µισή µονάδα της τάξης του τελευταίου ψηφίου. Αν δεν υπάρχει 

περίπτωση παρεξήγησης γράφεται x = 
	αντί για � ≈ 
, όταν η τιµή α προέρχεται 
από στρογγυλοποίηση. 

 
Παράδειγµα 3.  Σε έναν πενταψήφιο πίνακα τετραγωνικών ριζών βρίσκεται 

για την τιµή 39 6,24500= . Ο αριθµός αυτός περιέχει µόνο αξιόπιστα ψηφία, διότι 

το απόλυτο σφάλµα είναι µικρότερο του 65 10−⋅ . Τα τρία τελευταία ψηφία όµως δεν 

είναι έγκυρα διότι 39 6,2449979= … Αν µία προσεγγιστική τιµή περιέχει µόνο 

αξιόπιστα ψηφία δεν είναι απαραίτητη η καταγραφή της ακρίβειας της. Αντιστρόφως, 
αν για την  προσεγγιστική τιµή δεν δίνεται η ακρίβεια, πρέπει να υποτεθεί ότι όλα τα 
ψηφία είναι αξιόπιστα. Αυτό ισχύει πάντα για τις αριθµητικές τιµές µαθηµατικών 
πινάκων.   
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10.10 Ουσιώδη και επουσιώδη ψηφία 

Κατά την στρογγυλοποίηση µεγάλων αριθµών προκύπτουν ορισµένες 
δυσκολίες. Αν π.χ. ο αριθµός 1778 στρογγυλοποιηθεί σε εκατοντάδες, προκύπτει ο 
αριθµός 1800. Ο αριθµός αυτός έχει στρογγυλοποιηθεί σωστά, δεν περιέχει όµως 
αξιόπιστα ψηφία, διότι το απόλυτο σφάλµα είναι µεγαλύτερο του 0,5. Αντί των 
αξιόπιστων ψηφίων 7 και 8 εµφανίζονται µηδενικά, τα οποία απλώς χρησιµεύουν για 
τη δήλωση της τάξης µεγέθους του στρογγυλοποιηµένου αριθµού. Τα ψηφία αυτά 
ονοµάζονται επουσιώδη ψηφία.  

Η αναγραφή των επουσιωδών ψηφίων (µηδενικών) µπορεί να προκαλέσει 
παρεξηγήσεις κατά την εξέταση της ακρίβειας των αριθµών. Για το λόγο αυτό, 
χρησιµοποιούνται οι δυνάµεις του δέκα, για την εισαγωγή άλλου τρόπου γραφής. 

Στην προκειµένη περίπτωση γράφεται ο στρογγυλοποιηµένος αριθµός ως 218 10⋅ . Αν 

όµως στρογγυλοποιηθεί ο αριθµός 1799,7 τα δύο µηδενικά του αποτελέσµατος 1800 

είναι ουσιώδη ψηφία και πρέπει να αναφέρονται π.χ. στη µορφή 31,800 10⋅ . 

 

10.11 Η στρογγυλοποίηση στρογγυλοποιηµένων αριθµών 

Μία περαιτέρω δυσκολία ανακύπτει αν ήδη στρογγυλοποιηµένοι αριθµοί 
πρέπει να στρογγυλοποιηθούν περισσότερο. Αν π.χ. ο αριθµός 0,4747 
στρογγυλοποιηθεί σε δύο δεκαδικά, προκύπτει ο 0,47. Αν όµως στρογγυλοποιηθεί 
αρχικά σε τρία δεκαδικά και κατόπιν σε δύο, προκύπτουν κατά σειρά οι αριθµοί 
0,475 & 0,48. Το τελευταίο ψηφίο δεν είναι πλέον αξιόπιστο. Η ανασφάλεια αυτή 
παρουσιάζεται πάντα, όταν το τελευταίο ψηφίο ενός στρογγυλοποιηµένου αριθµού 
είναι το 5. Για αυτό και είναι χρήσιµο να σηµειώνεται κατά κάποιον τρόπο, αν το 
ψηφίο 5 της τελευταίας θέσης προήλθε από στρογγυλοποίηση προς τα άνω ή προς τα 
κάτω. Ένας τρόπος είναι η χρήση παύλας για την πρώτη και στιγµής για τη δεύτερη 

περίπτωση. Το σύµβολο βρίσκεται πάνω από το ψηφίο. Π.χ. 2,6146 2,615≈  ή 
.

2,6153 2,615 2,62≈ ≈ . 

 
10.12 Ακρίβεια αποτελέσµατος κατά τους υπολογισµούς µε προσεγγιστικές τιµές 

Αρχικά και υπολογιστικά σφάλµατα. Αν διεξαχθεί υπολογισµός µε 
προσεγγιστικές αρχικές τιµές, το αποτέλεσµα θα είναι επίσης προσεγγιστικό, η δε 
ακρίβεια του εξαρτάται από τα σφάλµατα των υπολογισµών των εισερχοµένων τιµών 
των προσεγγιστικών τιµών. Το προκαλούµενο µε τον τρόπο αυτό σφάλµα του 
αποτελέσµατος, ονοµάζεται αρχικό σφάλµα. Εκτός από αυτό, προκύπτουν κατά την 
πορεία του υπολογισµού σφάλµατα από την στρογγυλοποίηση των ενδιαµέσων 
αποτελεσµάτων. Αυτά καλούνται υπολογιστικά σφάλµατα. Τα υπολογιστικά 
σφάλµατα πρέπει να τηρούνται µικρότερα των αρχικών σφαλµάτων, αλλιώς δε 
γίνεται εκµετάλλευση της ακρίβειας των αρχικών τιµών. Κατά κανόνα, το 
υπολογιστικό σφάλµα δεν πρέπει να υπερβαίνει το 1/10 του αρχικού. Αυτό 
επιτυγχάνεται, αν κατά τον υπολογισµό λαµβάνονται υπ’ όψη µερικά επιπλέον ψηφία 
(προστατευτικά ψηφία) και µόνο το τελικό αποτέλεσµα στρογγυλοποιείται µε 
ακρίβεια αντίστοιχη του αρχικού σφάλµατος. Κατά κανόνα αρκούν δύο ως τρία 
προστατευτικά ψηφία. 

 
10.13 Μέθοδος των φραγµάτων τιµών 

Την ακριβέστερη εκτίµηση  της ακρίβειας ενός υπολογισµού παρέχει η 
µέθοδος των φραγµάτων τιµών. Αρχικά, προσδιορίζεται εκ του άνω και κάτω 
φράγµατος τιµών των αρχικών µεταβλητών το άνω και το κάτω φράγµα τιµών του 
αποτελέσµατος.  Μέσω των βασικών πράξεων, βρίσκονται εύκολα απλοί κανόνες. Αν 
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K(x), A(x) είναι τα κάτω και άνω φράγµατα τιµών του x και αντιστοίχως K(y), A(y) 

για το µέγεθος y, ισχύουν οι σχέσεις: 

( ) ( )K x A x− = − ,    ( ) ( ) ( )K x y K x K y+ = + , ( ) ( ) ( )K x y K x A y− = −  

( ) ( )A x K x− = − ,    ( ) ( ) ( )A x y A x A y+ = + ,   ( ) ( ) ( )A x y A x K y− = −  

Οι παραπάνω σχέσεις συνάγονται στις ανισότητες ( ) ( )K x x A x≤ ≤ , 

( ) ( )K y y A y≤ ≤ . 

Παράδειγµα 4. Αν  ( )1 61 0,5  mmρ ≈ ± η άνω 

ακτίνα, ( )2 74 0,5  mmρ ≈ ±  η κάτω ακτίνα, 

( )82 0,5  mmσ ≈ ± η πλευρά της γενέτειρας ενός 

ορθού κόλουρου κώνου να υπολογιστεί το ύψος 

του H µέσω του τύπου ( )22

1 2H σ ρ ρ= − − 	
Μετά τον παραπλεύρως υπολογισµό προκύπτει 

ως κάτω φράγµα τιµών του αποτελέσµατος

80,28 mm  και ως άνω φράγµα 81,63 mm . 

Το αποτέλεσµα συµπτύσσεται σε

( )80,955 0,675  H mm≈ ±  ή στη χονδρική 

προσέγγιση ( )81,0 0,8  H mm≈ ± . 

 

 

 

 

 

 

Παράδειγµα 5.  Από την ( ) ( )K x x A x≤ ≤  προκύπτει µέσω πολλαπλασιασµού επί 

1−  ότι ( ) ( )A x x K x− ≤ − ≤ −  ώστε ( )A x− είναι κάτω φράγµα τιµών του x−  και 

( )K x−  είναι άνω φράγµα τιµών. 

( ) ( )
( )

( ) ( )
x A x x y A x y

x y A x A y
y A y

≤ ⇒ + ≤ + 
+ ≤ +

≤ 
 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
K x x K x y x y

K x A y x y
y A y

≤ ⇒ − ≤ − 
− ≤ −

≤ 
 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
K x x K x y x y

K x K y x y
K y y

≤ ⇒ + ≤ + 
+ ≤ +

≤ 
 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
x A x x y A x y

x y A x K y
K y y

≤ ⇒ − ≤ − 
− ≤ −

≤ 
 

 Κάτω φράγµα 

τιµών 

Άνω φράγµα 

τιµών 

� 

�� 

�� 

�� � �� 

��� � ���	� 

�� 

�� 

� 

81,5 

73,5 

60,5 

12,0 

144,0 

6642,25 

6446,25 

80,28 

82,5 

74,5 

61,5 

14,0 

196,0 

6806,25 

6662,25 

81,63 
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Κατά τον προσδιορισµό των φραγµάτων τιµών µέσω των τιµών xy  και 
x

y
, παίζουν 

ρόλο τα πρόσηµα των φραγµάτων τιµών των ,x y . Αν ,x y  έχουν µόνο θετικά 

φράγµατα, ισχύει ( ) ( ) ( )K x y K x K y⋅ = ⋅ , ( ) ( ) ( )A x y A x A y⋅ = ⋅ , 
( )
( )

K xx
K

y A y

 
= 

 
, 

( )
( )

A xx
A

y K y

 
= 

 
. Κατά την εκτέλεση του υπολογισµού, πρέπει να επιδιώκεται η 

στρογγυλοποίηση κάτω φραγµάτων προς τα κάτω και άνω φραγµάτων προς τα άνω. 
 

10.14 Μέθοδος των φραγµάτων του σφάλµατος 

Η µέθοδος των φραγµάτων τιµών καλύπτει τόσο τα αρχικά, όσο και τα 
υπολογιστικά σφάλµατα. Η εφαρµογή της όµως απαιτεί χρόνο, διότι ο κάθε 
υπολογισµός εκτελείται δύο φόρες. Αν ενδιαφέρουν µόνο τα αρχικά σφάλµατα, η 
µέθοδος των φραγµάτων του σφάλµατος οδηγεί ταχύτερα στο στόχο, δεν είναι τόσο 
αυστηρή, όµως έχει το πλεονέκτηµα ότι εκ της ακρίβειας των αρχικών δεδοµένων, 
επιτρέπει την άµεση εύρεση φράγµατος για το σφάλµα του αποτελέσµατος.  

Η µέθοδος των φραγµάτων του σφάλµατος βασίζεται στην ακόλουθη αρχή: 

Έστω ότι υπολογίζεται η τιµή συνάρτησης ( )1 2, ,..., kf x x x  k  µεταβλητών. Για τις 

µεταβλητές 1 2, ,..., kx x x  διατίθενται µόνο οι προσεγγίσεις  1 2, ,..., kα α α . Ζητείται η 

εκτίµηση του σφάλµατος, αν ο υπολογισµός εκτελεστεί µε τις προσεγγιστικές τιµές 

να . Έστω ότι οι προσεγγιστικές τιµές έχουν απόλυτα σφάλµατα 

1 1 1 2 2 2,  ,  ... ,  k k kx x xε α ε α ε α= − = − = −  πολύ µικρά σε σύγκριση µε τις τιµές ��.  

Το ακριβές αποτέλεσµα θα ήταν ( ) ( )1 2 1 1 2 2, ,..., ,  ,...,  k k kf x x x f a ε α ε α ε= − − −  

Αν η δεξιά πλευρά της εξίσωσης αναπτυχθεί σε σειρά κατά τα εκ του διαφορικού 

λογισµού γνωστά και αγνοηθούν οι όροι δεύτερης και ανώτερης τάξης, από τα ��, 

προκύπτει ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2

1 2

, ,..., ,  ,...,  ...k k k k

k

f f f
f x x x f a

x x x
α ε α ε ε ε ε

∂ ∂ ∂
= − − − − − −

∂ ∂ ∂
, 

όπου
k

f

x

∂
∂

 είναι οι µερικοί παράγωγοι της συνάρτησης στη θέση

1 1 2 2,  ,  ... , k kx a x xα α= = = . Από την παραπάνω σχέση και µε ακρίβεια όρων 

ανωτέρας τάξης για τα νε  προκύπτει µέσω του σφάλµατος του αποτελέσµατος η 

έκφραση   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

,  ,...,  , ,...,

,  ,...,  ,  ,...,  ... ,  ,...,  
k

f k k

x k x k k x k

f a f x x x

f a f a f a

ε α α

ε α α ε α α ε α α

= − =

+ + +
 

Η απόλυτη τιµή του σφάλµατος εκτιµάται ως  

( ) ( ) ( )
1 21 1 2 2 1 2 1 2,  ,...,  ,  ,...,  ... ,  ,...,  

kf x k x k k x kf a f a f aε ε α α ε α α ε α α≤ + + +  

Αν υπάρχουν δεδοµένα φράγµατα 1,  ... , kα α∆ ∆  των απόλυτων σφαλµάτων

1,  ... , kε ε , η παραπάνω σχέση επεκτείνεται σε  

( ) ( )
11 1 2 1 2,  ,...,  ... ,  ,...,  

kf x k k x kf a f a fε α α α α α α≤ ∆ + + ∆ = ∆  

Η τιµή f∆  είναι καλή προσέγγιση ενός άνω φράγµατος µέσω του απόλυτου 

σφάλµατος του αποτελέσµατος.  
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Βασική εξίσωση για την εκτίµηση της ακρίβειας υπολογιστικών αποτελεσµάτων 

( ) ( )
11 1 2 1 2,  ,...,  ... ,  ,...,  

kx k k x kf f a f aα α α α α α∆ = ∆ + + ∆  

Μέσω αυτή της εξίσωσης, προσδιορίζεται ένα φράγµα σφάλµατος του 
αποτελέσµατος από τα φράγµατα των σφαλµάτων στον υπολογισµό των 
εισερχοµένων µεγεθών. 

 
10.15 Εφαρµογή της µεθόδου επί των βασικών αριθµητικών πράξεων 

Αν a, b είναι οι προσεγγιστικές τιµές µε φράγµα σφαλµάτων ∆a, ∆b 
αντιστοίχως για τα µεγέθη ,x y  τότε η βασική εξίσωση λαµβάνει της παρακάτω 

µορφές  

Πρόσθεση ( ),f x y x y= + ,   1xf = ,  1yf = ,  f bα∆ = ∆ + ∆  

Αφαίρεση  ( ),f x y x y= − ,   1xf = ,  1yf = ,  f bα∆ = ∆ + ∆  

Το άθροισµα των φραγµάτων σφάλµατος δύο προσεγγιστικών τιµών είναι φράγµα 
του απόλυτου σφάλµατος του αθροίσµατος και της διαφοράς των δύο 
προσεγγιστικών τιµών. 

Πολλαπλασιασµός ( ),f x y xy= , 
xf y= , yf x= , f a b b a∆ = ∆ + ∆  

∆ιαίρεση διά του ( ),
f a b

f a b a b
f a b

∆ ∆ ∆
= ⋅ ⇒ = +  

∆ιαίρεση ( ),
x

f x y
y

= , 
1

xf
y

= , 
2y

x
f

y
= , 

2

b aa
f

b b

∆∆
∆ = +  

∆ιαίρεση το παραπάνω δια  ( ),
a

f a b
b

=  δίνει 
f a b

f a b

∆ ∆ ∆
= +  

Το άθροισµα των φραγµάτων των σχετικών σφαλµάτων δύο προσεγγιστικών 
τιµών, είναι φράγµα του σχετικού σφάλµατος του γινοµένου και του λόγου των δύο 
µεγεθών. 

Ύψωση σε δύναµη ( )f x xν= , 1

xf xνν −= , 1f να να −∆ = ∆  

∆ιαίρεση του παραπάνω δια ( )f να α=  δίνει 
f

f

α
ν

α
∆ ∆

=  

Το ν–πλάσιο του φράγµατος του σχετικού σφάλµατος µίας προσεγγιστικής 
τιµής είναι φράγµα του σχετικού σφάλµατος της ν–οστής δύναµης της 
προσεγγιστικής τιµής. Η µέθοδος των φραγµάτων σφάλµατος, επεκτείνεται και σε 
πολυπλοκότερους υπολογισµούς που διαφεύγουν των ορίων των απλών πράξεων.  

 
Τύποι υπολογισµού σφάλµατος 

,x y  αληθή µεγέθη,                 ,a b  οι προσεγγίσεις των ,x y            , bα∆ ∆ φράγµατα του σφάλµατος 

Πράξη ( ),f x y  Φράγµα του απόλυτου σφάλµατος Φράγµα του σχετικού σφάλµατος 

Πρόσθεση x y+  bα∆ + ∆  b

b

α
α

∆ + ∆
+

 

Αφαίρεση x y−  bα∆ + ∆  b

b

α
α

∆ + ∆
−

 

Πολλαπλασιασµός x y⋅  b bα α∆ + ∆  b

b

α
α
∆ ∆

+  
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C’ 

C 

A’ 
A A’’ 

C’’ 

γ 

-Δγ 

b-Δb 

b 

+Δγ 

b+Δb 

+Δa -Δa 

∆ιαίρεση x

y
 

2

b b

b

α α∆ + ∆
 

b

b

α
α
∆ ∆

+  

∆ύναµη xν
 1να να −∆  

ν

α
ν

α
∆

 

Γενικά ( ),f x y  ( ) ( ), ,x yf b b f a bα α∆ + ∆  

( ),

x yf b f

f a b

α∆ + ∆
 

Παράδειγµα 6. Ο υπολογισµός της έκφρασης 
ab

f
c

=  µε 2 0,1a = ± , 4 0,2b = ± , 

2,5 0,1c = ±  δίνει 
2 4

3,2
2,5

ab
f

c

⋅
= = =  µε σχετικό σφάλµα

0,1 0,2 0,1
0,14

2 4 2,5

f b c

f b c

α
α

∆ ∆ ∆ ∆
= + + = + + =  και απόλυτο σφάλµα 

3,2 0,14 0,448f∆ = ⋅ = . Το αποτέλεσµα είναι 3,2 0,448± . 

 

Παράδειγµα 7. Το εµβαδόν τριγώνου πλευρών ( )5,2 0,05  a cm≈ ± , 

( )3,4 0,05  b cm≈ ±  και περιεχοµένης γωνίας ( )035 10γ ′≈ ±  βρίσκεται ως 

25,070 
2

a b
cm

ηµγ⋅ ⋅
Ε = ≈ . Η εκτίµηση του σφάλµατος παρέχει 

cos

2 2 2

a b b bηµγ α ηµγ γ α γ∆ ⋅ ⋅ ∆ ⋅ ⋅ ∆ ⋅ ⋅ ⋅
∆Ε = + +  

 

cos

0,05 0,05
1,428 0,0029 0,0096 0,0147 0,0042 0,0285 2,85%

5,2 3,4

a b

b

γ
γ

α ηµγ
∆Ε ∆ ∆ ∆

= + + =
Ε

+ + ⋅ = + + = =

 

Άρα,  έπεται 2 25,070 0,0285 0,144 cm cm∆Ε = ⋅ =  ή 

( ) ( )2 25,070 0,144  5,070 2,85%cm cmΕ = ± = ±  

 

                                                                                         

 

 

 

 

 

 

 

Το πραγµατικό τρίγωνο βρίσκεται µεταξύ των τριγώνων A΄BC΄ και A΄΄BC΄΄ 

a 

B 
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Η βασική εξίσωση της µεθόδου των φραγµάτων σφάλµατος συνδέει τα 
φράγµατα σφάλµατος των αρχικών τιµών, µε το φράγµα σφάλµατος του 
αποτελέσµατος. Αν στον υπολογισµό υπεισέρχεται µόνο µία προσεγγιστική τιµή, η 
εξίσωση δύναται να χρησιµεύσει για τον υπολογισµό της απαιτούµενης ακρίβειας της 
αρχικής προσεγγιστικής τιµής προς την επίτευξη της επιθυµητής ακρίβειας του 
αποτελέσµατος. Στην προκειµένη περίπτωση η βασική εξίσωση είναι  

( )f f α α′∆ = ∆  όπου ,  α α∆  είναι η προσεγγιστική τιµή και το φράγµα σφάλµατος 

της. Αν το αποτέλεσµα δεν πρέπει να υπερβεί δεδοµένο σφάλµα 0∆ , τότε πρέπει να 

ισχύει 
( )

0
0f

f
α

α
∆

∆ < ∆ ⇒ ∆ <
′

. 

Παράδειγµα 8. Πόσα ψηφία του συνγ πρέπει να ληφθούν υπ’ όψιν, ώστε το 
απόλυτο σφάλµα του αποτελέσµατος να είναι µικρότερο του 0,005 κατά τον 
υπολογισµό της τρίτης πλευράς τριγώνου, c, εκ των δύο πλευρών a=7,49cm και 

b=5,32cm και της υπό αυτών περιεχόµενης γωνίας γ=30°; 
Ισχύει  

( )
2 2

2 2
2 cos

cos 2 cos

c ab ab
c a b ab c

c ca b ab c

∂ − −
= + − ⇒ = =

∂ + −
 

και ( )cos 10,2c c∆ = ∆ ⋅ . Από την �� < 0,005 συνεπάγεται ότι 

( ) 40,005
0,005 cos 4,9 10

10,2
c c

−∆ < ⇒ ∆ < = ⋅ . Η τιµή του cosc  πρέπει να ληφθεί µε 

ακρίβεια τουλάχιστον τριών δεκαδικών ψηφίων.  
 

Το πρόβληµα ανεύρεσης της ακρίβειας των αρχικών δεδοµένων από τη 
βασική εξίσωση για δεδοµένη ακρίβεια του αποτελέσµατος γίνεται απροσδιόριστο, 
αν υπεισέρχονται στον υπολογισµό περισσότερες από µία µεταβλητή. Αυτό γίνεται 
διότι διατίθεται µόνο µια γραµµική εξίσωση για την εύρεση περισσοτέρων του ενός 
αγνώστου. Με τη βοήθεια της βασικής εξίσωσης είναι όµως δυνατό να εκτιµηθεί το 
µέγεθος της επιρροής κάθε σφάλµατος επί του τελικού αποτελέσµατος, έτσι ώστε να 
διαπιστωθεί ποιά από τις µεταβλητές πρέπει να ληφθεί µε µεγάλη ακρίβεια. 

 

Παράδειγµα 9. Έστω ότι θα προσδιορισθεί ο όγκος ενός ορθού κώνου. 
Μετρούνται η διάµετρος του κύκλου της βάσης 16 d cm≈  και το ύψος 32 h cm≈ . 

Πόσο ακριβείς πρέπει να είναι οι µετρήσεις και πόσα ψηφία του π  πρέπει να 

ληφθούν υπ’ όψιν, ώστε το σφάλµα του αποτελέσµατος να µην υπερβεί το 1%; 

Ο όγκος του κώνου είναι 
2

12

hd
V

π
= . Αν ∆π, 

∆h, ∆d είναι τα φράγµατα του απόλυτου 
σφάλµατος των π, h, d, τότε προκύπτει ως 
φράγµα του σχετικού σφάλµατος του όγκου 

2V h d

V h d

π
π

∆ ∆ ∆ ∆
= + + . Από τη συνθήκη 

0,01
V

V

∆
< προκύπτει η ανισότητα. 

0,31831 0,03125 0,125 0,01h dπ⋅ ∆ + ⋅ ∆ + ⋅∆ <  

Ο µονοσήµαντος προσδιορισµός των 
∆π, ∆h,  ∆d από την ανισότητα είναι αδύνατος. 
Φαίνεται όµως ότι δεδοµένο σφάλµα κατά τον 

C’’ 

C 

C’ 

A’ 
A 

A’’ B’’ 

B 

 

Δd
d Δd 

h 

Δh 

B’ 

Η τομή του πραγματικού τριγώνου βρίσκεται μεταξύ των σχημάτων A’B’C’ και A’’B’’C’’ 
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προσδιορισµό της διαµέτρου θα έχει επίδραση στο τελικό σφάλµα τετραπλάσιο 
εκείνου του σφάλµατος κατά τον προσδιορισµό του ύψους. Για αυτό η διάµετρος 

πρέπει να προσδιοριστεί µε ιδιαίτερη επιµέλεια. Ακρίβεια 0,1 d cm∆ = δεν επαρκεί, 

διότι ήδη συνεισφέρει 1,25% στο ολικό σφάλµα. Αν  η διάµετρος µετρηθεί µε 
ακρίβεια 0,05 d cm∆ = , τα υπόλοιπα φράγµατα πληρούν τη συνθήκη 

0,31831 0,03125 0,00375hπ⋅ ∆ + ⋅ ∆ <   

Αν το σφάλµα στον προσδιορισµό του ύψους περιοριστεί σε 1,2mm τότε το π  

πρέπει να  ληφθεί άνευ σφάλµατος. Με σφάλµα ∆h=1 mm προκύπτει µέσω του π  το 

φράγµα 0,31831 0,000625 0,002π π⋅ ∆ < ⇔ ∆ < . Η τελευταία συνθήκη πληρείται, αν 

ληφθεί δια το π  η σε δύο δεκαδικά στρογγυλοποιηµένη τιµή 3,14π = . Εποµένως ο 

όγκος του ορθού κώνου θα προσδιοριστεί µε ακρίβεια τουλάχιστον 1%, αν η 
διάµετρος µετρηθεί µε ακρίβεια ∆d=0,05cm το ύψος µε ακρίβεια ∆h=0,1cm και 
ληφθεί για το π  η τιµή 3,14. 

 
11 Σφάλµατα µέτρησης και παρατήρησης 

11.1 Σφάλµα µέτρησης 

Αν η προσεγγιστική τιµή α , µεγέθους x , προέρχεται από µετρήσεις, το 

απόλυτο σφάλµα xε α= −  καλείται σφάλµα µέτρησης ή αληθές σφάλµα. Το σφάλµα 

αυτό είναι αναπόφευκτο και διαφορετικό των χονδρών σφαλµάτων, τα οποία 
οφείλονται σε απροσεξία ή κακό χειρισµό των οργάνων µέτρησης. Τα σφάλµατα 
µέτρησης οφείλονται στην ακρίβεια των οργάνων µέτρησης (σφάλµα οργάνων) και 
στην ακρίβεια της ανάγνωσης αυτού που εκτελεί τη µέτρηση (υποκειµενικά 

σφάλµατα). Τα σφάλµατα οργάνων εµφανίζονται συνήθως ως κανονικά σφάλµατα, 
δηλαδή ως σταθερά σφάλµατα ή συστηµατικά σφάλµατα.  

Αν π.χ. ένα ρολόι ρυθµιστεί µε εσφαλµένη ώρα, η µέτρηση χρόνου ενέχει 
σταθερό σφάλµα, ίσο προς το αρχικό σφάλµα θέσης της ώρας. Αν όµως είναι γνωστό 
για το ρολόι ότι κατά την διάρκεια της ηµέρας κερδίζει π.χ. πέντε λεπτά, η µέτρηση 
χρόνου ενέχει συστηµατικό σφάλµα, το µέγεθος του οποίου εξαρτάται από το πόσος 
χρόνος παρήλθε από την τελευταία διόρθωση του ρολογιού. Πολλές φορές, 
υποχρεούται να εκτελέσει µέτρηση έχοντας συστηµατικό σφάλµα. Λόγω της 
κανονικότητας του σφάλµατος όµως, αυτό δύναται να διαπιστωθεί και να εξαλειφτεί 
κατά την επεξεργασία των µετρήσεων. 

 

11.2 Σφάλµα παρατήρησης 

Τελείως διαφορετική είναι η περίπτωση των µη κανονικών ή τυχαίων 

σφαλµάτων. Όχι µόνο δεν δύνανται να αποφευχθούν εκείνα, αλλά συνήθως δεν είναι 
δυνατό ούτε να εξαλειφτούν. Ως επί το πλείστων τα υποκειµενικά σφάλµατα του 
παρατηρητή ανήκουν στην κατηγορία των τυχαίων σφαλµάτων και χαρακτηρίζονται 
ως σφάλµατα παρατήρησης. Τυχαία σφάλµατα προκαλούνται επίσης από 
ανεξέλεγκτους παράγοντες, τυχαίας, επίδρασης κατά τη διάρκεια της µέτρησης. Κατ’ 
αρχήν αρκεί µία µέτρηση για τον καθορισµό µίας προσεγγιστικής τιµής α  ενός 

µεγέθους x . Η µέτρηση όµως αυτή δεν παρέχει πληροφορία ούτε για το µέγεθος, 

ούτε για το πρόσηµο του σφάλµατος xε α= − .  

Βέβαια µέσω της γνώσης του οργάνου µέτρησης, της προσοχής και άσκησης 
του παρατηρητή, είναι δυνατό να εκτιµηθεί ένα φράγµα α∆  για το σφάλµα της 

µέτρησης, το οποίο όµως θα είναι χονδρικό. Μέσω αυτού, εκτελείται η µέτρηση όχι 
µία αλλά πολλές φορές και αν είναι δυνατόν από ανεξάρτητους παρατηρητές.  

Αν εκτελεστούν ν  µετρήσεις ενός µεγέθους x , τα αποτελέσµατα 

1 2,  ,...,  να α α  δε θα συµφωνούν πάντα µεταξύ τους, ιδίως όταν ζητείται µεγάλη 
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ακρίβεια και πρέπει να εκτιµηθούν τιµές µεταξύ των υποδιαιρέσεων της κλίµακας του 
οργάνου. Αυτές οι µετρήσεις εξαρτώνται από υποκειµενικούς παράγοντες του 
παρατηρητή. Εκτός τούτου θα κυµαίνεται από µετρήσεις σε µετρήσεις η ακρίβεια 
αναπαραγωγής των συνθηκών (π.χ. δείκτη και υποδιαίρεσης της κλίµακας). Από τις 

ν  µετρήσεις προκύπτουν ν εξισώσεις 1 1 2 2,  = ,...,  =x x xν νε α ε α ε α= − − − . Για τα ν  

σφάλµατα και την άγνωστη τιµή x , δηλαδή για ( )1ν +  αγνώστους. Ο λογισµός των 

προσαρµογών ανέπτυξε µεθόδους µέσω των οποίων είναι δυνατή η εύρεση µιας 
καλής προσεγγιστικής τιµής α  του x  και ο υπολογισµός της ακρίβειας της. Η 

δυνατότητα λύσης του προβλήµατος βασίζεται στην υπόθεση ότι τα σφάλµατα kε  

υπόκεινται συνολικά στην αυστηρή νοµοτέλεια, παρόλο ότι καθένα δύναται 
ανεξέλεγκτα  να είναι µικρό ή µεγάλο, θετικό ή αρνητικό.  
 
11.3 Ο νόµος σφαλµάτων του Gauss 

Κατά την εξέταση των σφαλµάτων παρατήρησης, ο Carl Friedrich Gauss 
(1777–1855) εισήγαγε την οµώνυµη κατανοµή η οποία δίνεται από τη συνάρτηση 

πυκνότητας ( )

( )2

22

2

x b

ae
p x

a π

− −

=  του µέσου µ=b και της διασποράς σ=a. Κατά την 

προσαρµογή τίθεται x bε = − , α σ= , και ( ) ( )p x ϕ ε=  και προκύπτει ο νόµος της 

κατανοµής σφαλµάτων του Gauss. 
 

Νόµος 

κατανοµής 

σφαλµάτων 
( )

2

22

2

e

ε
σ

ϕ ε
σ π

−

=  

 

Η εικόνα της συνάρτησης αυτής έχει µορφή κώδωνα, εκτείνεται επί όλου του 
άξονα των τετµηµένων ( ε−∞ < < +∞ ), έχει µέγιστο στη θέση ε=0 και σηµεία καµπής 

στα ε σ= −  και ε σ= . Για µεγάλες τιµές του σ, η καµπύλη γίνεται χαµηλή και 

πλατιά. Αντιθέτως, για µικρά σ, η καµπύλη γίνεται υψηλή και στενή. Η πιθανότητα 
να κείται το σφάλµα µίας παρατήρησης µεταξύ των φραγµάτων −∆ και ∆  δίνεται τη 

βοήθεια της κατανοµής Gauss ως ( ) ( )  P dε ϕ ε ε
∆

−∆

−∆ ≤ ≤ ∆ = ∫  

Συνήθως το φράγµα σφάλµατος ∆ εκφράζεται σε µονάδες του σ. Τίθεται ∆=λσ   

Φράγµατα 

σφάλµατος 

∆=λσ 

Πιθανότητα 

P 

0,67 σ 

1,00 σ 

1,96 σ 

2,00 σ 

2,58 σ 

0,500 

0,683 

0,950 

0,954 

0,990 
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 (λ > 0, σ > 0). Στον διπλανό πίνακα, που προκύπτει 
µέσω του υπολογισµού του ολοκληρώµατος, για κάθε 
τιµή του ∆=λσ παρατίθεται η πιθανότητα P ότι το σφάλµα παρατήρησης ε  δε θα 
υπερβεί το ∆. Άρα, αν κατά τη µέτρηση κάποιου µεγέθους είναι γνωστή η απόκλιση 
σ, δύνανται να προσδιοριστούν φραγµοί ∆=λσ, µε γνωστή πιθανότητα ότι το σφάλµα 
θα παραµείνει µικρότερο τους. ∆υστυχώς, στις περισσότερες περιπτώσεις εφαρµογών 
η απόκλιση σ δεν είναι γνωστή. Ο λογισµός των προσαρµογών, παρέχει τις µεθόδους 
για την εκτίµηση της τιµής του σ από πολλές µετρήσεις µεγέθους x. Επιτρέπει επίσης, 
τη βοήθεια του νόµου κατανοµής του Gauss, την εκτίµηση του σφάλµατος. 
 
11.4 Κανονική κατανοµή 

Η κανονική κατανοµή είναι µία οικογένεια συνεχών κατανοµών:  
� καµπανοειδών διότι το διάγραµµα συχνοτήτων έχει σχήµα κώδωνα,  
� ασυµπτωτικών στον οριζόντιο άξονα, συµµετρικών (διότι το 50% των 
παρατηρήσεων βρίσκεται σε κάθε πλευρά δεξιά και αριστερά του µέσου)  

� που χαρακτηρίζεται από διαφορετικό ζεύγος µέσων ( µ ) και διακυµάνσεων ( 2σ ), 

διότι το  σχήµα που έχει το διάγραµµα συχνοτήτων εξαρτάται από τις τιµές των  
2,  µ σ  . Η µέση τιµή καθορίζει τη θέση του διαγράµµατος στον οριζόντιο άξονα. Η 

τυπική απόκλιση (σ ) καθορίζει το εύρος ( R ) και το ύψος. Όταν η (σ ) λαµβάνει 

µεγάλη τιµή, τότε το γράφηµα είναι ευρύ και κοντό, ενώ αν η (σ ) λαµβάνει µικρή 

τιµή, τότε το γράφηµα είναι στενό και υψηλό.  
� µε τη συνολική επιφάνεια κάτω από την κανονική καµπύλη να ισούται µε 1. 
 
11.5 Παρατηρήσεις 

� Η πιθανότητα για µία κανονική τυχαία µεταβλητή Χ, να ισούται µε κάποια 
συγκεκριµένη τιµή είναι 0. 
� Η πιθανότητα ότι το x είναι µεγαλύτερο από µία τιµή α, ισούται µε το εµβαδόν 
κάτω από την κανονική καµπύλη που οριοθετείται από το α και δεξιά του. 
� Η πιθανότητα ότι το x είναι µικρότερο από µία τιµή α,  ισούται µε το εµβαδόν κάτω 
από την κανονική καµπύλη που οριοθετείται από το α και αριστερά του. 
� Η πιθανότητα ότι µία κανονική τυχαία µεταβλητή θα βρίσκεται εντός µίας τυπικής 
απόκλισης από τον αριθµητικό  µέσο της κανονικής κατανοµής (σε κάθε πλευρά) 
είναι 0,6826 ή περίπου 68% ή 0,68. 
� Η πιθανότητα ότι µία κανονική τυχαία µεταβλητή θα βρίσκεται εντός δύο τυπικών 
αποκλίσεων από τον αριθµητικό  µέσο της κανονικής κατανοµής (σε κάθε πλευρά) 
είναι 0,9544 ή περίπου 95% ή 0,95. 
� Η πιθανότητα ότι µία κανονική τυχαία µεταβλητή θα βρίσκεται εντός τριών 
τυπικών αποκλίσεων από τον αριθµητικό  µέσο της κανονικής κατανοµής (σε κάθε 
πλευρά) είναι 0,9974 ή περίπου 99,7% ή 0,997. 
 

Παράδειγµα 10. Αν ο χρόνος αναµονής για την παραλαβή του ΚΕΠ 1 από τους 

σπουδαστές, ακολουθεί την κανονική κατανοµή ( ) ( )2 2,  10,  2N Nµ σ = , υπολογίστε: 

(α) Σε ποιο χρονικό διάστηµα περίπου θα εξυπηρετηθεί το 99,7% των σπουδαστών. 
(β) Ποια η πιθανότητα (προσεγγιστικά) να εξυπηρετηθεί σπουδαστής σε λιγότερο από 
έξι λεπτά; Υπόδειξη. Κάντε χρήση του διαγράµµατος της κανονικής κατανοµής. 

Λύση 

(α) Το ζητούµενο χρονικό διάστηµα, σε λεπτά της ώρας,  είναι το παρακάτω 

( ) ( ) ( )3 ,  3 10 3 2,  10 3 2 4,  16µ σ µ σ− + = − ⋅ + ⋅ =  

3,00 σ 0,997 
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(β) Η ζητούµενη πιθανότητα είναι  ( ) ( ) ( )6 10 2 2 2P X P X P X µ σ< = < − ⋅ = < − ⋅  

Λόγω συµµετρίας είναι ( ) ( )10 2 10 2P X P Xσ σ< − ⋅ = > − ⋅ . 

Επίσης ( )2 2 0,95P Xµ σ µ σ− ⋅ < < + ⋅ = . 

Άρα, ( ) ( )2 2 0,05P X P Xµ σ µ σ< − ⋅ + > + ⋅ = .  

Επειδή οι δύο αυτές πιθανότητες είναι ίσες, είναι ( )2 0,025P X µ σ< − ⋅ = . 

 

Παράδειγµα 11. Αν ο χρόνος για την ολοκλήρωση µίας εργασίας ακολουθεί την 

( ) ( )2 2,  30,  5N Nµ σ = , υπολογίστε: 

(α) Σε ποιο χρονικό διάστηµα ανήκει το 95% των τιµών του χρόνου. 
(β) προσεγγιστικά, κάνοντας χρήση του διαγράµµατος της κανονικής κατανοµής, το 
ποσοστό του χρόνου που ξεπερνά τα 35΄. 

Λύση 

(α) Το ζητούµενο χρονικό διάστηµα, σε λεπτά της ώρας,  είναι το παρακάτω 

( ) ( ) ( )2 ,  2 30 2 5,  30 2 5 20,  40µ σ µ σ− + = − ⋅ + ⋅ =  

(β) ) Η ζητούµενη πιθανότητα είναι ( ) ( ) ( )35 30 1 5 1P X P X P X µ σ> = > + ⋅ = > + ⋅  

Λόγω συµµετρίας είναι ( ) ( )1 1P X P Xµ σ µ σ> + ⋅ = < − ⋅ . 

Επίσης ( )1 1 0,68P Xµ σ µ σ− ⋅ < < + ⋅ = . 

Άρα, ( ) ( )1 1 0,32P X P Xµ σ µ σ< − ⋅ + > + ⋅ = . Επειδή οι δύο αυτές πιθανότητες 

είναι ίσες, είναι ( ) 0,32
1 0,16 16%

2
P X µ σ> + ⋅ = = = . 

Παράδειγµα 12. 
Βαθµίδα 

iν  ix  x x−  ( )2

x x−  ( )2

ix  
 

1 1 18 − 8,9 79,21 324  

2 1 18 − 8,9 79,21 324 Μ0 

3 1 18 − 8,9 79,21 324  

4 1 18 − 8,9 79,21 324  

5 1 19 − 7,9 62,41 361 
1Q  

6 1 20 − 6,9 47,61 400 

7 1 20 − 6,9 47,61 400  

8 1 20 − 6,9 47,61 400  

9 1 21 − 5,9 34,81 441  

10 1 22 − 4,9 24,01 484 
2Qδ =  

11 1 22 − 4,9 24,01 484 

12 1 23 − 3,9 15,21 529  

13 1 24 − 2,9 8,41 576  

14 1 26 − 0,9 0,81 676  

15 1 27 0,1 0,01 729 
3Q  

16 1 32 5,1 26,01 1024 

17 1 33 6,1 37,21 1089  

18 1 49 22,1 488,41 2401  

19 1 52 25,1 630,01 2704  

20 1 56 29,1 846,81 3136  

Sum  20 538  2.657,8 17.130  

� Αριθµητικός µέσος ή µέσος όρος ή µέση τιµή 
538

26,9
20

x = =  

� Εύρος (Range) 56 18 38R = − =  
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� Κορυφή (Mode) =18 διότι είναι η τιµή που εµφανίζεται τις περισσότερες φορές (4 
φορές) 
� ∆ιάµεσος (Median) δ είναι η µεσαία τιµή των διατεταγµένων σε αύξουσα σειρά 

δεδοµένων ( ix ). Είναι 50 2P Qδ = =  και βρίσκεται στη θέση 
( )20 1 50 21

10,5
100 2

+
= = . 

Άρα, ( )22 0,5 0 22δ = + = .  

� Υπολογισµός του εκατοστηµορίου  50P . Πρόκειται για το σηµείο των δεδοµένων 

που βρίσκεται στη θέση 
( ) ( )1 20 1 50 21

10,5
100 100 2

n p+ +
= = = . Η 10η παρατήρηση έχει 

τιµή 22. Η 11η παρατήρηση έχει επίσης τιµή 22. Άρα, επειδή το 50P  θα βρίσκεται στη 

µέση της απόστασης µεταξύ της 10ης και της 11ης παρατήρησης (που αµφότερες στην 

περίπτωση µας έχουν την τιµή) ισχύει ότι 50 2 22P Q= = . 

� Υπολογισµός του εκατοστηµορίου  80P . Πρόκειται για το σηµείο των δεδοµένων 

που βρίσκεται στη θέση 
( ) ( )1 20 1 80

16,8
100 100

n p+ +
= = . Η 16η παρατήρηση έχει τιµή 

32. Η 17η παρατήρηση έχει επίσης τιµή 33. Άρα, το 80P  είναι το σηµείο που 

βρίσκεται σε απόσταση 0,8 µεταξύ των τιµών 32 και 33, συνεπώς 

80 32 0,8 1 32,8P = + ⋅ = . 

� Υπολογισµός του εκατοστηµορίου  90P . Πρόκειται για το σηµείο των δεδοµένων 

που βρίσκεται στη θέση 
( ) ( )1 20 1 90

18,9
100 100

n p+ +
= = . Η 18η παρατήρηση έχει τιµή 

49. Η 19η παρατήρηση έχει τιµή 52. Άρα, το 90P είναι το σηµείο που βρίσκεται σε 

απόσταση 0,9 µεταξύ των τιµών 49 και 52, συνεπώς 

( )90 49 0,9 52 49 49 0,9 3 51,7P = + ⋅ − = + ⋅ = . 

 

Εκατοστηµόρια iP  Τεταρτηµόρια iQ  

( ) ( )
25

1 20 1 25 21
5,25

100 100 4

n p
P

+ +
= = = =  

1 19 0,25 1 19,25Q = + ⋅ =  

( ) ( )
50

1 20 1 50 21
10,5

100 100 2

n p
P

+ +
= = = =  

2 22 0,5 0 22Q = + ⋅ =  

( ) ( )
75

1 20 1 75 21 3
15,75

100 100 4

n p
P

+ + ⋅
= = = =  

3 27 0,75 5 30,75Q = + ⋅ =  

� Ενδοτεταρτοµοριακό εύρος 3 1 30,75 19,25 11,5Q Q Q= − = − = . 

� ∆ιασπορά 

( )2

2 1 2657,8 2657,8
139,88421

1 20 1 19

n

i

x x

s
n

=

−
= = = =

− −

∑
 

 

2ος τρόπος υπολογισµού 
2

2
2 1

2 1

538 289444
17130 17130

17130 14472,220 20

1 20 1 19 19

n

n
i

i

x

x
n

s
n

=

=

 
 
 − − − −

= = = = =
− −

∑
∑
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2657,8
139,88421

19
=  

� Υπολογισµός τυπικής απόκλισης 2 139,88421 11,83s s= = = . 

 
11.6 Ελλείπουσες τιµές (missing values) ή ελλείποντα δεδοµένα (missing data) 

Είναι οι περιπτώσεις που δεν είναι διαθέσιµες µία ή περισσότερες τιµές 
(παρατηρήσεις) από κάποια ή κάποιες µεταβλητές. Οι ελλείπουσες τιµές αποτελούν 
συχνό φαινόµενο και  µπορεί να έχουν σηµαντική επίδραση στα συµπεράσµατα που 
εξάγονται από τα δεδοµένα (µεροληπτικά συµπεράσµατα σχετικά µε τον πληθυσµό 
λόγω µείωσης της αντιπροσωπευτικότητας του δείγµατος). Τα ελλιπή δεδοµένα 
µπορεί να οφείλονται σε: 

� ∆υσλειτουργία του εξοπλισµού. 
� Καταστροφή αρχείων δεδοµένων. 
� Μη καταγεγραµµένο ιστορικό ή αλλαγές δεδοµένων. 
� Μη απάντηση του ερωτώµενου κατά τη συλλογή των δεδοµένων 

(ερωτηµατολόγια). 
� Ασυνέπειες µε άλλα καταγεγραµµένα δεδοµένα, άρα διαγραφή τους κατά 

τον έλεγχο. 
� Μη καταχώρηση δεδοµένων (ορισµένα δεδοµένα µπορεί να µην 

θεωρήθηκαν σηµαντικά τη στιγµή της καταχώρησης). 
Σύµφωνα µε τους Little & Rubin (1987), τα δεδοµένα (τιµές µεταβλητών) µπορεί να 
λείπουν: 

� εντελώς τυχαία (missing completely at random, MCAR). ∆ηλαδή η 

πιθανότητα µία παρατήρηση iX  να λείπει, είναι ανεξάρτητη από την τιµή του iX  ή 

από την τιµή οποιασδήποτε άλλης µεταβλητής περιλαµβάνεται στα δεδοµένα. Στην 
περίπτωση αυτή η έλλειψη στοιχείων οφείλεται σε τυχαία γεγονότα, όπως: 

� Ένα ερωτηµατολόγιο που έχει συµπληρωθεί και στη συνέχεια χάθηκε. 
� Λανθασµένη καταχώρηση στοιχείων κατά την πληκτρολόγηση. 
� Σε µία επί µακρόν επαναλαµβανόµενη έρευνα, µπορεί οι συµµετέχοντες να 

σταµατήσουν να συµµετέχουν για οποιονδήποτε λόγο. 
� Ο εξοπλισµός συλλογής δεδοµένων, δε λειτούργησε ή δυσλειτούργησε (πχ. 

συγκέντρωση δεδοµένων βροχόπτωσης, µέτρηση στάθµης ποταµού) 

� τυχαία (missing at random, MAR). Συχνά, µία παρατήρηση iX δε λείπει 

εντελώς τυχαία, αλλά η έλλειψη της έχει σχέση µε κάποια άλλη µεταβλητή των 
δεδοµένων, όπως άρνηση του ερωτώµενου που ανήκει σε κάποια κατηγορία (άλλη 
µεταβλητή) να απαντήσει σε ορισµένες ερωτήσεις. Ενδεικτικά: 

� Οι πάσχοντες από κατάθλιψη, ίσως να είναι λιγότερο πρόθυµοι να 
εκθέσουν το εισόδηµα τους, άρα η έλλειψη τιµής για τη µεταβλητή «εισόδηµα», 
σχετίζεται µε τη µεταβλητή «ψυχολογικά προβλήµατα». 

� Οι γυναίκες συχνά σε µία έρευνα, δεν επιθυµούν να δηλώσουν την ηλικία 
τους άρα, η έλλειψη τιµής για τη µεταβλητή «ηλικία», σχετίζεται µε τη µεταβλητή 
«φύλο». 

� όχι τυχαία (missing not at random, MNAR), για οποιαδήποτε άλλη άγνωστη 
αιτία. Η έλλειψη στοιχείων θεωρείται ότι δεν είναι τυχαία διότι οφείλεται σε όλες τις 
µεταβλητές (και στην ίδια τη µεταβλητή που περιέχει τα ελλιπή στοιχεία και σε άλλες 
που δεν περιέχουν καθόλου ελλιπή στοιχεία) αλλά και σε άγνωστες αιτίες, όπως: 

� Άρνηση του ερωτώµενου να απαντήσει σε ερωτήσεις που αφορούν 
ευαίσθητες ή προσωπικές πληροφορίες. 
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� Άρνηση του ερωτώµενου να απαντήσει σε ερωτήσεις που για κάποιο λόγο 
αυτός δεν επιθυµεί (ύψος αποδοχών, περιουσιακά στοιχεία) 

 

11.7 Αντιµετώπιση του προβλήµατος των ελλειπουσών τιµών 

Οι τεχνικές αυτές, θα µπορούσαν να χωριστούν σε τρεις κατηγορίες: 
� πρόληψη για την αποτροπή της συλλογής των δεδοµένων µε ελλείπουσες 

τιµές. Αν τα δεδοµένα συλλέγονται µε ερωτηµατολόγια ηλεκτρονικά, µπορούµε να 
θέσουµε περιορισµούς ώστε ο συµµετέχων στην έρευνα να µη µπορεί να προχωρήσει 
στην επόµενη ερώτηση αν πρώτα δε συµπληρώσει την προηγούµενη ερώτηση. Ο 
ερευνητής, κατά τη συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου, µπορεί να χρησιµοποιήσει 
πειστικά επιχειρήµατα ώστε να µετριάσει τις επιφυλάξεις του ερωτώµενου, για 
κάποιες ερωτήσεις και απαντήσεις. Αποστολή επιστολών στους συµµετέχοντες, για 
την εµπιστευτικότητα των δεδοµένων. Αποστολή επιστολών στους συµµετέχοντες σε 
επαναλαµβανόµενες έρευνες, για υπενθύµιση της συµµετοχής τους. 

� συµπλήρωση των ελλειπουσών τιµών. Πρέπει να γίνεται πριν από τη 
στατιστική επεξεργασία των δεδοµένων. Χρησιµοποιούνται διάφορες µεθοδολογίες, 
µε κυριότερες τις ακόλουθες: 

� απλή αντικατάσταση (hot deck–HD). Η ελλείπουσα τιµή, αντικαθίσταται 
µε µία τυχαία: 

� επιλεγµένη τιµή της ίδιας µεταβλητής που περιλαµβάνεται στο δείγµα. 
�τιµή µεταξύ των τιµών που παρουσιάζουν παρόµοια χαρακτηριστικά (πχ. 

ίδια κλάση). 
Το πιο σοβαρό µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι η διαστρέβλωση των 

συσχετίσεων και των συνδιακυµάνσεων. Άρα, η µέθοδος αυτή δεν πρέπει να 
χρησιµοποιείται στην ανάλυση που περιλαµβάνονται στατιστικές µέθοδοι βασισµένες 
σε συσχετίσεις ή σε συνδιακυµάνσεις.  

� αντικατάσταση µε µέση τιµή, ή επικρατούσα τιµή ή διάµεσο. Αν η 
µεταβλητή είναι ποσοτική (συνεχής ή κλίµακας ή διάταξης), τότε οι ελλείπουσες 
τιµές αντικαθίστανται µε το µέσο όρο (mean) των υπαρχόντων δεδοµένων, για τη 
µεταβλητή. Αν η µεταβλητή είναι κατηγορική, τότε οι ελλείπουσες τιµές 
αντικαθίστανται µε την επικρατούσα τιµή (mode). Σε περίπτωση που υπάρχουν 
µεγάλες αποκλίσεις στις τιµές των δεδοµένων για ένα χαρακτηριστικό, τότε οι 
ελλείπουσες τιµές αντικαθίστανται µε τη διάµεσο (median). Αν πχ. µία µεταβλητή για 
το διαθέσιµο εισόδηµα των νοικοκυριών παρουσιάζει ελλείπουσες τιµές αλλά 
υπάρχει κατηγοριοποίηση των νοικοκυριών σε µία µεταβλητή για την εισοδηµατική 
τάξη (χαµηλή, µέση, υψηλή εισοδηµατική κατηγορία), τότε αντικαθίστανται οι 
ελλείπουσες τιµές µε το µέσο διαθέσιµο εισόδηµα της κάθε εισοδηµατικής 
κατηγορίας. Η µέθοδος αυτή παρουσιάζει τα παρακάτω µειονεκτήµατα. 

� Υποεκτιµώνται η διακύµανση και η τυπική απόκλιση. 
� Οι συσχετίσεις είναι αρνητικά µεροληπτικές. 
� Η κατανοµή των νέων τιµών είναι µία ανακριβής αντιπροσώπευση των 

τιµών του πληθυσµού, διότι η µορφή της κατανοµής διαστρεβλώνεται µε την 
προσθήκη των τιµών οι οποίες ταυτίζονται µε το µέσο όρο. 

� αντικατάσταση µε τη µέθοδο του k–πλησιέστερου γείτονα (k–nearest 
neighbor imputation). Γίνεται χρήση του αλγόριθµου k–πλησιέστερου γείτονα. Κύρια 
πλεονεκτήµατα της µεθόδου είναι τα παρακάτω. 

� ∆εν είναι απαραίτητο να δηµιουργηθεί ένα προγνωστικό µοντέλο για κάθε 
χαρακτηριστικό µε ελλείπουσες τιµές. 
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� Μπορεί να εκτιµήσει δύο ποιοτικά χαρακτηριστικά (η πιο συχνή τιµή 
µεταξύ των k–πλησιέστερων γειτόνων) και ποσοτικά χαρακτηριστικά (ο µέσος όρος 
των k–πλησιέστερων γειτόνων). 

Η αποδοτικότητα είναι ένα από τα µεγαλύτερα προβλήµατα που παρουσιάζει 
αυτή η µέθοδος, διότι ο αλγόριθµος αναζητά τις πιο παρόµοιες περιπτώσεις και η 
αναζήτηση πρέπει να γίνει στο σύνολο των δεδοµένων και συνήθως η βάση είναι 
πολύ µεγάλη για αναζήτηση. Επιπλέον πρόβληµα είναι ότι σε µεγάλο βαθµό το 
αποτέλεσµα, επηρεάζεται από το πώς θα επιλεγεί η τιµή k και από το πόσο παρόµοιες 
θα είναι οι περιπτώσεις.  

� αντικατάσταση µε τη µέθοδο της παλινδρόµησης. Αν υπάρχει γραµµική 
συσχέτιση µεταξύ της µεταβλητής η οποία παρουσιάζει ελλείπουσες τιµές και µίας 
άλλης µεταβλητής, τότε οι ελλείπουσες τιµές µπορούν να αντικατασταθούν µε την 
τιµή της πρόβλεψης που θα προκύψει από την εκτίµηση µίας γραµµικής 
παλινδρόµησης µεταξύ των δύο µεταβλητών. Η µέθοδος αυτή εξαρτάται από τη 
γραµµική σχέση µεταξύ των µεταβλητών (συχνά, η σχέση µεταξύ των µεταβλητών 
δεν είναι γραµµική). 

� διαγραφή των ελλειπουσών τιµών. Αν δεν έχουµε τη δυνατότητα 
αντικατάστασης των ελλειπουσών τιµών, τότε ανάλογα µε τη στατιστική επεξεργασία 
των δεδοµένων που θα υλοποιήσουµε, διαγράφουµε (δε χρησιµοποιούµε) τις 
ελλείπουσες τιµές. Η διαγραφή τους έχει τις παρακάτω συνέπειες. 

� Μείωση των παρατηρήσεων του δείγµατος που χρησιµοποιούνται. 
� Τα αποτελέσµατα της στατιστικής ανάλυσης, είναι µεροληπτικά. 

Οι τρόποι (µέθοδοι) διαγραφής (παράληψης) των ελλειπουσών τιµών που υπάρχουν 
ως επιλογές, σε όλα σχεδόν τα προγράµµατα που πραγµατοποιούν στατιστικές 
αναλύσεις είναι οι παρακάτω. 

� ∆ιαγραφή ανά µεταβλητή (listwise). Με τη διαδικασία αυτή, 
παραλείπονται στην ανάλυση οι ελλείπουσες τιµές χωριστά για κάθε µεταβλητή. 
Αυτό έχει ως συνέπειες: 

Οι µεταβλητές που έχουν διαφορετικό πλήθος ελλειπουσών τιµών θα έχουν 
διαφορετικό µέγεθος δείγµατος κατά την ανάλυση, κάτι που δεν επιτρέπεται σε 
πολλές µεθόδους ανάλυσης. Τα αποτελέσµατα της στατιστικής ανάλυσης µπορεί να 
είναι µεροληπτικά (εκτιµήσεις παραµέτρων, στατιστικοί έλεγχοι) και τα 
συµπεράσµατα να µην είναι αντιπροσωπευτικά για τον πληθυσµό από τον οποίο 
επιλέχθηκε το δείγµα.  

Αν οι  παρατηρήσεις (τιµές) λείπουν εντελώς τυχαία (MCAR), τα 
αποτελέσµατα είναι αµερόληπτα. 

� ∆ιαγραφή ανά ζεύγος (pairwise). Παραλείπεται στην ανάλυση ολόκληρη η 
εγγραφή για την οποία κάποια από τις µεταβλητές παρουσιάζει ελλείπουσες τιµές. 
Αυτό έχει ως συνέπειες: 

Τη µείωση µεγέθους του δείγµατος για όλες τις µεταβλητές, έτσι ώστε αυτές 
να έχουν το ίδιο πλήθος παρατηρήσεων. Τα αποτελέσµατα της στατιστικής ανάλυσης 
µπορεί να είναι µεροληπτικά (εκτιµήσεις παραµέτρων, στατιστικοί έλεγχοι) και τα 
συµπεράσµατα να µην είναι αντιπροσωπευτικά για τον πληθυσµό του οποίου 
επιλέχθηκε το δείγµα. 
 
Τα προβλήµατα των µεθόδων διαγραφής  listwise και pairwise µειώνονται αν: 

� Οι παρατηρήσεις (τιµές) λείπουν εντελώς τυχαία (MCAR), οπότε τα 
αποτελέσµατα είναι αµερόληπτα. 

� Το µέγεθος του δείγµατος είναι πολύ µεγάλο και το ποσοστό των 
ελλειπουσών τιµών πολύ µικρό σε σχέση µε το µέγεθος του δείγµατος. 
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12. Εκτιµητική 

Εκτιµήτρια: τυχαία µεταβλητή που χρησιµοποιούµε ώστε να εκτιµήσουµε 
µια παράµετρο ενός πληθυσµού. Εκτίµηση: η αριθµητική τιµή της εκτιµήτριας για το 
συγκεκριµένο δείγµα. Η εκτίµηση της τιµής µίας παραµέτρου µπορεί να γίνει µέσω: 

� Σηµειακής εκτίµησης (point estimation). Η εκτίµηση µίας άγνωστης 
παραµέτρου ενός πληθυσµού, µέσω της τιµής µίας εκτιµήτριας, για συγκεκριµένη 
πραγµατοποίηση ενός τυχαίου δείγµατος από τον πληθυσµό. 

� ∆ιαστήµατος εµπιστοσύνης (confidence interval). ∆ιάστηµα το οποίο 
περιέχει, µε δεδοµένη εµπιστοσύνη (πιθανότητα), την εκτιµώµενη παράµετρο. Ένα 
100(1 α− )% διάστηµα εµπιστοσύνης, για µία παράµετρο ενός πληθυσµού, είναι ένα 

διάστηµα που υπολογίζεται από ένα τυχαίο δείγµα από τον πληθυσµό και έχει 
πιθανότητα (1-α) να περιέχει την πραγµατική τιµή της παραµέτρου. Η πιθανότητα 
1 α− ονοµάζεται επίπεδο εµπιστοσύνης του διαστήµατος. 

Για τον υπολογισµό ενός διαστήµατος εµπιστοσύνης λαµβάνονται υπόψη: 
� Η σηµειακή εκτίµηση. 
� Η ακρίβεια της εκτίµησης, η οποία υπολογίζεται µέσω του τυπικού 

σφάλµατος. 
� Το επίπεδο εµπιστοσύνης. Το διάστηµα εµπιστοσύνης γίνεται πλατύτερο 

όταν το επίπεδο εµπιστοσύνης είναι µεγάλο (ή ισοδύναµα το α είναι µικρό)  καθώς 
και όταν το τυπικό σφάλµα εκτίµησης του µέσου είναι µεγάλο. 

 

12.1 Ιδιότητες σηµειακής εκτιµήτριας 

Συνέπεια (Consistency), Αµεροληψία (Unbiasedness), Αποτελεσµατικότητα 
(Efficiency), Επάρκεια (Sufficiency). Πολλές φορές αντί για τον υπολογισµό 
διαστήµατος εµπιστοσύνης, προχωράµε σε ελέγχους υποθέσεων. Οι έλεγχοι αυτοί, 
συνδέονται άµεσα µε τα αντίστοιχα διαστήµατα εµπιστοσύνης. 
 
13. Έλεγχος υποθέσεων (hypothesis testing) 

Χρειαζόµαστε δύο υποθέσεις: τη µηδενική και την εναλλακτική. 
Μηδενική χαρακτηρίζουµε την υπόθεση που θέλουµε να ελέγξουµε και την 

συµβολίζουµε µε Η0. Είναι µία δήλωση (αυτό που οι περισσότεροι άνθρωποι θεωρών 
ως σωστό, δηλαδή είναι η επικρατούσα αντίληψη) για µία ή περισσότερες 
παραµέτρους. Αυτή η δήλωση θεωρούµε ότι είναι αληθής, µέχρι να έχουµε επαρκείς 
στατιστικές ενδείξεις προκειµένου να καταλήξουµε στο αντίθετο συµπέρασµα. 
∆ηλαδή, η Η0 θεωρείται ότι είναι αληθής µέχρι που ένας έλεγχος θα οδηγήσει στην 
απόρριψη της (υποστηρίζοντας την εναλλακτική). Γίνεται δεκτή ως αληθής, ή 
απορρίπτεται ως ψευδής µε βάση την τιµή p.  

Εναλλακτική θεωρούµε την υπόθεση που θα δεχτούµε σε περίπτωση που 
απορρίψουµε τη µηδενική (είναι αντίθετες). Συµβολίζεται µε Η1 και είναι µία δήλωση 
για όλες τις περιπτώσεις που δεν καλύπτονται από τη µηδενική υπόθεση. 

p-value: Ορίζεται ως η πιθανότητα η στατιστική συνάρτηση ελέγχου να πάρει 
τιµή ακραία ή περισσότερο ακραία από αυτήν που πήρε κάτω από τη µηδενική 
υπόθεση. Απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση όταν το p-value έχει τιµή µικρότερη ή 
ίση από αυτήν του επιπέδου σηµαντικότητας α.  Η τιµή p είναι η πιθανότητα να 
εµφανιστεί µία τιµή της στατιστικής συνάρτησης ελέγχου το ίδιο ή περισσότερο 
ακραία από την τιµή που προκύπτει από τα δεδοµένα, κάτω από τη µηδενική 
υπόθεση. Η τιµή p είναι το µικρότερο επίπεδο σηµαντικότητας α, στο οποίο µπορεί 
να απορριφθεί η µηδενική υπόθεση µε βάση την τιµή της στατιστικής συνάρτησης 
ελέγχου που έχει υπολογισθεί. 

Κανόνας απόφασης: όταν η τιµή p είναι µικρότερη από α, απορρίπτεται η Η0. 



33 

 

Το επίπεδο σηµαντικότητας α συνήθως, δίνεται στην εκφώνηση του προβλήµατος. 
Αν δε δίνεται, η τιµή που επιλέγεται είναι α=0,05 ή α=5%. 
 

Τιµή p Αποτέλεσµα 

              p <1/100 Ισχυρά στατιστικά σηµαντικό 

1/100<  p < 5/100 Στατιστικά σηµαντικό 

5/100< p < 10/100 Οριακά στατιστικά σηµαντικό 

            p>10/100 Μη στατιστικά σηµαντικό 

 
Οι Η0 & Η1 είναι αµοιβαίως αποκλειόµενες. Μόνο µία µπορεί να είναι 

αληθής, Επίσης εξαντλούν όλες τις περιπτώσεις. Μαζί καλύπτουν όλες τις δυνατές 
περιπτώσεις, άρα µία από τις δύο πρέπει να είναι αληθής. Ο κανόνας απόφασης ενός 
στατιστικού ελέγχου υποθέσεων, είναι ένας κανόνας που προσδιορίζει κάτω από 
ποιες συνθήκες µπορεί να απορριφθεί η µηδενική υπόθεση. Υπάρχουν δύο δυνατές 
καταστάσεις:  

� Η Η0 είναι αληθής.   
� Η Η0 είναι ψευδής.  

Υπάρχουν δύο σωστές καταστάσεις:  
�  Μη απόρριψη µίας αληθούς Η0 .  
� Απόρριψη µίας ψευδούς Η0 . 

Υπάρχουν δύο λανθασµένες αποφάσεις: 
� Σφάλµα τύπου Ι. Απόρριψη µίας αληθούς Η0 . Η πιθανότητα σφάλµατος 

τύπου Ι συµβολίζεται µε α και ονοµάζεται επίπεδο σηµαντικότητας. 
� Σφάλµα τύπου ΙΙ. Μη απόρριψη µίας ψευδούς Η0 . Η πιθανότητα 

σφάλµατος τύπου ΙΙ συµβολίζεται µε β. 
 

 Πραγµατικότητα 

Απόφαση Η0 αληθής Η0 ψευδής 

∆εν απορρίπτεται η Η0 Σωστή Σφάλµα τύπου ΙΙ (β) 

Απορρίπτεται η Η0 Σφάλµα τύπου Ι (α) Σωστή 

                       Πιθανά αποτελέσµατα ενός στατιστικού ελέγχου υποθέσεων 

 
Υπάρχουν δύο είδη ελέγχων υποθέσεων, οι µονόπλευροι (αριστερόπλευροι, 
δεξιόπλευροι) και οι δίπλευροι έλεγχοι. 

∆εξιόπλευρος έλεγχος.                   0 : 10H µ ≤ ,    1 : 10H µ >  

Αριστερόπλευρος έλεγχος.             0 : 10H µ > ,   1 : 10H µ ≤  

∆ίπλευρος έλεγχος:                         0 : 10H µ = ,  1 : 10H µ ≠  

 

14. Λογισµός των προσαρµογών 

Ο λογισµός των προσαρµογών, αναπτύχθηκε από τον Gauss και εφαρµόστηκε 
για τον υπολογισµό τροχιών κοµητών και για τριγωνισµούς, για τους οποίους ο ίδιος 
είχε εκτελέσει µετρήσεις. Οι µέθοδοι αυτές είναι µέχρι σήµερα απαραίτητες κατά την 
επεξεργασία αστρονοµικών και γεωδαιτικών δεδοµένων. Η χρήση αυτών, έχει 
επεκταθεί σε όλες εκείνες τις περιπτώσεις όπου απαιτείται ακριβής επεξεργασία 
αποτελεσµάτων παρατηρήσεων ή µετρήσεων. Με τη βοήθεια του λογισµού των 
προσαρµογών εξάγονται προσεγγιστικές τιµές και πληροφορίες περί της ακρίβειας 
των σφαλµάτων που περιέχονται στις µετρήσεις. 
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14.1 Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων 

Αν εκτελεστούν ν  ανεξάρτητες µετρήσεις 1 2,  ,  ...,  να α α  για τον 

προσδιορισµό ν  µεγεθών 1 2,  ,  ...,  y y yν , ισχύει ο νόµος κατανοµής σφαλµάτων του 

Gauss, για κάθε σφάλµα παρατηρήσεων 1 1 1 2 2 2,  ,  ...,  y y yν ν νε α ε α ε α= − = − = −  

Με k kd daε =  ή ( )
2

1

21 1

2

k k

k

a y

k k k k

k

a y da e da
σϕ

σπ

 −−
 
 − = , 1,...,k ν=  δίνει την 

πιθανότητα ότι η µετρούµενη τιµή βρίσκεται στο διαφορικό διάστηµα ( ),  k k ka a da+  

ή απλούστερα εκφρασµένο, ότι κατά τη µέτρηση του ky  θα προκύψει η τιµή ka . Κάθε 

απόκλιση kσ  ( 1,...,k ν= ) εξαρτάται από την ακρίβεια της αντίστοιχης µέτρησης. Η 

πιθανότητα ότι κατά τη µέτρηση του µεγέθους 1y  θα προκύψει η τιµή 1a  και 

συγχρόνως κατά τη µέτρηση του µεγέθους 2y  η τιµή 2a , …., κατά τη µέτρηση του 

yν  η τιµή αν, δίνεται διά του νόµου του πολλαπλασιασµού των πιθανοτήτων ως  

( )

22 2

1 1 2 2

1 2

1
...
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14.2 Άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων – Συνάρτηση πιθανότητας 

Συνήθως τα δύο µεγέθη 

2 2

1 1

k k k

k kk k

a y
S

ν ν ε
σ σ= =
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= =   
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−
=  

χαρακτηρίζονται ως άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων ή απλά ως άθροισµα 
τετραγώνων (S) και ως συνάρτηση πιθανότητας L. Η πιθανότητα δίνεται από την : 

1 2   ... P L da da daν= . 

 
14.3 Αρχή των ελαχίστων τετραγώνων του Gauss – Αρχή της µέγιστης 

πιθανότητας 

Όταν εκτελεστούν οι µετρήσεις των 1 2,  ,  ...,  y y yν  οι τιµές 1 2,  ,  ...,  να α α  

είναι πλέον γνωστές. Οι πραγµατικές τιµές των 1 2,  ,  ...,  y y yν  παραµένουν άγνωστες.  

Κατά τον Gauss, η καλύτερη εκτίµηση των πραγµατικών τιµών ky  είναι εκείνη, η 

οποία δίνει για τις τιµές ka τη µέγιστη πιθανότητα. Προσδιορίζονται εποµένως οι 

τιµές των ky  έτσι ώστε η πιθανότητα P να πάρει τη µέγιστη τιµή. 

Οι τιµές των 1 2,  ,  ...,  y y yν  που προκύπτουν µε τον τρόπο αυτό 

χαρακτηρίζονται ως πιθανές τιµές των µετρούµενων µεγεθών. Για να λάβει η 
πιθανότητα P τη µέγιστη τιµή, η συνάρτηση της πιθανότητας L πρέπει επίσης να 
λάβει την µέγιστη τιµή. Η αρχή αυτής της εκτίµησης ονοµάζεται αρχή της µέγιστης 

πιθανότητας και οι τιµές που προκύπτουν για τους 1 2,  ,  ...,  y y yν  καλούνται 

εκτιµήσεις µέγιστης πιθανότητας. Η συνάρτηση πιθανότητας λαµβάνει µέγιστη τιµή 

για εκείνες τις τιµές των 1 2,  ,  ...,  y y yν  για τις οποίες το άθροισµα S  των τετραγώνων 

των σφαλµάτων ελαχιστοποιείται. Όπου, κατά την εφαρµογή  της αρχής της µέγιστης 
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πιθανότητας οι εκτιµήσεις των µετρούµενων µεγεθών 1 2,  ,  ...,  y y yν  προσδιορίζονται 

έτσι ώστε το άθροισµα S των τετραγώνων των σφαλµάτων να λάβει την ελάχιστη 

τιµή.       

2

1

 minimizek k

k k

a y
S

ν

σ=

 −
=  

 
∑  

Αυτή είναι η  µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων που αναπτύχθηκε από τον 
Gauss για εκτίµηση των πραγµατικών τιµών από  µετρήσεις που  περιέχουν 
σφάλµατα. Η µέθοδος αυτή αποτελεί τη βάση του λογισµού των προσαρµογών. Με 
την εφαρµογή της εξοµαλύνονται τα σφάλµατα της παρατήρησης. Εκτός τούτου, 
µέσω αυτής της µεθόδου επιτυγχάνεται η προσαρµογή συναρτήσεων προς τα 
αποτελέσµατα των µετρήσεων. 
 
14.4 Πρακτική εφαρµογή της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων 

Αν όλα τα µετρούµενα µεγέθη 1 2,  ,  ...,  y y yν  είναι διάφορα µεταξύ τους και 

δεν υπάρχει µια συναρτησιακή σχέση που να τα συνδέει, τότε η εφαρµογή της 

µεθόδου των ελάχιστων τετραγώνων οδηγεί στη λύση k ky a=  µε 1,  2,...,  k ν= . 

Κάθε µέγεθος εκτιµάται ως ίσο προς την παρατηρηθείσα τιµή του και το άθροισµα S 
γίνεται ακριβώς ίσο µε το µηδέν. Η περίπτωση αυτή σπάνια εµφανίζεται στις 

εφαρµογές. Κατά κανόνα τα µεγέθη ky  είτε έχουν αυτή την τιµή, η οποία µετρήθηκε 

επανειληµµένα, είτε έχουν συναρτησιακή σχέση µεταξύ τους. Στην τελευταία 
περίπτωση, η οποία περιλαµβάνει την πρώτη, υπάρχει κάποιος αριθµός αγνώστων 

1 2 µ, ,...t t t ( )µ ν< µέσω των οποίων παριστάνονται τα µεγέθη 1 2,  ,  ...,  y y yν . 

( )1 2 µ, ,...k ky t t tϕ= , π.χ. 
1 21 2 µ...k k k ky t t tµβ β β= + + +     µε 1,  2,...,  k ν=  

Ως επί το πλείστον η παράσταση υπό µορφή γραµµικής εξίσωσης µε γνωστούς 

συντελεστές kρβ ( )1,  2,...,  µρ = είναι δυνατή. Αν, π.χ. ένα µέγεθος µετρηθεί ν

φορές, υπάρχει µόνο ένας άγνωστος t  και οι εξισώσεις 1 2,  ,...,  y t y t y tν= = = . 

 

14.5 Μέσο σφάλµα, πιθανό σφάλµα 

Μοναδική µέτρηση.  Η ακρίβεια µίας µέτρησης δίνεται  µε την τυπική 
απόκλιση  σ  που εµφανίζεται στο νόµο κατανοµής των σφαλµάτων.  Πολλές φορές, 

αντί του σ  εισάγεται το µέγεθος 
1

2
h

σ
=   ως µέτρο ακρίβειας. Από το νόµο της 

κατανοµής των  σφαλµάτων του Gauss, βρέθηκε ότι το πραγµατικό σφάλµα έχει 
πιθανότητα 50% να µην υπερβεί το όριο 0,674 σ  και πιθανότητα 68,3% να µην 

υπερβεί το όριο 1 σ⋅ . Στο λογισµό των προσαρµογών το µέγεθος σ  καλείται µέσο 

σφάλµα και το µέγεθος 0,674 σ  καλείται πιθανό σφάλµα µίας µοναδικής µέτρησης. 

Περισσότερες µετρήσεις. Αν 1 2,  ,  ...,  να α α  είναι οι µετρηθείσες τιµές των 

µεγεθών 1 2,  ,  ...,  y y yν   και 
1

2k

h
σ

=  είναι τα µέτρα ακριβείας κάθε µέτρησης, τότε 

το άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων είναι 

( ) ( )
2

2 2

1 1 1

=2 =2k k
k k k k k

k k kk

a y
S h a y h

ν ν ν

ε
σ= = =

 −
= −    

 
∑ ∑ ∑  
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Βάρος των µετρήσεων. Τα επί µέρους σφάλµατα kε  δεν εισέρχονται 

ισοδύναµα στο άθροισµα. Το τετράγωνο του σφάλµατος µίας ακριβούς µέτρησης µε 

µεγαλύτερο µέτρο ακρίβειας kh  έχει µεγαλύτερο βάρος στο άθροισµα των 

τετραγώνων S , παρότι το τετράγωνο του σφάλµατος µέτρησης, µε µικρό µέτρο 

ακρίβειας. Είναι εύκολη η αντιστοίχιση σε κάθε µέτρηση ενός βάρους,  το οποίο 
µετρά τη σχετική συνεισφορά του σφάλµατος της στο άθροισµα των τετραγώνων των 
σφαλµάτων. Τα βάρη είναι ανάλογα των τετραγώνων των αντιστοίχων µέτρων 
ακρίβειας, δηλαδή β1:β2:…:βν=h1

2:h2
2:…:hν

2. Είναι καθαροί αριθµοί και δύνανται να 

προσδιοριστούν από τα  µέτρα ακριβείας kh   και τη βοήθεια ενός αυθαίρετου 

παράγοντα αναλογίας.  Ο παράγοντας εκλέγεται έτσι ώστε στη µέτρηση βάρους β=1 

να αντιστοιχεί µέτρο ακρίβειας h . Για 1,  2,...,  k ν=  ισχύει ότι βκ:1=hκ
2:h2 ή hκ

2= 

βκh2. Γενικά είναι σκόπιµο να επιλέγεται βκ=1 µε 1,  2,...,  k ν=  για µετρήσεις ίσης 

ακρίβειας.  Επειδή το µέσο σφάλµα kσ  µίας µέτρησης δύναται να υπολογιστεί εκ του 

µέτρου ακρίβειας kh  από τον τύπο 
1

2
k

kh
σ = . Η σχέση

1

2h
σ =  δίνει το µέσο 

σφάλµα µέτρησης βάρους β=1. Από την αντικατάσταση
k

kh h
β

=  προκύπτει η σχέση 

k

k

σ
σ

β
=  µε 1,  2,...,  k ν=  δια της οποίας καθίσταται δυνατός ο υπολογισµός του 

µέσου σφάλµατος µέτρησης βάρους kβ εκ του µέσου σφάλµατος µέτρησης βάρους 

1β = . Με την εισαγωγή των βαρών kβ  και του µέσου σφάλµατος σ σ µίας µέτρησης 

βάρους 1β = , το άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων λαµβάνει την ανωτέρω 

µορφή. 
 

14.6 Εκτίµηση του µέσου σφάλµατος εκ των παρατηρήσεων 

Γενικά κατά την εκτέλεση µετρήσεων δεν είναι γνωστό το µέσο σφάλµα kσ
µίας µέτρησης, αλλά µόνο τα βάρη kβ  τα αντιστοιχούντα στις µετρηθείσες τιµές 

1 2,  ,  ...,  να α α  των µεγεθών 1 2,  ,  ...,  y y yν . Ως εκ τούτου τίθεται το πρόβληµα αν 

εκτιµηθεί το µέσο σφάλµα κάθε µέτρησης από τις παρατηρηθείσες τιµές 

1 2,  ,  ...,  να α α . Ήδη η σχέση k

k

σ
σ

β
= επιτρέπει τον υπολογισµό του µέσου 

σφάλµατος kσ  µέτρησης του  βάρους kβ  εκ του µέσου σφάλµατος σ  µέτρησης 

βάρους 1β = . Κατά συνέπεια αρκεί η εκτίµηση του µέσου σφάλµατος σ . Η µε τον 

τρόπο αυτό εκτιµηθείσα τιµή συµβολίζεται �σ  Αν τα προς µέτρηση µεγέθη

1 2,  ,  ...,  y y yν εκφράζονται ως συναρτήσεις µ ν<  αγνώστων 1 2 µ,  ,  ...,  t t t , τότε οι 

µέθοδοι της µαθηµατικής στατιστικής επιτρέπουν την εκτίµηση του �σ  Τα µεγέθη�ky

µε 1,  2,...,  k ν=  είναι οι εκτιµήσεις µεγίστης πιθανότητας των προς µέτρηση 

µεγεθών 1 2,  ,  ...,  y y yν . 

Συνήθως, η τιµή �σ  καλείται µέσο σφάλµα ή σταθερά απόκλιση της 

µέτρησης βάρους 1β =  και η τιµή �0,674σ  πιθανό σφάλµα της ίδιας µέτρησης, 

παρόλο ότι η τιµή �σ  είναι µόνο εκτίµηση του σ , η οποία είναι δυνατό να υπόκειται 

σε τυχαίες µεταβολές. Οι µεταβολές αυτές, είναι δυνατό να λάβουν µεγάλη έκταση  
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ιδίως για τα µικράν . Ως εκ τούτου, οι από του νόµου Gauss απορρέουσες τιµές για τα 

φράγµατα του αληθούς σφάλµατος παρατήρησης είναι µόνο προσεγγιστικές, εφόσον 

χρησιµοποιείται αντί του σ  το �σ  για το µέσο σφάλµα. Η µαθηµατική στατιστική 

δείχνει πως είναι δυνατή η εύρεση ακριβών σφαλµάτων του αληθούς σφάλµατος 

παρατήρησης από την εκτιµηθείσα τιµή �σ . Προς χαρακτηρισµό της ακρίβειας 

µέτρησης πρέπει πάντα να αναφέρεται το (εκτιµηµένο) µέσο σφάλµα �σ  της 

παρατήρησης βάρους 1β = . Από το �σ  υπολογίζεται το µέσο σφάλµα µέτρησης  

βάρους kβ  βάσει του τύπου �
�

k

k

σ
σ

β
= . 

Το µέσο σφάλµα οποιασδήποτε από τις µετρηθείσες τιµές 1 2,  ,  ...,  να α α  

εξαρτωµένου µεγέθους βρίσκεται κατόπιν  εφαρµογής του νόµου µεταφοράς των 
σφαλµάτων του Gauss. Τούτο ισχύει ιδίως για τις εκτιµήσεις µέγιστης πιθανότητας 

των προς µέτρηση µεγεθών 1 2,  ,  ...,  y y yν . Αν τούτο είναι αναγκαίο, προσδιορίζονται 

εκ του µέσου σφάλµατος φράγµατα µε δεδοµένη πιθανότητα να µην τα υπερβεί το 
αληθές σφάλµα παρατήρησης.  
 
14.7 Προσαρµογή άµεσων µετρήσεων ίσης ακρίβειας 

Έστω ότι µέγεθος y  µετριέται αµέσως ν  φορές µε ίση ακρίβεια. Οι 

µετρηθείσες τιµές είναι 1 2,  ,  ...,  να α α . Ο µόνος άγνωστος είναι η y  ( 1µ = ). Ως εκ 

τούτου οι εξισώσεις είναι 1 2,  ,...,  y y y y y yν= = = . Εφόσον η ακρίβεια των 

µετρήσεων είναι ίση και τα βάρη είναι ίσα β1=β2=…=βν=1. Το άθροισµα των 
τετραγώνων των σφαλµάτων και η παράγωγός του ως προς το άγνωστο είναι 

( )2

2
1

1
k

k

S a y
ν

σ =

= −∑  και ( )2

2
1

2
k

k

dS
a y

dy

ν

σ =

−
= −∑ . Αν η παράγωγος τεθεί ίση προς το 

µηδέν, προκύπτει η κανονική εξίσωση ( )
1

0k

k

a y
ν

=

− =∑ , της οποίας η λύση ως προς y

δίνει την εκτίµηση ɵy . Η µέση τιµή των επιµέρους µετρήσεων είναι η εκτίµηση του 

προς µέτρηση µεγέθους. 
 

Εκτίµηση εξ αµέσων 
µετρήσεων ίσης ακρίβειας 

1 2  ...
y να α α

α
ν

+ + +
= =  

 
Η προσεγγιστική τιµή του προς µέτρηση µεγέθους y  δίνεται από τη µορφή 

ɵ
ɵ

�( ) ɵ ɵ

�
y y

y y yσ σ≈ ± = ± , όπου το µέσο σφάλµα
ɵ

�
y

σ  της εκτίµησης ɵy  υπολογίζεται εκ 

του µέσου σφάλµατος µοναδικής �σ  δια του τύπου ɵ

�
�

y

σ
σ

ν
= . 

 

Μέσο σφάλµα µοναδικής 
µέτρησης  εξ ίσης ακριβείας 
µετρήσεων �

( )2

1

1

k

k

ν

α α
σ

ν
=

−
=

−

∑
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Μέσο σφάλµα της εκτίµησης 

ɵ

�
( )
( )

2

1

1

k

k

y

ν

α α
σ

ν ν
=

−
=

−

∑
 

 
Παράδειγµα 13. Πέντε µαθητές υπολογίζουν το µήκος y  κάθε πλευράς ενός κύβου. 

Από τα αποτελέσµατα (βλέπε πίνακα) προκύπτει η εκτίµηση 

ɵ ( )1
12,1 12,2 12,3 12,4 12,5 12,3 

5
y cm= + + + + =  

Αποτελέσµατα µέτρησης 

α1=12,2 cm α2=12,1 cm α3=12,5 cm α4=12,3 cm α5=12,4 cm 

 

Το µέσο σφάλµα µοναδικής µέτρησης κατά τα γνωστά βρίσκεται ως   � 0,158 cmσ =                                       

Εκ τούτου προκύπτει για το ɵy  το µέσο σφάλµα 
ɵ

� 0,158
0,071 

5y
cmσ = = . Άρα, η 

προσεγγιστική τιµή του µήκους της πλευράς είναι ( )12,3 0,071 y cm cm≈ ± . 

 

14.8 Προσαρµογή άµεσων µετρήσεων άνισης ακρίβειας 

Μέγεθος y  µετριέται ν  φορές. Οι µετρηθείσες τιµές είναι 1 2,  ,  ...,  να α α
Λόγω άνισης ακρίβειας των µετρήσεων, αντιστοιχούν σε αυτές τα βάρη β1, β2, …, βν.  
Ο µόνος άγνωστος της µέτρησης είναι ο y  (µ=1). Άρα, ισχύουν οι σχέσεις 

1 2,  ,...,  y y y y y yν= = = . Αν σχηµατιστεί το άθροισµα των τετραγώνων, 

παραγωγισθεί ως προς y  και τεθεί η παράγωγος ίση µε µηδέν, προκύπτει η κανονική 

εξίσωση 

( ) ( ) ( )2 2

2 2
1 1 1

1 2
0 0k k k k k k

k k k

dS
S y y y

dy

ν ν ν

β α β α β α
σ σ= = =

−
= − ⇒ = − = ⇒ − =∑ ∑ ∑  

Από την οποία βρίσκεται η εκτίµηση � . Ο δια των βαρών kβ  ζυγισµένος µέσος όρος 

επιµέρους µετρήσεων, είναι εκτίµηση του προς µέτρηση µεγέθους. 
 

Εκτίµηση εξ΄ άµεσων µετρήσεων άνισης  
ακρίβειας 

ɵ 1

1

k k

k

k

k

y

ν

ν

β α

β

=

=

=
∑

∑
 

Μέσο σφάλµα µοναδικής µέτρησης 
βάρους  β=1 

�

ɵ( )2

1

1

k k

k

y
ν

β α
σ

ν
=

−
=

−

∑
 

 
Από το µέσο σφάλµα µοναδικής µέτρησης βάρους 1β =  προκύπτει το µέσο σφάλµα 

�
kσ  της µοναδικής µέτρησης βάρους kβ ,  �

�

k

k

σ
σ

β
= .  Λόγω της 
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ɵ

1 2 ...
k

k

y

ν

β
α β β β
∂

=
∂ + + +

 ο νόµος µεταφοράς των σφαλµάτων δίνει για το µέσο 

σφάλµα του ɵy  , 
ɵ

�

�( ) �
2

2

2 2
1 1

1 1

k k
k

y
k k

k k

k k

ν ν

ν ν

σ β σ β
σ

β β
= =

= =

= =
   
   
   

∑ ∑
∑ ∑

. Η προσεγγιστική τιµή του προς  

µέτρηση µεγέθους δίνεται στη µορφή ɵ
ɵ

�( ) ɵ ɵ

�
y y

y y yσ σ≈ ± = ±  

 

Παράδειγµα 14. Μήκος λ µετρήθηκε 5 φορές και κατόπιν  3 µε µεγαλύτερη 

ακρίβεια. Λόγω της µεγαλύτερης ακρίβειας, οι µετρήσεις 
!, 
", 
# έχουν βάρος 
πενταπλάσιο των µετρήσεων της πρώτης οµάδας.  
 

α1=12,35 cm α2=12,40 cm α3=12,25 cm α4=12,30 cm 

α5=12,35 cm α6=12,37 cm α7=12,32 cm α8=12,38 cm 

 

Θέτω 1 2 3 4 5 1β β β β β= = = = =  και 6 7 8 5β β β= = = . Η εκτίµηση ɵλ  του λ βρίσκεται 

ως ɵ
( ) ( )1 12,35 12,4 12,25 12,3 12,35 5 12,37 12,32 12,34

12,34 
20

cmλ
+ + + + + + +

= =  

Το µέσο σφάλµα �σ  βρίσκεται ως � 0,0535σ =  

� = $1 ∙ �0,01� + 0,06� + 0,09� + 0,04� + 0,01�� + 5 ∙ �0,03� + 0,02� + 0��7  

= $0,02007 �* 

Επειδή 1 2 3 4 5 1β β β β β= = = = =  αυτό είναι συγχρόνως το µέσο σφάλµα των 

πέντε πρώτων µετρήσεων, � � = 0,0535. Το µέσο σφάλµα µέτρησης της δεύτερης 

οµάδας βρίσκεται ως � � = +,√. = 0,0239�*. Το µέσο σφάλµα της εκτίµησης είναι 

�
�

0,0120 
20

k cm
σ

σ = = . Μέσω των µετρήσεων υπολογίζεται εποµένως ως 

προσεγγιστική τιµή του ζητούµενου µήκους λ≈12,34cm (±0,012cm). 
------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Αν µέσω των µετρήσεων 1 2,  ,  ...,  να α α αντί για τα βάρη βκ είναι γνωστές οι 

αποκλίσεις (µέσα σφάλµατα) σκ . Τα βάρη βρίσκονται από τους λόγους 

β1 : β2 : ... : βν = 
�+01 :   �+11 :   …  : �+51 µε την εξαίρεση σταθερού παράγοντα. Ο παράγοντας 

εκλέγεται έτσι ώστε να προκύψουν είτε εύχρηστοι αριθµοί µέσω των β1,...,βν είτε το 

άθροισµα β1+β2+....+βν=1. Αν ο παράγοντας συµβολιστεί µέσω του 6�  ώστε να 

ισχύει 78  = 91+:� το µέσο σφάλµα παρατήρησης του βάρους β=1 είναι σ=;78�8 = 6.  

Αν υπολογιστεί το �  από τα ήδη ορισµένα βάρη και τις τιµές που έχουν ήδη 

παρατηρηθεί, πρέπει να προκύψει τιµή περίπου ίση προς λ, διότι �  είναι εκτίµηση του 

σ. Αν προκύψει µεγάλη διαφορά µεταξύ �  και λ, τότε επιτρέπεται το συµπέρασµα ότι 
υπάρχουν συστηµατικά σφάλµατα µέσω ορισµένων µετρήσεων. 
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14.9 Προσαρµογή παρατηρήσεων υπό συνθήκες 

Έστω ότι οι γωνίες α, β, γ τριγώνου προσδιορίζονται από µετρήσεις. Η κάθε 

γωνία µετριέται κατ’ επανάληψη. Οι µετρήσεις της γωνίας α έδωσαν τιµές α1,α2,...,αν1 

(ν1 µετρήσεις), οι µετρήσεις της γωνίας β έδωσαν τις τιµές β1,β2,...,βν2 (ν2 µετρήσεις), 

και οι µετρήσεις της γωνίας γ έδωσαν τις τιµές γ1,γ2,...,γν3 (ν3 µετρήσεις). Συνολικά 

πραγµατοποιήθηκαν ν=ν1+ν2+ν3 µετρήσεις. Αν χαρακτηριστούν οι πραγµατικές τιµές 

των µετρούµενων µεγεθών µέσω των  y1, y2,...,yν1(µετρήσεις της α), yν1+1, yν1+2, 

...,yν1+ν2 (µετρήσεις της β) και yν1+ν2+1, yν1+ν1+2,..., yν1+ν2+ν3 (µετρήσεις της γ). 

Τότε τα µεγέθη αυτά παριστάνονται µέσω των αγνώστων α, β, γ ως εξής.  

                      Y1 = Y2 = ....= Yν1  = α 

                      Yν1+1= Yν1+2= ... = Yν1+ν2 = β 

                      Yν1+ν2+1= Yν1+ν2+2= ...=Yν1+ν2+ν3= γ 

Το άθροισµα των τετραγώνων είναι:  

< = 1�� =>��? � ��� +�0
?@� >A7B � 7C� + >ADE � DC��F

E@�
�1

B@� G 
Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων δε δύναται να εφαρµοστεί αµέσως, 

διότι οι άγνωστοι α, β, γ υπόκεινται σε µια συνθήκη. Το άθροισµα των γωνιών 

τριγώνου ισούται προς 180 µοίρες. Ως εκ τούτου, οι γωνίες α, β, γ  πρέπει να πληρούν 

την εξίσωση συνθήκης f(α, β, γ)=α+β+γ-1800 =0. Η προσαρµογή των µετρήσεων 

πρέπει να εκτελεσθεί µε τον περιορισµό αυτής της συνθήκης. Πρόκειται εποµένως για 

την προσαρµογή παρατηρήσεων υπό συνθήκες. Κατά βάση δεν υπάρχουν 3, αλλά 2 

µόνο άγνωστοι, διότι αν βρεθούν οι τιµές των α και β, η τιµή της γ βρίσκεται από την 

εξίσωση συνθήκης. Για την επεξεργασία αυτής της περίπτωσης υπάρχουν 2 

δυνατότητες. Αφενός είναι δυνατόν να εκφραστεί η µια άγνωστη ως συνάρτηση των 

2 άλλων από την εξίσωση συνθήκης. Η έκφραση αυτή να χρησιµοποιηθεί στο 

άθροισµα τετραγώνων S, να εφαρµοστεί η µέθοδος των ελάχιστων τετραγώνων για 

τον προσδιορισµό των 2 αγνώστων και έτσι να υπολογιστεί και η τρίτη. Αφετέρου 

δεν είναι δυνατό να υπολογιστεί αµέσως το ελάχιστο του S υπό τη συνθήκη f(α, β, 

γ)=0. Σε αυτό εφαρµόζεται η µέθοδος των πολλαπλασιαστών το Lagrange  όπου 

προσδιορίζονται τα α, β, γ και λ ώστε να λαµβάνει ελάχιστη τιµή η έκφραση:  H = < + 6I�
, 7, D� = 

= 1�� =>��? � ��� +�0
?@� >A7B � 7C� + >ADE � DC� + 6�
 + 7 + D � 180°��F

E@�
�1

B@� G 
Η µεταβλητή λ είναι ο πολλαπλασιασµός του Lagrange  o οποίος αντιστοιχεί στην 

εξίσωση της συνθήκης. Οι κανονικές εξισώσεις που προκύπτουν είναι: KLK� = � 2�� >�
8 � 
� + 6 = 0,�0
?@�  

KLKD = � 2�� >ADE � DC + 6 = 0,�F
E@�  

KLK7 = � 2�� >A7B � 7C + 6 = 0,�1
B@�  

KLK6 = 
 + 7 + D � 180° = 0. 
Ως λύσεις των παραπάνω εξισώσεων βρίσκονται: 
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 = 
N � 1O� P, 
7Q = 7̅ � 1O� P, 
D = D̅ � 1OS P, 

6Q = 2�� P, 
όπου η διόρθωση Κ είναι 	T = 	UVWXVWYVZ�#[°0\0W 0\1W 0\F  

Το µέσο σφάλµα µοναδικής µέτρησης βρίσκεται ως συνήθως: 

� � = ∑ �
? � 
 �� + ∑ A7B � 7QC� +�1B@��08@� ∑ ADE � D C��FE@�O � 2  

Τα µέσα σφάλµατα των εκτιµήσεων 
 , 7Q , D  προκύπτουν από το νόµο µεταφοράς του 

σφάλµατος ως 

� U, = � O� ^O� � 11O� + 1O� + 1OS
		, 

� X_ = � O� ^O� � 11O� + 1O� + 1OS
				, 

� Y, = �OS ^OS � 11O� + 1O� + 1OS
				. 

Παράδειγµα 15. Οι γωνίες α, β, γ µετρήθηκαν τέσσερις, τρεις και τέσσερις φορές 

(ν1 = 4, ν2 = 3, ν3 = 4) και υπολογίστηκαν οι µέσες τιµές 
 , 7Q  και D  (βλ. πίνακα). 

Λόγω του 1 ` ��0 + ��1 + ��Fab = 1,2  και 
N + 7̅ + D̅ � 180° = 3cc η διόρθωση βρίσκεται 

ως T = 3cc ∙ 1,2 = 3,6′′ και από αυτήν οι εκτιµήσεις 
 = 
N � 14T	, 
7Q = 7̅ � 13T	, 
D = D̅ � 14T	. 

 

Γωνία α 
? � 
  Γωνία β 7B � 7Q  Γωνία γ DE � D  


� = 62°17c14cc 
� = 62°17′11′′ 
S = 62°17′16′′ 
e = 62°17′15′′ 

+0,9’’ 

-2,1’’ 

+2,9’’ 

+1,9’’ 

7� = 73°20′25′′ 7� = 73°20′27′′ 7S = 73°20′23′′ 
+1,2’’ 

+3,2’’ 

-0,8’’ 

D� = 44°22c25cc D� = 44°22′26′′ DS = 44°22′22′′ De = 44°22′23′′ 

+1,9’’ 

+2,9’’ 

-1,1’’ 

-0,1’’ 
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N = 62°17′14′′          7̅ = 73°20′25′′                 D̅ = 44°22′24′′ 
    
 = 62°17c13,1′′            7Q = 73°20c23,8′′   D = 44°22c23,1′′
  
Το µέσο σφάλµα µίας µέτρησης ανέρχεται ως : � 
= $�1,9� + 0,9� + 2,1� + 2,9�� + �1,2� + 3,2� + 0,8�� + �1,9� + 2,9� + 1,1� + 0,1��cc9  = 2,181′′ 
Έτσι προκύπτουν τα µέσα σφάλµατα:  � U, = � ∙ 0,418 = 0,912′′,   � X_ = � ∙ 0,447 = 0,975cc,    � Y, = � ∙ 0,418 = 0,912′′. 
Και τέλος από τις µετρήσεις υπολογίζονται οι προσεγγιστικές τιµές : 
 ≈ 62°17c13,1cc	�±0,91cc�,   7 ≈ 73°20c23,8cc	�±0,97cc� ,  D ≈44°22c13,1cc	�±0,91cc�. 
------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Η ανωτέρω µέθοδος, περιγραφείσα για την περίπτωση της µέτρησης γωνιών 
τριγώνου, εφαρµόζεται γενικά κατά την προσαρµογή παρατηρήσεων υπό συνθήκες. 
Αν τα προς µέτρηση µεγέθη y1, …, yν  είναι δυνατό να παρασταθούν δια µ αγνώστων 
t1, …, tµ    και υπάρχουν µεταξύ των αγνώστων, ρ ανεξάρτητες συνθήκες: f�Ag�, … , gEC = 0,  	f�Ag�, … , gEC = 0,   fSAg�, … , gEC = 0, 

τότε προσδιορίζονται οι άγνωστοι t1, …, tµ  και οι πολλαπλασιαστές λ1, …, λν έτσι 
ώστε η έκφραση  H = < + 6�f�Ag�, … , gEC + ⋯+ 6BfBAgB, … , gBC 

να λάβει ελάχιστη τιµή. Ο προσδιορισµός γίνεται διά της µεθόδου των ελαχίστων 
τετραγώνων. Λόγω των ρ εξισώσεων συνθήκης, προσδιορίζονται όχι πλέον µ αλλά µ-
ρ άγνωστοι εκ των παρατηρήσεων. Ο µειωµένος αριθµός αγνώστων πρέπει να ληφθεί 

υπόψη, κατά τον προσδιορισµό του µέσου σφάλµατος √� 	της µοναδικής µέτρησης 

βάρους β=1.  
 
14.10 Προσαρµογή έµµεσων παρατηρήσεων 

Πολλές φορές τα προσδιοριζόµενα µεγέθη δεν προσφέρονται προς άµεση 
µέτρηση. Π.χ. προς προσδιορισµό του ειδικού βάρους ενός σώµατος µετρούνται το 
βάρος του Β κι ο όγκος του V.  Το ειδικό βάρος προσδιορίζεται έµµεσα από τις 
παρατηρήσεις Β, V. Στην παρούσα περίπτωση δεν ενδιαφέρει πλέον η προσαρµογή 
των µετρούµενων µεγεθών y1, y2, …, yν, αλλά η ανεύρεση των αγνώστων  t1, …, tµ διά 
των οποίων παρίστανται τα  y1, …, yν. 

Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων παρέχει και πάλι τις εκτιµήσεις ĝ1 , …, ĝm για τους αγνώστους. Εκ του µέσου σφάλµατος �   προκύπτουν τα σφάλµατα των 

εκτιµήσεων ĝ1 , …, ĝm  µε εφαρµογή του νόµου µεταφοράς των σφαλµάτων. 

 
Παράδειγµα 16. ∆ακτύλιος κατασκευάστηκε από κράµα χρυσού και αργύρου. 
Προς προσδιορισµό του βάρους σε χρυσό και άργυρο, ο δακτύλιος ζυγίζεται µε ζυγό 
ελατηρίου στον αέρα (βάρος Β) και στο νερό (βάρος Υ). Αν  
gx το βάρος σε χρυσό, 
gα το  βάρος σε άργυρο,  
γχ το ειδικό βάρος του  χρυσού, 
γα το ειδικό βάρος του  αργύρου,  ισχύουν οι σχέσεις:   
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j = kl + km, n = o1 � 1Dlp kl + o1 � 1Dmp km. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το άθροισµα τετραγώνων των σφαλµάτων βρίσκεται ως: 

< = 1�� =>�
8 � kl � km�� + > o7B � Dl � 1Dl kl � DU � 1DU kUp�S
B@�

e
?@� G	

Εκ τούτου έπονται οι κανονικές εξισώσεις K<Kkl = � 2�� =>�
8 � kl � km� + > o7B � Dl � 1Dl kl � DU � 1DU kUp Dl � 1Dl
S

B@�
e

?@� G = 0 

K<KkU = � 2�� =>�
8 � kl � km� + > o7B � Dl � 1Dl kl � DU � 1DU kUp DU � 1DU
S

B@�
e

?@� G = 0 

Εκ τούτων βρίσκονται οι εκτιµήσεις: 

k l = ��NDl DU � 1Dq � DU + 7̅ DlDUDl � DU 		,			
N = 14>
?		, jN = k l + k U = 
N,e
?@�  

k U = +�NDU Dl � 1Dl � DU � 7̅ DlDUDl � DU 		 ,
7̅ = 13> 7B		,			nN = o1 � 1Dlp k l + o1 � 1DUp k U = 7̅S

B@�  

Το µέσο σφάλµα µοναδικής µέτρησης είναι: 

� = $∑ ��? � �N��e?@� + ∑ A7B � 7̅C�SB@��7 � 2�  

Λόγω των  
rs trUu = � �e Dl YvZ�YtZYw  και  

rs vrXu = �S Dl YvYtYtZYw ο νόµος µεταφοράς των 

σφαλµάτων δίνει: 

� s t = � $14 Dl� o DU � 1Dl � DUp� + 13 Dl�DU��DlZDU��		, 
� s v = � $14 DU� o Dl � 1Dl � DUp� + 13 Dl�DU��DlZDU�� 

Με αντικατάσταση των  Dl = 19,3		kx/�*S και DU = 10,5		kx/�*S  βρίσκονται : 

Ζύγιση 

Στον αέρα Β Στο νερό Y 
� = 4,01	kx 
� = 3,98	kx 
S = 4,03	kx 
e = 4,02	kx 

7� = 3,72	kx 7� = 3,72	kx 7S = 3,69	kx 
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�N = 4,01	kx,			7̅ = 3,71	kx, k l = 1,89	kx, k U = 2,12	kx, � = 0,02	kx	, � s t = 16,89	� = 0,34	kx,			� s w = 17,20	� = 0,34	kx. 
Άρα, προκύπτουν τα βάρη kl ≈ 1,89	kx	�±0,34	kx�		z
{	kU ≈ 2,12	kx	�±0,34	kx� 
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