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Περίληψη 

Η γενική β–βάθµια εξίσωση, αποτελεί µία βασική έννοια των µαθηµατικών µε 

εφαρµογές σε τοµείς όπως η φυσική, η οικονοµία, η µηχανική και η  στατιστική. Η 

µελέτη της, είναι θεµελιώδης για την κατανόηση της αντίστοιχης θεωρίας. 

Εφαρµόζεται στην επίλυση πραγµατικών προβληµάτων και περιλαµβάνει: 

� την ανάλυση των λύσεων της,  

� την ταξινόµηση των εξισώσεων, σε βασικές κατηγορίες  

� τη σύνδεση της εξίσωσης  µε άλλες µαθηµατικές έννοιες (κωνικές τοµές, 

αλγεβρικές ταυτότητες). 

Οι εξισώσεις 2ου βαθµού είναι βασικό εργαλείο, διότι: 

� Περιγράφουν τα φυσικά φαινόµενα (ροή, αντίσταση, καύση) 

� Χρησιµοποιούνται σε προβλήµατα βελτιστοποίησης 

� Εµφανίζονται σε καµπύλες απόδοσης 

Στα πλοία του εµπορικού ναυτικού, βοηθούν στη λήψη πρακτικών αποφάσεων για:  

� τη µείωση της κατανάλωσης του  καυσίµου,  

� την αύξηση της απόδοσης των µηχανών και τη διασφάλιση της ασφαλούς 

λειτουργίας τους 

� την πρόβλεψη της συµπεριφοράς διαφόρων συστηµάτων. 
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1. Λύση της γενικής δευτεροβάθµιας εξίσωσης 

Χρησιµοποιείται ο τύπος της ρητής λύσης (ή τύπος του δισδιάστατου 

ριζοσπαστικού κανόνα ή τύπος του Bhaskara). Η λύση της 2 0ax bx c+ + =  δίνεται 

από τον τύπο 
2

1,2

4

2

b b ac
x

a

− ± −
=  (προέκυψε εφαρµόζοντας τη µέθοδο της 

συµπλήρωσης του τετραγώνου και χρησιµοποιώντας αλγεβρικές ταυτότητες). Το 

κλειδί για τη λύση είναι η διακρίνουσα 2 4b ac∆ = − , που καθορίζει το πλήθος και τη 

φύση των λύσεων της εξίσωσης. 

 

1.1 Είδη ριζών και γεωµετρική ερµηνεία 

Η 2 0ax bx c+ + =  παριστάνεται ως µία παραβολή, που ανάλογα µε το 

πρόσηµο του a , στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω ( )0a > ή προς τα κάτω ( )0a < . Οι 

ρίζες της εξίσωσης αντιστοιχούν στα σηµεία τοµής της παραβολής µε τον άξονα xx ′  

Το πλήθος και η φύση των ριζών εξαρτώνται από την τιµή της 2 4b ac∆ = − ,  οπότε 

οι λύσεις της εξίσωσης χωρίζονται σε τρεις βασικές περιπτώσεις. 

� 0∆ >  Η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές και διαφορετικές λύσεις και η 

παραβολή τέµνει τον άξονα xx′σε δύο σηµεία 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� 0∆ =  Η εξίσωση έχει µία πραγµατική λύση, η οποία είναι διπλή (ή 

επαναλαµβανόµενη) και η παραβολή τέµνει τον άξονα xx′  σε ένα µόνο 

σηµείο (κορυφή της παραβολής) 
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� 0∆ <  Η εξίσωση δεν έχει πραγµατικές λύσεις, αλλά δύο µιγαδικές (ή 

φανταστικές) λύσεις και η παραβολή δεν τέµνει τον άξονα xx′ , υποδεικνύοντας την 

έλλειψη πραγµατικών λύσεων. 

 
Αυτή η ταξινόµηση, βοηθά στην κατανόηση της κατανοµής των ριζών και στη 

σύνδεση µε γεωµετρικές ή φυσικές έννοιες. 

Οι 6 δυνατές περιπτώσεις (συνδυασµοί τιµών του συντελεστή α και της τιµής 

της διακρίνουσας) γραφικών παραστάσεων, φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. 

Σηµείο τοµής µε τον κατακόρυφο άξονα yy′  είναι το ( )0,c  

Σηµεία τοµής µε τον οριζόντιο άξονα είναι τα: 

� ( )1,0x , ( )2,0x  για θετική διακρίνουσα ∆, 

� ( )1,0x , ( )1,0x  για µηδενική διακρίνουσα ∆ 

� ( )1,0z , ( )2 ,0z  για αρνητική διακρίνουσα ∆, όπου 1 2,z z ∈ℂ  
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1 0a = >   

1b = −  

12 0c = − <  

49∆ =  

1 3x = −  

2 4x =  

12
c

P
a

= = −  

1 2 12P x x= ⋅ = −  

 

 
1 0a = >  

8b = −  

12 0c = >  

16∆ =  

1 2x =  

2 6x =  

12
c

P
a

= =  

1 2 12P x x= ⋅ =  
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� Η τιµή του συντελεστή α, καθορίζει πόσο κοντά (ή µακριά) στον κατακόρυφο 

άξονα συµµετρίας της, δηλαδή στην ευθεία 
2

b
x

a

−
=  κείτονται τα σηµεία της γραφικής 

παράστασης της παραβολής. 

 

 
� Η παραβολή, παρουσιάζει ολικό µέγιστο όταν 0a < και ολικό ελάχιστο όταν  0a >  

 
Η ακόλουθη γραφική παράσταση, παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο σηµείο ( )2,0−  
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�  Άξονας συµµετρίας της παραβολής, είναι η ευθεία 
2

b
x

a

−
=  

 
� Οι συντεταγµένες των σηµείων της παραβολής (γραφική παράστασης του 

τριωνύµου) επαληθεύουν τον τύπο 2 0ax bx c+ + =   

 
� Για 0a < , που τα κοίλα είναι στραµµένα προς τα κάτω, η παραβολή είναι γνησίως 

αύξουσα όταν
2

b
x

a

−
<  και γνησίως φθίνουσα  όταν  

2

b
x

a

−
>  

� Για 0a > , ισχύουν τα αντίθετα. 
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� Για 0a > , όταν x →±∞  τότε y → +∞  

 

� Για 0a < , όταν x → ±∞  τότε y → −∞  
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2. Εισαγωγή 

Η γενική εξίσωση 2ου βαθµού ως προς τις µεταβλητές ,x y έχει τη µορφή
2 2 0x xy y x yΑ +Β +Γ +∆ +Ε + Ζ =  όπου , , , , ,Α Β Γ ∆ Ε Ζ∈ℝ  µε 0Α + Β + Γ ≠  

(τουλάχιστον ένας από τους , ,Α Β Γ  είναι διάφορος του µηδέν). Επειδή στους 

περισσότερους τύπους της θεωρίας των καµπυλών 2ου βαθµού οι συντελεστές , ,Β ∆ Ε
εµφανίζονται διαιρεµένοι δια 2, είναι προτιµότερο να γράφω τη γενική εξίσωση 2ου 

βαθµού (ως προς ,x y ) ως A ²+2B +Γ ²+2∆ +2E +Z=0x xy y x y  δηλαδή τα γράµµατα 

, ,Β ∆ Ε  συµβολίζουν τα µισά των αντίστοιχων συντελεστών.  

Στη συνέχεια, ως γενική εξίσωση 2ου βαθµού θα θεωρείται η 

A ²+2B +Γ ²+2∆ +2E +Z=0x xy y x y  και οι αριθµοί , , , , ,Α Β Γ ∆ Ε Ζ  θα ονοµάζονται 

συντελεστές της εξίσωσης (οι , ,Β ∆ Ε  έχουν συµβατική ονοµασία, επειδή οι 

συντελεστές των αντίστοιχων όρων είναι οι 2Β, 2∆, 2Ε). 

Με την A ²+2B +Γ ²+2∆ +2E +Z=0x xy y x y  ορίζεται ένα ορθογώνιο καρτεσιανό 

σύστηµα συντεταγµένων και η καµπύλη είναι το σύνολο των σηµείων που οι 

συντεταγµένες τους ,x y  ικανοποιούν την εξίσωση. Το είδος της καµπύλης 2ου 

βαθµού, εξαρτάται από τους συντελεστές της A ²+2B +Γ ²+2∆ +2E +Z=0x xy y x y   

Η µελέτη της γενικής εξίσωσης A ²+2B +Γ ²+2∆ +2E +Z=0x xy y x y  είναι η 

µελέτη της αντίστοιχης καµπύλης, µε βάση τις τιµές των συντελεστών της και τις 

µεταξύ τους σχέσεις. Αποδεικνύεται ότι  η γενική εξίσωση 2ου  βαθµού είναι πάντα 

η εξίσωση µιας κωνικής τοµής (έλλειψης, παραβολής, υπερβολής). 

 

Εφαρµογή 1 

Αν η εξίσωση 2ου βαθµού ως προς ,x y είναι ² 3 2 ² 5 4 1 0x xy y x y+ + + + + =  

τότε οι συντελεστές , , , , ,Α Β Γ ∆ Ε Ζ  έχουν τις ακόλουθες τιµές Α = 1 , 
3

Β = 
2

, Γ = 2 , 

5
∆ = , Ε = 2, Ζ = 1

2
 

 

3. Μεταφορά της αρχής των συντεταγµένων στο κέντρο της εξίσωσης  

Έστω η εξίσωση A ²+2B +Γ ²+2∆ +2E +Z=0x xy y x y  Προκειµένου να 

απλοποιήσω τον τύπο της, την µετασχηµατίζω µε µια παράλληλη µεταφορά των 

αξόνων των συντεταγµένων. Υποθέτω δηλαδή, ότι οι άξονες µετακινούνται 

παράλληλα από τις αρχικές τους θέσεις, έτσι ώστε η νέα αρχή των συντεταγµένων να 

είναι το σηµείο ( )0 0,x yΜ   

Συµβολίζω µε ,x y τις συντεταγµένες ενός τυχαίου σηµείου του επιπέδου, ως 

προς το παλαιό σύστηµα των ορθογωνίων συντεταγµένων (άξονες ,x yΟ Ο ) και µε Χ, 

Υ συµβολίζω τις συντεταγµένες του ίδιου σηµείου ως προς το νέο ορθοκανονικό 

σύστηµα µε άξονες ΜΧ, ΜΥ. Σύµφωνα µε τους τύπους αλλαγής των συντεταγµένων, 

ισχύει ότι 0 0, x X x y Y y= + = +  

Αντικαθιστώντας στις παλαιές συντεταγµένες της A ²+2B +Γ ²+2∆ +2E +Z=0x xy y x y , 

προκύπτει ότι ² 2 ² 2 2Ax Bxy y x Ey Z+ +Γ + ∆ + + =  

            ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

2 2
2 = A X x B X x Y y Y y+ + + + + Γ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0

2 2
+ +2 2 2A X x B X x Y y Y y X x E Y y Z+ + + + + Γ + ∆ + + + =  
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( ) ( ) ( )2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0² 2 ² 2  2 2 2 2AX BXY Y Ax By X Bx y Y Ax Bx y y x Ey Z+ + Γ + + +∆ + + Γ + Ε + + +Γ + ∆ + +  

Παρατηρώ ότι στο νέο σύστηµα των συντεταγµένων, οι συντελεστές των 

όρων 2ου βαθµού δεν έχουν αλλάξει. Αντίθετα, οι συντελεστές των όρων 1ου βαθµού 

και ο σταθερός όρος έχουν αλλάξει. Εισάγω τους παρακάτω συµβολισµούς  

0 0*D Ax By= + + ∆  

0 0*E Bx y= + Γ + Ε  
2 2

0 0 0 0 0 0* 2 +2 + 2Z Ax Bx y y x Ey Z= + + Γ ∆ +  

οπότε η εξίσωση της καµπύλης 2ου βαθµού παίρνει την ακόλουθη µορφή: 

² 2 ² 2 2 * 0A X B X Y Y D X E Y Z+ + Γ + + + =  

Επιλέγω το σηµείο Μ έτσι ώστε, µετά από τον µετασχηµατισµό, η εξίσωση να µην 

έχει όρους 1ου βαθµού, δηλαδή οι όροι µε Χ, Υ να εξαλειφθούν, δηλαδή να γίνει 

* 0D =  και * 0Ε = . Για να γίνει αυτό, οι παλαιές συντεταγµένες του σηµείου Μ 

(δηλαδή οι συντεταγµένες του Μ ως προς το αρχικό σύστηµα αναφοράς) πρέπει να 

ικανοποιούν το γραµµικό σύστηµα  0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



 

Εφόσον το παραπάνω σύστηµα έχει µοναδική λύση,  βρίσκονται οι 

συντεταγµένες του  σηµείου Μ. Μετά από τη µεταφορά της αρχής του συστήµατος 

των συντεταγµένων στο σηµείο Μ, η εξίσωση της καµπύλης παίρνει τη µορφή 

² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =  από την οποία  προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
– 2 – – – * 0A X B X Y Y Z+ +Γ + =  

Αν ένα σηµείο P(X, Y) ανήκει στη δεδοµένη καµπύλη, τότε και το σηµείο Q(–

X, –Y) ανήκει επίσης στην καµπύλη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρώ ότι τα σηµεία της καµπύλης είναι τοποθετηµένα ανά ζεύγη 

συµµετρικών σηµείων ως προς τη νέα αρχή των συντεταγµένων, δηλαδή ως προς το 

σηµείο Μ. Άρα, αν υπάρχει στο επίπεδο ένα σηµείο ως προς το οποίο όλα τα σηµεία 

της καµπύλης είναι τοποθετηµένα ανά ζεύγη συµµετρικών σηµείων, τότε αυτό 

ονοµάζεται κέντρο της καµπύλης. Η γεωµετρική ερµηνεία του µετασχηµατισµού 

των συντεταγµένων, βάσει του οποίου η εξίσωση της καµπύλης 2ου βαθµού παίρνει 

τη µορφή ² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =  συνίσταται στο ότι η νέα αρχή των 

συντεταγµένων ταυτίζεται µε το κέντρο της καµπύλης. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι 

λύσεις ( )0 0,x y του 0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



καθορίζουν το κέντρο της καµπύλης (ως 

προς το αρχικό σύστηµα των συντεταγµένων). Για αυτό, οι εξισώσεις 

0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



ονοµάζονται εξισώσεις του κέντρου. 

Το αντίστροφο ισχύει, δηλαδή αν ένα τυχαίο σηµείο είναι το κέντρο µιας  
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καµπύλης 2ου βαθµού, τότε οι συντεταγµένες του αποτελούν λύση του 

0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



Πράγµατι, πρέπει να επιλέξω τη νέα αρχή των συντεταγµένων 

έτσι, ώστε η 
2 2 0x xy y x yΑ +Β +Γ +∆ +Ε + Ζ =  να ανάγεται στη µορφή 

² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + = · όµως αυτό επιτυγχάνεται µε την επίλυση του

0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



. Το µε αυτόν τον τρόπο οριζόµενο σηµείο, είναι το κέντρο της 

καµπύλης που εξετάζω. Συµβολίζω ως 1δ  την ορίζουσα του 0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



 

δηλαδή 2

1

Α Β
= =ΑΓ Β

Β Γ
δ −  Τα στοιχεία της ορίζουσας είναι οι συντελεστές των 

δευτεροβάθµιων όρων της 
2 2 0x xy y x yΑ +Β +Γ +∆ +Ε + Ζ =  Η ορίζουσα  1δ

ονοµάζεται διακρίνουσα των όρων A, B, Γ. 

Αν 1 0δ ≠ , τότε το 0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



έχει µοναδική λύση, άρα η καµπύλη 

έχει µόνο ένα κέντρο. Μία καµπύλη 2ου βαθµού η οποία έχει ένα µόνο κέντρο 

ονοµάζεται κεντρική καµπύλη (ή κωνική µε κέντρο). 

Αν 1 0δ ≠  (η καµπύλη έχει κέντρο), τότε οι συντεταγµένες του κέντρου της 

καµπύλης του 2ου βαθµού είναι 0x

Β ∆

Γ Ε
=

Α Β

Β Γ

, 0y

∆ Α

Ε Β
=

Α Β

Β Γ

         

Ο σταθερός όρος Z* της ² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =  δίνεται από τον 
2 2

0 0 0 0 0 0* 2 +2 + 2Z Ax Bx y y x Ey Z= + + Γ ∆ +  Μπορώ να απλοποιήσω αυτόν τον τύπο.   

Πράγµατι, µε νέα οµαδοποίηση των όρων του 2ου µέλους της 

² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =  προκύπτει  

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0*Z Ax By x Bx y E y x Ey Z= + + ∆ + + Γ + + ∆ + +  και από αυτήν, λόγω 

των 0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



προκύπτει ότι 0 0*Z x Ey Z= ∆ + +  

Αν 1 0δ =  τότε  η  0 0*Z x Ey Z= ∆ + +  µπορεί να µετασχηµατισθεί ακόµη µε 

την εφαρµογή των 0x

Β ∆

Γ Ε
=

Α Β

Β Γ

, 0y

∆ Α

Ε Β
=

Α Β

Β Γ

  

Αντικαθιστώ τα 0 0,x y  στο 2ο µέλος της 0 0*Z x Ey Z= ∆ + + µε τις τιµές τους από 

τους τύπους  
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0x

Β ∆

Γ Ε
=

Α Β

Β Γ

, 0y

∆ Α

Ε Β
=

Α Β

Β Γ

  έχω  *

Β ∆ ∆ Α Α Β
∆ + Ε + Ζ
Γ Ε Ε Β Β Γ

Ζ =
Α Β

Β Γ

     Ο αριθµητής 

του κλάσµατος µπορεί να γραφεί σε µορφή ορίζουσας 3ης τάξης, δηλαδή 

Α Β ∆
Β ∆ ∆ Α Α Β

∆ +Ε +Ζ = Β Γ Ε
Γ Ε Ε Β Β Γ

∆ Ε Ζ

    που συµβολίζεται ως 

Α Β ∆

Β Γ Ε

∆ Ε Ζ

δ =  και 

ονοµάζεται διακρίνουσα του 1ου µέλους της γενικής δευτεροβάθµιας εξίσωσης 2ου 

βαθµού 
2 2 0x xy y x yΑ +Β +Γ +∆ +Ε + Ζ =  

Από τις  *

Β ∆ ∆ Α Α Β
∆ + Ε + Ζ
Γ Ε Ε Β Β Γ

Ζ =
Α Β

Β Γ

 και 

Α Β ∆

Β Γ Ε

∆ Ε Ζ

δ =  προκύπτει ότι 

*

1

Ζ =
δ
δ

  άρα, η ² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =  ανάγεται στη µορφή 

1

² 2 ² 0AX BXY Y
δ
δ

+ +Γ + =    

 

Εφαρµογή 2 

Να δειχθεί ότι η 5 ² 8 5 ² –18 –18 9 0x xy y x y+ + + =  ορίζει µια κωνική τοµή µε 

κέντρο, να βρεθεί το κέντρο  και να απλοποιηθεί η δοθείσα εξίσωση µε τοποθέτηση 

της αρχής των συντεταγµένων στο κέντρο της.  

Αρχικά, βρίσκω την 1

5 4
9

4 5
δ = =  Εφόσον 1 0δ ≠ , η δοθείσα εξίσωση ορίζει 

µια κωνική τοµή µε κέντρο. Οι συντεταγµένες του κέντρου δίνονται από το σύστηµα 

0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



και στην προκειµένη περίπτωση παίρνουν τη µορφή 

0 0

0 0

5 4 – 9 0

4 5 – 9 0

x y

x y

+ =

+ =

 
 
 

Η λύση του συστήµατος είναι 0

0

1

1

x

y

 


=

=



άρα, µεταφέρω την αρχή 

των συντεταγµένων στο σηµείο ( )1,1  Οι συντεταγµένες όλων των σηµείων του 

επιπέδου θα µετασχηµατιστούν σύµφωνα µε τους τύπους 
1

1

x X

y Y

= +

= +
 
 
 

και η δοσµένη 

εξίσωση θα πάρει τη µορφή 5 ² 8 5 ² * 0X X Y Y Z+ + + =  

Υπολογίζω τον σταθερό (µηδενικού βαθµού) όρο Z* από τους τύπους

0 0*Z x Ey Z= ∆ + +  και 
*

1

Ζ =
δ
δ

, οπότε βρίσκω 
*Ζ = 9− . Έτσι, στο νέο σύστηµα των 

συντεταγµένων ,X Y η εξίσωση παίρνει τη µορφή 5 ² 8 5 ² 9 0X X Y Y+ + − =  που 

µπορεί να απλοποιηθεί ακόµη περισσότερο και να προσδιοριστεί η µορφή και η θέση 

της καµπύλης που ορίζει. 
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4. Ανηγµένη µορφή της εξίσωσης µιας κωνικής τοµής µε κέντρο 

  Έστω η εξίσωση ² 2 ² 2 2 0Ax Bxy y x Ey Z+ +Γ + ∆ + + =  µε 1 – ² 0A Bδ = Γ ≠  

τότε το σύστηµα 0 0

0 0

0

0

Ax By

Bx y

+ + ∆ =

+

 


Γ + = Ε



έχει µία µόνο λύση ( )0 0,x y  

Τοποθετώ την αρχή ενός νέου συστήµατος των συντεταγµένων στο σηµείο 

( )0 0,x y , δηλαδή στο κέντρο της δοθείσας καµπύλης και µετασχηµατίζω την 

² 2 ² 2 2 0Ax Bxy y x Ey Z+ +Γ + ∆ + + =  σύµφωνα µε τους τύπους 0

0

x X x

y Y y

= +

= +

 
 
 

οπότε 

προκύπτει η ² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =  όπου το Z* ορίζεται από τον τύπο 

0 0*Z x Ey Z= ∆ + +  ή από τον 
*

1

Ζ =
δ
δ

 

Οι περαιτέρω απλοποιήσεις, επιτυγχάνονται µε στροφή του νέου συστήµατος 

των συντεταγµένων γύρω από τη νέα αρχή. Με τη στροφή των αξόνων των 

συντεταγµένων γύρω από τη νέα αρχή, κατά µια τυχαία γωνία ϕ , ορίζεται ένα νέο 

σύστηµα ορθογώνιων συντεταγµένων (αντίστοιχο του προηγούµενου κατά τη στροφή 

του επιπέδου, του οποίου το κέντρο είναι το Μ, δηλαδή το κέντρο της κωνικής τοµής 

και γωνία η ϕ ). Οι συντεταγµένες ενός τυχαίου σηµείου του επιπέδου, 

µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τους  
cos sin

sin cos

x y

Y x y

ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′Χ = − 
 ′= + ′ 


  όπου ,x y′ ′ είναι οι 

συντεταγµένες του ίδιου σηµείου ως προς το νέο σύστηµα των συντεταγµένων 

(αντίστοιχο του προηγούµενου κατά τη θεωρούµενη στροφή γωνία ϕ ).  

Αντικαθιστώντας στο 1ο µέλος της ² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =  τις 

µεταβλητές ,X Y  µε τις τιµές τους από το 
cos sin

sin cos

x y

Y x y

ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′Χ = − 
 ′= + ′ 


 βρίσκω 

2 2 *2AX BXY Y Z+Γ ++ =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 *sin cos sin  ' sin ' ccos 2 os sin cosA x B x y xy y x y Zϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ′− −′ ′ ′ ′ ′+ + + + +  

Εκτελώντας τις πράξεις και οµαδοποιώντας τους όρους ως προς τις 

αυξανόµενες δυνάµεις των νέων µεταβλητών ,x y′ ′ προκύπτει 

2 2 *2 ZΑΧ + ΒΧΥ+ΓΥ + = ( ) ( )2 *2
2 x Zx y y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Α + Β +Γ +   

όπου τα , ,′ ′ ′Α Β Γ  είναι τα αθροίσµατα που βρίσκονται µέσα στις παρενθέσεις. Άρα,  

A =Acos²φ+2Bsinφ cosφ+Γsin² φ′  

B' = Asinφ cosφ+Bcos²φ Bsin² φ +Γsinφ cosφ− −  

Γ = Asin²φ 2Bsinφ cosφ+Γcos²φ−′  

Για την απλοποίηση της εξίσωσης πρέπει να γίνει επιλογή της γωνίας ϕ  έτσι, 

ώστε να µηδενίζεται (να εξαφανίζεται) ο όρος που περιέχει το γινόµενο x y′ ′ των 

νέων συντεταγµένων, δηλαδή να είναι 0′Β = ,  οπότε η εξίσωση θα πάρει τότε τη 

µορφή ( ) ( ) *2 2
0x Zy′ ′ ′ ′Α +Γ + =  Ζητώντας  µια τέτοια γωνία ϕ , θέτω 0′Β = και από 

την B' = Asinφ cosφ+Bcos²φ Bsin² φ +Γsinφ cosφ− −  θα έχω για τη ζητούµενη γωνία 

ϕ  την Asinφ cosφ+Bcos²φ Bsin² φ +Γsinφ cosφ=0− −  ή ισοδυνάµως  

( )Bsin²φ+ A Γ sinφ cosφ cos²φ=0− − Β  
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� Αν 0Β = , τότε η αρχική εξίσωση ² 2 ² 2 2 0Ax Bxy y x Ey Z+ +Γ + ∆ + + =  έχει  

ήδη τη ζητούµενη µορφή, δηλαδή δεν περιέχει τον όρο µε το γινόµενο x y  των 

συντεταγµένων και δεν χρειάζεται µετασχηµατισµό. 

� Αν 0Β ≠  τότε από την ( )Bsin²φ+ A Γ sinφ cosφ cos²φ=0− − Β  προκύπτει ότι 

cos 0ϕ ≠  (διότι αν cos 0ϕ = , τότε 
2sin 1ϕ =  άρα από την  

( )Bsin²φ+ A Γ sinφ cosφ cos²φ=0− − Β  έπεται ότι B = 0 άτοπο). 

∆ιαιρώντας την ( )Bsin²φ+ A Γ sinφ cosφ cos²φ=0− − Β  δια 
2cos ϕ  προκύπτει

( )Btan²φ + A Γ tanφ B=0− −  άρα 
( )2 2Γ Α+ Γ Α +4Β

tan  = 
2Β

ϕ
− −

     

Αν  ( )2 2Γ Α +4Β 0− ≥  το 2ο µέλος της 
( )2 2Γ Α+ Γ Α +4Β

tan  = 
2Β

ϕ
− −

 έχει 

πραγµατική τιµή, άρα η ζητούµενη γωνία ϕ  υπάρχει και ορίζεται από τον 

( )2 2Γ Α+ Γ Α +4Β
tan  = 

2Β
ϕ

− −
 (όποιο και αν είναι το πρόσηµο ± που θα πάρω).  

Αποδείχθηκε ότι κάθε εξίσωση της µορφής ² 2 ² * 0A X B X Y Y Z+ + Γ + =

µπορεί να αναχθεί στη µορφή ( ) ( ) *2 2
0x Zy′ ′ ′ ′Α +Γ + =  

Παρατηρώ ότι η B' = Asinφ cosφ+Bcos²φ Bsin² φ +Γsinφ cosφ− −  είναι 

ισοδύναµη µε την ( ) ( ) ( )2B  = 2Bcos 2φ A Γ n 2φsi− −′ , άρα  για να είναι B  = 0′ , 

δηλαδή για να είναι ( ) ( ) ( )2Bcos 2φ A Γ φ 0sin 2− − = , πρέπει ( ) 2Β
tan 2φ =

Α Γ−
  άρα, 

( )
( )2 2

A Γ
cos 2φ  =

 A Γ 4Β  − +

−
 και ( )

( )2 2

2Β
sin 2φ  =

 A Γ 4Β  − +
 Έτσι, η γωνία φ 

υπολογίζεται από τη σχέση ( ) 2Β
tan 2φ =

Α Γ−
 

 

Σηµείωση 

Η ( )Btan²φ + A Γ tanφ B=0− −  επιτρέπει τον προσδιορισµό της tanφ . Το 

sinϕ  και το cosϕ  βρίσκονται από την tanφ  µε τη βοήθεια των τύπων 

2 2

tanφ 1
sinφ = ,  cosφ =

± 1 + tan φ ± 1 + tan φ
       

Πρέπει να συµφωνούν τα πρόσηµα µπροστά από τις τετραγωνικές ρίζες των 

παραπάνω τύπων, µε το πρόσηµο της tanφ  

� Αν tanφ<0 , τότε τα sinϕ  και cosϕ   έχουν αντίθετα πρόσηµα.  

� Αν tanφ>0 , τότε τα sinϕ  και cosϕ  έχουν το ίδιο πρόσηµο. 

 

Εφαρµογή 3 

Να απλοποιηθεί η 5 ² 8 5 ² 18 18 9 0x xy y x y− −+ + + = , να βρεθεί ποια 

καµπύλη ορίζει και να κατασκευαστεί το γράφηµα που αντιστοιχεί στη θέση της 

καµπύλης  ως προς τους άξονες των συντεταγµένων.  

Η εξίσωση έχει ήδη µελετηθεί στην εφαρµογή 2, ορίζει µια κωνική τοµή µε  
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κέντρο, διότι 1 0δ ≠  και κέντρο το σηµείο Μ(1, 1) Ο µετασχηµατισµός των 

συντεταγµένων 
1

1

x X

y Y

= +

= +
 
 
 

 που αντιστοιχεί στη µεταφορά της αρχής των αξόνων 

στο κέντρο Μ, δίνει στην εξίσωση τη µορφή 2 25 8 5 9 0X XY Y+ + =−  Οι περαιτέρω 

απλοποιήσεις της 2 25 8 5 9 0X XY Y+ + =−  γίνονται σύµφωνα µε τις προηγούµενες 

παρατηρήσεις. Στρέφω τους άξονες των συντεταγµένων ΜΧ , YΜ  κατά γωνία ϕ , η 

οποία ορίζεται από την ( )Btan²φ + A Γ tanφ B=0− −  

Έχω 
2tan φ 1= 0 tanφ= 1⇔− ±  Επιλέγω  µία από τις δύο λύσεις, π.χ. την 

tanφ=1 Η στροφή των αξόνων κατά γωνία ϕ  αντιστοιχεί σε µετασχηµατισµό των 

συντεταγµένων σύµφωνα µε τους τύπους 
cos sin

sin cos

X x y

Y x y

ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′− 


=

′ ′+ =



 

Επειδή  tanφ=1έπεται ότι  

±1
cosφ=  

2

±1
sinφ=

2

 
  
 
 
  

 

Λαµβάνοντας τις θετικές τιµές, έχω 
2

2

x y

x y
Y

− 
  
 


′ ′
Χ =

′


′+
= 



 

Αντικαθιστώντας τα ,YΧ µε τις αριθµητικές τους τιµές στην 
2 25 8 5 9 0X XY Y+ + =−  βρίσκω 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 22 2 5 8 5
5 8 5 9  

2

x y x y x y x y
X XY Y x y

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− + − + + +
′ ′+ + = = +  

Άρα, στο σύστηµα των συντεταγµένων ,x y′ ′ η εξίσωση της δοθείσας 

καµπύλης παίρνει τη µορφή ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2  
9  9 0 1

1 9

x y
x y

′ ′
′ ′+ − = ⇔ + =  και είναι  η 

εξίσωση µιας έλλειψης µε ηµιάξονες 1, 3α β= = . Κέντρο της είναι το σηµείο Μ , 

του οποίου οι συντεταγµένες στο αρχικό σύστηµα ήταν ( )1,1Μ και οι άξονες 

συµµετρίας της ταυτίζονται µε τους άξονες των συντεταγµένων x ′Μ και y′Μ  

 

Γράφηµα  Απλοποίηση της εξίσωσης 2ου βαθµού της καµπύλης, δια µεταφοράς και στροφής του συστήµατος 

των συντεταγµένων 
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Άµεσος σκοπός είναι να βρω ποια γεωµετρικά σχήµατα ορίζονται από την 

( ) ( ) *2 2
0x Zy′ ′ ′ ′Α +Γ + =  Για αυτό αποδεικνύω την ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 1 

Αν τα , ,′ ′ ′Α Β Γ  εκφράζονται µε τη βοήθεια των A, B, Γ µέσω των τύπων  

A =Acos²φ+2Bsinφ cosφ+Γsin² φ′  

B' = Asinφ cosφ+Bcos²φ Bsin² φ +Γsinφ cosφ− −  

Γ = Asin²φ 2Bsinφ cosφ+Γcos²φ−′    

τότε ( )2 2=AΓ′ ′ ′ΑΓ − Β −Β  

Απόδειξη 

Πολλαπλασιάζω επί 2 τους όρους των  

A =Acos²φ+2Bsinφ cosφ+Γsin² φ′  

B' = Asinφ cosφ+Bcos²φ Bsin² φ +Γsinφ cosφ− −  

Γ = Asin²φ 2Bsinφ cosφ+Γcos²φ−′  

εφαρµόζω τους τριγωνοµετρικούς τύπους 

( )2cos² 1 cos 2ϕ ϕ= +  

( )2 sin cos sin 2ϕ ϕ ϕ=  

( )2 sin ² 1 cos 2ϕ ϕ= −  

οπότε προκύπτουν 

( ) ( ) ( ) ( )2A = A+Γ + A Γ 2φ +2B sin 2φcos−′     

( ) ( ) ( )sin2B  = A Γ 2φ +2Bsin 2φ− −′  

( ) ( ) ( ) ( )2Γ = A+Γ A Γ 2φ +2Bsin 2c φos− −′     

άρα,    ( )2
4 4 =′ ′ ′ΑΓ − Β  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22

A + Γ A Γ 2φ +2Bsin 2φ A Γ sin 2φ 2B 2φ = cos cos− − − − −      

 ( ) ( )2 2 2A + Γ A Γ 4B  =− − −  

2 4AΓ 4B−  

  συνεπώς ( )2 2=AΓ′ ′ ′ΑΓ − Β −Β  

 

Πρόταση 2 

Αν η  ² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + =  ορίζει µια κωνική τοµή µε 

κέντρο 2

1 0δ = ΑΓ − Β ≠ , τότε οι δύο συντελεστές ,′ ′Α Γ της εξίσωσης µε ανηγµένη 

µορφή ( ) ( )2 2
* 0x y′ ′ ′ ′Α +Γ +Ζ = , είναι διάφοροι του µηδενός ( 0, 0′ ′Α ≠ Γ ≠ ) 

Απόδειξη 

Αν 0′Β =  τότε ( )2′ ′ ′ ′ ′ΑΓ − Β = ΑΓ  Επειδή όµως ισχύει ότι  

( )2 2

1
δ′ ′ ′ΑΓ − Β =ΑΓ−Β =   έπεται ότι  1 0δ′ ′Α Γ = ≠  άρα  A' ≠ 0 και Γ' ≠ 0 

Από την πρόταση 1 είναι 
2A= Γ′ ′ΑΓ −Β  
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Από τους A =Acos²φ+2Bsinφ cosφ+Γsin² φ′  και Γ = Asin²φ 2Bsinφ cosφ+Γcos²φ−′  

προκύπτει ότι A'+Γ' =A+Γ  

Από 2A= Γ′ ′Α Γ − Β  και A'+Γ' =A+Γ  βρίσκω  τους A', Γ' αν είναι γνωστά τα 

A, B, Γ.  Έχει δειχθεί ότι 
*

1

δ
Ζ =

δ
 συνεπώς οι τρεις συντελεστές , , *′ ′Α Γ Ζ  της  

( ) ( )2 2
* 0x y′ ′ ′ ′Α +Γ +Ζ =  υπολογίζονται απευθείας από τους συντελεστές της  

² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + = , χωρίς να χρειαστεί η αναγωγή στην 

² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + =  στη µορφή ( ) ( )2 2
* 0x y′ ′ ′ ′Α +Γ +Ζ =  µε 

µετασχηµατισµό των συντεταγµένων. Θα ονοµάζω την εξίσωση 2ου βαθµού: 

� ελλειπτική, όταν 0δ >  

� υπερβολική, όταν 0δ <  

� παραβολική, όταν 0δ =  

Κάθε εξίσωση κωνικής τοµής µε κέντρο (δηλαδή κάθε εξίσωση 2ου βαθµού για την 

οποία 0δ ≠ ) είναι ελλειπτική ή υπερβολική. Για την ανηγµένη εξίσωση 

( ) ( )2 2
* 0x y′ ′ ′ ′Α + Γ + Ζ =  έχω = δ′ ′Α Γ , άρα η  ( ) ( )2 2

* 0x y′ ′ ′ ′Α + Γ + Ζ =  είναι: 

� ελλειπτική, όταν 0′ ′Α Γ >  

� υπερβολική, όταν 0′ ′Α Γ <    

Για να µελετήσω την ( ) ( )2 2
* 0x y′ ′ ′ ′Α + Γ + Ζ =  όταν 0′ ′Α Γ > και 0′ ′Α Γ < , 

µεταφέρω τον σταθερό όρο στο 2ο µέλος και το συµβολίζω (µε το πρόσηµό του) µε το 

γράµµα Η . Αν παραλείψω τους δείκτες, η ( ) ( )2 2
* 0x y′ ′ ′ ′Α + Γ + Ζ =  γράφεται 

A ²+Γ ² =Hx y     

1. Υποθέτω ότι η A ²+Γ ² =Hx y  είναι ελλειπτική. Τότε 0ΑΓ > , δηλαδή οι 

συντελεστές ,Α Γ  είναι οµόσηµοι. Μπορώ αλλάζοντας αν χρειάζεται το πρόσηµο 

όλων των όρων, να θεωρήσω ότι ,Α Γ  είναι θετικοί. Για το Η  υπάρχουν 3 

περιπτώσεις: 0Η > , 0Η < , 0Η =  

α) Αν 0Η > , τότε η A ²+Γ ² =Hx y  ορίζει µια έλλειψη και γράφεται ως   

2 2

+ =1
Η Η

Α Γ

x y

   
   
   

 Επειδή οι  
Η

Α

 
 
 

 και 
Η

Γ

 
 
 

είναι θετικοί, οι 
Η

Α
+  και 

Η
+

Γ
 είναι 

πραγµατικοί. Συµβολίζω τον 1ο µε το γράµµα α  και τον 2ο µε το γράµµα β  δηλαδή  

α
Η

= +
Α

,   β
Η

= +
Γ

 άρα,    2Η
=α

Α
 και  2Η

=β
Γ

 οπότε  
2 2

2 2
+ =1

α β

x y
 η οποία είναι 

εξίσωση της έλλειψης. 

 

β) Αν 0Η = , µόνο το ζεύγος των πραγµατικών αριθµών 0x = , 0y =
επαληθεύει την A ²+Γ ² =Hx y   άρα, για 0Η =  η A ²+Γ ² =Hx y  ορίζει ένα µόνο σηµείο 

(την αρχή των συντεταγµένων). Π.χ. ² +4 ² 0x y =   

Αν 0Η =  τότε η A ²+Γ ² =Hx y  ονοµάζεται εξίσωση µιας εκφυλισµένης 

έλλειψης. Η προέλευση της ονοµασίας οφείλεται στην παρατήρηση ότι αν 0Η →  
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(ενώ είναι 0Η > ), παρατηρώ από τους α
Η

= +
Α

 και β
Η

= +
Γ

 ότι 0α →  και 

0β →  που σηµαίνει ότι η έλλειψη που ορίζεται από την A ²+Γ ² =Hx y  περιορίζεται 

σε σηµείο.   Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η αντίστοιχη για 0Η =  εξίσωση 

Ax² + By² = 0 ονοµάζεται εξίσωση έλλειψης εκφυλισµένης σε σηµείο. 

 

γ) Αν 0Η < , καµία πραγµατική τιµή των ,x y  δεν µπορεί να ικανοποιήσει 

την A ²+Γ ² =Hx y , διότι το 1ο µέλος της είναι πάντα µη αρνητικό. Άρα, για 0Η <  η 

A ²+Γ ² =Hx y  δεν ορίζει κανένα πραγµατικό γεωµετρικό σχήµα στο επίπεδο. Π.χ. 
2 24 16x y+ = −   Για 0Η <  η A ²+Γ ² =Hx y  ονοµάζεται εξίσωση φανταστικής 

έλλειψης. 

 

2. Έστω ότι η A ²+Γ ² =Hx y  είναι υπερβολή. Τότε 0ΑΓ < , δηλαδή οι 

συντελεστές ,ΑΓέχουν αντίθετα πρόσηµα. Έστω ότι A > 0 και Γ < 0 (µπορώ πάντα 

να το πετύχω αλλάζοντας τα πρόσηµα όλων των όρων της A ²+Γ ² =Hx y ) Για το Η  

υπάρχουν 3 περιπτώσεις: 0Η > , 0Η < , 0Η =  

α) Αν 0Η >  ή 0Η < , τότε η A ²+Γ ² =Hx y  ορίζει µια υπερβολή. Για την 

απόδειξη τροποποιώ τη µορφή της A ²+Γ ² =Hx y  γράφοντας την ως  
2 2

 +  = 1
Η Η

Α Γ

x y

   
   
   

    Επειδή 0Α >  και 0Γ < , αν 0Η >  τότε είναι 
Η

0
Α

>  και 
Η

0<
Γ

 

άρα, οι αριθµοί  
Η

Α
 και 

Η
 

Γ

−
 είναι πραγµατικοί. Τους συµβολίζω ως  2Η

Α
α= , 

2Η

Γ
β= −  Αντικαθιστώντας στην 

2 2

 +  = 1
Η Η

Α Γ

x y

   
   
   

 βρίσκω 
2 2

2 2
1

x y

α β
− =  η οποία 

είναι εξίσωση της υπερβολής, της οποίας ο πρωτεύον άξονας (που την τέµνει) είναι ο 

άξονας x x ′  του συστήµατος αναφοράς.  

Αν 0Η <  τότε είναι  
Η

0
Α
<  και 

Η
0

Γ
> . Θέτω 

Η
α

−
=

Α
,  

Η
  = β

Γ
 και 

παίρνω   2Η
=

Α
α− ,  

Η
=β

Γ
 άρα η 

2 2

 +  = 1
Η Η

Α Γ

x y

   
   
   

 γράφεται 
2 2

2 2
1

x y

α β
−

+ =  η οποία 

είναι επίσης εξίσωση υπερβολής (µε τέµνοντα άξονα τον yy′  του συστήµατος 

αναφοράς). 

β) Αν 0Η = , τότε η A ²+Γ ² =Hx y  παίρνει τη µορφή A ²+Γ ² =0x y     ή 

ισοδυνάµως   ( ) ( ) 0x y x y−Γ −Α − Γ+ Α =  (εφόσον 0Α > και 0Γ < , οι 
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αριθµοί Α  και −Γ  είναι πραγµατικοί). Από την 

( ) ( ) 0x y x y−Γ −Α − Γ+ Α =  έπεται ότι  

0

ή

0

x y

x y

 −Γ =
 
 
 −Γ =

Α

Α − 

+

 

Κάθε µία από αυτές τις εξισώσεις ορίζει µια ευθεία που διέρχεται από την 

αρχή των συντεταγµένων. Συµπεραίνω ότι για 0Η =  η υπερβολική εξίσωση 

A ²+Γ ² =Hx y  ορίζει ένα ζεύγος τεµνόµενων ευθειών, των οποίων το κοινό σηµείο 

είναι η αρχή των συντεταγµένων. Π.χ. η ² 4 ² 0x y− =  που ορίζει το ζεύγος των 

τεµνόµενων ευθειών 2 0x y+ =  και 2 0x y− =  

Αν 0Η =  τότε η A ²+Γ ² =Hx y  ονοµάζεται εξίσωση εκφυλισµένης 

υπερβολής. Η προέλευση αυτού του όρου είναι η εξής: Για σταθερές τιµές των A, Γ 

και µεταβλητό το H, η A ²+Γ ² =Hx y  ορίζει διάφορες υπερβολές. Από 2Η

Α
α= , 

2Η

Γ
β= −  και 2Η

=
Α

α− ,  
Η

=β
Γ

 προκύπτει ότι ο λόγος 
α

β
 παραµένει σταθερός, άρα 

όλες αυτές οι υπερβολές έχουν τις ίδιες ασύµπτωτες. 

� Αν 0Η → , τότε 0α →  και 0β →  (αυτό φαίνεται και από 2Η

Α
α= , 

2Η

Γ
β= −   ή 2Η

Γ
β= − , 2Η

=
Α

α− ). Έτσι, η µεταβλητή υπερβολή που ορίζεται από 

την A ²+Γ ² =Hx y , όταν 0Η → , έχει ως οριακή µορφή ένα ζεύγος τεµνόµενων 

ευθειών. 

� Αν 0Η =  τότε η υπερβολική εξίσωση A ²+Γ ² =Hx y  γίνεται  A ²+Γ ² =0x y  η 

οποία λέγεται εξίσωση εκφυλισµένης υπερβολής. 

 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω: 

� Κάθε εξίσωση κωνικής µε κέντρο ( 1 0δ ≠ ) είναι ελλειπτική ( 1 0δ > ) ή 

υπερβολική ( 1 0δ < ). 

� Κάθε ελλειπτική εξίσωση είναι εξίσωση µιας έλλειψης ή µιας 
εκφυλισµένης έλλειψης ή µιας φανταστικής έλλειψης. 

� Κάθε υπερβολική εξίσωση είναι εξίσωση µιας υπερβολής ή µιας 
εκφυλισµένης υπερβολής. 
 

5. Απλοποίηση της παραβολικής εξίσωσης  

Έστω ότι η ² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + =  είναι παραβολική, δηλαδή 

οι συντελεστές της ικανοποιούν τη σχέση 2

1 0δ = ΑΓ − Β =   Όταν 1 0δ = , τότε το 

σύστηµα των εξισώσεων Γ = Asin²φ 2Bsinφ cosφ+Γcos²φ−′  του κέντρου

0 0

0 0

0

+ 0

Ax By

Bx y E

+ + ∆ =

+ Γ =

 
 
 

δεν έχει λύση ή έχει άπειρες λύσεις. Στην 1η περίπτωση, η 

καµπύλη που ορίζεται από την ² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + =  δεν έχει κέντρο 

και δεν είναι δυνατό να απλοποιηθεί η εξίσωση της µε τον τρόπο που είδαµε. 

Παρακάτω δίνεται µια µέθοδος που επιτρέπει την αναγωγή οποιασδήποτε 

παραβολικής εξίσωσης. Αρχίζω µε µια στροφή των αξόνων. Υποθέτω αρχικά, ότι οι 
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άξονες έχουν στραφεί κατά µια τυχαία γωνία ϕ . Οι συντεταγµένες ,x y  του τυχαίου 

σηµείου µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε τους τύπους 
cos sin

sin cos

x x y

y x y

ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′ = −

′ ′= +


 
 

 όπου 

x′ ,  y′ είναι οι νέες συντεταγµένες του ίδιου σηµείου. Το 1ο µέλος της 

² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + =  µετασχηµατίζεται µε βάση τους τύπους 

cos sin

sin cos

x x y

y x y

ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′ = −

′ ′= +


 
 

ως εξής 
2 22 2 2x xy y x yΑ + Β + Γ + ∆ + Ε + Ζ =  

( ) ( ) ( )2
A cosφ sinφ +2B cosφ sinφ sinφ+ cosφ +x y x y x y′ ′ ′ ′ ′ ′− −  

( ) ( ) ( )2
Γ sinφ+ cosφ +2∆ cosφ sinφ 2E sinφ+ cosφ +Z+x y x y x y′ ′ ′ ′ ′ ′−  

Μετά τις πράξεις και την οµαδοποίηση των όρων ως προς x′ , y′ παίρνω 
2 22 2 2x xy y x yΑ + Β + Γ + ∆ + Ε + Ζ =  

( ) ( )2 2
2 2 2x x y y x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Α + Β +Γ + ∆ + Ε +Ζ  όπου 

A=Acos²φ+2Bsinφ cosφ+Γsin²φ′ ⋅  

B= Asinφ cosφ +Bcos²φ Bsin²φ+Γsinφ cosφ′ ⋅ ⋅− −  
2 2Γ =Asin φ Bsinφ cosφ+Γc2 os φ′ ⋅−  

∆=∆cosφ+Esinφ′  

E = ∆ sinφ+Ecosφ′ −  

Z = Z′  

Οι τρεις πρώτοι τύποι A=Acos²φ+2Bsinφ cosφ+Γsin²φ′ ⋅  

                                    B= Asinφ cosφ +Bcos²φ Bsin²φ+Γsinφ cosφ′ ⋅ ⋅− −  

                        
2 2Γ =Asin φ Bsinφ cosφ+Γc2 os φ′ ⋅−  

δεν διαφέρουν από τους τύπους A =Acos²φ+2Bsinφ cosφ+Γsin² φ′  

                                        B' = Asinφ cosφ+Bcos²φ Bsin² φ +Γsinφ cosφ− −  

                                                    Γ = Asin²φ 2Bsinφ cosφ+Γcos²φ−′  

Για αυτό σκεπτόµενος όπως στην προηγούµενη παράγραφο, βρίσκω τη γωνία 

φ  έτσι ώστε µετά από τη στροφή των αξόνων κατά αυτή τη γωνία, να ισχύει 0′Β =  Η 

γωνία φ  προσδιορίζεται από ( )Bεφ²φ+ A Γ εφφ B=0− −  

Από την ( )2 2A Γ B =AΓ B′ ′ ′− −  είναι A Γ = δ′ ′  και επειδή 0δ = , προκύπτει 

ότι A Γ =0′ ′  άρα, A = 0′  ή Γ =0′  

Έτσι, µε µια στροφή των αξόνων, κάθε παραβολική εξίσωση 

² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + =  µπορεί να αναχθεί στη µορφή 

( )2
2 2 0x x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Α + ∆ + Ε +Ζ = , όπου A 0′ ≠ ,  ή στη µορφή 

( )2
Γ 2 2 0y x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∆ + Ε +Ζ = , όπου Γ 0′ ≠  

Από αλγεβρική άποψη, οι εξισώσεις ( )2
2 2 0x x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Α + ∆ + Ε +Ζ =  και 

( )2
Γ 2 2 0y x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∆ + Ε +Ζ =  δεν διαφέρουν ουσιαστικά µεταξύ τους (η καθεµία 

µπορεί να µετατραπεί στην άλλη, µε αλλαγή των ονοµάτων των συντεταγµένων και 
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των γραµµάτων των συντελεστών). Για αυτό µπορώ να περιοριστώ σε µία από αυτές, 

για παράδειγµα στην ( )2
Γ 2 2 0y x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∆ + Ε +Ζ =  

Μπορώ να πετύχω µια νέα απλοποίηση της εξίσωσης 

( )2
Γ 2 2 0y x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∆ + Ε +Ζ =  µε µεταφορά των αξόνων (µετά τη στροφή). Για αυτό 

γράφω πρώτα την ( )2
Γ 2 2 0y x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∆ + Ε +Ζ =  στη µορφή 

( )2
Γ 2  +2  =

Γ
y y x

′Ε ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ∆ −Ζ ′ 
 Μετασχηµατίζοντας το άθροισµα µέσα στην 

παρένθεση ώστε να προκύψει τέλειο τετράγωνο, παίρνω  

( ) ( )22
2

Γ 2  +2  =
Γ Γ Γ

y y x
  ′Ε′ ′Ε Ε ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + ∆ − Ζ +   ′ ′ ′  

 Συµβολίζω για συντοµία, το 2ο 

µέλος µε ′Η , άρα   

2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η   Εµφανίζονται 2 περιπτώσεις. 

1. Αν 0′∆ ≠ , τότε η 

2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η  γράφεται ως 

2
Η

Γ + + 2∆ =0
Γ 2∆

y x
′ ′Ε   ′ ′ ′ ′ −   ′ ′   

  Κάνω παράλληλη µεταφορά των αξόνων κατά:  

Η

2∆

′
′
 στη διεύθυνση του άξονα x ′Ο  και 

           
Γ

′−Ε
′

 στη διεύθυνση του άξονα y′Ο  

Οι συντεταγµένες των σηµείων του επιπέδου θα αλλάξουν, σύµφωνα µε 

Η
= +

2∆

  = 
Γ

x x

y y

′ ′ ′′  ′
 ′Ε ′ ′′ −
 ′ 

οπότε η 

2
Η

Γ  + 2 + 2∆  = 0
Γ 2∆

y x
′ ′Ε   ′ ′ ′ −   ′ ′   

  µετασχηµατίζεται στην 

( ) ( )2 2
2 0 2y x y x

′∆
′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′Γ + ∆ = ⇔ = −

′Γ
 Αν θέσω = p

′−∆
±

′Γ
 (το σηµείο επιλέγεται 

ώστε το p  να είναι θετικό), βρίσκω ( )2
2y px′′ ′′=  ή ( )2

2y px′′ ′′= −  

Καθεµία από αυτές τις εξισώσεις είναι µια κανονική εξίσωση της παραβολής. 

Συνεπώς, όταν 0′∆ ≠ , τότε η 

2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η  ορίζει µια παραβολή. 

2. Αν ∆' = 0, τότε η 

2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η  γίνεται 

2

Γ =
Γ

y
′Ε ′ ′ + ′ 

′Η   

Μεταθέτω τους άξονες των συντεταγµένων µε παράλληλη µεταφορά κατά 
Γ

− ′Ε
′

 στη 

διεύθυνση του άξονα y′Ο , οπότε οι συντεταγµένες όλων των σηµείων του επιπέδου 
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µεταβάλλονται σύµφωνα µε 

Γ

x x

yy
′

′ ′′= 
 
 

′′= − ′
Ε′ 

 και είναι 
Γ

yy
′Ε

′ +
′

′′=  άρα, η 

2

Γ =
Γ

y
′Ε ′ ′ + ′ 

′Η   γράφεται ( )2
Γ

Γ
y y

′Η
′′ ′ ′′Η ⇔ = ±′ =

′
 

Έστω ότι 0Γ ′ > . Αν 0′Η > , τότε το 2ο µέλος της 
Γ

y
′Η

′′ = ±
′

είναι πραγµατικό 

άρα, έχω δύο διαφορετικές σταθερές τιµές του y′′ , από τις οποίες η µία είναι θετική 

και η άλλη αρνητική. Συνεπώς: 

� Αν 0′Η > , τότε η ( )2
Γ y ′′ ′ = ′Η  ορίζει ένα ζεύγος παραλλήλων ευθειών, που 

βρίσκονται εκατέρωθεν του νέου άξονα των τετµηµένων σε απόσταση 
Η

Γ

′
′

 από 

αυτόν. Π.χ. ( )2
4 = 9y′′  

� Αν 0′Η = , τότε από την ( )2
Γ y ′′ ′ = ′Η  είναι 0y′′= , δηλαδή µια εξίσωση που 

ορίζει µία µόνο ευθεία (τον νέο άξονα των τετµηµένων). Με άλλη διατύπωση, αν 

0′Η =  τότε η ( )2
Γ y ′′ ′ = ′Η  ορίζει 2 ευθείες που συµπίπτουν.  

� Αν 0′Η < , τότε το 2ο µέλος της 
Γ

y
′Η

′′ = ±
′

είναι φανταστικό άρα, η εξίσωση 

δεν ορίζει κανένα πραγµατικό γεωµετρικό σχήµα. Π.χ. ( )2
4 = 9y′′ −  

Όταν ∆' = 0 ,τότε  η 

2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η  ορίζει 2 παράλληλες ευθείες, ή 

2 ευθείες που συµπίπτουν, ή δεν ορίζει κανένα πραγµατικό γεωµετρικό σχήµα. 
 

6. Η δευτεροβάθµια εξίσωση στην αναλυτική γεωµετρία 

Στην αναλυτική γεωµετρία αν ∆ 0′ = , τότε η 

2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η  ορίζει 

µια εκφυλισµένη παραβολή. Αυτός ο όρος ερµηνεύεται ως εξής, αν ∆ 0′ → , τότε η 
2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η  τείνει στην 

2

Γ =
Γ

y
′Ε ′ ′ + ′ 

′Η .  Καθώς το ∆' µεταβάλλεται, η 

παραβολή που ορίζεται από την 

2

Γ +2  =
Γ

y x
′Ε ′ ′ ′ ′+ ∆ ′ 

′Η  µεταβάλλεται επίσης και, 

όταν ∆ 0′ → , επιµηκύνεται απεριόριστα, µετατρεπόµενη σε ζεύγος παραλλήλων 

ευθειών ή µετακινείται στο επίπεδο και εξαφανίζεται. Συνοψίζοντας, καταλήγω στο 

συµπέρασµα: 

Κάθε παραβολική εξίσωση 2ου  βαθµού (µε 1 0δ = ) είναι εξίσωση παραβολής 

συνήθους µορφής, ή  µιας εκφυλισµένης παραβολής. 
 

Μια παραβολή συνήθους µορφής, µπορεί να ονοµαστεί µη κεντρική καµπύλη 

2ου βαθµού, διότι δεν έχει κέντρο συµµετρίας. Αντίθετα, µια εκφυλισµένη παραβολή 

δέχεται άπειρα κέντρα. Πράγµατι, κάθε σηµείο του επιπέδου που ισαπέχει από 2 
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παράλληλες ευθείες, είναι κέντρο συµµετρίας του ζεύγους τους. Συνεπώς, ένα ζεύγος 

παράλληλων ευθειών έχει µια κεντρική ευθεία (ευθεία των κέντρων). Ένα ζεύγος 

ταυτιζόµενων ευθειών, έχει ως κεντρική ευθεία την ίδια που ταυτίζεται µε το ζεύγος. 

Στα µαθηµατικά και στις εφαρµογές τους, εµφανίζονται συχνά εξισώσεις της 

µορφής xy m=  ή 
m

y
x

=  όπου mµια µη µηδενική σταθερά. Στο ορθοκανονικό  

σύστηµα καρτεσιανών συντεταγµένων ,x y  αυτές οι εξισώσεις είναι µια ισοσκελής 

υπερβολή, µε ασύµπτωτες τους άξονες των συντεταγµένων. Πράγµατι, µε στροφή 

των αξόνων ,x yΟ Ο  κατά γωνία 
0φ 45=  οι συντεταγµένες όλων των σηµείων του 

επιπέδου µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε  

φ φ=

φ

cos sin
2

sin co φs
2

x y
x x y

x y
y x y

′ ′−
′ ′= −

′ ′+
′ ′

 
  
 



=


= + 


 

Μετασχηµατίζοντας την xy m= σύµφωνα µε τους παραπάνω τύπους, βρίσκω 

στο νέο σύστηµα συντεταγµένων την  
( ) ( )2 2

1
2 2

x y

m m

′ ′
− =   η οποία είναι εξίσωση 

ισοσκελούς υπερβολής µε ηµιάξονες 2a b m= =  Οι ασύµπτωτες της υπερβολής 

σχηµατίζουν γωνία 045  µε τους νέους άξονες των συντεταγµένων, άρα ταυτίζονται 

µε τους παλιούς άξονες.  

� Αν 0m > , τότε η υπερβολή έχει ως διατέµνοντα άξονα της, τον νέο άξονα 

των τετµηµένων.  

� Αν 0m < , τότε η υπερβολή έχει ως διατέµνοντα άξονα της τον νέο άξονα 

των τεταγµένων.  

Άρα, η xy m=  ορίζει µια ισοσκελή υπερβολή, της οποίας οι ασύµπτωτες 

συµπίπτουν µε τους άξονες των συντεταγµένων. Η υπερβολή βρίσκεται στο 1ο  και 

στο 3ο τεταρτηµόριο του επιπέδου, όταν 0m >  και στο 2ο  και στο 4ο  όταν 0m <  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πρόταση 3 

Η εξίσωση 
2y x xα β γ= + +   µε 0α ≠  ορίζει µια παραβολή της οποίας ο 

άξονας συµµετρίας είναι κάθετος στον άξονα των τετµηµένων.  

Απόδειξη 
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Αρκεί να µετατρέψω την 
2y x xα β γ= + +  στην κανονική της µορφή. Για 

αυτό την γράφω ως  
2y x x

β
α γ

α
 = + + = 
 

 

                            
2 2

2

24 4
x x

β β β
α γ

α α α
 

+ + + − 
 

 

                                        
2 2

2

2

4

4 4
x x

β β αγ β
α

α α α
  −

+ + + 
 

 

Άρα, 

224

4 2
y x

αγ β β
α

α α
−  − = + 

 
 οπότε  µεταφέρω την αρχή των 

συντεταγµένων στο σηµείο 
24

,
2 4

β αγ β
α α

 − −
 
 

 και οι συντεταγµένες όλων των σηµείων 

του επιπέδου µετασχηµατίζονται σύµφωνα µε  
2

2

4

4

x X

y Y

β
α
αγ β

α

 = −  
 

− = +
  

 

Στο νέο σύστηµα των συντεταγµένων, η 
2 2

2

24 4
y x x

β β β
α γ

α α α
 

= + + + − 
 

 

παίρνει τη µορφή 
2Y aX=  ή 

2 2X pY= ±  όπου p  θετικός αριθµός που ορίζεται από 

τη σχέση 
1

2
p

a
± =  Έτσι προκύπτει η κανονική εξίσωση µιας παραβολής, της οποίας 

η κορυφή βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων και η οποία είναι συµµετρική ως 

προς τον νέο άξονα των τεταγµένων. Επειδή ο νέος άξονας των τεταγµένων είναι 

κάθετος στον παλαιό άξονα των τετµηµένων, η παραβολή έχει ακριβώς τη µορφή που 

αναφέρεται στην πρόταση. Η παραβολή της πρότασης, είναι η γραφική παράσταση 

ενός τριωνύµου 2ου βαθµού. 

 

7. ∆ιερεύνηση της δευτεροβάθµιας εξίσωσης 

Για την 2ου βαθµού εξίσωση ² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β + Γ + ∆ + Ε + =  και τη 

µορφή της κωνικής τοµής που ορίζει, ανάλογα µε τις τιµές των συντελεστών 

, , , , , Α Β Γ ∆ Ε Ζ και τις µεταξύ τους σχέσεις, παρατηρώ τα ακόλουθα: 

� Η απαλοιφή των γραµµικών όρων 2 x∆  και 2 yΕ  (δηλαδή των όρων 1ου 

βαθµού) επιτυγχάνεται µε παράλληλη µεταφορά του συστήµατος αναφοράς στο 

σηµείο ( )0 0,x yΜ  ώστε η µετασχηµατισµένη µορφή της 

² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β + Γ + ∆ + Ε + =  σύµφωνα µε 0

0

x X x

y Y y

= + 
 

= + 
να µην περιέχει 

όρους 1ου  βαθµού.  

Η µετασχηµατισµένη µορφή της ² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β + Γ + ∆ + Ε + = , αφού 

προσδιοριστούν τα 0 0,x y , είναι 2 22 * 0X XY YΑ + Β + Γ + Ζ =  
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� Η  απαλοιφή του όρου που περιέχει το γινόµενο xy  επιτυγχάνεται µε 

στροφή του συστήµατος αναφοράς κατά γωνία 
0φ 45=  όταν Α = Γ  και 

( )  2B
tan 2φ =  

A Γ−
, όταν A Γ≠   Η στροφή ορίζεται από 

cosφ sin φ

sin φ cosφ

X x y

Y x y

′ ′= 
 ′ ′= +

−



 

Η µετασχηµατισµένη µορφή της 2 22 * 0X XY YΑ + Β + Γ + Ζ =  είναι 

( ) ( )2 2
* 0x y′ ′′ ′Α +Γ +Ζ =   

� Αν προηγηθεί ο µετασχηµατισµός στροφής 
cosφ sin φ

sin φ cosφ

X x y

Y x y

′ ′= 
 ′ ′= +

−



 κατά 

τη γωνία φ που ορίζεται από τη σχέση ( )  2B
tan 2φ =  

A Γ−
τότε η µετασχηµατισµένη 

µορφή της ² 2 ² 2 2 Ζ 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + = , παραλείποντας τους δείκτες 

(τόνους), είναι 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  Οι άξονες της κωνικής τοµής είναι 

τώρα παράλληλοι µε τους άξονες του συστήµατος συντεταγµένων. Παρατηρώ ότι οι 

εξισώσεις της έλλειψης και της υπερβολής ως προς το κέντρο τους δεν περιέχουν 

γραµµικούς όρους. Για αυτό ζητώ να προσδιορίσω τα 0 0,x y των εξισώσεων 

0

0

x X x

y Y y

= + 
 

= + 
µίας παράλληλης µεταφοράς του συστήµατος των συντεταγµένων, ώστε 

η µετασχηµατισµένη µορφή της 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  να µην περιέχει τους 

γραµµικούς όρους 2 x∆  και 2 yΕ   

Η µετασχηµατισµένη µορφή της 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  στο νέο 

σύστηµα αναφοράς, είναι 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

0 0 0 0 0 0
2 2 Ζ 0x y x y x yΑΧ +ΓΥ + Α ∆ Χ+ Γ +Ε Υ+ ++Α Γ +∆ +Ε + =  

 

7.1 ∆ιερεύνηση αν 0ΑΓ ≠  

Οι γραµµικοί όροι απαλείφονται αν θέσω 
0

0

x

y

−∆ =  Α
 

−Ε =
  Γ

, οπότε η 

2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  παίρνει τη µορφή ² ² 0x yΑ +Γ +Ν=   µε 

∆² E²
N = +  Z

Α Γ
−   Για το N υπάρχουν τρεις περιπτώσεις N > 0, N = 0, N < 0  

 

7.1.1 Αν N > 0 

Περίπτωση 1 Οι A, Γ είναι δύο θετικοί αριθµοί. Τότε, η κωνική τοµή είναι έλλειψη 

µε εξίσωση 

2 2

1
x y

+ =
Ν Ν   

   Α Γ   

  και ηµιάξονες  
Ν

Α
και

Ν

Γ
 

Περίπτωση 2 Οι A, Γ είναι αρνητικοί αριθµοί. Τότε, η 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  δεν ορίζει πραγµατική καµπύλη. 

Περίπτωση 3 Οι A, Γ είναι ετερόσηµοι. Τότε, η 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  

ορίζει υπερβολή.  
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7.1.2 Αν N=0 

Περίπτωση 1 Οι A, Γ είναι οµόσηµοι. Τότε, η  
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  ισχύει 

µόνο για 0x y= = άρα ορίζει ένα µόνο σηµείο. 

Περίπτωση 2 Οι A, Γ είναι ετερόσηµοι. Τότε, η  
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  έχει 

τη µορφή 
2 2A Γ =0x y−  ή 

2 2Γ A =0y x− , άρα ορίζει ένα ζεύγος τεµνόµενων ευθειών. 

 

7.1.3 Αν N<0 

Τότε, η 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  ορίζει πάλι τις κωνικές τοµές που 

εµφανίζονται στην περίπτωση N>0  

 

7.2 ∆ιερεύνηση αν 0ΑΓ ≠  

Υπάρχουν τρεις δυνατές περιπτώσεις

0 &  0

0 &  0

0

Α = Γ ≠ 
 Α ≠ Γ = 
 Α = Γ = 

  

7.2.1 Αν 0  &  0Α = Γ ≠  

Περίπτωση 1 Αν ∆ 0≠  τότε επιλέγω 0 0
,x y  έτσι ώστε 

( )
0

2

0 0 0

0

2 2 0

y

y x y

Γ + Ε =  
 
Γ + ∆ + Ε + Ζ =  

οπότε η 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  παίρνει τη 

µορφή 2 2
y x

− ∆
=

Γ
 άρα, ορίζει µια παραβολή. 

Περίπτωση 2 Αν ∆ 0=  τότε, το 1ο µέλος της 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  είναι 

τετραγωνική µορφή ως προς y  άρα, η 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

0 0 0 0 0 0
2 2 Ζ 0x y x y x yΑΧ +ΓΥ + Α ∆ Χ+ Γ +Ε Υ+ ++Α Γ +∆ +Ε + =

ορίζει ένα ζεύγος παράλληλων ευθειών. Αν 
2 0Ε −ΓΖ=  τότε, αυτές οι δύο 

παράλληλες ευθείες ταυτίζονται σε µία διπλή ευθεία. 

 

7.2.2 Αν A 0 & Γ=0≠  

Περίπτωση 1 Αν Ε 0≠ τότε, η  
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  ορίζει µια παραβολή. 

Περίπτωση 2 Αν 0Ε =  τότε, η  
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  ορίζει ένα ζεύγος 

παράλληλων ευθειών ή µια διπλή ευθεία. 

 

7.2.3 Αν Α=Γ=0 

Περίπτωση 1 ∆εν είναι 0∆ = Ε =  οπότε  η 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  ορίζει µια 

ευθεία. 

Περίπτωση 2  Αν 0∆ = Ε =  τότε 0Ζ =  άρα, η 
2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  δεν 

ορίζει κάποιο συγκεκριµένο γεωµετρικό σχήµα. 

 

Το ζεύγος των παράλληλων ευθειών, µπορεί να θεωρηθεί ως οριακή 

περίπτωση κωνικής τοµής από επίπεδο παράλληλο προς τον άξονα ενός κώνου, του 

οποίου η κορυφή είναι ένα επ΄ άπειρον σηµείο του χώρου (σηµείο του επ΄ άπειρον 

επιπέδου του χώρου), δηλαδή ενός κυλίνδρου. 

Ακολουθεί ο σχετικός πίνακας που συνοψίζει την παραπάνω διερεύνηση. 
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2 2 2 2 Ζ 0x y x yΑ + Γ + ∆ + Ε + =  

 

 

 

ΑΓ 0≠  

2 2∆ Ε
Ν = + − Ζ

Α Γ
 

0Ν >  

0, 0Α> Γ>  
Έλλειψη 

0, 0Α< Γ<  
Καµία πραγµατική καµπύλη 

ΑΓ<0   Υπερβολή 

0Ν =  
ΑΓ>0  Σηµείο 

ΑΓ<0  Ζεύγος τεµνόµενων ευθειών 

0Ν <  

0, 0Α> Γ>  
Καµία πραγµατική καµπύλη 

0, 0Α< Γ<  
Έλλειψη 

ΑΓ<0  Υπερβολή 

 

 

ΑΓ=0  

0, 0Α= Γ≠  

0∆ ≠  Παραβολή 

0∆ =  Ζεύγος παράλληλων ευθειών, συµπιπτουσών 

αν 
2Ε ΓΖ=0−  

Α 0, Γ=0≠  

0Ε ≠  Παραβολή 

0Ε =  Ζεύγος παράλληλων ευθειών, συµπιπτουσών 

αν 
2 ΑΖ=0∆ −  

0Α = Γ =  
Όχι 0∆ = Ε =  Ευθεία 

0∆ = Ε =  Trivial 

 

Εφαρµογή 4 

Να αναχθεί η εξίσωση 
2 24 24 4 7 01x xy y x y− − +−+ =  στην απλούστερη 

µορφή της. Αφού προσδιοριστεί, να σχεδιασθεί η καµπύλη 2ου βαθµού την οποία 

ορίζει η εξίσωση.  

Βρίσκω την ορίζουσα 
1

4 2
0

2 1
δ

Α Β −
= = =
Β Γ −

  

Από 1
0δ =  έπεται ότι η εξίσωση είναι παραβολική 2ου βαθµού.  

Για την απλοποίηση της, αρχίζω µε µια στροφή των αξόνων. Θα προσδιορίσω 

τη γωνία στροφής φ  από ( )2Btan φ+ A Γ tanφ B=0− −  η οποία στη συγκεκριµένη 

εφαρµογή γίνεται 2

tanφ 2

2tan φ tanφ 2=0 1
tanφ

2

3

= 
 

⇔  −
=

−



−


 

Αν tanφ 2= τότε 

1
cosφ

5

2
sinφ

5

 =  
 
 =
  

 Οι αντίστοιχοι τύποι µετασχηµατισµού των 

συντεταγµένων είναι 
2

5

x y
x

′ ′−
=  και 

2

5

x y
y

′ ′+
=  οπότε το 1ο  µέλος της δοθείσης 

εξίσωσης, παίρνω 
2 24 4 2 14 7x xy y x y− + − − + =  

                               ( )2
2 2 14 7x y x y− − − + =  

                               ( )2
5 6 5 2 5 7y x y′ ′ ′− − +   Άρα, στο σύστηµα των 

συντεταγµένων ,x y′ ′ η εξίσωση γίνεται ( )2
5 6 5 2 5 7 0y x y′ ′ ′− − + =   
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Στην 
2 24 24 4 7 01x xy y x y− − +−+ = , ο συντελεστής του x′  είναι διάφορος 

του µηδέν, άρα η εξίσωση ορίζει παραβολή και µπορεί να αναχθεί στη µορφή: 

( )2
2 0y x′ ′ ′ ′Γ + ∆ =  οπότε η 

2 24 24 4 7 01x xy y x y− − +−+ =  γράφεται 

                                                    ( )
2

2 5 5 5
5 2 6 5 0

5 5 5
y y x

    
 ′ ′ ′− + − − =   
     

   

                             ή ισοδυνάµως  

2

5 6 5 5
0

5 5 5
y x

   
′ ′− − − =   

   
 

Εισάγω τώρα νέες συντεταγµένες ,x y′′ ′′ θέτοντας 
5 

5
xx ′′ +′= , 

5 

5
yy ′′ +′=  

Αυτές οι σχέσεις αντιστοιχούν σε παράλληλη µεταφορά των αξόνων κατά: 

5 

5
στον άξονα x ′Ο  

5 

5
 στον άξονα y′Ο  

Στο νέο σύστηµα ,x y′′ ′′ η εξίσωση της καµπύλης γίνεται ( )2 5 
6  

5
xy′′ = ′′  

και πρόκειται για παραβολή µε παράµετρο 
5

3
5

p =  και κορυφή την αρχή των 

συντεταγµένων του συστήµατος ,x y′′ ′′  Η παραβολή, είναι συµµετρική ως προς τον 

άξονα των τετµηµένων του συστήµατος ,x y′′ ′′ και εκτείνεται απεριόριστα κατά την 

θετική φορά αυτού του άξονα. Οι συντεταγµένες της κορυφής, στο σύστηµα 

συντεταγµένων ,x y′ ′είναι  
5 5 

,
5 5

 
 
 

 και στο σύστηµα ,x y  είναι 
1 3

,
5 5

− 
 
 

 βλέπε 

κάτω αριστερό σχήµα. 

 

Εφαρµογή 5  

Να βρεθεί το κέντρο της καµπύλης 
2 24 4 4 2 3 0x xy y x y− + + − − =  

Οι εξισώσεις του κέντρου ( )0 0,x yΜ είναι 0 0

0 0

0 0

4 2 2 0
2 1 0

2 1 0

x y
x y

x y

 
⇔ 

 

− + =
− + =

− + − =
 

άρα, η καµπύλη δέχεται άπειρα κέντρα, που ανήκουν στην ευθείαν 2 1 0x y− + =   
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Το 1ο µέλος της 
2 24 4 4 2 3 0x xy y x y− + + − − =  αναλύεται σε 2 

πρωτοβάθµιους παράγοντας  ( ) ( )2 24 4 4 2 3 2 3 2 1x xy y x y x y x y− + + − − = − + − −

άρα, είναι ένα ζεύγος παράλληλων ευθειών 2 3 0x y− + =  και 2 1 0x y− − =  

  Η ευθεία 2 1 0x y− + = (µεσοπαράλληλη των 2 παραπάνω παράλληλων 

ευθειών) είναι  ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων της καµπύλης (πάνω δεξιό σχήµα). 

 

Εφαρµογή 6 

Η εξίσωση 
22 4 –1y x x= −  ορίζει µια παραβολή µε άξονα που κατευθύνεται 

προς τη θετική φορά του ηµιάξονα yΟ , διότι 2 0α = >  Για να βρω την κορυφή της 

παραβολής, γράφω την εξίσωση ως  ( )2
3 2 1y x+ = −  Για να φέρω αυτή την εξίσωση 

στην κανονική µορφή, µεταφέρω την αρχή των συντεταγµένων στο σηµείο ( )1, 3−  την 

κορυφή της παραβολής.  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 7 

Της εξίσωσης 
23 30 8 65x x y− + +  οι συντελεστές έχουν τιµές 

Α=3 0 , Γ=0 , ∆ 0≠ ≠  άρα η εξίσωση ορίζει παραβολή. Για να βρω την κορυφή, την 

εστία και την παράµετρο της, διαιρώ όλα τα µέλη δια 3 και γράφω την εξίσωση στη 

µορφή  2 8 65 75
10 25

3 3 3
x x y

−
− + = − +  και στη συνέχεια  ( )2 8 5

5
3 4

x y
−  − = − 

 
 έτσι 

για την παραπάνω παραβολή, κορυφή είναι το σηµείο 
5

K 5,
4

 
 
 

 και 
4

3
p =   

 

Εφαρµογή 8 

Η εξίσωση 
2 225 49 150 196 804 0x y x y+ + − − =  ορίζει µία έλλειψη µε κύριο 

άξονα παράλληλο προς τον άξονα x x ′  του συστήµατος αναφοράς, διότι είναι 

25 0,   49 0Α = ≠ Γ = ≠  και 0Ν >  

Η εξίσωση της έλλειψης ως προς το κέντρο, είναι 
( ) ( )2 2

3 2
1

49 25

x y+ −
+ =  

Κέντρο της έλλειψης είναι το σηµείο ( )3, 2Μ −  

Για τον µεγάλο και τον µικρό ηµιάξονα ,α β  είναι αντίστοιχα 7,  5α β= =  

 

Εφαρµογή 9 

Η εξίσωση 64 ² 25 ² 256 300 2244 0x y x y− + + − = ορίζει, σύµφωνα µε τον 

προηγούµενο πίνακα, µια υπερβολή, µε εξίσωση ( ) ( )64 ² 4 25 ² 12 2244x x y y− =−+   

ή ισοδυνάµως ( ) ( )2 2
64 2 25 6 1600x y+ − − =  και τελικά 

( ) ( )2 2
2 6

1
25 64

x y+ −
+ =  
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Κέντρο της είναι το σηµείο ( )2,6Μ −  και οι ηµιάξονες είναι µήκους 5 και 8 

 

Εφαρµογή 10 

Για την κωνική τοµή µε εξίσωση  
2 29 4 0x y− =  έχω 0ΑΓ ≠  και ειδικότερα 

0ΑΓ < , 0Ν =  άρα, η κωνική τοµή που ορίζεται από την παραπάνω εξίσωση 

εκφυλίζεται σε δύο ζεύγη τεµνόµενων ευθειών. Πράγµατι 

( ) ( )2 29 4 3 2 3 2x y x y x y− = − +  Η δοσµένη εξίσωση είναι ισοδύναµη µε 

( ) ( )3 2 03 2x y x y+ =−  η οποία ορίζει τις δύο ευθείες 

3

3 2

2

0

3

2

3

2

0

x

x y

x y

y

x
y

 = =   
⇔   

= −   =
  

−

+
 

οι οποίες τέµνονται στην αρχή του συστήµατος αναφοράς. 

 

8. Γενική εξίσωση της καµπύλης 2ου  βαθµού σε οµογενείς συντεταγµένες 

Η µελέτη των κωνικών τοµών από την άποψη των σηµείων στο άπειρο, 

γίνεται πιο εύκολη όταν η εξίσωση της κωνικής δίνεται σε οµογενείς συντεταγµένες.  

Η ( ) 2 2,  2 2 2 0 f x y x xy y x y+ Β + Γ + ∆ + Ε + Ζ == Α σε οµογενή µορφή είναι 

( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2 0x x x x x x x x x x x xϕ = Α + Γ + Ζ + Β + ∆ + Ε =  Τα σηµεία στο άπειρο 

της κωνικής τοµής ( ) 2 2,  2 2 2 0 f x y x xy y x y+ Β + Γ + ∆ + Ε + Ζ == Α προκύπτουν από 

την ( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2 0x x x x x x x x x x x xϕ = Α + Γ + Ζ + Β + ∆ + Ε =  και από την 

εξίσωση 3
0x =  (είναι η εξίσωση της ευθείας στο άπειρο του επιπέδου της κωνικής). 

Οι συντεταγµένες των σηµείων στο άπειρο, της κωνικής τοµής είναι οι ρίζες της 

εξίσωσης ( )1 2, 0x xϕ =  που προκύπτει όταν θέσω 3
0x =  στην 

( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2 0x x x x x x x x x x x xϕ = Α + Γ + Ζ + Β + ∆ + Ε =   

Γενικά, αν 1 2 k
P ,P ,....,P  είναι τα σηµεία στο άπειρο, µιας αλγεβρικής καµπύλης 

( )kC , τότε οι ευθείες που ορίζονται από ένα τυχαίο σηµείο P του επιπέδου προς τα 

σηµεία 1 2 k
P ,P ,....,P  ονοµάζονται ασυµπτωτικές διευθύνσεις της ( )kC . Η ευθεία k

ΑP  

λέγεται ασύµπτωτη της ( )kC , αν εφάπτεται στην καµπύλη στο σηµείο k
P   

Αν η αλγεβρική καµπύλη είναι µια κωνική τοµή (C) µε εξίσωση 

( ) 2 2,  2 2 2 0 f x y x xy y x y+ Β + Γ + ∆ + Ε + Ζ == Α  τότε οι ασυµπτωτικές διευθύνσεις 

δίνονται από την εξίσωση 2 2

1 1 2 22 0x x x xΑ + Β + Γ =  

Άρα, είναι παράλληλες προς το ζεύγος ευθειών 
2 22 0x xy yΑ + Β + Γ =  των 

οποίων οι συντελεστές διεύθυνσης είναι οι ρίζες της  2 2 0m mΓ + Β + Α =  (όπου m  

είναι η κλίση σε ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων). Οι διευθύνσεις αυτές είναι 

πραγµατικές (διαφορετικές ή ίδιες), ή φανταστικές, ανάλογα µε το πρόσηµο της 

διακρίνουσας 2

1δ = ΑΓ − Β   

� Αν 1
0δ < , τότε η κωνική τοµή έχει πραγµατικά και διαφορετικά σηµεία στο 

άπειρο και ονοµάζεται υπερβολή 

� Αν 1
0δ = , τότε η κωνική τοµή έχει ένα µόνο πραγµατικό σηµείο στο άπειρο 

και ονοµάζεται παραβολή.  

� Αν 1
0δ > , τότε η κωνική τοµή δεν έχει πραγµατικά σηµεία στο άπειρο και 

ονοµάζεται έλλειψη. 
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Αποδεικνύεται ότι µια κωνική τοµή (C) εκφυλίζεται σε δύο ευθείες αν και 

µόνο αν η διακρίνουσα της ( , )f x y  είναι ίση µε 0. Άρα, για να ορίζει η ( , ) 0f x y =
µια µη εκφυλισµένη κωνική τοµή, πρέπει 0δ ≠ . Συνοπτικά, ισχύουν τα ακόλουθα. 

 

δ 0≠  

1
δ <0  Υπερβολή 

1
0δ =  Παραβολή 

1
0δ >  Έλλειψη 

0δ =  

1
δ <0  ∆υο πραγµατικές ευθείες τεµνόµενες 

1
0δ =  ∆υο πραγµατικές ευθείες παράλληλες ή συµπίπτουσες 

1
0δ >  ∆υο φανταστικές ευθείες συζυγείς 

 

8.1 Εξίσωση εφαπτοµένης της κωνικής 
2 22 2 2 0x xy y x yΑ + Β +Γ + ∆ + Ε + Ζ =   

Γενικά, η εξίσωση της εφαπτοµένης µιας αλγεβρικής καµπύλης ( )C  µε εξίσωση 

( , ) 0f x y =  στο σηµείο 1 1
( , )f x y της, είναι 1 1 1

1 1 1

( , )

( , )

x

y

Y y f x y

X x f x y

′− −
=

− ′
      που γράφεται και 

ως ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0x X B y X x Y y Y x X y Y ZΑ + + + Γ + ∆ + + Ε + + =  
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9. Εξισώσεις της παραβολής 

Ορίζω ως παραβολή ( )C , µε εστία το σταθερό σηµείο Ε  και διευθετούσα τη 

σταθερά ευθεία ( )δ ,  τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ  του επιπέδου για τα 

οποία είναι ( ) ( )( ), ,d d δΜ Ε = Μ  

 

 

 

9.1 Αναλυτική εξίσωση της παραβολής  

Για να βρω την εξίσωση της παραβολής εκλέγω ορθοκανονικό σύστηµα 

αξόνων  xyΟ  ως εξής: Αν Κ  είναι η ορθή προβολή του σταθερού σηµείου Ε  στην 

ευθεία ( )δ , θεωρώ ως: 

� αρχή Ο  των αξόνων το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ΚΕ   

� άξονα των τετµηµένων την ευθεία ΚΕ   

� άξονα των τεταγµένων τη µεσοκάθετη του τµήµατος ΚΕ . Έστω ότι  

KE p= . Είναι ,0
2

p
E
 
 
 

 και ( ) ( ): : 0
2 2

p p
x xδ δ= − ⇔ + = .   Τότε, αν ( ),x yΜ

είναι σηµείο του τόπου ισχύει ( ) ( )( ), ,d d δΜ Ε = Μ άρα 

2

2

2 2

2

2 1 0

p
x

p
x y

+
 − + = ⇔ 
  +

 

2 2

2

2 2

p p
x y x

   − + = + ⇔   
   

 

2 2

2

2 2

p p
y x x

   = + − − ⇔   
   

 

2 2y px=  που είναι η εξίσωση της παραβολής, ως προς το σύστηµα αξόνων που 

επέλεξα. 

 

9.2 Κατασκευή παραβολής δεδοµένης εστίας και διευθετούσας 

Όταν δοθεί η διευθετούσα ( )δ  και η εστία Ε  µιας παραβολής, τότε µπορώ να 

κατασκευάσω την παραβολής ως εξής: Παίρνω νήµα τόσου µήκους, όσο το µήκος 

µιας κάθετης πλευράς ΑΓ  ενός γνώµονα ΑΒΓ  και το στερεώνω στην κορυφή Γ .  

Το άλλο άκρο του νήµατος, το στερεώνω στην εστία. Με τη µύτη του 

µολυβιού, τεντώνω µέρος του νήµατος πάνω στην πλευρά ΑΓ . Στη συνέχεια, 

τοποθετώ την κάθετη πλευρά ΑΒ  πάνω στη διευθετούσα και µετακινώ τον γνώµονα 

κατά µήκος της ( )δ . Τότε, η µύτη του µολυβιού διατρέχει το τόξο µιας 

παραβολής, αφού ισχύει ( ) ( ) ( )ΡΕ + ΡΓ = ΑΓ  και ( ) ( ) ( )ΑΡ + ΡΓ = ΑΓ άρα, 

( ) ( )ΡΕ = ΑΡ  
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9.3 Στοιχεία της  παραβολής 

   � Η ευθεία που διέρχεται από την εστία Ε  και είναι κάθετη προς τη διευθετούσα 

( )δ , ονοµάζεται άξονας της παραβολής. 

   � Το σηµείο τοµής της παραβολής µε τον άξονά της (K), ονοµάζεται κορυφή της 

παραβολής. 

   � Κάθε ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει 2 σηµεία της παραβολής ονοµάζεται χορδή, 

ενώ η ευθεία που διέρχεται από αυτά τα δύο σηµεία ονοµάζεται τέµνουσα της 

παραβολής. 

   � Κάθε ευθεία παράλληλη προς τον άξονα της παραβολής, ονοµάζεται 

διάµετρος της παραβολής. 

   � Εστιακή χορδή ονοµάζεται κάθε χορδή που διέρχεται από την εστία Ε  της 

παραβολής. 

   � Η εστιακή χορδή που διέρχεται από την εστία της παραβολής και είναι 

παράλληλη προς τη διευθετούσα (κάθετη στον άξονα της παραβολής), ονοµάζεται 

latus rectum. 

   � Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ( )ΚΕ , που συνδέει την κορυφή Κ  µε την 

εστία Ε  της παραβολής, ονοµάζεται εστιακή απόσταση. 
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9.4 Μορφές της εξίσωσης της παραβολής 

     � Αν ζητώ την εξίσωση της παραβολής µε εστία Ε  και διευθετούσα ( )δ  και 

θεωρήσω την ευθεία ΚΕ  ως άξονα των τεταγµένων, τη µεσοκάθετη του ΚΕ  ως 

άξονα των τετµηµένων και ονοµάσω KE p=   (όπου Κ  είναι η ορθή προβολή του Ε   

στην ( )δ  τότε ως εξίσωση της παραβολής βρίσκω την 
2 2x py=  

H παραβολή µε εξίσωση 
2 2x py=  έχει κορυφή το ( )0, 0Ο και είναι συµµετρική ως 

προς τον άξονα yy′  

 
Ειδικά αν 0p >  άξονας συµµετρίας είναι ο θετικός ηµιάξονας του yy′ , ενώ αν 0p <  

άξονας συµµετρίας είναι ο αρνητικός ηµιάξονας του x x ′ . Aκόµη είναι  0,
2

p Ε 
 

 και 

( ) :
2

p
yδ

−
=  

         � Θεωρώ την παραβολή ( )C  του επιπέδου των αξόνων xyΟ  που ο άξονας 

συµµετρίας της είναι παράλληλος προς τον άξονα 

x x ′  και η κορυφή της ( )0 0,x y′Ο είναι διάφορη του 

( )0, 0Ο . Κάνω παράλληλη µεταφορά του 

συστήµατος xyΟ  στο X Y′Ο .  

 Αν Μ  είναι σηµείο της παραβολής (C) µε 

συντεταγµένες (x,y) ως προς το  xyΟ  και (Χ,Ψ) 

ως προς το XY′Ο ξέρω ότι είναι: 

0 0

0 0

x x X X x x

y y Y Y y y

= + = −   
⇔   

= + = −   
 

          Όµως η παραβολή (C) ως προς το σύστηµα 

XY′Ο , έχει εξίσωση 
2 2Y pX=  άρα ως προς το 

αρχικό σύστηµα xyΟ  θα έχει εξίσωση, 

( ) ( )2

0 0
2y y p x x− = −  

 Επιπλέον, είναι 0 0,
2

p
E x y
 + 
 

 και 
0:

2

p
x xδ = − +  άρα, η εξίσωση 

( ) ( )2

0 0
2y y p x x− = −  είναι εξίσωση παραβολής µε κορυφή ( )0 0,O x y′ , εστία 
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0 0,
2

p
E x y
 + 
 

, διευθετούσα ( ) 0
:

2

p
x xδ = − +  και άξονα συµµετρίας παράλληλο 

στον xx ′ . Ανάλογα συµπεράσµατα έχω και για την παραβολή ( )C που ο άξονας 

συµµετρίας της είναι παράλληλος προς τον άξονα yy′ . Άρα, η εξίσωση 

( ) ( )2

0 0
2x x p y y− = −  είναι εξίσωση παραβολής µε κορυφή ( )0 0,O x y′ , εστία 

0 0,
2

p
E x y
 + 
 

, διευθετούσα ( ) 0
:

2

p
y yδ = − +  και άξονα συµµετρίας παράλληλο 

στον yy′  
 

9.5 Παραµετρικές εξισώσεις της παραβολής 

Οι συναρτήσεις 
22

2

x pt

y pt

 =
 

= 
t ∈ ℝ αν αντικατασταθούν στην αναλυτική εξίσωση 

2 2y px=  της παραβολής, προκύπτει ταυτότητα ως προς t , άρα είναι παραµετρικές 

εξισώσεις της παραβολής (C): 
2 2y px=  

Παρατήρηση. Για την παραβολή 
2 2x py=  παραµετρικές εξισώσεις είναι οι 

2

2

2

x pt

y pt

= 
 

= 
 µε t ∈ ℝ   

Για την παραβολή ( ) ( )2

0 0
2y y p x x− = −  παραµετρικές εξισώσεις είναι οι 

0

2

0

2

2

x x pt

y y pt

= + 
 

= + 
 µε t ∈ ℝ  

Για την παραβολή ( )2

0 0
2 ( )x x p y y− = − παραµετρικές εξισώσεις είναι οι 

0

2

0

2

2

x x pt

y y pt

= + 
 

= + 
 µε t ∈ ℝ  

 

10. Η υπερβολή ως γεωµετρικός τόπος 

Υπερβολή λέγεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ  του επιπέδου 2
ℝ , 

για καθένα από τα οποία η απόλυτη τιµή της διαφοράς των αποστάσεών του από 2 

σταθερά σηµεία είναι σταθερή. Τα 2 σταθερά σηµεία λέγονται εστίες της υπερβολής 

και η µεταξύ τους απόσταση λέγεται εστιακή απόσταση.   

Αν Ε  και ′Ε  είναι οι εστίες µιας υπερβολής ( )C , τότε έχω τις σχέσεις  2EE γ′ =
����

 

2E M EM α′ − =
����� �����

, α = σταθερό. 

 

 

 

 

 

10.1 Εξίσωση της υπερβολής 

Για να βρω την εξίσωση της υπερβολής, εκλέγω ορθοκανονικό σύστηµα 

αξόνων xyΟ µε άξονα των x   την ευθεία ′ΕΕ  και άξονα των y  τη  µεσοκάθετο του 

′ΕΕ  Στο σύστηµα αυτό εστίες είναι τα σηµεία ( ), 0E γ′ −  και ( ), 0E γ  Για το τυχαίο 
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σηµείο ( ),x yΜ  της υπερβολής, από το τρίγωνο ′ΜΕΕ είναι 

2 2ME ME EE α γ α γ′ ′− < ⇔ < ⇔ <  

 

( ) ( ), , 2d M E d M E a′− = ⇔ 

( ) ( )2 22 2 2x y x y aγ γ− + − + + = ⇔  

 

2 2 2 2 2 22 2 2x y x x y xγ γ γ γ α+ + − − + + + = ⇔  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 4x y x x y x x y x x y xγ γ γ γ γ γ γ γ α+ + − + + + + − + + − + + + = ⇔  

 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 4 2 4x y x y xγ α γ γ+ + − = + + − ⇔  

 

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2 24 2x y x x y aγ γ γ+ + − = + + − ⇔ 

 

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

2 0

4 4 4

x y

x y x x y a a x y

γ α

γ γ γ γ

 + + − ≥ 
⇔ 

+ + − = + + + − + +  

 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0x a y a

a x a y a a

γ

γ γ

 − + + + ≥ 
 

− − = −  
 

Επειδή είναι γ α>  συνάγω ότι µπορώ να θέσω 
2 2 2γ α β− = . Έτσι έχω  

( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

0
0

1

x a y
x a y

x y
x a y a

a

β
β

β β
β

 − + + ≥
 − + + ≥   

⇔   
− =− =    

 

  

Από  

2 2

2 2
1

x y

a β
− =  είναι  

2
2 2 2 2 2 2 2 2

2
1 0 0

x
x a x a x a y

a
β≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − + + ≥   

Ώστε αν ( ),x yΜ είναι ένα σηµείο του επιπέδου τότε  

2 2

2 2
1

x y

a β
− =  

Άρα, η εξίσωση της υπερβολής ως προς το σύστηµα αξόνων που επέλεξα είναι η 
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  µε 

2 2 2β γ α= −   Αποδεικνύεται και το αντίστροφο. ∆ηλαδή, αν 
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( ),x yΜ  είναι ένα σηµείο του επιπέδου που επαληθεύει την 

2 2

2 2
1

x y

a β
− =  µε 

2 2 2β γ α= − , τότε ισχύει ( ) ( ) 2α′ΜΕ − ΜΕ =  που σηµαίνει ότι το Μ  είναι το 

σηµείο της παραπάνω υπερβολής. Άρα, η εξίσωση της υπερβολής µε εστίες ( ), 0γ′Ε −  

και ( ),0γΕ  και σταθερή διαφορά 2α, είναι η  

2 2

2 2
1

x y

a β
− =  µε 

2 2 2β γ α= −  

 

10.2 Ιδιότητες της υπερβολής 

� Η  

2 2

2 2
1

x y

a β
− =  δεν µεταβάλλεται όταν θέσω όπου: 

 x  το x−  και y y=  ή  

 y  το y− και x x= ή  

 x  το x−  και όπου y το y−  

Άρα, η υπερβολή έχει τους άξονες συντεταγµένων xΟ  και yΟ  ως άξονες συµµετρίας 

και την αρχή των αξόνων Ο  ως κέντρο συµµετρίας. Εποµένως, η ευθεία ′ΕΕ  είναι ο 

άξονας συµµετρίας της υπερβολής και το µέσο του ′ΕΕ  είναι το κέντρο συµµετρίας 

της. 

� Η  

2 2

2 2
1

x y

a β
− =  δίνει  

2 2

2 2
1

x y

a β
− = . Άρα, 

2

2
1 0

x

a
− ≥ , δηλαδή όλα τα σηµεία 

της υπερβολής ικανοποιούν την x a≥  δηλαδή βρίσκονται έξω από την λωρίδα των 

ευθειών 1v  και 2v  οι οποίες ορίζονται από τις εξισώσεις  x a=  και x a= −
αντίστοιχα. Αυτό σηµαίνει ότι, η υπερβολή αποτελείται από 2 χωριστούς κλάδους. 

 

∆ίνεται η υπερβολή ( )C   η οποία ορίζεται από την εξίσωση C:

2 2

2 2
1

x y

a β
− =  

� Για 0y =  o άξονας  xΟ  τέµνει την υπερβολή στα σηµεία ( ), 0α′Α −  και 

( ), 0αΑ  και λέγεται πρωτεύων άξονας.  

� Για 0x =  ο άξονας yΟ  δεν τέµνει την υπερβολή και λέγεται δευτερεύων 

άξονας. Η αρχή Ο  λέγεται κέντρο της υπερβολής. Πάνω στον δευτερεύοντα άξονα 

λαµβάνω τα σηµεία ( )0, βΒ  και ( )0, β′Β − . Το µήκος ( ), ′Β Β  λέγεται µήκος του 

δευτερεύοντα άξονα. Το µήκος ( ), ′Α Α  λέγεται µήκος του πρωτεύοντα άξονα. Τα 

′Α , Α λέγονται κορυφές της υπερβολής και είναι ( ) 2α′Α Α =  
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� Εκκεντρότητα ε της υπερβολής  ονοµάζω τον λόγο 
γ
α

 , δηλαδή 
γ

ε
α

=   για 

1γ α ε> ⇒ >  

� Η καµπύλη C της υπερβολής, είναι η ένωση των γραφηµάτων των 

συναρτήσεων ( ) 2 2

1
f x x a

β
α

= − , ( ) 2 2

2
f x x a

β
α
−

= −  µε 

( ) ( ) ( ] [ )1 2 , ,D f D f a a= = −∞ − ∪ +∞  που προκύπτουν αν η εξίσωση της υπερβολής 

λυθεί ως προς y . Παρατηρώ ότι ( ) [ )1 0,R f = +∞  και ( ) ( ]2 , 0R f = −∞  

 
� Ονοµάζω θετικό κλάδο της υπερβολής εκείνον που τα σηµεία του έχουν 

θετικές τετµηµένες. Αρνητικό κλάδο της υπερβολής ονοµάζω εκείνον που τα σηµεία 

του έχουν αρνητικές τετµηµένες.  

 
 

10.4 Συζυγείς υπερβολές 

Έστω η υπερβολή ( )C  η οποία ορίζεται από την 
2 2

2 2
1

x y

a β
− = . Από αυτή την 

εξίσωση λαµβάνω µία άλλη υπερβολή ( )1C  η οποία ορίζεται από την εξίσωση 

2 2

2 2
1

x y

a β
− = −  για την οποία ο άξονας yΟ  είναι πρωτεύοντας άξονας και ο άξονας 

xΟ  δευτερεύοντας άξονας. Οι υπερβολές ( )C  και ( )1C , που ορίζονται από τις 

παραπάνω εξισώσεις λέγονται συζυγείς. Ο πρωτεύον άξονας της ( )C  είναι 

δευτερεύων άξονας της ( )1C  και αντίστροφα ο πρωτεύων άξονας της ( )1C  είναι 

δευτερεύων της ( )C  
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10.5 Ισοσκελής υπερβολή 

Η υπερβολή 

2 2

2 2
: 1

x y
C

α β
− =  όταν α β= , λέγεται ισοσκελής υπερβολή και ορίζεται 

από την εξίσωση 
2 2 2:C x y α− =   

 

11. Εξισώσεις της έλλειψης 

Ορίζω ως έλλειψη (C), µε εστίες τα σταθερά σηµεία , ′Ε Ε  τον γεωµετρικό 

τόπο των σηµείων Μ   και του επιπέδου για τα οποία είναι d(M,E)+d(M, Ε')=2α, 

α=σταθερό.  Η σταθερή απόσταση ( ), 2d γ′Ε Ε =  λέγεται εστιακή απόσταση της 

έλλειψης. 

 

11.1 Αναλυτική εξίσωση της έλλειψης 

Για να βρω την εξίσωση της έλλειψης, εκλέγω ορθοκανονικό σύστηµα 

αξόνων xyΟ  ως εξής: Ως άξονα τετµηµένων θεωρώ την ευθεία ′ΕΕ και ως άξονα 

τεταγµένων τη µεσοκάθετη του ′ΕΕ  

 

 

 

 

 

 

 

Για το τυχαίο σηµείο Μ   της έλλειψης, από το τρίγωνο ′ΜΕΕ  είναι 

2 2α γ α γ′ ′ΜΕ + ΜΕ > ΕΕ ⇔ > ⇔ >  Τότε, αφού ( ), 0γΕ , ( ), 0γ′Ε −  το ( ),x yΜ

είναι το σηµείο της έλλειψης αν και µόνο αν ( ) ( ), , ' 2d M E d M E a+ = ⇔  

( ) ( )2 22 2 2x y x y aγ γ⇔ − + + + + =  

 

2 2 2 2 2 22 2 2x y x x y xγ γ γ γ α⇔ + + − + + + + =  

 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 4x y x x y x x y x x y xγ γ γ γ γ γ γ γ α   ⇔ + + − + + + + + + + − + + + =     

 

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 4 4x y x y xγ γ γ α⇔ + + + + + − =  
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( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2 24 2x y x x yγ γ α γ⇔ + + − = − + +  

 

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 0

4 4 4

x y

x y x x y x y

α γ

γ γ α γ α γ

 − − − ≥ 
⇔  

+ + − = + + + − + +  
 

 

 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0x y

x

α α γ

α γ α γ α α γ

 − + − − ≥ 
⇔  

− + = −  
 

 

( )

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0x y

x y

α γ β

α β

β α α β

 − =
 

⇔ − + − ≥ 
 

+ = 

 

 

( ) ( )2 2 2 2

2 2

2 2

0

1

x y

x y

α β

α β

 − + − ≥
 

⇔  
+ = 

 

 

 
2

2 2 2 2

2

2
2 2 2 2

2

1 0

1 0

x
x x

y
y y

α α
α

β β
β

 
≤ ⇒ ≥ ⇒ − ≥  

⇔  
 ≤ ⇒ ≥ ⇒ − ≥
  

 

Παρατηρώ  ότι  από  
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  είναι ( ) ( )2 2 2 2 0x yα β− + − ≥ άρα 

( ) ( )2 2 2 2

2 2

2 2

0

1

x y

x y

α β

α β

 − + − ≥
 

⇔  
+ = 

 

⇔
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  

Ώστε, το σηµείο ( ),x yΜ  ανήκει στον γεωµετρικό τόπο αν και µόνο αν 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  

Άρα, η εξίσωση της έλλειψης, ως προς το σύστηµα αξόνων επέλεξα, είναι η 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  µε 

2 2 2β α γ= −  

 

11.2 Μορφή και στοιχεία µίας έλλειψης (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =   όπου 2 2 2β α γ= −  

Παρατηρώ ότι: 
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α) Για 0y =  η εξίσωση της έλλειψης δίνει x a= ± Άρα, η καµπύλη ( )C  τέµνει τον 

άξονα xx′  στα σηµεία ( ), 0αΑ  και ( ),0α′Α −  που λέγονται κύριες κορυφές ενώ το 

τµήµα ′ΑΑ  για το οποίο είναι 2α′ΑΑ =   λέγεται µεγάλος άξονας της έλλειψης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) Για 0x = η εξίσωση της έλλειψης δίνει y β= ±  άρα, η καµπύλη ( )C τέµνει τον 

άξονα yy′  στα σηµεία ( )0, βΒ  και ( )0, β′Β −  που λέγονται δευτερεύουσες κορυφές 

ενώ το τµήµα BB', για το οποίο είναι 2β′ΒΒ =  λέγεται µικρό άξονα της έλλειψης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

γ) Αν το σηµείο Ρ(ξ, η) 

( )

( )

( ) ( )

22

2 2

2 2

2 2

22

2 2

1

( ) 1

1

C

ηξ
α β

ξ η
α β

ξ η
α β

 −
+ = 

 
 − 

∈ ⇔ + = 
 
 − − + =
  

που σηµαίνουν ότι, τα σηµεία   

( )1 ,ξ ηΡ − , ( )2 ,ξ ηΡ − , ( )3 ,ξ ηΡ − −  ανήκουν στην έλλειψη και άρα, η καµπύλη της  

είναι συµµετρική ως προς τους άξονες x x ′ , yy′  και την αρχή Ο  των αξόνων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

δ) Από την εξίσωση της έλλειψης προκύπτει ότι: 
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2

2 22

2 2 2

2

1

1

x

xx x

yy yy

αα α αα
β βββ

β

 
≤  ≤  ≤ − < ≤      

⇔ ⇔ ⇔       
− < ≤≤≤        ≤

  

 

Αυτό σηµαίνει ότι η καµπύλη της έλλειψης είναι εσωτερική του ορθογωνίου 

παραλληλογράµµου µε εξισώσεις πλευρών x α= , x α= − , y β= , y β= −  

 

 

 

 

 

 

 

 

ε) Η καµπύλη ( )C  της έλλειψης είναι η ένωση των γραφηµάτων των συναρτήσεων  

( ) [ ]

( ) [ ]

2 2

1

2 2

2

,

,

F x x

F x x

β
α α α

α
β

α α α
α

= − −

= − − −
 

(που προκύπτουν αν η εξίσωση της έλλειψης λυθεί ως 

προς y ). Βλέπω ότι ( ) [ ]1 0,R f β=  και 

( ) [ ]2 , 0R f β= −  

 

στ) Ονοµάζω εκκεντρότητα της έλλειψης και θα τη συµβολίζω µε ε , τον λόγο 
γ
α

   

δηλαδή  
γ

ε
α

= . Επειδή 1γ α ε< ⇒ <  Παρατηρώ ότι: 

� Αν 0 0ε γ= ⇔ =  οπότε ′Ε ≡ Ε  και α=β, τότε η έλλειψη είναι περιφέρεια ( )0,α   

� Αν 1ε γ α= ⇔ =  τότε οι εστίες , ′Ε Ε  ταυτίζονται µε τις κορυφές , ′Α Α  αντίστοιχα 

και η καµπύλη της έλλειψης εκφυλίζεται σε διπλό ευθύγραµµο τµήµα ′ΑΑ  

 

ζ) Αρχικά, όταν εκλέξω το σύστηµα αξόνων προκειµένου να βρω τον γεωµετρικό 

τόπο των σηµείων Μ  για τα οποία | | | | 2ME ΄ α+ ΜΕ =
������ �������

, θεωρούσα την ′ΕΕ  ως άξονα 

των y  και τη µεσοκάθετη του ′ΕΕ  ως άξονα των x  και είχα  ( )0,γΕ , ( )0, γ′Ε −  

∆ουλεύοντας οµοίως, βρίσκω ότι ο γεωµετρικός τόπος (έλλειψη) έχει εξίσωση µε  
2 2

2 2
1

y x

α β
+ =  όπου και πάλι 

2 2 2β α γ= −   
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η) Θεωρώ την έλλειψη ( )C  του επιπέδου των αξόνων xyΟ , που ο µεγάλος άξονας 

της είναι παράλληλος προς τον άξονα xx′  και το κέντρο της ( )0 0,x y′Ο  είναι διάφορο 

του Ο . Κάνω παράλληλη µεταφορά του συστήµατος xyΟ  στο ′Ο ΧΥ . Αν Μ  είναι 

σηµείο της έλλειψης ( )C  µε συντεταγµένες ( ),x y ως προς το xyΟ και ( ),X Y ως 

προς το ′Ο ΧΥ  είναι: 

( )0 0

0 0

1
x x x x

y y y y

= + Χ Χ = −   
⇔   

= + Ψ Ψ = −     
Όµως η έλλειψη (C) ως προς  το σύστηµα  

′Ο ΧΥ  έχει εξίσωση  
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  άρα 

λόγω των (1) έχει εξίσωση 

( ) ( )2 2

0 0

2 2
1

x x y y

α β
− −

+ =  ως προς το 

αρχικό σύστηµα xyΟ   

Οι εστίες είναι  ( ) ( )0 0 0 0,  ,   ,  x y x yγ γ′Ε + Ε −  και οι κορυφές είναι 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  x y x y x y x yα α β β′ ′Α + Α − Β + Β − . Άρα, η 

Εξίσωση 
( ) ( )2 2

0 0

2 2
1

x x y y

α β
− −

+ =   µε α β> , είναι εξίσωση έλλειψης µε κέντρο το 

( )0 0,x y′Ο και µεγάλο άξονα παράλληλο προς τον xx′ . Όµοια βρίσκω ότι η εξίσωση 

( ) ( )2 2

0 0

2 2
1

x x y y

α β
− −

= =  µε  α β< , είναι εξίσωση έλλειψης µε κέντρο το ( )0 0,x y′Ο

και µεγάλο άξονα παράλληλο προς τον yy′  
 

11.2.1 ∆ιευθετούσες της έλλειψης (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  µε α β>   

∆ιευθετούσα της ( )C  αντίστοιχη µε την εστία ( ), 0γΕ είναι η ευθεία ( )δ : 
2

x
α
γ

=  

∆ιευθετούσα της ( )C , αντίστοιχη µε την εστία ( ), 0γ′Ε −  είναι η ευθεία ( )δ : 
2

x
α
γ
−

=    

Επειδή 
2 1

,  x
α α

α α α
γ γ ε

= ± = = >   έπεται ότι οι διευθετούσες ( )δ , ( )δ ′  της  

έλλειψης  δεν την τέµνουν. 
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11.3 Η έλλειψη ως προβολή κύκλου 

Πρόταση  

Η ορθή προβολή του κύκλου (0,R) σε επίπεδο (Π), που δεν είναι παράλληλο ή κάθετο 

µε το επίπεδο του κύκλου, είναι έλλειψη. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12. Εφαρµογές της δευτεροβάθµιας εξίσωσης στη ναυτιλία 

Οι εξισώσεις 2ου βαθµού (τετραγωνικές εξισώσεις) αποτελούν θεµελιώδες 

εργαλείο στην εµπορική ναυτιλία, καθώς επιτρέπουν τη µοντελοποίηση φαινοµένων 

όπου η µεταβολή ενός µεγέθους δεν είναι γραµµική, αλλά εξαρτάται από το 

τετράγωνο µιας παραµέτρου. Ακολουθούν οι κυριότερες εφαρµογές τους, στην 

πράξη: 

 

12.1 Κατανάλωση καυσίµου και ταχύτητα 

Μία κρίσιµη σχέση στη ναυτιλία είναι  µεταξύ της ταχύτητας του πλοίου υ  

και της ισχύος που απαιτείται από την κύρια µηχανή. Η αντίσταση του νερού 

αυξάνεται, περίπου µε το τετράγωνο της ταχύτητας. Η κατανάλωση του καυσίµου 

ανά µίλι, προσεγγίζεται από µια δευτεροβάθµια σχέση της µορφής 
2C a uυ β γ= + +  

Οι εταιρείες χρησιµοποιούν εξισώσεις για να βρουν την οικονοµική ταχύτητα,  

που ελαχιστοποιεί το κόστος των καυσίµων, σε σχέση µε τον χρόνο παράδοσης του 

φορτίου. 

 

Εφαρµογή 11 

Πλοίο καταναλώνει ηµερησίως 25 tn  καυσίµου όταν ταξιδεύει µε 10 

κόµβους. Αν  αυξηθεί η ταχύτητα στους 12 κόµβους, πόση θα είναι η νέα 

κατανάλωση; 

Βρίσκω τη σταθερά k .    Είναι 2 1
25 10 25 100

4
k k k= ⇔ = ⇔ =   

Υπολογισµός της νέας κατανάλωσης.  
1

12 12 3 12 36 
4

tn⋅ = ⋅ =  ηµερησίως 

Μια µικρή αύξηση της ταχύτητας (2 κόµβοι) προκάλεσε τεράστια αύξηση 

στην κατανάλωση (11 τόνους), λόγω του τετραγώνου. 

 

12.2 Ευστάθεια και µετακεντρικό ύψος 

Η ασφάλεια του πλοίου, εξαρτάται από την ικανότητά του να επανέρχεται 

στην όρθια θέση µετά από µια µικρή κλίση. Κατά τον υπολογισµό της ροπής 

ευστάθειας για µικρές γωνίες κλίσης θ , η µετατόπιση του κέντρου άνωσης 

περιγράφεται από γεωµετρικές σχέσεις που οδηγούν σε δευτεροβάθµιους όρους. Οι 
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εξισώσεις 2ου βαθµού, χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό του GM 

(µετακεντρικό  ύψος). Αν το GM είναι πολύ µικρό, τότε το πλοίο κινδυνεύει µε 

ανατροπή· αν είναι πολύ µεγάλο, τότε οι κινήσεις του είναι απότοµες και επικίνδυνες 

για το πλήρωµα και το φορτίο.  

Οι δευτεροβάθµιες εξισώσεις χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της 

στάθµης του φορτίου, της κατακόρυφης θέσης του κέντρου βάρους  και της αρχικής 

µεταβλητής ευστάθειας (GM). Η σχέση για το ύψος του βυθίσµατος (T) είναι 
2V L B T k T= ⋅ ⋅ − ⋅ όπου: V ο όγκος του βυθίσµατος,  

                              L το  µήκος του πλοίου 

                              B το πλάτος του πλοίου  

                              k σταθερός συντελεστής εξαρτώµενος από το σχήµα της 

γάστρας. 

 

Εφαρµογή 12 

Έστω ότι ο όγκος του νερού που εκτοπίζει ένα πλοίο δίνεται από τη σχέση 
2100 2V T T= − όπου V  το βύθισµα του πλοίου σε 3m  

                      T   το βύθισµα του πλοίου σε m  

Αν το πλοίο εκτοπίζει 3200m νερού, ποιο είναι το βύθισµα του; 

Είναι 2200 100 2T T= − ⇔  

            2100 50T T= − ⇔  

         2
47,92 

50 100 0
2,085 

m
T T T

m

 
− + = ⇔ =  

 
 ∆εκτό βύθισµα είναι µόνο το 2,085 m  

 

12.3 Απόσταση ακινητοποίησης  

Όταν ένα πλοίο πρέπει να σταµατήσει, τότε η απόσταση που θα διανύσει 

εξαρτάται από την αδράνεια και από την αντίσταση του νερού. Η επιβράδυνση, ενώ 

είναι απαραίτητη για την αποφυγή των συγκρούσεων και για τον ασφαλή ελιγµό σε 

στενά περάσµατα ή κατά την προσέγγιση σε λιµάνι, δεν είναι σταθερή. Η απόσταση 

d  µέχρι την πλήρη ακινητοποίηση, µοντελοποιείται ως συνάρτηση της αρχικής 

ταχύτητας υ  χρησιµοποιώντας τη σχέση 
2d kυ=  (όπου k  είναι σταθερά που 

εξαρτάται από το εκτόπισµα και το σχήµα της γάστρας). 

  

12.4 Ναυτική αρχιτεκτονική 

Οι ναυπηγοί, χρησιµοποιούν παραβολικές προσεγγίσεις για να υπολογίσουν τα 

χαρακτηριστικά του πλοίου, σε διαφορετικά βυθίσµατα. Η επιφάνεια της ισάλου 

γραµµής ή ο όγκος του βυθισµένου τµήµατος, υπολογίζονται µε  χρήση του κανόνα 

του Simpson, ο οποίος βασίζεται στην παραδοχή ότι οι καµπύλες του πλοίου µπορούν 

να χωριστούν σε τµήµατα που ακολουθούν δευτεροβάθµιες παραβολές. Οι  εξισώσεις 

2ου βαθµού, χρησιµοποιούνται στον υπολογισµό του µέγιστου φορτίου που µπορεί να 

µεταφέρει το πλοίο, χωρίς να ξεπεράσει το επιτρεπόµενο βύθισµα. 

 

12.5 Ραντάρ και συστήµατα εντοπισµού 

Τα συστήµατα ναυτιλίας (Radar, GPS) βασίζονται στη γεωµετρία και στη φυσική 

των κυµάτων. Ο προσδιορισµός της θέσης ενός στόχου στο ραντάρ, περιλαµβάνει την 

επίλυση συστηµάτων που περιέχουν τετραγωνικές ρίζες και δευτεροβάθµιους όρους 

(εξισώσεις κύκλων ή σφαιρών για το GPS). Οι  εξισώσεις 2ου βαθµού 

χρησιµοποιούνται στον υπολογισµό CPA (Closest Point of Approach), δηλαδή του 
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σηµείου στο οποίο δύο πλοία θα βρεθούν στη µικρότερη µεταξύ τους απόσταση, 

ώστε να ληφθούν µέτρα αποφυγής σύγκρουσης. 
 

13. Εφαρµογές της δευτεροβάθµιας εξίσωσης για µηχανικούς 

Ακολουθούν οι εξειδικευµένες εφαρµογές στον τοµέα της µηχανής: 

 

13.1 Καµπύλη ισχύος και στροφών µηχανής 

Η σχέση µεταξύ των στροφών της κύριας µηχανής (RPM) και της ισχύος (P) 

που αποδίδει η προπέλα, είναι θεµελιώδης για τη λειτουργία του µηχανοστασίου. Η 

ροπή  περιγράφεται από δευτεροβάθµιες σχέσεις σε συνάρτηση µε τις στροφές 
2n nα βΜ = +  και  χρησιµοποιείται για την αποφυγή  υπερφόρτωσης της µηχανής σε 

δύσκολες καιρικές συνθήκες. 

 

13.2 Πτώση πίεσης και ροή ρευστών 

Στο µηχανοστάσιο, υπάρχει δίκτυο σωληνώσεων µήκους χιλιοµέτρων 

(καύσιµα, λιπαντικά, υγρά ψύξης). Η κίνηση  των υγρών, απαιτεί αντλίες. Η πτώση 

πίεσης P∆  λόγω της τριβής κατά µήκος ενός σωλήνα, αυξάνεται µε το τετράγωνο 

της ταχύτητας ροής του υγρού 
2P kυ∆ =  

 

Εφαρµογή 13 

Αντλία  παροχής 
3

50 
m

Q
h

=   προκαλεί πτώση πίεσης στο δίκτυο 
4

 
10

P bar∆ = . 

Αν αυξήσω τις στροφές ώστε η παροχή να πάει στα 
3

100 
m

Q
h

=   (διπλάσια), ποια θα 

είναι η νέα πτώση πίεσης του δικτύου; 

2 4 4 2
50 50 4 25000

10 25000 12500
P cQ c c c∆ = ⇔ = ⋅ ⇔ = ⇔ = =  

Η νέα πτώση πίεσης είναι 
2 2 2 8

100 100 100 1,6 
12500 125 5

P cQ bar∆ = = ⋅ = = =  

Η αντίσταση του δικτύου αυξήθηκε από 0,4 σε 1,6 bar. Ο µηχανικός, καταλαβαίνει 

ότι η αντλία θα ζοριστεί πολύ περισσότερο από όσο αναµενόταν γραµµικά. 

 

13.3 Καταπονήσεις των αξόνων  

Ο άξονας που συνδέει την κύρια µηχανή µε την προπέλα, δέχεται τεράστιες 

δυνάµεις στρέψης και κάµψης. Η κατανοµή των τάσεων σε έναν κυλινδρικό άξονα 

κατά τη διάρκεια της περιστροφής και τα φαινόµενα κόπωσης των µετάλλων,  

περιγράφονται από εξισώσεις που περιλαµβάνουν τετραγωνικούς όρους της ακτίνας ή 

της απόκλισης. Ο  µηχανικός, παρακολουθεί τις δονήσεις. Αν η συχνότητα δόνησης 

προσεγγίσει την ιδιοσυχνότητα του άξονα (που υπολογίζεται µε δευτεροβάθµιες 

ρίζες), αυτός µπορεί να σπάσει. 

 

13.4 Θερµοδυναµική και µετάδοση θερµότητας 

Η απόδοση ενός εναλλάκτη θερµότητας σε συνάρτηση µε τη διαφορά 

θερµοκρασίας και την παροχή του ψυκτικού µέσου, µοντελοποιείται µε 

δευτεροβάθµιες καµπύλες απόδοσης. Ο µηχανικός πρέπει να γνωρίζει αν η αύξηση 

της παροχής νερού ψύξης θα έχει γραµµικό αποτέλεσµα ή αν θα φτάσει σε ένα 

σηµείο κορεσµού (το ακρότατο της παραβολής), πέρα από το οποίο η περαιτέρω 

κατανάλωση ενέργειας για την αντλία είναι άσκοπη. 
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13.5 Ηλεκτρικές γεννήτριες και απώλειες 

Το πλοίο, είναι ένα αυτόνοµο εργοστάσιο παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. 

Οι απώλειες ενέργειας λόγω της θερµότητας στα καλώδια και στα τυλίγµατα των 

ηλεκτροµηχανών, εξαρτώνται από το τετράγωνο του ρεύµατος 2P I R=   

Αν µια γεννήτρια ζοριστεί διπλάσια, τότε οι απώλειές της σε θερµότητα 

τετραπλασιάζονται, γεγονός που οδηγεί σε λιώσιµο των µονώσεων ή σε πυρκαγιά. 

 

Εφαρµογή 14 

Σε  πίνακα διανοµής, ένα καλώδιο έχει αντίσταση 
5

 
100

R = Ω . Αν το ρεύµα 

είναι 100 I A= , οι απώλειες είναι 2 5
100 100 500 

100
P I R W= = ⋅ =   

Αν το ρεύµα διπλασιαστεί στα 200 A, τότε οι απώλειες γίνονται 

2 5
200 200 2.000 2

100
P I R W kW= = ⋅ = =  

∆ηλαδή διπλασιάζοντας το φορτίο, η θερµότητα που παράγεται (και 

κινδυνεύει να κάψει το καλώδιο) τετραπλασιάζεται. 

 

13.6 Κινητική  

Η δευτεροβάθµια εξίσωση, χρησιµοποιείται για την επίλυση προβληµάτων 

που σχετίζονται µε την κίνηση ενός αντικειµένου, όπως η βολή (πλάγια ή 

κατακόρυφη), οι αναλύσεις ταχυτήτων και επιταχύνσεων. Η βασική εξίσωση στην 

ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση µε αρχική ταχύτητα 0u , είναι η 

2

0

1

2
s u t at= + .  Για 0 0u =  δηλαδή στην ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση 

χωρίς  αρχική ταχύτητα, γράφεται ως 
21

2
s at=  και χρησιµοποιείται για τον 

υπολογισµό του χρόνου ανύψωσης του φορτίου (γερανοί, ανυψωτικά µηχανήµατα).  

Από την  
2

0

1

2
s u t at= +  για 00 u at= − , προκύπτει η 

2

0

2

u
s

a
=  που δίνει την 

απόσταση πέδησης των µηχανηµάτων, για σταθερή επιβράδυνση a . 

 

Εφαρµογή 15 

Αν µια σωσίβια λέµβος πέφτει από ύψος 20 h m= , σε πόσο χρόνο θα 

χτυπήσει στο νερό;  

Είναι 2 2 2 21 1
20 10 20 5 4 2

2 2
h gt t t t t ′′= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

 

13.7 Αντλίες  

Οι αντλίες, λειτουργούν µε καµπύλες απόδοσης που προσεγγίζονται από 

παραβολές (δευτεροβάθµιες σχέσεις). Η σχέση µεταξύ της παροχής (Q) και του 

µανοµετρικού ύψους (H), είναι 2H Q Qa b c= + + . Οι µηχανικοί, λύνουν εξισώσεις 

2ου βαθµού για να βρουν το Q ή το H. 
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13.8 Αντίσταση πλοίου και ισχύς πρόωσης 

Η αντίσταση R  του πλοίου στο νερό, εξαρτάται από την ταχύτητα του και  

προσεγγίζεται από την τετραγωνική σχέση 2R au=  ενώ η ισχύς P  των µηχανών 

περιγράφεται από τη σχέση 3P Ru au= ≅  
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