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1. ∆οκιµές Bernoulli και διωνυµική κατανοµή 

Οι δοκιµές Bernoulli των οποίων η ονοµασία οφείλεται στο σουηδό 

µαθηµατικό James Bernoulli (1654-1705) οδηγούν στον ορισµό της απλούστερης 

ίσως διακριτής τυχαίας µεταβλητής. Με τον όρο δοκιµή Bernoulli αναφερόµαστε σε 

ένα πείραµα µε δύο δυνατά αποτελέσµατα. Το ένα από τα δύο αποτελέσµατα θα 

ονοµάζεται επιτυχία (συµβολικά: ε) ενώ το άλλο αποτυχία (συµβολικά: α). Το 

πείραµα της ρίψης ενός νοµίσµατος αποτελεί τη βασικότερη περίπτωση µίας δοκιµής 

Bernoulli. Αν µας ενδιαφέρει η ένδειξη "κεφαλή" θα βαπτίσουµε ως επιτυχία ε το 

αποτέλεσµα αυτό και θα ορίσουµε ως αποτυχία α την ένδειξη "γράµµατα". 

Αντίστοιχα, το τυχαίο "πείραµα" της γέννησης ενός παιδιού αποτελεί επίσης δοκιµή 

Bernoulli µε 2 δυνατά αποτελέσµατα αγόρι ή κορίτσι.  

Τέλος, η εξέταση κατά πόσο ένα αντικείµενο µίας γραµµής παραγωγής είναι 

ελαττωµατικό ή όχι είναι δοκιµή Bernoulli. Αν µας ενδιαφέρει να διατυπώσουµε 

πιθανοθεωρητικά συµπεράσµατα για τα ελαττωµατικά αντικείµενα που παράγονται, 

φαίνεται λογικό να ορίσουµε ως επιτυχία ε την εµφάνιση ελαττωµατικού 

αντικειµένου και αποτυχία την εµφάνιση µη ελαττωµατικού. Σε πολλές περιπτώσεις, 

µπορεί να έχουµε πειράµατα µε περισσότερα από δύο δυνατά αποτελέσµατα και να 

φτάνουµε σε δοκιµές Bernoulli µε κατάλληλη οµαδοποίηση των αποτελεσµάτων 

τους. Έτσι, κατά τη ρίψη ενός ζαριού µία φορά, αν µας ενδιαφέρει το αποτέλεσµα 6, 

µπορούµε να δηµιουργήσουµε δοκιµές Bernoulli αν ορίσουµε ως επιτυχία ε την 

εµφάνιση της ένδειξης 6 και ως αποτυχία την εµφάνιση οποιασδήποτε από τις άλλες 5 

ενδείξεις 1,2,3,4,5. Αν µας ενδιαφέρει η εµφάνιση άρτιου αποτελέσµατος θα 

ορίσουµε ως επιτυχία την εµφάνιση µιας εκ των ενδείξεων 2,4,6 και ως αποτυχία την 

εµφάνιση 1,3,5.  Σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν προηγουµένως ο δειγµατικός χώρος 

του πειράµατος που παράγει µία δοκιµή Bernoulli µπορεί να παρασταθεί ως:  Ω = {ε, 

α}. Αν συµβολίζουµε µε p, q τις πιθανότητες εµφάνισης των στοιχειωδών 

ενδεχόµενων {ε}, {α} αντίστοιχα είναι φανερό ότι θα έχουµε: 

   ,   ,  

 

1.1 Κατανοµή Bernoulli 

Έστω χ ο αριθµός επιτυχιών σε µία δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 

p και (αποτυχίας q = 1 - p). Η κατανοµή της δίτιµης (µηδέν- ένα) τυχαίας µεταβλητής 

Χ καλείται κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p. Το σύνολο τιµών της τυχαίας 

µεταβλητής Χ είναι το , ενώ για τη συνάρτηση πιθανότητας f έχουµε: 

 
Σηµειώνουµε πως ο τύπος της  f  µπορεί να γραφεί εναλλακτικά ως εξής: 

 
Για τη συνάρτηση κατανοµής F έχουµε 

 

Η µέση τιµή µ = Ε(Χ) της Χ είναι ίση µε  
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Ενώ η ροπή δεύτερης τάξης υπολογίζεται ως ακολούθως 

 

Εποµένως, η διακύµανση  θα δίνεται από τον τύπο  

 
 

1.2 Ρίψη ιδανικού ζαριού µία φορά 

Κατά τη ρίψη ενός ζαριού µία φορά ορίζουµε ως επιτυχία την εµφάνιση 

ένδειξης µεγαλύτερης του 4. Να δοθεί η συνάρτηση πιθανότητας, η συνάρτηση 

κατανοµής, η µέση τιµή και η διακύµανση της αντίστοιχης κατανοµής Bernoulli αν Χ 

είναι ο αριθµός των φόρων που εµφανίστηκε ένδειξη µεγαλύτερη του 4 (στη µία 

ρίψη) έχουµε 

 
Και 

 (εµφανίζεται 5 ή 6)   

 

Εποµένως,  

 

 

     ,   

Παρότι η ιδέα της δοκιµής Bernoulli είναι εξαιρετικά απλή αν θεωρήσουµε 

πολλές επαναλήψεις του ίδιου πειράµατος µπορούν να προκύψουν ενδιαφέροντα και 

σε αρκετές περιπτώσεις δύσκολα να απαντηθούν ερωτήµατα. Για τη διεξαγωγή ενός 

πειράµατος Bernoulli απαραίτητη προϋπόθεση είναι η ύπαρξη αυστηρά παρόµοιων 

συνθηκών σε κάθε επανάληψη ώστε να υπάρξει ουδέτερο αποτέλεσµα. Στη συνέχεια 

θα θεωρήσουµε ότι γίνονται ν ανεξάρτητες επαναλήψεις µιας δοκιµής Bernoulli και 

θα µελετήσουµε το πλήθος Χ των επιτυχιών που εµφανίζονται σε αυτές. 

 

1.3 ∆ιωνυµική κατανοµή 

 Έστω X ο αριθµός των επιτυχιών σε µία ακολουθία ν (ανεξάρτητων) δοκιµών 

Bernoulli µε σταθερή πιθανότητα επιτυχίας p και αποτυχίας q = 1 - p σε όλες τις 

δοκιµές. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται διωνυµική κατανοµή µε 

παραµέτρους ν και p και συµβολίζεται µε b(ν,p). Από τον ορισµό είναι φανερό ότι το 

σύνολο τιµών της τυχαίας µεταβλητής X είναι το  

 
 

1.4 Συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής 

Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους ν και p 

δίνεται από τον τύπο 
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Τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου Ω του πειράµατος (εκτέλεση µιας 

ολόκληρης σειράς δοκιµών) είναι ν-άδες από επιτυχίες (ε) και αποτυχίες (α) δηλαδή 

έχουν τη µορφή 

  

 
Έστω τώρα έχει ένας συγκεκριµένος αριθµός του συνόλου τιµών Rx δηλαδή 

. Το ενδεχόµενο {X=x} αποτελείται από εκείνα τα στοιχεία του Ω τα οποία 

περιέχουν x αποτελέσµατα ίσα µε ε και ν-x για αποτελέσµατα ίσα µε α δηλαδή είναι 

της µορφής 

          
Λόγω της ανεξαρτησίας των δοκίµων, η πιθανότητα εµφάνισης ενός τέτοιου 

αποτελέσµατος (µε τη συγκεκριµένη σειρά διαδοχής επιτυχιών-αποτυχιών) είναι ίση 

µε 

 

Όµως υπάρχουν   τέτοιες ακολουθίες οι οποίες περιέχουν x αποτελέσµατα 

ίσα µε ε και ν-x αποτελέσµατα ίσα µε α (αρκεί να διαλέξουµε από τις ν διαθέσιµες 

θέσεις, τις x όπου θα τοποθετηθούν οι επιτυχίες ε και να συµπληρώσουµε τις 

υπόλοιπες ν-x θέσεις µε αποτυχίες α). Εποµένως  

 
Η διωνυµική κατανοµή b(ν,p) στην ειδική περίπτωση ν=1 ανάγεται στην 

κατανοµή Bernoulli όπως φαίνεται αµέσως και από το αποτέλεσµα της παραπάνω 

πρότασης αν θέσουµε ν=1.  Αν ορίσουµε τις επόµενες ν τυχαίες µεταβλητές 

 
X=1 αν στη δοκιµή i εµφανίστηκε e και X=0 αν στη δοκιµή i εµφανίστηκε a (oι 

οποίες ακολουθούν την κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p) τότε το άθροισµα 

 

α   ε   α   ε   ε   α   α   ε   ...   ...   ε   α    

ν αποτελέσματα 
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Θα δίνει τον αριθµό επιτυχιών στις ν δοκιµές, δηλαδή θα ακολουθεί τη διωνυµική 

κατανοµή. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η συνάρτηση πιθανότητας και η συνάρτηση 

κατανοµής της b(ν,p) για ν=15 και p=0.1,0.5,0.75 

 

 

1.5 Μέση τιµή και διακύµανση της διωνυµικής κατανοµής 

Η µέση τιµή και η διακύµανση της διωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους ν και p 

δίνεται από τους τύπους 

  ,   

 

Ο πρώτος τύπος έχει ήδη αποδειχθεί. Για το δεύτερο, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι 

 
Και να αντικαταστήσουµε τα 

  ,   
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2. Γεωµετρική και αρνητική διωνυµική κατανοµή 

Οι δύο κατανοµές που έχουν σχέση µε το πλήθος των δοκιµών Bernoulli που 

πρέπει να εκτελεστούν µέχρι να παρατηρηθεί ορισµένος αριθµός επιτυχιών. Για το 

λόγο αυτό αναφέρονται συνήθως ως κατανοµές του χρόνου αναµονής (στην 

ερµηνεία αυτή το ρόλο της χρονικής µονάδας τον παίζει η µία δοκιµή). 

 

2.1 Γεωµετρική κατανοµή 

Θεωρούµε µία ακολουθία ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα 

επιτυχίας p (και αποτυχίας q=1-p) σταθερή για όλες τις δοκιµές. Έστω x ο αριθµός 

των δοκίµων µέχρι την εµφάνιση της πρώτης επιτυχίας. Η κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής Χ καλείται γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο p και συµβολίζεται µε 

G(p). Το ενδεχόµενο {X=x},1<x σηµαίνει ότι στις δοκιµές 1,2,…,x-1 εµφανίστηκε 

επιτυχία α και στην επόµενη δοκιµή εµφανίστηκε επιτυχία ε. Εποµένως, το 

ενδεχόµενο αυτό φέρει ένα και µοναδικό αποτέλεσµα (στοιχείο του δειγµατικού 

χώρου του πειράµατος), το 

 

 
Αφού οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες, η πιθανότητα εµφάνισης του αποτελέσµατος 

αυτού θα είναι: 

    ,               

 

2.2 Συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής 

Η συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής G(x) θα ισούται µε 

   ,  x = 1 , 2 , ...   

Ο τυπικός έλεγχος ότι η συνάρτηση f είναι πράγµατι συνάρτηση πιθανότητας µιας 

διακριτής τυχαίας µεταβλητής είναι άµεσος αφού f(x)>0 ή f(x)= 0 για όλα τα 

 , ενώ ισχύει  

 
 

Για τη συνάρτηση κατανοµής της G(p) µπορούµε να γράψουµε 

 
Και παρατηρώντας ότι , για [t]=k έχουµε  

 
Έτσι ,καταλήγουµε στον εξής τύπο 

 
Στα παρακάτω σχήµατα δίνεται η συνάρτηση πιθανότητας και η συνάρτηση 

γεωµετρικής κατανοµής της G(ν,p) για p=0.1 , p=0.2 και p=0.4 αντίστοιχα 
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2.3 Μέση τιµή και διακύµανση της γεωµετρικής κατανοµής 

Αν η τυχαία µεταβλητή p ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο τότε 

 ,  

Παρατηρούµε αρχικά ότι η µέση τιµή E(X) και η παραγοντική ροπή δεύτερης τάξης 

 
της Χ είναι ίσες µε  
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και 

 
Αντίστοιχα. Ο υπολογισµός των δύο αθροισµάτων που εµφανίστηκαν στο δεξιό 

µέλος των παραπάνω τύπων µπορεί να γίνει αν παραγωγίσουµε δύο φορές τον 

γνωστό τύπο  

 
οπότε θα πάρουµε  

 
και 

 
Θέτοντας στις τελευταίες t=q, και αντικαθιστώντας στις εκφράσεις που έχουµε για το 

µ και µ2 έχουµε   

 

 
Εποµένως µ=Ε(Χ)=1/p, ενώ για την εύρεση της διακύµανσης V(X) αρκεί να κάνουµε 

για µία ακόµη φορά χρήση του τύπου (βλέπε την προαναφερθέντα απόδειξη) 

 
Οπότε θα έχουµε   

 
 

3. Αρνητική διωνυµική κατανοµή 

Μια άµεση γενίκευση της γεωµετρικής κατανοµής προκύπτει αν εξετάσουµε 

το χρόνο αναµονής µέχρι την r επιτυχία, όπου r είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός. 

Πιο συγκεκριµένα, έχουµε τον επόµενο ορισµό.  Θεωρούµε µια ακολουθία 

(ανεξάρτητων) δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας  q=1-p) 

σταθερή για όλες τις δοκιµές. Έστω Χ ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την εµφάνιση 

της r επιτυχίας. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ καλείται αρνητική 

διωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους r και p συµβολίζεται µε Nb(r,p). 

Το σύνολο τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι  

Για την εύρεση της συνάρτησης πιθανότητας της X αρκεί να παρατηρήσουµε ότι το 

ενδεχόµενο {Χ=χ} είναι ισοδύναµο µε την τοµή των ανεξάρτητων ενδεχοµένων 

Α: στη δοκιµή x έχουµε επιτυχία, 



10 

 

Β: στις δοκιµές 1, 2,...,κ-1 εµφανίστηκαν ακριβώς r-1 επιτυχίες. Εποµένως 

P(X=x)=P(AB)=P(A)P(B) Και αφού  P(A)=p 

 
 

3.1 Συνάρτηση πιθανότητας της αρνητικής διωνυµικής κατανοµής 

Η συνάρτηση πιθανότητας της αρνητικής διωνυµικής κατανοµής Nb(r,p) 

δίνεται από τον τύπο 

    ,     x=r,r+1,… 

Τόσο από τους άνωθεν ορισµούς όσο και µε σύγκριση των αποτελεσµάτων των 

προαναφερθέντων προτάσεων  προκύπτει άµεσα ότι η γεωµετρική κατανοµή 

συµπίπτει µε την ειδική περίπτωση r=1 της αρνητικής διωνυµικής Nb(r,p). Η 

ονοµασία “αρνητική διωνυµική κατανοµή” οφείλεται στο γεγονός ότι, η συνάρτηση 

πιθανότητας f(x) εµφανίζεται στο διωνυµικό ανάπτυγµα της αρνητικής δύναµης 

. Πράγµατι, από την προηγούµενη πρόταση έχουµε 

 
Και αν στο τελευταίο άθροισµα θέσουµε r+k=x προκύπτει 

 
Ή ακόµη πολλαπλασιάζοντας επί  

 
Η τελευταία ισότητα δείχνει µάλιστα ότι η f είναι πράγµατι µια 

συνάρτηση πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής µε σύνολο τιµών 

, αφού ισχύει  για όλα τα   και επιπλέον 

 
Η συνάρτηση κατανοµής της αρνητικής διωνυµικής κατανοµής µε παραµέτρους r και 

p δίνεται από τον τύπο 
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3.2 Μέση τιµή και διακύµανση της αρνητικής διωνυµικής κατανοµής 

Αν η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την αρνητική διωνυµικής και τις παραµέτρους r 

και p, τότε 

 
Και χρησιµοποιώντας τη σχέση 
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Βρίσκουµε 

 
Ή ακόµη, θέτοντας x+1=y 

 
Αντικαθιστώντας το άθροισµα µε βάση την παραπάνω σχέση, έχουµε 

 
Για τον υπολογισµό της διακύµανσης V(Χ), διευκολύνει να ξεκινήσουµε µε  την 

αναζήτηση τύπου για την ποσότητα 

 
Όµως 

 
Και προκύπτει 

 

 
Εποµένως, η διακύµανση της τυχαίας µεταβλητής Χ είναι ίση µε  

 
 

4. Η Υπεργεωµετρική κατανοµή 

Έστω ότι τα άτοµα πεπερασµένου πληθυσµού ταξινοµούνται σε δύο 

κατηγορίες ανάλογα µε τις τιµές κάποιου χαρακτηριστικού που µας ενδιαφέρει π.χ. 

άνδρες-γυναίκες (χαρακτηριστικό που νέας ενδιαφέρει: φύλλο), καπνιστές- µη 

καπνιστές, καλό – ελαττωµατικό αντικείµενο µιας γραµµής παραγωγής, ψηφίο 0-1 

κατά την εκποµπή δυαδικών σηµάτων, υπερτασικό– µη υπερτασικό άτοµο 

(χαρακτηριστικό: τιµή νέας πίεσης), υπέρβαρο-µη υπέρβαρο άτοµο (χαρακτηριστικό: 

βάρος) κτλ. Ένα δείγµα µεγέθους ν επιλέγεται τυχαία από τον πληθυσµό αυτό, χωρίς 

επανατοποθέτηση. Όταν θέλουµε να µελετήσουµε το πλήθος των στοιχείων του 

δείγµατος (ατόµων) τα οποία ανήκουν σε καθεµία από νέας δύο κατηγορίες η 

κατανοµή που εµφανίζεται είναι η λεγόµενη υπεργεωµετρική κατανοµή. Είναι πολύ 

εύκολο να  διαπιστωθεί ότι, όλα τα προαναφερθέντα παραδείγµατα, µπορούν να 
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ενταχθούν στο επόµενο µοντέλο κάλπης το οποίο χρησιµοποιείται για την εισαγωγή 

νέας  κατανοµής.  

 

4.1 Ορισµός υπεργεωµετρικής κατανοµής 

Από µία κάλπη η οποία περιέχει Α άσπρες και Β µαύρες σφαίρες εξάγουµε 

διαδοχικά τη µία µετά την άλλη, ν σφαίρες χωρίς επανατοποθέτηση. Έστω X ο 

αριθµός των άσπρο σφαιρών που περιέχονται στο δείγµα. Η κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής Χ καλείται υπεργεωµετρική κατανοµή µε παραµέτρους α,β και ν και θα 

συµβολίζεται µε h(ν,α,β). Τα αποτελέσµατα του πειράµατος (επιλογή ν σφαιρών) 

είναι όλες οι δυνατές επιλογές ν σφαιρών από τις α + β συνολικά σφαίρες που 

υπάρχουν στην κάλπη. Εποµένως, το πλήθος των δυνατών αποτελεσµάτων είναι 

(όπως παρουσιάζεται στο σχήµα)   

 
 

Αφού η επιλογή των σφαιρών γίνεται µε τυχαίο τρόπο, όλα αυτά τα αποτελέσµατα 

είναι ισοπίθανα και το καθένα από αυτά έχει η πιθανότητα  να 

εµφανιστεί. Συνεπώς για τον υπολογισµό πιθανοτήτων µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε τον κλασικό ορισµό.  

 

4.2 Συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής 

Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής µε παραµέτρους 

α,β και ν δίνεται από τον τύπο 

, x = max(0,ν-β),...,min(ν,α) 

Απόδειξη 

Όπως φαίνεται και στο σχήµα τα ευνοϊκά αποτελέσµατα για το ενδεχόµενο 

{X=x} προκύπτουν επιλέγοντας x άσπρες σφαίρες από τις α που είναι διαθέσιµες και 

ν-x µαύρες από τις β που είναι διαθέσιµες. Το πλήθος των τρόπων επιλογής των 

άσπρων σφαιρών είναι  και για κάθε τέτοια επιλογή, υπάρχουν  δυνατές 

επιλογές για τις ν-x µαύρες σφαίρες που χρειάζονται για να συµπληρωθεί το δείγµα.  

Σύµφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή ο αριθµός των τρόπων επιλογής των 

ευνοϊκών αποτελεσµάτων θα είναι     
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Αφού υπάρχουν  διαφορετικοί τρόποι επιλογής των δυνατών 

αποτελεσµάτων του πειράµατος η ζητούµενη πιθανότητας θα δίνεται από τον τύπο

 
  Το Χ θα µπορούσε θεωρητικά να πάρει οποιαδήποτε ακέραια µία αρνητική 

τιµή χωρίς όµως να µπορεί να ξεπεράσει το µέγεθος του δείγµατος δηλαδή 

X=0,1,2,…,v 

 Όµως Αφού υπάρχουν µόνο άσπρες σφαίρες στην κάλπη θα πρέπει να ισχύει  

 
 

ενώ λόγω του περιορισµού ότι υπάρχουν µόνο Β µαύρες σφαίρες θα πρέπει να έχουµε 

επιπλέον 

 
Συνδυάζοντας όλους τους ορισµούς καταλήγουµε στις ανισότητες  

    ,    

και 

   ,    

Εποµένως, η µικρότερη τιµή που µπορεί να πάρει το x είναι το max(0,ν-β) ενώ η 

µεγαλύτερη το min(ν,α). 
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4.3 Μέση τιµή και διακύµανση της υπεργεωµετρικής κατανοµής 

Αν η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί την υπεργεωµετρική κατανοµή µε παραµέτρους 

α,β και ν τότε 

    
Ο πρώτος τύπος προκύπτει άµεσα από την έκφραση που βρήκαµε για την 

παραγοντική ροπή µ θέτοντας r = 1.Για τη διακύµανση, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι 

 
 

Και να χρησιµοποιήσουµε για άλλη µια φορά τον τύπο  

 

5. Κατανοµή Poisson 

Ένα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα τα οποία αντιµετωπίζουµε κατά τη 

χρήση των διωνυµιών συντελεστών ,x=0,1,...,ν είναι οι µεγάλες τιµές που 

παίρνουν όταν το ν είναι µεγάλο και το χ όχι πολύ κοντά στο 0 ή το ν. ∆εδοµένου ότι 

αυτοί οι συντελεστές εµφανίζονται στον τύπο της διωνυµικής κατανοµής b(ν,p) 

 ,   x=0,1,...ν 
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Ο απευθείας υπολογισµός πιθανοτήτων µέσω αυτού του τύπου καθίσταται 

προβληµατικός, τουλάχιστον για τις περιπτώσεις που αναφέρθηκαν παραπάνω. Ένας 

τρόπος για να ξεπεράσει κανείς το πρόβληµα, είναι να καταφύγει στην αναδροµική 

σχέση. 

  ,  x=0,1,...ν 

Όπου  

 

Η τελευταία, σε συνδυασµό µε την αρχική προσθήκη    δίνει ένα 

σχετικά εύκολο σχήµα υπολογισµού των πιθανοτήτων για όλα τα x=0,1...,ν.Ένα 

µειονέκτηµα αυτής της προσέγγισης είναι ότι, ακόµη και αν µας ενδιαφέρει να 

υπολογίσουµε µόνο την πιθανότητα για κάποια µεγάλη τιµή του χ, θα πρέπει να 

περάσουµε αναγκαστικά από όλες τις τιµές f(0),f(1),..,f(x-1). O Simeon -Denis 

Poisson (1781-1840), αναγνωρίζοντας τη δυσκολία αυτή, πραγµατοποίησε µια 

συστηµατική µελέτη της διωνυµικής κατανοµής µε στόχο την ανακάλυψη κάποιας 

έµµεσης µεθόδου υπολογισµού των πιθανοτήτων στην περίπτωση που  

⦁ Το ν είναι πολύ µεγάλος αριθµός  

⦁ Η πιθανότητα επιτυχίας p είναι πολύ µικρή  

⦁ Ο µέσος αριθµός επιτυχιών στις ν δοκιµές παίρνει µέτριες τιµές, δηλαδή το 

γινόµενο νp συγκλίνει προς κάποιο σταθερό αριθµό λ > 0. 

 Το αποτέλεσµα της προσπάθειας του ήταν το επόµενο εντυπωσιακό για την εποχή 

εκείνη οριακό θεώρηµα, το οποίο δηµοσιεύτηκε το 1837, σε σχετική µονογραφία 

που εξέδωσε. 

 

5.1 Όριο της διωνυµικής κατανοµής b(ν,p) για µεγάλα ν 

Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή b(ν, p) µε 

συνάρτηση πιθανότητας  

    ,      x=0,1...,ν 

Αν, για ,η πιθανότητα επιτυχίας p συγκλίνει στο 0  έτσι ώστε το 

γινόµενο µ= Ε(Χ) = νp να συγκλίνει προς µία θετική σταθερά λ  τότε  

  ,      x=0,1... 

 

5.2 Ορισµός κατανοµής Poisson 

Έστω Χ µία διακριτή τυχαία µεταβλητή µε σύνολο τιµών Rx={0,1,2...} και 

συνάρτηση πιθανότητας  

        ,        x=0,1,2,… 

Όπου λ>0.Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ λέγεται κατανοµή Poisson µε 

παράµετρο λ και συµβολίζεται µε P(λ). Για τη συνάρτηση κατανοµής P(λ) µπορούµε 

να γράψουµε 
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5.3 Η κατανοµή Poisson ως όριο της διωνυµικής κατανοµής 

Έστω ότι η τυχαία µεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε 

παραµέτρους ν και p. Αν, για  , η πιθανότητα επιτυχίας συγκλίνει στο 0,έτσι 

ώστε ο µέσος της κατανοµής vp να συγκλίνει σε µία θετική σταθερά λ, τότε η 

κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Χ, µπορεί να προσεγγιστεί από την κατανοµή 

Poisson µε παράµετρο λ. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται γραφικά η σύγκλιση της 

διωνυµικής κατανοµής b(ν,p) προς την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ=νp όταν 

 , . Στις εφαρµογές όπου θα κάνουµε χρήση του παραπάνω 

αποτελέσµατος θα γράφουµε συνήθως την προσέγγιση στη µορφή  
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,  x=0,1,2,… 

 

Ή ακόµη b(ν,p) P (ν,p) 

 


