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Λέξεις κλειδιά 

Προσδιορισµός θέσης, υπολογισµός παλιρροιών, αυτόνοµη πλοήγηση, 

ανάλυση κυµατοµορφών, µοντελοποίηση σηµάτων, ανάλυση κυκλωµάτων, µεταφορά 

ισχύος, αντικατάσταση µεταβλητής, άκρα ολοκλήρωσης, ανάλυση Fourier, 

συνάρτηση άρτια (ή περιττή), ηµίτονο, συνηµίτονο, εφαπτοµένη, συνεφαπτοµένη, 

τέµνουσα, συντέµνουσα 

 

 

 

Περίληψη 

Η ολοκλήρωση, αποτελεί µία από τις βασικές έννοιες του διαφορικού και του 

ολοκληρωτικού λογισµού. Χρησιµοποιείται ευρέως, για τον υπολογισµό του εµβαδού 

κάτω από καµπύλες, του όγκου των στερεών σωµάτων και σε ποικίλες εφαρµογές της 

φυσικής, της µηχανικής και των άλλων επιστηµών. Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, 

όπως είναι το ηµίτονο, το συνηµίτονο, η εφαπτοµένη και η συνεφαπτοµένη 

εµφανίζονται συχνά σε τέτοιες εφαρµογές, καθώς περιγράφουν περιοδικά φαινόµενα 

και κυµατοµορφές. Για τον λόγο αυτό, η µελέτη της ολοκλήρωσης των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, αποτελεί σηµαντικό κεφάλαιο των µαθηµατικών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6 

 

Εισαγωγή 

Η ολοκλήρωση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, βασίζεται σε 

συγκεκριµένες τεχνικές και µεθόδους. Καταρχάς, υπάρχουν βασικές τριγωνοµετρικές 

ταυτότητες που επιτρέπουν την απλοποίηση των συναρτήσεων αυτών, ώστε να 

καταστούν πιο εύκολες προς ολοκλήρωση. Για παράδειγµα, πολλές φορές 

χρησιµοποιούνται ταυτότητες που µετατρέπουν το τετράγωνο του ηµιτόνου ή του 

συνηµιτόνου, σε µορφή που µπορεί να ολοκληρωθεί απευθείας. Παρόµοια, για τα 

γινόµενα ή για τα πηλίκα των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, εφαρµόζονται τεχνικές 

όπως είναι η αντικατάσταση ή η χρήση ταυτοτήτων διπλασιασµού της γωνίας. 

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι όταν επιδιώκουµε να ολοκληρώσουµε 

γινόµενα µεταξύ τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Σε αυτές τις περιπτώσεις, 

χρησιµοποιούµε τις γνωστές τύπου γινόµενο–σε άθροισµα ταυτότητες, ώστε η 

έκφραση να µετασχηµατιστεί σε άθροισµα απλών όρων, που είναι γνωστοί. Αυτή η 

µέθοδος, καθιστά εφικτή την εύκολη εύρεση του ολοκληρώµατος, χωρίς να 

απαιτείται πολυσύνθετος υπολογισµός. Μία από τις συχνότερες τεχνικές που 

χρησιµοποιούνται στην ολοκλήρωση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, είναι η 

αντικατάσταση της µεταβλητής. Για παράδειγµα, σε περιπτώσεις που έχουµε 

τριγωνοµετρική συνάρτηση µέσα σε πιο σύνθετη έκφραση, είναι χρήσιµο να 

µετασχηµατίσουµε τη µεταβλητή σε µια απλούστερη, ώστε το ολοκλήρωµα να πάρει 

πιο διαχειρίσιµη µορφή. Η µέθοδος αυτή, απαιτεί καλή γνώση των παραγώγων των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων και εξοικείωση µε τις αντίστροφες διαδικασίες 

ολοκλήρωσης. 

Ιδιαίτερη προσοχή, απαιτείται στην ολοκλήρωση των ρητών συναρτήσεων 

που περιλαµβάνουν τριγωνοµετρικές εκφράσεις, στον παρονοµαστή. Σε αυτές τις 

περιπτώσεις, χρησιµοποιείται συχνά η αντικατάσταση µε εφαπτοµένη της µισής 

γωνίας, η οποία µετατρέπει τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, σε ρητές εκφράσεις.  

Αν και πρόκειται για πιο απαιτητική τεχνική, επιτρέπει την επίλυση των 

ολοκληρωµάτων που διαφορετικά θα ήταν ιδιαίτερα δύσκολο ή και αδύνατο να 

επιλυθούν µε απλό τρόπο. Πέρα από τις µεθόδους και τις τεχνικές, είναι σηµαντικό 

να γίνει κατανοητός  ο ρόλος των ορίων (άκρων) της ολοκλήρωσης, όταν πρόκειται 

για ορισµένα ολοκληρώµατα. Στην περίπτωση αυτή, υπολογίζεται το εµβαδόν κάτω 

από την καµπύλη της τριγωνοµετρικής συνάρτησης, για συγκεκριµένο διάστηµα.  

Τέτοια ολοκληρώµατα, χρησιµοποιούνται συχνά σε εφαρµογές της φυσικής, 

για την περιγραφή της ενέργειας του κύµατος, της έντασης του ηλεκτρικού ρεύµατος  

και της µεταβολής της ταχύτητας ενός σώµατος, µε βάση τις κυµατοµορφές. 

Οι γραφικές παραστάσεις των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, βοηθούν 

επίσης στην κατανόηση της συµπεριφοράς των ολοκληρωµάτων τους. Επειδή 

πρόκειται για περιοδικές συναρτήσεις, τα ολοκληρώµατά τους σε πλήρη περίοδο 

έχουν χαρακτηριστικές ιδιότητες. Για παράδειγµα, το ολοκλήρωµα του ηµιτόνου ή 

του συνηµιτόνου σε µία πλήρη περίοδο είναι µηδέν, λόγω της συµµετρίας τους ως 

προς τον οριζόντιο άξονα. Αυτό, αποτελεί σηµαντική παρατήρηση που συχνά 

αξιοποιείται σε ασκήσεις, ιδίως όταν έχουµε να κάνουµε µε κυκλικά φαινόµενα. 

Ένας άλλος τοµέας εφαρµογής της ολοκλήρωσης των τριγωνοµετρικών 

συναρτήσεων, είναι η ανάλυση Fourier. Στην ανάλυση αυτή, πολύπλοκες 

συναρτήσεις εκφράζονται ως άθροισµα τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Η 

διαδικασία αυτή, απαιτεί την ολοκλήρωση τέτοιων συναρτήσεων σε καθορισµένα 

διαστήµατα, προκειµένου να υπολογιστούν οι συντελεστές της σειράς. Η τεχνική 

αυτή,  χρησιµοποιείται ευρέως στην επεξεργασία του σήµατος, στην ακουστική και 

σε άλλους επιστηµονικούς κλάδους. Συνοψίζοντας, η ολοκλήρωση των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, αποτελεί βασικό κοµµάτι του λογισµού και των 



7 

 

εφαρµογών του. Η πολυπλοκότητα των συναρτήσεων αυτών, καθιστά απαραίτητη τη 

χρήση ειδικών τεχνικών και τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων, µε στόχο την απλοποίηση 

και την ακριβή εύρεση των ολοκληρωµάτων. Είτε πρόκειται για καθαρά θεωρητικά 

προβλήµατα, είτε για πρακτικές εφαρµογές, η κατανόηση αυτών των ολοκληρώσεων 

είναι απαραίτητη για όποιον ασχολείται µε τα µαθηµατικά, τη φυσική και την 

τεχνολογία. 

 

Εφαρµογές της ολοκλήρωσης των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων στη ναυτιλία 

Η ναυτιλία, αποτελεί έναν από τους σηµαντικότερους και τους πιο σύνθετους 

τοµείς της τεχνολογίας και της οικονοµίας. Για να εξασφαλιστεί η ασφαλής, 

αποδοτική και ακριβής πλοήγηση των πλοίων, χρησιµοποιούνται πολλές 

επιστηµονικές µέθοδοι που βασίζονται στα µαθηµατικά.  

Ένας από τους σηµαντικότερους κλάδους των µαθηµατικών που βρίσκει 

εφαρµογή στη ναυτιλία, είναι ο διαφορικός και ολοκληρωτικός λογισµός και 

ιδιαίτερα η ολοκλήρωση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Παρόλο που η έννοια 

αυτή µοιάζει θεωρητική, στην πραγµατικότητα αποτελεί αναπόσπαστο εργαλείο σε 

ποικίλες πτυχές του ναυτιλιακού κλάδου. Μία βασική εφαρµογή της ολοκλήρωσης 

των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων στη ναυτιλία, αφορά την πλοήγηση και τον 

προσδιορισµό της θέσης. Κατά τη διάρκεια ενός ταξιδιού, ένα πλοίο κινείται σε 

καµπύλες τροχιές πάνω στη σφαιρική επιφάνεια της Γης. Η κατεύθυνση του πλοίου, 

σε σχέση µε τον γεωγραφικό βορρά, αλλάζει συνεχώς και συχνά εκφράζεται µε 

γωνιακές µεταβλητές. Οι αλλαγές αυτές, µετρούνται σε χρονική βάση και µπορούν να 

µοντελοποιηθούν µέσω των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Η ολοκλήρωση αυτών 

των συναρτήσεων, επιτρέπει τον υπολογισµό της συνολικής διανυθείσας απόστασης 

ή της τελικής θέσης του πλοίου, ακόµη και όταν αυτό κινείται µε µεταβαλλόµενη 

(κατά µέτρο και διεύθυνση) πορεία. 

Ένα άλλο σηµαντικό πεδίο εφαρµογής, αφορά τη ναυτική µηχανική και την 

ανάλυση των κυµάτων. Τα κύµατα της θάλασσας περιγράφονται µέσω των 

περιοδικών συναρτήσεων, δηλαδή των συναρτήσεων που επαναλαµβάνονται ανά 

τακτά χρονικά διαστήµατα. Οι πιο κατάλληλες µαθηµατικές συναρτήσεις για την 

περιγραφή αυτών των κυµατοµορφών, είναι οι τριγωνοµετρικές. Με τη βοήθεια της 

ολοκλήρωσης, µπορεί να υπολογιστεί η µέση ενέργεια ενός κύµατος, η δύναµη που 

ασκείται σε ένα πλοίο και ο βαθµός της ταλάντωσης που θα βιώσει το σκάφος, κατά 

την πλεύση του σε κυµατισµένη θάλασσα. Η πρόβλεψη αυτών των παραµέτρων, είναι 

κρίσιµη για την ασφάλεια των πληρωµάτων και για τον σχεδιασµό ανθεκτικών 

πλοίων. Πέρα από την πρόβλεψη των φυσικών δυνάµεων, η ολοκλήρωση των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων παίζει ρόλο και στη σχεδίαση του σκάφους. Όταν 

σχεδιάζονται τα ύφαλα (δηλαδή το τµήµα του πλοίου που βρίσκεται κάτω από την 

επιφάνεια της θάλασσας), οι σχεδιαστές λαµβάνουν υπόψη την αεροδυναµική και την 

υδροδυναµική συµπεριφορά του σκάφους. Η κατανοµή της πίεσης του νερού πάνω 

στο κύτος του πλοίου, µπορεί να περιγραφεί µαθηµατικά µε τη βοήθεια των  

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Μέσω της ολοκλήρωσης αυτών, υπολογίζονται 

βασικές ποσότητες, όπως η άνωση και η αντίσταση του νερού, που µε τη σειρά τους 

επηρεάζουν τη σταθερότητα και την κατανάλωση καυσίµου του πλοίου. 

Μία ακόµα εφαρµογή, είναι ο υπολογισµός των παλιρροιών. Οι παλίρροιες, 

δηµιουργούνται από τη βαρυτική έλξη της Σελήνης και του Ήλιου και ακολουθούν 

έναν περιοδικό κύκλο. Για να προβλέψουµε το ύψος της θάλασσας σε ένα 

συγκεκριµένο λιµάνι ανάλογα µε την ώρα της ηµέρας και µε τη θέση των ουρανίων 

σωµάτων, χρησιµοποιούνται µοντέλα που βασίζονται σε τριγωνοµετρικές 

συναρτήσεις. Η ολοκλήρωσή τους, µας δίνει συνολικές ποσότητες, όπως για 
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παράδειγµα την αλλαγή της θαλάσσιας στάθµης σε χρονικά διαστήµατα ή την 

αναµενόµενη παροχή σε εκβολές ποταµών. Η σωστή πρόβλεψη των παλιρροιών, 

είναι απαραίτητη για την προσέγγιση πλοίων σε λιµάνια, για την ασφάλεια της 

ναυσιπλοΐας και για την αποφυγή ατυχηµάτων. 

Η ναυτική ροµποτική και η αυτόνοµη πλοήγηση, αποτελούν επίσης 

σύγχρονες περιοχές εφαρµογής. Τα αυτόνοµα πλοία που αναπτύσσονται σήµερα, 

βασίζονται σε συστήµατα τεχνητής νοηµοσύνης και σε αισθητήρες που συλλέγουν 

συνεχώς δεδοµένα. Οι πορείες που ακολουθούν αυτά τα πλοία, υπολογίζονται µε 

µαθηµατικά µοντέλα που λαµβάνουν υπόψη τις κινήσεις των θαλασσίων ρευµάτων, 

των κυµάτων και των ανέµων. Όλα αυτά τα φυσικά φαινόµενα, έχουν περιοδική ή 

ηµιπεριοδική συµπεριφορά, την οποία αποδίδουν κατάλληλα οι τριγωνοµετρικές 

συναρτήσεις. Μέσω της ολοκλήρωσης, το σύστηµα µπορεί να υπολογίσει τον 

βέλτιστο δρόµο για το πλοίο, ελαχιστοποιώντας την κατανάλωση και αυξάνοντας την 

ακρίβεια. Τέλος, η ολοκλήρωση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, βρίσκει θέση 

και στην εκπαίδευση των ναυτικών. Οι σπουδαστές των ΑΕΝ, διδάσκονται τεχνικές 

υπολογισµού της θέσης του πλοίου, διορθώσεων της πορείας του  και της πρόγνωσης 

του καιρού, µέσα από ασκήσεις που περιλαµβάνουν ολοκληρώµατα, µε 

τριγωνοµετρικές εκφράσεις. Η σωστή κατανόηση αυτών των µαθηµατικών εννοιών, 

επιτρέπει στους µελλοντικούς πλοιάρχους και µηχανικούς να λαµβάνουν ορθές 

αποφάσεις στη θάλασσα, χρησιµοποιώντας επιστηµονικά εργαλεία και όχι µόνο την 

εµπειρία τους. Συµπερασµατικά, η ολοκλήρωση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

αποτελεί ένα θεµελιώδες εργαλείο στον τοµέα της ναυτιλίας. Από την πλοήγηση και 

από τον υπολογισµό της πορείας, µέχρι τη σχεδίαση των πλοίων, την πρόβλεψη των 

κυµάτων και των παλιρροιών και την ανάπτυξη αυτόνοµων ναυτικών συστηµάτων, οι 

εφαρµογές είναι πολυάριθµες και ζωτικής σηµασίας. Η βαθύτερη κατανόηση αυτής 

της µαθηµατικής µεθόδου, βοηθά στη θεωρητική πρόοδο του τοµέα και στη βελτίωση 

της καθηµερινής ναυτιλιακής πρακτικής, εξασφαλίζοντας µεγαλύτερη ακρίβεια, 

ασφάλεια και αποτελεσµατικότητα στην ανοιχτή θάλασσα. 

 

Εφαρµογές της ολοκλήρωσης των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων στον  

ηλεκτρισµό 

Ο ηλεκτρισµός, αποτελεί θεµέλιο της σύγχρονης τεχνολογίας και της 

καθηµερινής ζωής. Πίσω από τη λειτουργία της κάθε ηλεκτρικής συσκευής, του 

δικτύου µεταφοράς της ηλεκτρικής ενέργειας και του κάθε συστήµατος επικοινωνίας, 

υπάρχει µια σειρά από φυσικές και µαθηµατικές αρχές. Ανάµεσα σε αυτές, οι 

τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και η ολοκλήρωσή τους, διαδραµατίζουν κρίσιµο ρόλο.  

Ειδικά στην εναλλασσόµενη τάση και στο ρεύµα, δηλαδή στα ηλεκτρικά 

σήµατα που µεταβάλλονται περιοδικά µε τον χρόνο, οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

αποτελούν τα κύρια µαθηµατικά εργαλεία περιγραφής και ανάλυσης. Η ολοκλήρωση 

των συναρτήσεων αυτών, είναι απαραίτητη για την κατανόηση, τον σχεδιασµό και 

τον έλεγχο των ηλεκτρικών συστηµάτων. Η πιο συνηθισµένη µορφή ηλεκτρικού 

σήµατος είναι το εναλλασσόµενο ρεύµα, το οποίο ακολουθεί περιοδική 

κυµατοµορφή. Το σήµα αυτό, συνήθως περιγράφεται µε τη µορφή ηµιτονοειδούς 

κύµατος, το οποίο επαναλαµβάνεται µε σταθερή συχνότητα, όπως για παράδειγµα 

στη δηµόσια παροχή ρεύµατος των 50 ή 60 κύκλων, ανά second.  

Η ολοκλήρωση της ηµιτονοειδούς συνάρτησης, επιτρέπει τον υπολογισµό της 

µέσης ισχύος, της ενέργειας και της  έντασης, δηλαδή των βασικών µεγεθών που 

απαιτούνται για την ανάλυση και τον σχεδιασµό των ηλεκτρικών κυκλωµάτων. Ένα 

χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι ο υπολογισµός της ενεργειακής κατανάλωσης, 

σε κυκλώµατα µε µεταβλητό φορτίο. Η ισχύς σε ένα τέτοιο κύκλωµα, µεταβάλλεται 
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περιοδικά σε σχέση µε τον χρόνο, σύµφωνα µε µια ηµιτονοειδή ή συνηµιτονοειδή 

µορφή. Για να προσδιορίσει κανείς τη συνολική κατανάλωση της ενέργειας, είναι 

απαραίτητο να ολοκληρωθεί αυτή η συνάρτηση στο χρονικό διάστηµα λειτουργίας. 

Έτσι, η ολοκλήρωση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων δεν είναι απλώς µια 

µαθηµατική άσκηση, αλλά ένα εργαλείο για τον υπολογισµό των πραγµατικών 

ποσοτήτων, που αφορούν την απόδοση µιας συσκευής ή στην ορθή τιµολόγηση της 

ηλεκτρικής ενέργειας. Στις περιπτώσεις των κυκλωµάτων µε πυκνωτές και µε  

πηνία, δηλαδή µε εξαρτήµατα που αποθηκεύουν ενέργεια προσωρινά, η ροή του 

ρεύµατος δεν είναι σταθερή, αλλά εξαρτάται από τη φάση και από τη συχνότητα του 

σήµατος. Η ανάλυση τέτοιων κυκλωµάτων, απαιτεί τη χρήση ολοκληρωµάτων, στα 

οποία εµπλέκονται οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις. Μέσω αυτής της διαδικασίας, 

µπορούν να εξαχθούν πολύτιµα συµπεράσµατα για τη συµπεριφορά του κυκλώµατος 

σε διάφορες συχνότητες, κάτι που είναι απαραίτητο για τη σωστή ρύθµιση των 

φίλτρων, των ενισχυτών και των µετατροπέων ενέργειας. 

Η ολοκλήρωση, βρίσκει επίσης εφαρµογή στη µετατροπή αναλογικών 

σηµάτων σε ψηφιακά, διαδικασία που αποτελεί τον πυρήνα της σύγχρονης 

τεχνολογίας. Κατά τη διάρκεια αυτής της µετατροπής, τα σήµατα, τα οποία αρχικά 

εκφράζονται µε ηµιτονοειδή µορφή, αναλύονται µέσω της ανάλυσης Fourier, η 

οποία βασίζεται σε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις. Η ολοκλήρωση αυτών των 

συναρτήσεων σε καθορισµένα διαστήµατα, είναι απαραίτητη για την εξαγωγή των 

συνιστωσών του σήµατος και για την πιστή αναπαραγωγή του, σε ψηφιακή µορφή. Η 

ανάλυση των κυµατοµορφών, αποτελεί ακόµα µία εφαρµογή.  

Σε διάφορα επαγγελµατικά πεδία, όπως η ηχοληψία, η ιατρική (µέσω 

ηλεκτροκαρδιογραφήµατος ή ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος) και οι τηλεπικοινωνίες, 

αναλύονται σήµατα που έχουν πολύπλοκες µορφές. Για να κατανοηθεί η δοµή αυτών 

των κυµατοµορφών, αυτές διασπώνται σε απλά, περιοδικά κύµατα µε τη βοήθεια των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Η διαδικασία της ολοκλήρωσης, καθορίζει τη 

συµβολή του κάθε κύµατος στην τελική µορφή, γεγονός που επιτρέπει τη δηµιουργία 

κατάλληλων φίλτρων, τη βελτίωση της ποιότητας της µετάδοσης, ή την ακριβή 

µέτρηση και ερµηνεία των δεδοµένων. Πέρα από τον σχεδιασµό των κυκλωµάτων, η 

ολοκλήρωση έχει θέση και στη µελέτη της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας, όπως 

τα ραδιοκύµατα, τα µικροκύµατα και τα σήµατα της κινητής τηλεφωνίας.  

Οι κυµατοµορφές αυτών των σηµάτων, περιγράφονται µε τριγωνοµετρικές 

συναρτήσεις και η ολοκλήρωσή τους, επιτρέπει την εξαγωγή παραµέτρων όπως το 

εύρος, η φασµατική ισχύς ή η απόδοση του ποµπού. Η ακριβής γνώση αυτών των 

µεγεθών, είναι απαραίτητη για τη σωστή ρύθµιση των συστηµάτων επικοινωνίας, για 

την αποφυγή παρεµβολών και για τη συµµόρφωση µε τις προδιαγραφές ασφαλείας.  

Αξίζει επίσης να αναφέρουµε την εφαρµογή της ολοκλήρωσης στην 

εκπαίδευση των ηλεκτρολόγων µηχανικών. Όσοι σπουδάζουν ηλεκτρισµό και 

ηλεκτρονικά συστήµατα, εκπαιδεύονται στην ανάλυση των σηµάτων, στην 

κατανόηση της λειτουργίας αντιδραστικών στοιχείων και στη σχεδίαση κυκλωµάτων 

εναλλασσόµενου ρεύµατος. Όλα αυτά, απαιτούν εξοικείωση µε τα ολοκληρώµατα, 

ειδικά όταν εµπλέκονται οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, ώστε να µπορούν να 

αντιµετωπίζουν και να επιλύουν τα σύνθετα τεχνικά προβλήµατα.  

Συµπερασµατικά, η ολοκλήρωση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων στον 

τοµέα του ηλεκτρισµού, δεν αποτελεί απλά µαθηµατική διαδικασία, αλλά ένα 

ουσιαστικό εργαλείο κατανόησης και διαχείρισης της ηλεκτρικής ενέργειας και των 

σηµάτων. Από την ανάλυση των κυκλωµάτων και από τη µεταφορά της ισχύος, µέχρι 

τη µοντελοποίηση των σηµάτων και τη σχεδίαση των σύγχρονων τεχνολογικών 

συστηµάτων, οι εφαρµογές είναι πολυάριθµες και κρίσιµες. Η γνώση αυτής της 
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µεθόδου, ενισχύει την τεχνική ικανότητα των επιστηµόνων και συµβάλλει στην 

πρόοδο της τεχνολογίας, µε σταθερό και αξιόπιστο τρόπο. 

 

1 Ολοκληρώµατα της µορφής ( ),R x x dxηµ συν∫ , όπου R είναι ρητή συνάρτηση 

των ηµx, συνx 

1.1 Μέθοδος υπολογισµού  

 Εκφράζω τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, συναρτήσει της εφ
2

x 
 
 

 

∆ηλαδή, κάνω εφαρµογή των τύπων 
2

2
2

1
2

x

x
x

εϕ
ηµ

εϕ

 
 
 =
 +  
 

, 

2

2

1
2

1
2

x

x
x

εϕ
συν

εϕ

 −  
 =
 +  
 

  

Θέτω εφ
2

x
ω  = 

 
 οπότε έχω 

2

2

1
x

ω
ηµ

ω
=

+
,

2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

. Η εφ
2

x
ω  = 

 
  δίνει 

2 2

x x
τοξεϕ

′ = ⇒  
 

( ) 1

2
dx dτοξεϕω ω′= ⇒

2 2

1 2

1 1

d
dx d dx

ω
ω

ω ω
= ⇒ =

+ +
 

 

1.2 Ειδικές περιπτώσεις  

� Αν η συνάρτηση R  είναι περιττή ως προς το xηµ , θέτω xσυν ω=   

� Αν η συνάρτηση R  είναι περιττή ως προς το xσυν  , θέτω xηµ ω=  

� Αν η συνάρτηση R  είναι άρτια ως προς το xηµ  και το xσυν , θέτω xεϕ ω=  

 

Εφαρµογή 1 

Υπολογίστε τα α) 
2 2

1

5 3 4
I dx

x xηµ συν
=

− +∫     β) 
1

x
I dx

x

συν
συν

=
+∫  

Λύση 

 α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση είναι άρτια ως προς xηµ  και xσυν  

Θέτω ( )x x dxεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ′= ⇒ = ⇒ =
2

1

1
d dx dω ω

ω
⇒ =

+
 

Ισχύει ότι 
2 2

2

2 21 1

x
x

x

εϕ ω
ηµ

εϕ ω
= =

+ +
 και 

2

2 2

1 1

1 1
x

x
συν

εϕ ω
= =

+ +
.  

Άρα, 
2

2

2 2

1

1

1
5 3 4

1 1

I ω
ω
ω ω

+=
− +

+ +

∫ = 

2

2 2

2

1

1

5 3 4 4

1

dω
ω

ω ω
ω

+
− + +

+

∫ = 

29 1

dω
ω +∫ = 

2

1 (3 )

3 (3 ) 1

d ω
ω

=
+∫   

( )1
3

3
cτοξεϕ ω + = ( )1

3
3

x cτοξεϕ εϕ +  
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β) Θέτω εφ
2

x
ω  = 

 
 οπότε 

2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

 και 
2

2

1

d
dx

ω
ω

=
+

.  

Έτσι, είναι 

2

2 2

2

2

1 2

1 1
1

1
1

I d

ω
ω ω ω

ω
ω

−
+ += =

−
+

+

∫  

( )
( )

2

2
2 2

2

2

2 1

1 1

2 1

1

d d

ω

ω ω
ω ω

ω
ω

−

+ −
=

+
+

∫ ∫  

2

2
1

1
dω

ω
 − + = + ∫  

2
2

1

d
d

ω
ω

ω
− + =

+∫ ∫  

2 cω τοξεϕ− + + =
2

x
x cεϕ  − + + 

 
 

 

2 Ολοκληρώµατα της µορφής  ,  , *vx x dx vµηµ συν µ⋅ ∈∫ ℤ   

2.1 Μέθοδος εργασίας 

α) Αν οι αριθµοί ,µ ν  είναι φυσικοί και ο ένας τουλάχιστον είναι περιττός π.χ. 

2 1µ κ= + , k∈ℕ  τότε εργάζοµαι ως εξής  vx x dxµηµ συν⋅ =∫  

2( )( )( ) k vx x x dxηµ ηµ συν =∫  

( ) ( )2  
k

vx x d xηµ συν συν− =∫  

( ) ( )21  
k

vx x d xσυν συν συν− −∫   

Αναπτύσσω το ( )21 x
κ

συν− και το χωρίζω σε άθροισµα ολοκληρωµάτων. Με 

τον ίδιο τρόπο εργάζοµαι αν ο ν  είναι περιττός. 

 

Εφαρµογή 2 

Υπολογίστε το 
10 3  I x x dxηµ συν= ⋅∫  

Λύση 

 Είναι 
10 2  I x x x dxηµ συν συν= =∫  

( ) ( )10 21  x x d xηµ ηµ ηµ− =∫  

( ) ( )10 12xd x xd xηµ ηµ ηµ ηµ− =∫ ∫  

11 13

11 13

x x
c

ηµ ηµ
− +  

 

β) Αν οι αριθµοί ,µ ν  είναι φυσικοί και άρτιοι, τότε κάνω χρήση των τύπων 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 1 1
1 2 ,  2 1 2 ,  2

2 2 2
ηµ συν συν συν ηµ συν ηµΑ = − Α Α = + Α Α ⋅ Α = Α  

 

Εφαρµογή 3  

Υπολογίστε το ( ) ( )2 43 3  x x dxσυν ηµ∫  

Λύση 

Είναι ( ) ( )2 43 3x x dxσυν ηµ =∫  

( ) ( )( ) ( )2 23 3 3  x x x dxσυν ηµ ηµ =∫  

( ) ( )2 6 1 6

4 2

x x
dx

ηµ συν−
=∫ ( ) ( ) ( )( )2 21

6 6 6  
8

x x x dxηµ ηµ συν− =∫  

( ) ( ) ( )21 121
6 6

8 2

x
x x dx

συν
ηµ συν

− 
− = 

 
∫  

( ) ( ) ( )( )2121 1
6  6

8 2 2 6

xdx
dx x d x

συν
ηµ ηµ

 
− − = 

 
∫ ∫ ∫

( ) ( )21 1 1
12  (12 ) 6  ( 6 )

8 2 24 6

x
x d x x d xσυν ηµ ηµ − − =  ∫   

( ) ( )31 1 1
12 6

8 2 24 18

x
x x cηµ ηµ − − +  

 

 

 

γ) Αν οι αριθµοί ,µ ν  είναι αρνητικοί και συγχρόνως άρτιοι ή περιττοί, τότε 

εργάζοµαι ως εξής
vx xdxµηµ συν =∫ v

dx

x xµηµ συν− −
=∫  

1 1
v

dx
x x

µ

ηµ συν

− −
    =  

  
∫ ( ) ( ) v

x x dx
µστεµ τεµ− −

=∫  

( ) ( ) ( )2 2v
x x x dx

µστεµ τεµ τεµ− − −
=∫  

( ) ( ) ( )2v
x x x dx

µ
στεµ τεµ εϕ

− − − ′ =∫  

( )
/2 2

2 2
2

1
1 1

v

x d x
x

µ

εϕ εϕ
εϕ

− +
− 

+ + 
 
∫  Το τελευταίο ολοκλήρωµα υπολογίζεται εύκολα 

 

Εφαρµογή 4 

Υπολογίστε το 
2 4  x x dxηµ συν− −∫  

Λύση 

2 4x xdxηµ συν− − =∫ 2 4

1 1
dx

x xηµ συν
=∫  

( ) ( )
2 4

x x dxστεµ τεµ =∫ ( ) ( ) ( )2 2 2
x x x dxστεµ τεµ τεµ =∫  

( ) ( ) ( )
2 2

x x d xστεµ τεµ εϕ =∫  
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( ) ( )
2/2

2/2
2

2

1
1 1 x d xεϕ εϕ

εϕ
 

+ + = 
 
∫  

( )2

2

1
1 1 ( )x d x

x
εϕ εϕ

εϕ
 

+ + = 
 
∫  

( )2

2

1
1 1  x d x

x
εϕ εϕ

εϕ
 

+ + + = 
 
∫  

( ) ( ) ( )2

2
2  

d x
d x x d x

x

εϕ
εϕ εϕ εϕ

εϕ
+ + =∫ ∫ ∫  

2 1 3

2
2 1 3

x x
x

εϕ εϕ
εϕ

− +

+ + =
− +

31 1
2

3
x x c

x
εϕ εϕ

εϕ
− + +  

 

3 Ολοκληρώµατα της µορφής  I x x dxµ νηµ συν= ⋅∫ , µ, ν ρητοί αριθµοί  

Υπολογίζονται ως εξής:  

α) Αν ο µ  είναι ακέραιος περιττός, τότε κάνω την αντικατάσταση x tσυν =  

β) Αν ο ν  είναι ακέραιος περιττός, τότε κάνω την αντικατάσταση x tηµ =  

γ) Αν ο µ ν+ είναι άρτιος, τότε κάνω την αντικατάσταση x tεϕ =  ή x tσυν =  

 

Εφαρµογή 5 

Υπολογίστε τα α) 
3

3 2

x
I dx

x

ηµ

συν
= ∫   β)

2

6

x
I dx

x

ηµ
συν

= ∫  

Λύση 

    α) Έχω 
3 2/3I x xdxηµ συν −= ∫  Είναι 3µ =  περιττός, οπότε θέτω tσυν = , άρα 

 x dx dtηµ− = , συνεπώς  x dx dtηµ = − , άρα ( )2 2/31I t t dt−= − − =∫  

1/3 7/33
3

7
t t c− + + = 733 3

3
7

x x cσυν συν− + +  

 

β)  Έχω 
2 6I x xdxηµ συν −= ∫  Οι αριθµοί ,µ ν  είναι άρτιοι, άρα ο µ ν+ είναι άρτιος. 

Θέτω 
2 2

2 2

2 2

1 1 1
1

x x
x t t t t

x x x

συν συν
εϕ

συν συν συν
− −

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = +  

Είναι ( ) 2

dx
x dx t dt dt

x
εϕ

συν
′ ′= ⇒ =  

Άρα, 
2 4

2

dx
I x x

x
ηµ συν

συν
−= =∫

2

2 2 2

1x dx

x x x

ηµ
συν συν συν

=∫  

2

2 2

1 dx
x

x
εϕ

συν συν
=∫ ( )2 21t t dt+ =∫  

3 5

3 5

t t
c+ + =

3 5

3 3

x x
c

εϕ εϕ
+ +  
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4 Ολοκληρώµατα της µορφής
* ,x dx Zµηµ µ −∈∫  

     Το ολοκλήρωµα της µορφής  x dxµηµ∫  όπου µ  είναι αρνητικός ακέραιος 

υπολογίζεται ως εξής 
( )

1 1
 

2
2 2

x dx dx dx
x x x

µ
µ µηµ

ηµ
ηµ συν

− −= =
    

        

∫ ∫ ∫  

2 2

2

2 2

x
d

x xµ
µ µηµ συν

−
− −

 
 
 =

   
   
   

∫  ακολούθως εργάζοµαι σύµφωνα µε τη προηγούµενη 

µέθοδο.  

 

Εφαρµογή 6 

Υπολογίστε το 
3I xdxηµ−= ∫    

Λύση 

33 3
3 3

1 1

2
2

2 22 2

dx dx
I dx

x xx x xηµ ηµ συνηµ συν

= = = =
                       

∫ ∫ ∫

3
3 3

1 1 1

2

2 2

dx
x x

ηµ συν
=

   
   
   

∫  

3/2

1/2

2

2

2 1
1 1

8 2 2

2

x x
d

x
εϕ εϕ

εϕ

 
         +  + =               

    

∫  

3/2 1/2

2 2

3/2

2

1 1
1 2 2

4 2

2

x x

x
d

x

εϕ εϕ
εϕ

εϕ

      + +                =      
    

∫  

2

2

3

1
1 2

4 2

2

x

x
d

x

εϕ
εϕ

εϕ

  +         =      
 
 

∫  

2 4

3

1 2
1 2 2

4 2

2

x x

x
d

x

εϕ εϕ
εϕ

εϕ

   + +          =      
 
 

∫  

31 2

4 2 2 2

2

x x x
d

x
εϕ εϕ εϕ

εϕ

−

 
         + +  =              

    

∫  
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2 4

3

1 2
1 2 2

4 2

2

x x

x
d

x

εϕ εϕ
εϕ

εϕ

   + +          =      
 
 

∫  

31 2

4 2 2 2

2

x x x
d

x
εϕ εϕ εϕ

εϕ

−

 
         + +  =              

    

∫  

31 1 12

4 2 2 2 4 2 2

2

x
d

x x x x
d d

x

εϕ
εϕ εϕ εϕ εϕ

εϕ

−

 
         + + =               

 
 

∫ ∫ ∫

2 2

1 1 12 2
1

4 2 2 2 4 2

x x

x
nI I c

εϕ εϕ
εϕ

−    
       + + + = −  

 

2

2

1 1 1 1
1

8 2 2 8 2

2

x x
nI I c

x
εϕ εϕ

εϕ

−    + + +        
 
 

 

 

5 Ολοκληρώµατα της µορφής
* ,  vx dx vσυν ε −∫ ℤ   

        Το ολοκλήρωµα της µορφής  vx dxσυν∫  (όπου ν  ακέραιος αρνητικός) 

υπολογίζεται µετασχηµατίζοντας το συνηµίτονο, σε ηµίτονο. Είναι 

1
  

2

v

v
v

dx
x dx dx

x
x

συν
πσυν ηµ

−
−

= =
 + 
 

∫ ∫ ∫  Έτσι ανάγετε στη µορφή που περιγράφω 

στην προηγούµενη περίπτωση. 

 

Εφαρµογή 7 

Υπολογίστε το 
1  x dxσυν −∫     

 Λύση 

1 1

2

dx
xdx dx

x
x

συν
πσυν ηµ

− = = =
 + 
 

∫ ∫ ∫  

2
2 4 2 4

dx

x xπ π
ηµ συν

=
   + +   
   

∫  

2

1 12 4

2

2 4 2 4

x

dx
x x

π
συν

π π
ηµ συν

 + 
  ⋅ =
   + +   
   

∫  
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2
 

2 2 4 2 4

x x
d

π π
εσϕ ϕ   + + =   

   ∫  

1
 ln

2 4 2 4

2 4

x x
d c

x

π π
εϕ εϕ

π
εϕ

   + = + +        + 
 

∫  

 

6 Ολοκληρώµατα της µορφής
* ,vx dx vεϕ ∈∫ ℕ   

Τα ολοκληρώµατα της µορφής  vx dxεϕ∫  (ή της µορφής  vx dxσϕ∫ ) όπου ν  είναι 

φυσικός αριθµός, υπολογίζονται µε τη βοήθεια των τύπων 2 2 1x xτεµεϕ = − ,
2 2 1x xστεµσϕ = −  

 

Εφαρµογή 8 

Υπολογίστε το 
4  x dxεϕ∫  

Λύση  

( )4 2 2 1  xx dx x dxεϕ εϕ τεµ −= =∫ ∫  

( )2
2 x dx dxx xεϕ τεµεϕ− + =∫ ∫  

( )2 2 x dx x x dxεϕ εϕ εϕ− ′+ =∫ ∫ ( )2 2  x dx x d xεϕ εϕ εϕ− + =∫ ∫  

3
2  

3

x
x dx

εϕ
εϕ− + =∫  

( )
3

2 1  
3

x
x dx

εϕ
τεµ− − + =∫

3
2  

3

x
x dx dx

εϕ
τεµ− + + =∫ ∫  

3

3

x
x x c

εϕ
εϕ + + + =  

( )
3

3

x
x dx x

εϕ
εϕ ′− + + =∫

3

3

x
x x

εϕ
εϕ− + +

 
 

Παρατήρηση τα ολοκληρώµατα της προηγούµενης µορφής υπολογίζονται και µε την 

αντικατάσταση x tεϕ =         

        

Εφαρµογή 9  

Υπολογίστε το 
7xdxεϕ∫  

Λύση  

Θέτω 
2

1

1
x t x t d dt

t
xεϕ τοξεϕ =

+
= ⇒ = ⇒   Άρα, 

7

21

dt
I t

t
= =

+∫  

5 3

21

t
t t t dt

t

 − + − = + ∫
6 4 2 2

2

1 ( 1)

6 4 2 2 1

t t t d t

t

+
− + − =

+∫  

6 4 2
21

ln( 1)
6 4 2 2

t t t
t c− + − + +  µε t xεϕ=    
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7 Ολοκληρώµατα των µορφών  ( ) ( ) x x dxηµ α συν β⋅∫ , ( ) ( )  x x dxηµ α ηµ β⋅∫ , 

( ) ( )  x x dxσυν α συν β⋅∫  

Τα ολοκληρώµατα αυτά υπολογίζονται µε τη βοήθεια των γνωστών τριγωνοµετρικών 

τύπων � ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

2
x x x xηµ α συν β ηµ α β ηµ α β⋅ = + + −    

           � ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

2
x x x xηµ α ηµ β συν α β συν α β⋅ = − − +    

           � ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

2
x x x xσυν α συν β συν α β συν α β⋅ = − + +    

Εφαρµογή 10 

Υπολογίστε τα  α)
1

1

x
I dx

x

ηµ
συν
+

=
+∫   β)

5 4

dx
I

xσυν
=

+∫   γ) ( )9  x x dxηµ ηµ⋅∫  

Λύση 

α) Θέτω 
2

2

2 1

x
x

ω
εϕ ω ηµ

ω
  = ⇒ =  + 

 και    
2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

  Η 
2

x
εϕ ω  = 

 
 δίνει 

2 2

x x
τοξεϕω

′ = ⇒  
 

( ) 1

2
dx dτοξεϕω ω′= ⇒

2 2

2

1 1

1 d
dx d dx

ω
ω

ω ω
= ⇒ =

+ +
  

Άρα, 
2 2

2

2

2 2
1

1 1

1
1

1

I d

ω
ω ω ω

ω
ω

 + + + = =
−

+
+

∫  

2 2

2 2

(1 2 )(1 ) 2

2(1 ) 1
d

ω ω ω
ω

ω ω
+ + +

⋅
+ +∫  

2

2 2 2

1 2 2 2
1

1 1 1
d dd d

ω ω ω ω
ω

ω ω ω
ω ω ω+ +

= +
+ + +

 = + = 
 ∫ ∫ ∫∫

2
2

2

( 1)
ln( 1)

1

d
d c

ω
ω ω ω

ω
+

+ = + + + =
+∫ ∫  

2ln 1
2 2

x x
cεϕ εϕ

    + + +        
 

 

β) Θέτω 
2

2d
= d =

2 1+

x
x

ω
εϕ ω

ω
  ⇒ 
 

  Επίσης ισχύει ότι 
2

2

1
συν =

1+
x

ω
ω

−
 

Άρα, 
2 2

2 2 2

2 2

22

1 1
1 5 5 4 4

5 4
1 1

I d dω ωω ω
ω ω ω
ω ω

+ += = =
− + + −

+ ⋅
+ +

∫ ∫  

2 9

2
dω

ω +
=∫ 2

2 23

3 3 3
1

3

d

c

ω
ω

τοξεϕ
ω

 
     = + = 

   + 
 

∫  
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2 1

3 3 2

x
cτοξεϕ εϕ  + 

 
 

 

γ) ( ) [ ]1
9  (9 1) (9 1)  

2
x x dx x x dxηµ ηµ συν συν= − − + =∫ ∫  

( ) ( )1
8 10

2
x x dxσυν συν− =  ∫ ( ) ( )1 1

8 10
2 2

x dx x dxσυν συν− =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
8  8 10  10

2 8 2 10
x d x x d xσυν συν− =

⋅ ⋅∫ ∫  

( ) ( )1 1
8 10

16 20
x x cηµ ηµ− +  

 

Εφαρµογή 11 

Υπολογίστε τα  α) 
dx

I
xηµ

= ∫   β)
3

2

x
I dx

xσ
µ
υν

η
=

+∫   γ) 
4  x dxεϕ∫      

Λύση   

α) Θέτω 
2

2

2 1

x d
dx

ω
εϕ ω

ω
  = ⇒ =  + 

   και 
2

2

1
x

ω
η

ω
µ =

+
 άρα, 

2

2

2

1 ln c ln
2 2

1

d
dx x

c
x

dω
ω
ω ω εϕ
ωηµ ω
ω

 +⇒ = = = + = + 
 

+

∫ ∫ ∫  

 

β) Είναι
3 3( )

( , ) ( , )
2 ( ) 2

x x
R x x R x x

x x

ηµ ηµ
ηµ συν ηµ συν

συν συν
−

− = = − = −
+ − +

 

∆ηλαδή, η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ  

Έτσι, θέτω 
3 2

2 2

x x x
dx dx
x x

ηµ
συν συν

ηµ ηµ ⋅
= =

+ +∫ ∫  

( )2 2(1 ) 1

2 2

x d x
d

x

συν συν ω
ω

συν ω
− −

= − =
+ +∫ ∫  

2

2
2

1 3

2
d dω

ω
ω ω

ω ω
−

= + − + 
 

=
+ +∫ ∫  

2 3
2

d
d d

ω
ω ω ω

ω
− + =

+∫ ∫ ∫
2

( 2)
2 3

2 2

dω ω
ω

ω
+

− + =
+∫  

2

2 3ln 2
2

c
ω

ω ω− + + + = 21
2 3ln 2

2
x x x cσυν συν συν− + + +  

γ) Είναι 
4

4

4
  x dx d

x

x
x

ηµ
εϕ

συν
=∫ ∫ . Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι άρτια ως 

προς xηµ  και xσυν .  

Θέτω ( ) 2

1
.

1
x x dx ΄d dx dεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ω ω

ω
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+
  

Άρα, 
4  x dxεϕ =∫ 4

2
 

1

1
dω ω

ω
=

+∫  
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4
2

2 2

1
1

1 1
d

ω
ω ω

ω ω
 − + = + + ∫  

2

2 1

d
d d

ω
ω ω ω

ω
− + =

+∫ ∫ ∫
3

3
c

ω
ω τοξεϕω− + + =  

[ ]
3

( )
3

x
x x cεϕ τοξ εϕ εϕ

εϕ
− + + =  

3

3
x c

x
xεϕ

εϕ
− + +  

 

Εφαρµογή 12  

Υπολογίστε τα  α) 
2

4

x
dx

ηµ
συν∫      β) 

5  I dσυν ϕ ϕ= ∫     γ)
5

3

x
I dx

x

συν
ηµ

= ∫  

Λύση    

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι άρτια ως προς xηµ και xσυν . Θέτω  

xεϕ ω=  οπότε 
2 2

2

2 2 2

1
,

1 1 1

x
dx d x

x

εϕ ω
ω ηµ

ω εϕ ω
= = =

+ + +
 και  

2

2 2

1
.

1

1

1
x

x
συν

εϕ ω
= =

+ +
  

Άρα, 
2 3 3

2

2

2

2

24

2

1

31

1

1 3

xdx x
d

d

x
c c

ω
εϕω ω

ω

ηµ ω ω
ω

συν ω
+

 
 

= ⋅ = = + = +
+

+ 

∫ ∫ ∫  

 

β) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς συνϕ . Πράγµατι είναι 

( ) ( ) ( )5 5R Rσυνϕ συνϕ συν ϕ συνϕ− = − = − = −  Έτσι, θέτω ηµϕ ω= . Άρα,  

5  dσυν ϕ ϕ =∫ 4  dσυν ϕσυνϕ ϕ =∫  

2 2(1 ) ( )dηµ ϕ ηµϕ− =∫ 2 2(1 ) dω ω− =∫  

2 4(1 2 ) dω ω ω− + =∫ 2 42d d dω ω ω ω ω− + =∫ ∫ ∫  

3 5

2
3 5

c
ω ω

ω − + + = 3 52 1

3 5
cηµϕ ηµ ϕ ηµ ϕ− + +  

 

γ) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς xσυν . Θέτω xηµ ω=  

Άρα, 

5

3

x
dx
x

συν
ηµ

=∫
4

3

x x
dx

x

συν συν
ηµ
⋅

=∫  

2 2

3

(1 ) ( )x d x

x

ηµ ηµ
ηµ

−
=∫  

42 2 2

1/33

(1 ) 1 2
d

dω ω
ω

ω ω
ω ω

− − +
= =∫ ∫  

1 1
3 3

1
3

2 41
2d d dω ω ω ω ω

ω
− −− + =∫ ∫ ∫  
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1/3 5/3 11/32d d dω ω ω ω ω ω− − + =∫ ∫ ∫  

1/3 1 5/3 1 11/3 1

1 5 11
1 1

2

1
3 3 3

c
ω ω ω− + + +

− + + +
− ⋅ + + =  

2/3 8/3 14/33 6 3

2 8 14
cω ω ω− + + =  

2 8 143 3 3
3 6 3

2 8 14
x x x cηµ ηµ ηµ− + +  

 

Εφαρµογή 13  

Υπολογίστε τα  α) 
5

 
y
dy

y

ηµ
συν∫    β) 

3/2

15/2

 x dx
I

x

ηµ
συν

= ∫   γ) 
2 5  x x dxηµ συν⋅∫    δ) 

2 4  x x dxηµ συν⋅∫      

Λύση 

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς yηµ . Θέτω yσυν ω=   

Άρα, 

5y
dy
y

ηµ
συν

=∫
4y y

dy
y

ηµ ηµ
συν

⋅
=∫  

2 2(1 ) ( )y d y

y

συν συν
συν

−
− =∫

2 2(1 ) dω ω
ω

−
− =∫  

2 4

1 2

1 2
d

ω ω
ω

ω
 − +

− = 
 
∫  

2 1 2 4 1 2

1 2

1
2d d dω ω ω ω ω

ω
− −− + + =∫ ∫ ∫  

1/2 3/2 7/22d d dω ω ω ω ω ω−− + − =∫ ∫ ∫  

1/2 1 3/2 1 7/2 1

2
1 3 7

1 1 1
2 2 2

c
ω ω ω− + + +

− +
+

⋅ −
+ +

+
−

=  

1/2 5/2 9/24 2
2

5 9
cω ω ω− + +− =  

5 94 2
2

5 9
y y y cσυν συν συν− + − +  

2 42 1
2 1

5 9
y y y cσυν συν συν − − + + 
 

 

 

β) Είναι 
3 3

1515

x x
I dx dx

xx

ηµ ηµ
συνσυν

= =∫ ∫  

Είναι 
3 3

15 15

( )
( , ) ( , )

( )

x x
R x x R x x

x x

ηµ ηµ
ηµ συν ηµ συν

συν συν
−

− − = = =
−

   

H συνάρτηση R, είναι άρτια ως προς xηµ  και xσυν . Θέτω xεϕ ω= .  
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Έτσι είναι 
3

3 12

1
 

x
I dx

x x

ηµ
συν συν

= ⋅ =∫ 3

2

6

1

1

1
x dx

x

εϕ

εϕ
 
 
 

⋅ =

+

∫  

( )6
3 21x x dxεϕ εϕ+ =∫  

( )2
3 2 21 dω ω ω+ =∫ ( )3 2 2 41 2 dω ω ω ω+ +∫  

3 2 7 2 11 22d d dω ω ω ω ω ω+ + =∫ ∫ ∫  

3 2 1 7 2 1 11 2 1

2
3 7 11

1 1 1
2 2 2

c
ω ω ω+ + +

+ + + =
+ + +

 

5/2 9/2 13/22 4 2

5 9 13
cx x xεϕ εϕ εϕ+ + +  

 

γ) Είναι
42 x x xdxηµ συν συν⋅ ⋅ =∫ 2 2 2( ) ( )x x d xηµ συν ηµ =∫  

2 2(1 ) ( )x x d xηµ ηµ ηµ− =∫  

2 4 6 ( ) 2  ( )  ( )x d x x d x x d xηµ ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ− + =∫ ∫ ∫  

3 5 7

75
2

3

x x x
c

ηµ ηµ ηµ
− + +  

 

δ) Είναι 
2 4  x x dxηµ συν⋅ =∫  

( ) ( )
2

1 2 1 2

2 2

x x
dx

συν συν− + 
⋅ = 
 

∫  

( ) ( ) ( )( )2 32
1

1 2 2  
8

x x x dxσυν συν συν+ − − =∫  

( ) ( ) ( )2 31 1 1 1
2 2 2

8 8 8 8
dx x dx x dx x dxσυν συν συν+ − − =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )21 41 1 1 1
2 (2 ) 2 ( 2 )

8 16 8 2 1
 

6

x
dx x d x dx x d x

συν
ηµσυν συν

+
+ − − =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )2 
1 1 1 1 1

ηµ 2 4 (4 ) (1 µ 2 ) ( µ 2 )
8 16 16 6 16

 
4

x x dx x d x x d xσ ν ηυ η+ − − − − =∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )31 1 1 1 1 1
2 4 2 2

8 16 16 64 16 48
x x x x x x cηµ ηµ ηµ ηµ+ − − − + + =  

( ) ( )31 1 1
4 2

16 64 48
x x x cηµ ηµ− + +  

 

Εφαρµογή 14  

Υπολογίστε τα α) 
1

3 2
I dx

xεϕ
=

+∫   β)  
2 3

x x
dxσυν συν   

   
   ∫  

Λύση 
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α) Θέτω 
21

d
x dx

ω
ε ω

ω
ϕ = ⇒ =

+
   

Άρα, 
2

1

3 2 1

d
I

ω
ω ω

= ⋅ =
+ +∫ 2(3 2)(1 )

dω
ω ω+ +∫  

Είναι  
2 2(3 2)

1

(1 ) 3 2 1

A Bω
ω ω ω ω

+ Γ
= +

+ + + +
 οπότε εργαζόµενος κατά τα γνωστά 

βρίσκω ότι 
9 3 2

, ,
13 13 13

A B= = − Γ = 
 
 

 

Άρα, 
2 2

9 3 2

13 3 2 13 1 13 1

d d d
I

ω ω ω ω
ω ω ω

= − + =
+ + +∫ ∫ ∫  

2 2

9 3 2 2

13 26 1 13

3

2 1
3

d d dω ω ω ω
ω ωω

− + =
+ + + 

 

∫ ∫ ∫  

2

2 2

3 3 2

13 26 1 13 12

3

d d dω ω ω
ω ωω

− + =
+ ++

∫ ∫ ∫  

2

2 2

3 3 ( 1) 23

13 26 1 12 3

3

2

1

d
d d

ω
ω ω
ω ωω

 +  +  − + =
+ ++

∫ ∫ ∫

23 3 2
ln ln( 1)

13 3 26 1

2

3
x cω ω τοξεϕ+ − + + +  όπου xω εϕ=  

 

β)  
2 3

x x
dxσυν συν    =   

   ∫  

1

2 2 3 2 3

x x x x
dxσυν συν

    − + + =        
∫  

1 5

2 6 6

x x
dxσυν

  + =    
∫  

6 6 5 5
 

2 6 6 1
 

0 6 6

x x x x
d dσυν συν       + =       

       ∫ ∫  

3 5
3

6 5 6

x x
cηµ ηµ   + +   

   
 

 

Εφαρµογή 15  

Υπολογίστε τα  α)
2 3I x xdxηυν µσ= ⋅∫     β) ( ) ( )3 5  x x dxηµ συν∫    

Λύση 

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς .xηµ  Θέτω .xσυν ω=  

Είναι 
2 3x xdxησ µυν ⋅ =∫  

( ) ( )2 21  x x d xσυν συν συν− − =∫  
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2 4( )dω ω ω− − =∫
3 5

3 5
c

ω ω
− + + =

3 5

3 5

x x
c

συν συν
− + +  

 

β) ( ) ( )3 5  x x dxηµ συν =∫  

( )1
8 (3 5 )  

2
x x x dxηµ ηµ+ − =  ∫ ( ) ( )1 1

8 2
2 2

 x dx x dxηµ ηµ− =∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 1
8  8 2  

16 4
x d x x dxηµ ηµ− =∫ ∫  

( ) ( )1 1
8 2

16 4
x x cσυν συν

−
− +  

 

Εφαρµογή 16  

Υπολογίστε τα α) ( ) ( )2 3  x x x dxηµ ηµηµ ⋅ ⋅∫     β) 
1

dx
I dx

x xηµ συν
=

+ +∫     γ) 

2
1

dx
I dx

xηµ
=

+∫  

Λύση 

α) ( ) ( )2 3  x x x dxηµ ηµηµ ⋅ ⋅ =∫  

[ ] ( )1
( 2 ) ( 2  ) 3

2
x x x x x dxσυν συν ηµ− − + ⋅ =∫  

( )( ) ( )1
3 3

2
x x x dxσυν συν ηµ− ⋅ =∫  

( ) ( ) ( )1 1
3 3 3

2 2
x x dx x x dxσυν συνηµ ηµ− =∫ ∫  

[ ] [ ]1 1 1 1
(3 ) (3 ) (3 3 ) (3 3 )

2 2 2 2
x x x x dx x x x x dxηµ ηµ ηµ ηµ⋅ + + − − ⋅ + + − =∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 1 1 1
4 2 6 0

4 4 4 4
x dx x dx x dx dxηµ ηη ηµ µµ + − + =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
4  4 2  2 6  6 0

16 8 24 4
x d x x d x x d x dxηµ ηµ ηµ+ − + =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 1 1
4 2 6

16 8 24
x x x cσυν συν συν

−
− + +  

β) Θέτω 
2

x
εϕ ω  = 

 
 οπότε 

2

2 2 2

2 2 1
, ,

1 1 1

d
dx x x

ω ω ω
ηµ συν

ω ω ω
−

= = =
+ + +

Άρα,  

2

2 2

2

2 1

1
1

1

d
I

ω
ω ω
ω ω

+ +
= =

−
+ +

∫
(1 )

1 1

d dω ω
ω ω

+
= =

+ +∫ ∫ ln 1 cω+ + = ln 1
2

x
cεϕ+ +  

γ) Θέτω 
2

2

2 2
,  

1 1

d
x x dx

ω ω
εϕ ω ηµ

ω ω
= ⇒ = =

+ +
 Άρα,   
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( )
2

2

2
1 1

1

d
I

ω
ω

ω
ω

= =
 

+ + + 

∫ 21 2

dω
ω

=
+∫  

2

1 ( 2)

2 1 ( 2)

d ω
ω

=
+∫  

1
( 2)

2
cτοξεϕ ω + = ( )1

2
2

x cτοξεϕ εϕ +  

 

Εφαρµογή 17  

Υπολογίστε τα  α) 
1

 
1

x
dx

x

εϕ
εϕ

+
−∫      β)

3(1 )

x
dx

x

ηµ
συν−∫    γ) 

2 3  dxx xσυνηµ ⋅∫   δ) 

2 2  dxx xσυνηµ ⋅∫  

Λύση 

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι άρτια ως προς xηµ  και xσυν . Πράγµατι 

είναι 
1 1

( , ) ( , )
1 1

x
R x x R x x

x

ηµ εϕ
ηµ συν ηµ συν

συν εϕ
− +

− − = = =
− −

 

Θέτω 
2

1
( )

1
x x dx d dx dεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ω ω

ω
′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+
 

Άρα,  
1

1

x
dx
x

εϕ
εϕ

+
=

−∫  

2

1 1

1 1
d

ω
ω

ω ω
+

⋅ =
− +∫ 2

1

(1 )(1 )
d

ω
ω

ω ω
+

− +∫   Είναι  

( ) ( )2

2 2

0 1
1

1 1 1
(1 )(1 ) 1 1

1 0

A B A
A B

B B

A

ω ω
ω ω ω

ω ω ω ω

− = ⇒ =
+ + Γ 

= + ⇒ + = Α − Β + Β− Γ + Α + Γ − Γ = ⇒ =
− + − +  + Γ = ⇒ Γ =

Άρα, 
2

1

(1 )(1 )
d

ω
ω

ω ω
+

=
− +∫  

2

1

1 1
d d

ω
ω ω

ω ω
+ =

− +∫ ∫  

( )
2

1 1 2

1 2 1

d
d

ω ω
ω

ω ω

−
− + =

− +∫ ∫  

2

2

1 ( 1)
ln 1

2 1

d ω
ω

ω
+

− − + =
+∫ ( )21

ln 1 ln 1
2

cω ω− − + + + =  

( )21
ln 1 ln 1

2
xx cεϕ εϕ− − + + +  

 

β) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ .Θέτω 

( ) .x x dx d xdx dω συν ωσυν ηµ ω′= ⇒ = ⇒ − =   

Άρα, 
3(1 )

xdx

x

ηµ
συν

=
−∫ 3(1 )

xdx

x

ηµ
συν

−
− =

−∫ 3(1 )

dω
ω

− =
−∫  

3(1 ) (1 )dω ω−− − =∫  



25 

 

2(1 )

2
c

ω −−
+ =

−
 

( )2

1

2 1
c

ω

−
+ =

−
2

1

2(1 )
c

xσυν
−

+
−

 

 

 γ) οι εκθέτες, είναι φυσικοί και ένας από αυτούς είναι περιττός.  

Άρα, 
2 3  x x dxηµ συν⋅ =∫ 2 2  x x x dxηµ συν συν⋅ =∫  

( )2 2  x x d xηµ συν ηµ⋅ =∫ ( ) ( )2 21  x x d xηµ ηµ ηµ− =  

( ) ( )2 4  x d x x d xηµ ηµ ηµ ηµ− =∫ ∫  

3 5

3 5

x x
c

ηµ ηµ
− +  

 

δ) Οι εκθέτες, είναι φυσικοί άρτιοι. Έχω
2 2  dxx xσυνηµ ⋅ =∫  

( ) ( )1 2 1 2

2 2

x x
dx

συν συν− +
⋅ =∫  

( )( )21
1 2  

4
x dxσυν− =∫ ( )21

2  
4

x dxηµ =∫  

( )1 41

4 2

x
dx

συν−
=∫  

( ) ( )1 1
4  4

8 32
dx x d xσυν− =∫ ∫ ( )1 1

4
8 32
x x cηµ− +  

 

Εφαρµογή 18  

Υπολογίστε τα α) 3 4
  

3 4

x x
I dx dxεϕ εϕ   = +   

   ∫ ∫    β) 
3  x dx

x

ηµ
συν∫      γ) 

1

1

x
dx
x

συν
συν

−
+∫  

Λύση 

α) Είναι 3 4
  

3 4

x x
I dx dxεϕ εϕ   = +   

   ∫ ∫  

�  Για να υπολογίσω το 3
 

3

x
dxεϕ  

 
 ∫  Θέτω  

2

1 1
( )

3 3 3 1

x x
x dx d dx dεϕ ω τοξεϕω τοξεϕω ω ω

ω

′  ′= ⇒ = ⇒ = = =  + 
    

Άρα, 3
 

3

x
dxεϕ   = 

 ∫  

3

2
3

1
d

ω
ω

ω
=

+∫  

2
3  

1
d

ω
ω ω

ω
 − = + ∫ 2

3 2
3   

2 1
d d

ω
ω ω ω

ω
− =

+∫ ∫  

( )22

2

13
3

2 2 1

d ωω
ω

+
⋅ − =

+∫  
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2
23

3 ln 1
22

( ) c
ω

ω⋅ − + + =  

2 23 3
ln 1

2 3 2 3

x x
cεϕ εϕ

    − + +        
 

� Για να υπολογίσω το 4

4

x
dxεϕ  

 
 ∫  θέτω 

2

4

4 1

x
dx dεϕ ω ω

ω
  = ⇒ =  + 

  

4

4

x
dxεϕ   = 

 ∫  

4
2

2 2

1
4 4 1  

1 1
d d

ω
ω ω ω

ω ω
 = − + = + + ∫ ∫  

2

2

1
4 4 4

1
d d dω ω ω ω

ω
− + =

+∫ ∫ ∫  

3

4 4 4
3

c
ω

ω τοξεϕω− + + =  

4
4 4

3 4 4 4

x x x
cεϕ εϕ τοξεϕ εϕ

      − + +            
  Συνεπώς,  

2 2 33 3 4
ln 1 4 4

2 3 2 3 3 4 4 4

x x x x x
I cεϕ εϕ εϕ εϕ τοξεϕ εϕ

          = − + + − + +                    
 

 

β) Είναι 
3  x dx

x

ηµ
συν

=∫
2  x dxx

x

ηµ ηµ
συν
⋅

=∫  

( )( )2(1 ) x d x

x

συν συν ν

συν

−
− =∫  

( )( )( )
 

d x
x d x

x

συν
συν συν ν

συνν
− + =∫ ∫  

( )21
ln

2
x x cσυν συν ν− + +  

 

γ) Θέτω 
2

x
εϕ ω  = 

 
 οπότε 

2

2

1

1
x

ω
συν

ω
−

=
+

 και  

( )
2 2

x x
dx dτοξεϕω τοξεϕω ω

′  ′= ⇒ = ⇒ 
 

 

2 2

1 2

2 1 1

1 d
dx d dx

ω
ω

ω ω
= ⇒ =

+ +
   Έτσι, έχω 

1

1

x
dx
x

συν
συν

−
=

+∫  

2

2

2

1
1

21
1 11
1

d
ω

ωω
ω ω
ω

−
−

+ ⋅ =
− ++
+

∫  

2

2 2

1 1 2

1 1 1

dω ω ω
ω ω ω

+ − +
⋅ =

+ + − +∫  
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2

2

2

1

dω ω
ω

=
+∫

2

2

1
2

1

1
d

ω
ω

ω +
+ −

=∫  

2

2 2
2 2

1

1

1

d
d

ω ω
ω

ω ω
− =

+
+
+∫ ∫ 2 2 cω τοξεϕω− + =  

2 2
2 2

x x
cεϕ τοξεϕ εϕ

    − + =        
 

2 2 2
2 2 2

x x x
c x cεϕ εϕ   − + = − +   

   
 

 

Εφαρµογή 19  

Υπολογίστε τα α) 
1

1

x
dx
x

ηµ
ηµ

+
−∫   β) 

2

x
dx
x

ηµ
συν∫   γ) 

( )
4

5
51

x x
dx

x

ηµ συν

συν

⋅

+
∫  

Λύση 

α) Θέτω 
2

x
εϕ ω  = 

 
 οπότε 

2

2

1
x

ω
ηµ

ω
=

−
και 

2

2
.

1

d
dx

ω
ω

=
+

 Άρα, 
1

1

x
dx
x

ηµ
ηµ

+
=

−∫  

2

2

2

2
1

21
2 11

1

d
ω

ωω
ω ω
ω

+
− ⋅ =

+−
−

∫  

2

2 2

1 2 2

1 2 1

dω ω ω
ω ω ω

+ +
⋅ =

+ − +∫  

2

2 2

(1 )

(1 (1 )

2

)
d

ω
ω

ω ω
+

− +
⋅

∫  

Είναι
2

2 2 2 2

(1 )

(1 ) (1 ) 1 (1 ) 1

A Bω ω
ω ω ω ω ω

+ Γ + ∆
= + + ⇔

− + − − +
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 21 1 1 1 1A Bω ω ω ω ω ω+ = − + + + + Γ +∆ − ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )2 3 21 2 2 2ω ω ω ω ω+ + = Γ − Α + Α +Β− Γ + ∆ + −Α + Γ− ∆ + Α + Β+ ∆ ⇔  

0 0

2 1 2

2 2 0

1 1

A A

A B B

A

A B

Γ − = =   
   + − Γ + ∆ = =   

⇔   
− Γ − ∆ = Γ =   

   + + ∆ = ∆ = −   

  

Άρα, 
2

2 2

(1 )

(1 ) (1

2

)
d

ω
ω

ω ω
+

=
− +

⋅
∫  

2 2

2 1
2 2

(1 ) 1
d dω ω

ω ω
− =

− +∫ ∫  

( ) ( ) 2

2
4 1 1 2

1

d
dω ω

ω
ω

−
− − − =

+
−∫ ∫  

( ) 1
1

4 2
1

c
ω

τοξεϕω
−

−
− + =

−
1

4 2
1

cτοξεϕω
ω

− + =
−
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1
4 2

2
1

2

x
c

x
τοξεϕω εϕ

εϕ

  − + =  
  −

 

1
4 2

2
1

2

x
c

x
εϕ

− + =
 −  
 

1
4

1
2

x c
x

εϕ
− +

 −  
 

 

 

β) Η συνάρτηση f  µε ( )
( )2

x
f x

x

ηµ

συν
= , είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω 

xσυν ω= . Είναι 
( )2

x
dx

x

ηµ

συν
=∫ 22 1

x
dx

x

ηµ

συν
=

−
∫  

2

( )

2 1

d x

x

συν

συν
− =

−
∫ 22 1

dω

ω
− =

−
∫  

2 1
2

2

dω

ω
− =

−
∫

2

1

2 1

2

dω

ω

−
=

−
∫  

( )
( ) ( )

2

2 2

1 2  1

2 1 2 1 2

dω ω ω

ω ω ω

− +−

− + −
=∫  

2

2

1
1 21

2 1 2
d

ω

ω
ω

ω ω

+
−−

=
− +

∫  

( )2

2

1 21

2 1 2

d ωω

ω ω

+− −
=

− +
∫  

21
ln 1 2

2
cω ω −

−
+ + =  

21
ln 1 2

2
x x cσυν συν

−
+ − +  

γ) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω xσυν ω=  

Άρα, 
4

5 5(1 )

x x
dx

x

ηµ συν
συν

=
+∫ ( )

4

5
5

( )

1

 x d x

x

συν

συ

σ ν

ν

υ
− =

+
∫  

( )
4

5
51

 dω ω

ω
− =

+
∫ ( )

4

5
5

1 5

1

 

5

dω ω

ω

−

+
=∫  

( )
( )

5

5
5

11

5 1

d ω

ω

+−
=

+
∫ 5 5 51

( 1) ( 1)
5

dω ω−−
+ + =∫  

( ) 4
5 11

5 4
c

ω
−

+−
+ =

− 5 4

1 1

20 ( 1)
c

ω
+ =

+ 5 4

1 1

20 (sin 1)
c

x
+

+
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Εφαρµογή 20  

Υπολογίστε τα α)
3

42

5 5x x
I dx

x x

σ συν
ηµ η
υ

µ
ν +

=
+∫   β) 

( )
( )4

2 4

3

x x
I dx

x x

ηµ ηµ

συν συν

+
=

+∫  

Λύση 

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xσυν . Θέτω 

xηµ ω= . Άρα,   

( )42

42

x x x
I dx

x x

συν συν συν

ηµ ηµ

+
= =

+∫ ( )
2 4

2 4
 

x x
d x

x x

συν συν
ηµ

ηµ ηµ
+

=
+∫  

( )
2 2

2 4

2 2(1 ) (1 )
 d

x

x x
x

xηµ
ηµ

µ
ηµ

ηµ
η

+
− + −

=∫
2 2

2 4

(1 )(1 )
d

ω ω
ω

ω ω+
− −

=∫  

2 2

42

(1 ) 1 (1 )
d

ω ω
ω

ω ω+

 − + −  =∫
2 2

2 4

(1 )(2 )
d

ω ω
ω

ω ω+
− −

=∫  

2 42

2 2

2 2

(1 )
d

ω ω ω
ω

ω ω
− − +

=
+∫

4 2

2 2

3 2

(1 )
d

ω ω
ω

ω ω
− +

=
+∫  

2

2 2

4 2
1

(1 )
d

ω
ω

ω ω
 −

− = + 
∫  

2

2 2

4 2

(1 )
d d

ω
ω ω

ω ω
−

− =
+∫ ∫  

4 2

2 2

3 2

(1 )
d

ω ω
ω

ω ω
− +

=
+∫  

2

2 2

4 2
1

(1 )
d

ω
ω

ω ω
 −

− = + 
∫  

2

2 2

4 2

(1 )
d d

ω
ω ω

ω ω
−

−
+∫ ∫  

Είναι 
2

2 2 2 2

0

24 2

0(1 ) 1

6

A

BA Bω ω
ω ω ω ω ω

=
 = −− Γ +∆ 

= + + ⇒ 
Γ =+ + 

∆ =

∫      

Άρα, 
2 2

6

1

2
I d d dω ω ω

ω ω
= + − =

+∫ ∫ ∫ 2

2
2 6

1

d
d d

ω
ω ω ω

ω
−+ − =

+∫ ∫ ∫  

1

2 6
1

cω τοξεϕ
ω

ω
−

−
+ − + = 1

2 6 ( )x x c
x

ηµ τοξεϕ ηµ
ηµ

− − +  

β) Είναι 
2 4

2 4

( )x x x
I dx

x x

ηµ ηµ συν
συ συνν

+
=

+∫ . Εργαζόµενος όπως προηγουµένως, έχω 

2 2

4 2

(1 )

3 2
I d

ω ω
ω

ω ω
+

= =
− +∫  

2

4 2

4 2
1

3 2
d

ω
ω

ω ω
 −

+ = − + 
∫  
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22 1
2

( 1)( 1)( 2)( 2)
d d

ω
ω ω

ω ω ω ω
−

+
− + − +∫  

Είναι 
22 1

1 1( 1)( 1)( 2)( 2) 2 2

A Bω
ω ωω ω ω ω ω ω

− Γ ∆
= + + + ⇒

− +− + − + − +
 

22 1 ( 1)( 2)( 2) ( 1)( 2)( 2)

               ( 1)( 1)( 2) ( 1)( 1)( 2)

A Bω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

− = + − + + − + − +

Γ − + + + ∆ − + −
 

� Για 1ω = , η ανωτέρω σχέση δίνει 
1

2
A

−
=  

� Για 1ω = − , η  ανωτέρω σχέση δίνει 
1

2
B =  

� Για 2ω =  , η ανωτέρω σχέση δίνει 
3

2 2
Γ =   

� Για 2ω = −  , η ανωτέρω σχέση δίνει 
3

2 2

−
∆ =  

Άρα,  
3 3

1 1 2 2 2 2

d d d d
I d

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω
= − + + − =

− + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

3 3
ln | 1 | ln | 1 | ln | 2 | ln | 2 |

2 2
cω ω ω ω ω− − + + + − − + + =

1 3 2
ln ln

1 2 2
c

ω ω
ω

ω ω
+ −

+ + +
− +

 

 

Εφαρµογή 21 

Υπολογίστε τα α) 5 3 συν  x x dxηµ∫     β) 
3

1
dx
xσυν∫    γ) 

4

1
dx
xσυν∫  

Λύση 

α) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση, είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω 

.xσυν ω=  Άρα, 
5 3 συν  x x dxηµ =∫ 4 3η  =µx x x dxσυνηµ ⋅∫  

( ) ( )
2

2 3  x x d xηµ συν συν− =∫  

( ) ( )
2

2 31  x x d xσυν συν συν− − =∫  

2 2 3(1 )  =dω ω ω− −∫ 2 4 1/3(1 2 + )  =dω ω ω ω− −∫  

1/3 7/3 13/32d d dω ω ω ω ω ω− + − =∫ ∫ ∫
1 3 1 7 3 1 13 3 1

2
1 7 13

1 1 1
3 3 3

c
ω ω ω+ + +

+ − + =
+ + +

 

4/3 10/3 16/33 4 16

4 3 3
cω ω ω

−
+ − + = 4 10 163 3 33 3

54 16

3
x x x cσυν συν συν

−
+ − +  
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β) Είναι
3

1
dx
xσυν

=∫
3

2

dx

x
π

ηµ
=

 + 
 

∫  

3

2
2 4 2 4

dx

x xπ π
ηµ συν

=
    + +        

∫  

3
3 3

1

2

2 4 2 4

dx

x xπ π
ηµ συν

=
   + +   
   

∫  

 
3 3

1 1 1

8

2 4 2 4

dx
x xπ π

ηµ συν
=

   + +   
   

∫  

3/2

2

2 2

1
1 1 2 4

1
8

2 4 2 4

x

dx
x x

π
εϕ

εϕ σ
π

υν
π

   + +    + = 
    + +        

∫  

3/2 1/2

2 2

3 2

2

1 1
2 2 4 2 4

 
8 2 4

2 4

x x

x
d

x

π π
εϕ εϕ

π
εϕ

π
εϕ

      + + + +               + = 
   +    

∫  

2 4

3

1 2
1 2 4 2 4

 
4 2 4

2 4

x x

x
d

x

π π
εϕ ε

ε

ϕ
π

ε
π

ϕ
ϕ

   + + + +         + =    + 
 

∫  

3 11
2

4 2 4 2 4 2 4 2 4

x x x x
d

π π π π
εϕ εϕ ϕε εϕ− −        + + + + + + =                

∫  

2 2

1 1 12 4 2 4
ln

4 2 2 2 4 4 2

x x x

x
c

π
εϕ εϕ

π
εϕ

−    + +       ⋅ + + + ⋅ + = −  

2

2

1 1 1 1
ln

8 2 2 4 8 2 4

2 4

x x
c

x

π π
εϕ εϕ

π
εϕ −

−    + + + + +        + 
 

 

 

γ) Είναι 
4

1
dx
xσυν

=∫ 2 2

1
dx

x xσυνσυν
=

⋅∫  

2(  1 ) ( )x d xεϕ εϕ+ =∫ 2( ) ( ) d x x d xεϕ εϕ εϕ+ =∫ ∫ 31

3
x x cεϕ εϕ+ +  

 

Εφαρµογή 22 

Υπολογίστε τα  α) 
3 2

I
2 3

x x
dx

x x

ηµ συν
ηµ συν

+
=

+∫    β) 
2

I
1 3

dx

xσυν
=

+∫  
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Λύση 

α) 3 2 (2 3 ) (2 3 )x x x x x xηµ συν α ηµ συν β ηµ συν ′+ = + + +  

3 2 (2 3 ) (2 3 )x x a x x x xηµ συν ηµ συν β συν ηµ⇔ + = + + − ⇔  

12

3 2 3 13
3 2 (2 3 ) (3 2 )

2 3 2 5
ηµ συν 

3

 

1

a
a

x x a x a x
a

β
ηµ συν β β

β
β

 == − 
⇔ + = − + + ⇔ ⇔ 

= +  = −


 

Άρα, 

12 5
(2 3 ) (2 3 )

13 13

2 3

x x x x
I dx

x x

ηµ συν ηµ συν

ηµ συν

′+ − +
= =

+∫  

 

 
12 2 3 5 (2 3 )

13 2 3 13 2 3

x x x x
dx dx

x x x x

ηµ συν ηµ συν
ηµ συν ηµ συν

′+ +
− =

+ +∫ ∫  

 

12 5 (2 3 )

13 13 2 3

d x x
dx

x x

ηµ συν
ηµ συν

+
− =

+∫ ∫  

12 5
ln 2 3

13 13
x x x cηµ συν− + +  

 

β) Είναι 
2

2

1

1

3

x dx

xσυν

συν =
+

∫  

2εφ

( )

1 3

d x

x

εϕ
=

+ +∫ 2

( )

4

d x

xεϕ
εϕ

=
+∫  

2

( )

4 1
2

d x

x

εϕ
εϕ

=
  + 
 

∫ 2

2 2

4
1

2

x
d

x

εϕ

εϕ

 
 
  =

  + 
 

∫
1

2 2

x
c

εϕ
τοξεϕ   + 

 
 

 

Εφαρµογή 23 

Υπολογίστε τα α) 
2 2

1

3 5
dx

x xηµ συν
Ι =

+∫    β) 
2 2συν3

dx

x x x xηµ ηµ συν
Ι =

+ −∫  

Λύση 

α) ∆ιαιρώ αριθµητή και παρονοµαστή µε το 2xσυν  Έχω 
2 2

1

3 5
dx

x xηµ συν
Ι = =

+∫  

2

2

2

1

συν
3 5

x dx
x

x

σ
ηµ
υν =

+
∫ 2

1
( )

3 5
d x

x
εϕ

εϕ
=

+∫ 2

εφ

( )

3
5 1

5

d x

x

εϕ
=

  
  
   

+

∫  
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2

3

55

5 3 3

ε

1
5

φ

εφ

d x

x

 
 
  =

 
+ 

 

∫ τοξεφ ε
1 3

15 5
φx c

 
+ 

 
 

 

β) ∆ιαιρώ αριθµητή και παρονοµαστή µε το 2xσυν .Έχω 

2 2συν3

dx

x x x xηµ ηµ συν
Ι = =

+ −∫  

2

2

1

3 1

x dx
x x

συν
εϕεϕ

=
+ −∫

( )
2

3 1x

d

x

xεϕ
ε εϕϕ

=
+ −∫  

( )

3 13 3 13

2 2

d x

x x

εϕ

εϕ εϕ

=
      − + −

− − −      
         

∫  

4
(2 3 13)(2 3 13)

d x

x x

εϕ
εϕ εϕ+ − + +∫  

 

Θέτω xεϕ ω= , οπότε 4
(2 3 13)(2 3 13)

dω
ω ω

Ι =
+ − + +∫  

Είναι 
1

(2 3 13)(2 3 13) 2 3 13 2 3 13

A B

ω ω ω ω
= + ⇒

+ − + + + − + +
 

1 1
,

2 13 2 13
A B

−
= =    Συνεπώς, 

2 2

13 2 3 13 13 2 3 13

d d
I

ω ω
ω ω

= − =
+ − + +∫ ∫  

1 ( 3 13) 1 (2 3 13)

13 2 3 13 13 2 3 13

d dω ω
ω ω

+ − + +
− =

+ − + +∫ ∫  

1 1
ln 2 3 13 ln 2 3 13 |

13 13
cω ω+ − − + + + =  

1 2 3 13
ln

13 2 3 13
c

ω
ω

+ −
+ =

+ +
 

Θέτω xω εϕ= , οπότε 
1 2 3 13

ln
13 2 3 13

I c
εϕ
εϕ

+ −
= +

+ +
 

  

Εφαρµογή 24 

Υπολογίστε τα α) 
(2 )(3 )

dx
I

x xηµ ηµ
=

− −∫    β) ( )3 2  x x dxσυν ηµ⋅∫  

Λύση  

α) Είναι
1 1 1

(2 )(3 ) 2 3
I

x x x xηµ ηµ ηµ ηµ
= = −

− − − −
 Άρα, 

2 3

dx dx
I

x xηµ ηµ
= −

− −∫ ∫  
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� Θα υπολογίσω το .
2

dx

xηµ−∫  Θέτω 
2

x
εϕ ω  = 

 
 Είναι 

2

2

1
x

ω
ηµ

ω
=

+
 και 

2

2
.

1

d
dx

ω
ω

=
+

Άρα, 
2

dx

xηµ
=

−∫  

2

2

2

2
2

1

1

d

ω
ω

ω
ω

=
−

+

+∫
2

2

2

2

2 2 2

1

1

dω

ω
ω

ω
ω

=
+ −

+

+∫  

2

1

1
dω

ω ω
=

− +∫ 2
1 3

2 4

dω

ω
=

 − + 
 

∫  

2

1
2

3 2
1

4 3

dω

ω

=
   − ⋅     + 
  
    

∫  

( )

( )
2

1 2 2

4 3

6

3

1 2 2
1

3

d
ω

ω

− ⋅ 
 
 
− ⋅ 

+ 
 

=∫
( )1 2 24 3

6 3 / 2
c

ω
τοξεϕ

− ⋅
+ =  

2 3 2 1

3 3
c

ω
τοξεϕ

−  + = 
 

2 1
2 3 2

3 3

x

c

εϕ
τοξεϕ

   −     +
 
 
 

 

� Το 
3

dx

xηµ−∫ υπολογίζεται οµοίως και είναι 

3 1
1 2

3 2 2 2

x

dx
c

x

εϕ
τοξεϕ

ηµ

  − 
 = +

−∫  

 Άρα,  

2 1 3 1
2 12 2

3 3 2 2 2

x x

I c

εϕ εϕ
τοξεϕ τοξεϕ

    − −       =   − +
 
 
 

 

β) ( )3 2x x dxησ µυν ⋅ =∫ 3  2x x x dxηµσυν συν⋅ ⋅ ⋅ =∫  

42 x xdxηµσυν =∫ 4  ( )x d xσυν συν =∫ 52

5
x cσυν

−
+  

 

Εφαρµογή 25 

Υπολογίστε τα α) 
( )
( )2 2

2

4 9

x
I dx

x x

ηµ

ηµ ηµ
=

−
∫  β) 

1

x
I dx

x
τοξηµ=

+∫  

Λύση 
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α) Θέτω 2 2( )x d x dxω ηµ ω ηµ ′= ⇒ = ⇒  

2  d x x dxω ηµ συν= ⋅ ⇒  

( )2  d x dxω ηµ=  

Άρα, 
1

.
24 (9 ) (9 )

d d
I

ω ω
ω ω ω ω

= =
− −∫ ∫  Θέτω (9 ) zω ω ω− =  οπότε  

2 2 2

2

9 9 9
9 9 ( 1)

1
z z z z

z

ω ω
ω ω ω ω

ω ω
− −

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ = + ⇒ =
+

 άρα,  

2 2 2

9 2
9

1 ( 1)

z
d dx dz

z z
ω

′ − = = + + 
 οπότε 

2 2

2

2
9

1 ( 1)

1

92 z

z

z
I dz

z

−
⋅

+
= =

+

∫ 2 1

1
dz

z
− =

+∫ z cτοξεϕ− +   

Από 
2 2 2

2 4

(9 ) 9(9 ) x x x
z

x x

ηµ ηµω ω ηµ
ηµω ηµ

− −−
= = =   

προκύπτει 
2

2

9 x
I c

x

ηµ
τοξεϕ

ηµ
−

= − +   

β) 
1

x
I dx

x
τοξηµ= =

+∫ 1

x
x dx

x
τοξηµ′ =

+∫  

1 1

x x
x x dx

x x
τοξηµ τοξηµ

′ 
− = + + 
∫  

1 1

1 2 ( 1)

x
x x dx

x x x
τοξηµ − =

+ +∫
1

1 2 1

x x
x dx

x x
τοξηµ −

+ +∫  

� Θα υπολογίσω το 
1

x
dx

x+∫ . Θέτω ( )2 2 2 .t x x t dx t dt dx tdt
′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

Άρα, 
2

2 2 2 2

1 1
2 2 2 1 2 2

1 1 1 1 1

x t t
dx tdt dt dt dt dt

x t t t t

 = ⋅ = = − = − = + + + + + ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 2 2 2 .t t c x x cτοξεϕ τοξεϕ− + = − +   

Άρα, 
1

x
I x x x c

x
τοξεϕ τοξεϕ= − + +

+
 

 

Εφαρµογή 26 

Υπολογίστε τα α) ( )I x xdxσυν ηµ συν ηµ= + −∫     β) 
( )3 2

dx
I

x xεϕ συν
=

⋅∫  

Λύση 

α) Θέτω ( )( )x x d x x dx x x dxσυν ηµ ω ω συν ηµ ηµ συν′− = ⇒ = − = − +  

Άρα, [ ]( )I x x x x dxσυν ηµ συν ηµ= − − − + =∫  
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1 2 1
1/2

1
1

2

d d c
ω

ω ω ω ω
+

− = − = − + =
+

∫ ∫  

3/2 3/22 2
( )

3 3
c x x cω συν ηµ

− −
+ = − +  

β) Είναι 
2 23 323

 ( )

1 2 1 21 2

dx x dx d x
I

x x x x xx
x

συν ηµ
ηµ ηµ ηµ ηµ ηµηµ
συν

= = =
− −−

∫ ∫ ∫  

Θέτω x tηµ = οπότε 
23 1 2

dt
I

t t
=

−
∫  

Θέτω 2t z=  οπότε ( ) 1
 

2
t z dt z dz dt dz

z

′= ⇒ = ⇒ =   

Άρα, 
3 3

1

12

21 2 1 2

dz
dzzI

z z z z
= =

− −∫ ∫  

Θέτω 3 1 2 z ω− = ⇒ 31 2z ω− = ⇒
31

2
z

ω−
= ⇒

31

2
dz d

ω
ω

′ −
= ⇒ 
 

23

2
dz dω ω

−
=  

Άρα, 

2

3

3
1 2

12

2

d
I

ω ω

ω
ω

−
= =

−∫ 3

3

2 1
d

ω
ω

ω
−

=
−∫  

2

1 1 1

2 1 1
d

ω
ω

ω ω ω
− − = − + + ∫  

( )
2

11 1 1

2 1 2 1

d
d

ω ω
ω

ω ω ω
− −

− =
− + +∫ ∫  

2

1 1 2 1 3
ln | 1 |

2 4 1
d

ω
ω ω

ω ω
+ −

− − =
+ +∫  

2 2

1 1 2 1 3
ln | 1 |

2 4 1 4 1

d
d

ω ω
ω ω

ω ω ω ω
+

− − + =
+ + + +∫ ∫  

2

22

1 1 ( 1) 3
ln | 1 |

2 4 1 4 1 3

2 4

d dω ω ω
ω

ω ω
ω

+ +
− − + ⋅ =

+ +  + + 
 

∫  

2

2

1 1 3
ln | 1 | ln( 1)

2 4 4 1
2

3 2
1

4 3

dω
ω ω ω

ω

− − + + + =
   + ⋅     + 
  
    

∫  
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( )
2

2

1 2 2

1 1 3 3
ln | 1| ln( 1)

2 4 4 1
2

2
1

3

d
ω

ω
ω ω ω

ω

+ ⋅

− − + + + =
  + ⋅     +
 
  

∫

2

1
2

1 1 3 2
ln | 1 | ln( 1)

2 4 2 3
c

ω
ω ω ω τοξεϕ

 + ⋅ 
 − − + + + +          

 Όπου
3 2 23 331 2 1 2 1 2 2 .z t x xω ηµ συν= − = − = − =  Άρα,  

( ) ( )( ) ( )
( )

33 3

3
21 1 3

ln 2 1 ln 2 1
2 4 2

2

3

2 1
2I x xx c

xσυ
συν

ν
συ συν τοξεϕν

+ 
 = − − + + + +
 
 

 

 

Εφαρµογή 27 

Υπολογίστε τα α) I xdxεϕ= ∫   β) I xdxσϕ= ∫  

Λύση 

α) Θέτω ( )2 2t x t tx xεϕ εϕ τοξεϕ= ⇒ = ⇒ = ⇒  

( )( )2

4
 

2

1
dx t d

t
dtt

t
dxτοξεϕ ′= ⇒ =

+
   Άρα, 

2

4
2

1
 

t
I dt

t
=

+∫  Είναι 

 
4

2 2

2 2 2 21 ( 2 1)( 2 1) 2 1 2 1

t t At B t

t t t t t t t t t

+ Γ + ∆
= = + ⇒

+ − + + + − + + +

2 2 2 1 1
( )( 2 1) ( )( 2 1) , 0, , 0

2 2
t At B t t t t t A B

 
= + + + + Γ + ∆ − + ⇒ = = Γ = − ∆ = 

 

Έτσι είναι 
2 2

1
 

2 2 1 2 1

t t
I dt

t t t t

 = − = − + + + ∫  

2 2

1 1

2 2 1 2 2 1

tdt tdt

t t t t
− =

− + + +∫ ∫  

2 2

1 2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1

t t
dt dt

t t t t

− + + −
− =

− + + +∫ ∫  

2 2 2 2

1 2 2 2 1 2 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

t dt t dt
dt dt

t t t t t t t t

− +
+ − + =

− + − + + + + +∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

2 22 2

12 ( 2 1) ( 2 1)

2 2 22 1 2 2 2 12 1 2 2 1

d t t dt d t t dt

t t t tt t t t

− + +
+ − + =

− + +

+

+⋅ − + ⋅ + +
∫ ∫ ∫ ∫  

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 11 1 1 1
ln( 2 1) ln( 2 1)

2 2 2 2 2 22 1 1 2 1 1

d t d t
t t t t

t t

− −
− + + − + + + =

− + − +
∫ ∫

( ) ( )2 21 1 1 1
ln( 2 1) 2 1 ln( 2 1) 2 1

2 2 2 2 2 2
t t t t t t cτοξεϕ τοξεϕ+ + + − − + + + + +  

όπου t xεϕ=  
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β) Θέτω ( )2 2 2

4

2

1

t
x t x t x t dx t dt dx dt

t
σϕ σϕ τοξσϕ τοξσϕ

−′= ⇔ = ⇔ = =
+

⇔ = ⇒  

Άρα, 
2

4 4

2
2

1 1

t t
I dt dt

t t
= − = −

+ +∫ ∫  Παρατηρώ ότι το ολοκλήρωµα αυτό διαφέρει από 

το ολοκλήρωµα της προηγούµενης άσκησης ως προς το µείον. 

 

Εφαρµογή 28 

Υπολογίστε τα α) 
3 3

I=
+

dx

x xηµ συν∫   β)
4

3

x
I= dx

x

συν
ηµ∫  

Λύση 

α) Είναι � ( ) 33 =3 4x x xηµ ηµ ηµ−  και  

              � ( ) 33 =4 3x x xσυν συν συν−    

Άρα, 3 3
4( + )=x xηµ συν  

( ) ( )3( + )+ 3 3 =x x x xηµ συν συν ηµ−    

( )3 2 + 2 3
4 4

x x
π π

συν ηµ −   
   
   

−  

Θέτω 
4
x y

π
− =  άρα,  3 3

4( )x xηµ συν+ =  

( )3 2 2 3y yσυν συν− =  

( )2(3 3 )y yσυν συν− = 32 2(3 2 )y yσυν συν− =  

2 42 2
3 2y y

y
συν συν

συν
 − = 

2 2 2y
2 2

3(1 ) 2(1 )y
y

ηµ ηµ
συν

 − − − =   

4 22 2
(2 1)y
y

yηµ ηµ
συν
−

− −  

Άρα, 
4 2

 ( )
2

2 1

y d y
I

y y

συν ηµ
ηµ ηµ

= =
− −∫ 4 2

( )
2

2 1

d y

y y

ηµ
ηµ ηµ− −∫  

Θέτω t yηµ= οπότε 
4 2

2
2 1

dt

t t
=

− −∫ 2
4

2

12

2 2

dt

t
t

=
− −

∫  

2
2 1

2

2
 

2 1

A Bt
dt

t t

 
 + Γ

+ = − 


+


∫  

2
2

2 1 1
 

13

2

dt
t t t

 
 

− = − + 
 

∫  

2
2

2 2

13 3

2

dt dt

t t t

− =
− +

∫ ∫ 2 2

2 2 2

3 3 ( 2 ) 1

dt dt

t t t
−

− +∫ ∫  
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Υπολογισµός των 
2

dt

t t−∫ και
2( 2 ) 1

dt

t +∫  

�
2

dt

t t
=

−∫  

1 1 1 1

2 1 2 1
dt dt

t t

−
+ =

+ −∫ ∫  

1 1
ln | 1 | ln | 1 |

2 2
t t c

−
+ + − +  

�
2( 2 ) 1

dt

t
=

+∫  

2

1 ( 2 )

2 ( 2 ) 1

d t

t
=

+∫
1

2
2

t cτοξεϕ +  

 

β) Θέτω = =x t x dtσυν ηµ⇒ −  Άρα, 
4

4
I= d =

x x
x

x

συν ηµ
ηµ

⋅
∫  

4

2 2(1 )

t
dt

t
− =

−∫ 3

2 2
=

(1 )

t
t dt

t

 
−  − 
∫  

3

2

1
=

2(1 )
t dt

t

′ 
−  − 
∫  

3 2

2 2

3

2(1 ) 2(1 )

t t
dt

t t
− + =

− −∫
3 2

2 2

3

2(1 ) 2 1

t t
dt

t t
− + =

− −∫  

3 2

2 2

3 1 1

2(1 ) 2 1

t t
dt

t t

− +
+ =

− −∫  

3 2

2 2 2

3 1 3

2(1 ) 2 1 2 1

t t dt
dt

t t t

−
− − + =

− − −∫ ∫  

 
3

2

3 3

2(1 ) 2 2 1 1

t A B
t dt

t t t

 − − + + = − − + ∫  

3

2

3 3 1 1

2(1 ) 2 4 1 1

t
t dt

t t t

 − + + = − − + ∫  

3

2

3 3 3
ln |1 | ln |1 |

2(1 ) 2 4 4

t
t t t c

t
− − − − + + +

−
 

3

2

3 3 1
ln

2 4 4 1

x x
x c

x x

συν
συν

η
ν
µ συ

συ
ν

+
− − + +

−
 

 

Εφαρµογή 29 

Υπολογίστε τα α)  I=
(2 2 )

dx

x x xηµ συν ηµ+ −∫  β) 
2

I=
(2 1)

dx

x xηµ συν −∫  

Λύση 
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Θέτω  εφ
2

x
t

  = 
 

 οπότε 
2

2

1

t
x

t
ηµ =

+
,

2

2

1

1

t
x

t
συν

−
=

+
 Είναι 2x tτοξεϕ=

2

2

1

dt
dx

t
=

+

Άρα, 
2

2

2 2 2

2

1

2 1 4
2

1 1 1

dt

tI
t t t

t t t

+= =
 −

− + + + 

∫  

2

2

(1 )

( 4 3)

t
dt

t t t

+
=

− +∫
21

( 3)( 1)

t
dt

t t t

+
=

− −∫  

3 1

A B C
dt

t t t

 + + = − − ∫
1 5

3 3 3 1

dt dt dt

t t t
+ − =

− −∫ ∫ ∫  

1 5
ln ln 3 ln 1

3 3
t t t c+ − − − + =  

1 5
ln ln 3 ln 1

3 2 3 2 2

x x x
cεϕ εϕ εϕ     + − − − +     

     
 

 

β) Η υπό το ολοκλήρωµα συνάρτηση είναι περιττή ως προς το xηµ . Θέτω 

2

1 1
 

1
x t dx x dt dx dt dt

x t
συν ηµ

ηµ
− −

= ⇒ = − ⇒ = =
−

  

Είναι 2 211x txηµ συν = −−=   

Άρα, 
2 2

1
I= =

(1 )( 12 )
dt

t t− −
−

∫ 2 2
=

(1 )(1 2 )

dt

t t− −∫  

2 2

2 2

(2 2 ) (1 2 )
=

(1 )(1 2 )

t t
dt

t t

− − −
− −∫  

2 2

1 1
2 =

1 2 1
dt dt
t t

−
− −∫ ∫  

1 1 2 1 1
ln ln =

2 12 1 2

t t
c

tt

+ +
− +

−−
 

1 1 2 1 1
ln ln

2 12 1 2

x x
c

xx

συν συν
συνσυν

+ −
− +

+−
 

 

Εφαρµογή 30 

Υπολογίστε τα α)  
113

=
dx

I
x xηµ συν⋅

∫   β) 
4

2

x
dx

x

συν
ηµ∫  

Λύση 

α) 
11 1

3 3 d =I x x xη συνµ
− −

⋅∫  Είναι  
11 1 12

4
3 3 3

− −
− = = −  αριθµός άρτιος. Θέτω 

2
( )

dx
x t x dx dt dt

x
εϕ εϕ

συν
′= ⇔ = ⇔ =   
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Έχω 
11 113

123
11

dx dx
I

x x x
x

x

ηµ συν ηµ
συν

συν

= = =
⋅

∫ ∫  

4 113

dx

x xσυν εϕ
=

⋅
∫  

22 113

1 dx

x xx συνσυν εϕ
⋅ =

⋅
 

2

2113

1
(1 )

dx
x

xx
εϕ

συνεϕ
+ ⋅ ⋅ =∫  

( )2 2 11/3

113

1
1 (1 )t dt t t dt

t

−+ = + =∫ ∫  

( )11/3 5/3  t t dt− −+ =∫  

2
8/3 2/3

2 23

3 3 3(1 4 )

8 2 8

x
t t c c

x x

εϕ

εϕ εϕ
− −− +

− + = +  

β) Είναι 
4 2 2

2 2

(1 )
  d =  d =

x x
x x

x x

συν ηµ
ηµ ηµ

−
∫ ∫  

2

2

1
2+  d =x x

x
ηµ

ηµ
 
 
 

−∫  

21
2 + 2 d =

2
 x x x xσϕ ηµ− − ∫ ( )1

2 + (1 2 ) dx=
2

x x xσϕ συν− − −∫  

( ) ( )1 1
2 + 2  d 2 =

2 4
x x x x xσϕ συν− − − ∫  

( )23
x +c

2 4

x
x

ηµ
σϕ− − −  

 

Εφαρµογή 31 

Υπολογίστε τα α)  
2

=  
+

I dx
x x

x x

ηµ συν
ηµ συν

⋅
∫       β) 

2 2

2ε +3
=  

+2

x

x
I dx

x

ϕ
ηµ συν∫  

Λύση 

α) Θέτω  
2

1
t x dt dx

x
εϕ

συν
= ⇒ =      Άρα,

2 4

21

x x dx
I

x x

εϕ συν
εϕ συν

−
= ⋅ =

+∫  

2

2 2( 1)( 1)

t dt

t t
=

+ +∫  

( )22 21 1 1

A Bt t
dt

t t t

 + Γ ∆ + Ε + + =
+ + + 

∫  

( )22 2

1 1 1 1 1

4 1 4 1 2 1

dt t t
dt dt

t t t

− −
− + =

+ + +
∫ ∫ ∫  
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22

1 1 1 1
ln

4 4 11

t t
c

tt

+ +
− + =

++
 

 

 

22

1 1 1 1
ln

4 4 11

x x
c

xx

εϕ εϕ
εϕεϕ

+ +
− +

++
 

 

β) Θέτω 
2

= =
d

t t
x

x
x
dεϕ

συν
⇔    Άρα, 

2 2

2ε +3
=

+2

x

x
I dx

x

ϕ
ηµ συν

=∫  

( )
2

2

2

2 +3
xd

x
x

x

εϕ
συν

εϕ +
=∫  

2 2 2

2 3 2
3

2 2

1

2

t t
dt dt dt

t t t

+
= + =

+ + +∫ ∫ ∫  

( )2

2 2

2 3 2 1

2 2 2
1

2

d t t
d

t t

+  + = +      +  
   

∫ ∫  

2 3
ln( 2)

2 2

t
t cτοξεϕ  + + + = 

 
 

2 3
ln( 2)

2 2

x
x c

εϕ
εϕ τοξεϕ  + + + 

 
 

 

8 Ολοκληρώµατα άρρητων συναρτήσεων που υπολογίζονται µε τριγωνοµετρικές 

αντικαταστάσεις 

Τα ολοκληρώµατα της µορφής ( )2,R x x x dxα β γ+ +∫ όπου  R είναι µία 

ρητή συνάρτηση των x ,
2
x xα β γ+ +  µετασχηµατίζονται σε ολοκληρώµατα της 

µορφής 2 2 2 ( , )R x x dxε δ±∫  ή της µορφής 2 2 2 ( , ) .R x x dxδ ε±∫ Στη συνέχεια 

κάνω τις αντικαταστάσεις 

� (  th )x ή x
ε ε

ηµω ω
δ δ

= ⋅ = ⋅ , αν έχω παράσταση 
2 2 2 xε δ−  

� (  shx)x ή x
ε ε

εϕω
δ δ

= ⋅ = ⋅ , αν έχω παράσταση 
2 2 2 xε δ+  

� (  chx)x ή x
ε ε

τεµω
δ δ

= ⋅ = ⋅ , αν έχω παράσταση 
2 2 2 xδ ε−  

Έτσι είναι � 
2

2 2 2 2 2 2

2
x

ε
ε δ ε δ ηµ ω εσυνω

δ
− = − ⋅ ⋅ =  

                 � 
2

2 2 2 2 2 2

2
x

ε
ε δ ε δ εϕ ω ετεµω

δ
+ = + ⋅ ⋅ =  

                 � 
2

2 2 2 2 2 2

2
x

ε
δ ε δ τεµ ω ε εεϕω

δ
− = ⋅ − =  
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Παρατήρηση 

Η µέθοδος της τριγωνοµετρικής αντικατάστασης, χρησιµοποιείται και σε 

άλλες µορφές ολοκληρωµάτων άρρητων συναρτήσεων. 

 

Εφαρµογή 32 

Υπολογίστε τα α) 21I x dx= −∫     β) 
2 2( 1) ( 1) 1

dx
I

x x
=

+ + +
∫  

Λύση  

α) Θέτω ( )  x t dx t dt t dtηµ ηµ συν′= ⇔ = =   

Άρα, 
21I x dx= − =∫  

21  t tt dηµ συν− ⋅ =∫ 2  t dttσυν συν =∫  

 dtt tσυν συν⋅ =∫ ( )  t t dtσυν ηµ ′ =∫  

(  )t t t t dtσυν ηµ ηµ συν ′⋅ − =∫ 2  t t t dtσυν ηµ ηµ⋅ + =∫  

( )21  t t t dtσυν ηµ συν⋅ + − =∫  

2  t t t c t dtσυσυν µ νη⋅ + + − ∫   

Άρα,  2 2  I t dt t t t c t dtσυν ησυν συνµ= = ⋅ + + − ⇔∫ ∫  

22  t dt t t t cσυσυν ν ηµ= ⋅ + + ⇔∫  

2  t dtσυν =∫
1

2 2

t
t t cσυν ηµ⋅ + + = 21 1

1
2 2
x x x cτοξηµ− + +  

 

β) Είναι 
2 2( 1) ( 1) 1

dx
I

x x
=

+ + +
∫ .  Θέτω 

2
1 ( 1)  ( )  

d
x x dx d dx

ω
εϕω εϕω

σ ω
ω

υν
′ ′+ = ⇔ + = ⇔ =   

Άρα, 
2

22

1

1

d
I

ω
συν ω

εϕ εϕω ω
= =

+
∫  

2

2 1

1

d

συνω

συν ω ω
εϕ

=∫
2

2

3

1

dσυν ω ω
ηµ ω
συν ω

=∫  

2
d

συνω
ω

ηµ ω
=∫ 2

( )
d

η
ηµ

ω
µ
ω
ω

′
=∫ 2  ( )dω ηη ωµ µ− =∫  

 
2 1

2 1
c

ωηµ− −

+ =
− +

1
c

ηµω
−

+ =  
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2

2

( 1) 1

( 1)

x
c

x

− + −
+ =

+

2 2 2

1

x x
c

x

− + +
+ =

+
 

Άρα, 
2 2 2

2

2 2 2 2

1 1 1
 ηµ

1

εϕ εϕ ω εϕ
ω

εϕ ω εϕ εϕ
ω ω
ω ηµ ω ω

+ +
= ⇔ = = ±

+
 

Παρατήρηση 

Ένας µνηµονικός κανόνας για τις τριγωνοµετρικές αντικαταστάσεις των 

ολοκληρωµάτων της µορφής  2 2 2( , )R x a x dxβ±∫  ή της µορφής

2 2 2( , )R x x a dxβ ±∫   είναι ο εξής «Θεωρώ τους δύο προσθετέους του υπόριζου ως 

δύο πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου (η επιλογή γίνεται µε τη βοήθεια του 

πυθαγορείου θεωρήµατος). Στη συνέχεια, εκφράζω την πλευρά που αναφέρεται στη 

µεταβλητή x  ως συνάρτηση της άλλης πλευράς και του ηµιτόνου ή του συνηµιτόνου 

ή της εφαπτοµένης µιας οξείας γωνίας του τριγώνου.» 

 

9 Ολοκληρώµατα της µορφής ( ) axR e dx∫  όπου R  µια ρητή συνάρτηση του axe  

 Τα ολοκληρώµατα αυτά, υπολογίζονται µε την αντικατάσταση 
axe ω= , οπότε

ax

ax

d d
a e dx d dx

a e a

ω ω
ω

ω
⋅ = ⇔ = =

⋅ ⋅
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e dx
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Λύση  

α) Θέτω ln (1 )  x d
e x dx n d
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e
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1
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d
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ω

ω ω
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1
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dω
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ω
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dω ω ω
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A B d
d

ω
ω

ω ω
+ =
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2
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d dω ω
ω ω
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ln(1 ) 2ln 2x xe e c− + + − + =
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1

x
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e
c

e

−
+
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γ) Θέτω 
2 2 2

( )
3 3 3

x x xe e dx d e dx dω ω ω ω
′ ′= ⇔ = ⇔ = 

 
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2 2

3 3

d
dx d dx
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ω ω
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34 1
3 4
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d
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ω
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Θέτω  t d t dtω συν ω ηµ= ⇔ =  
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2

3 3

3 3ch 1

tdt t
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tt

ηµ ηµ
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3 3
arg

3 3
t c ch cω+ = + =  

23
ln 1

3
cω ω+ − + =  

23 3 1
ln 3 4

3 2 2

x xe e c
 
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 
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−
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2 1
2 ln c

ω
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1
2 ln cω

ω
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 
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1
2 ln
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Θέτω 
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A B

A B z A B
A B
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 = + =   
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Από 2 24 1 4 1x x xz e e eω ω ω= − + + = − + + είναι  
2

2

4 1 1
ln

4 1 1

x x x

x x x

e e e
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e e e

− + + +
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− + + −
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