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Περίληψη 

Η σφαιρική τριγωνοµετρία εµφανίστηκε πολύ νωρίτερα από την επίπεδη 

τριγωνοµετρία. Οι ιδιότητες των ορθογωνίων σφαιρικών τριγώνων και οι διάφορες 

περιπτώσεις επίλυσης τους, ήταν γνωστές ήδη στους Μενέλαο (1ος αιώνας π.Χ.) και 

Πτολεµαίο (2ος αιώνας π.Χ.). Τη λύση των σκαληνών σφαιρικών τριγώνων, οι αρχαίοι 

Έλληνες την ανήγαγαν στη λύση των ορθογωνίων σφαιρικών τριγώνων. Ο Νασιρεντίν 

Τουσί (13ος αιώνας µ.Χ.) από το Αζερµπαϊτζάν (ή την Περσία, σύµφωνα µε τον G. 

Loria), εξέτασε συστηµατικά όλες τις περιπτώσεις επίλυσης των σκαληνών σφαιρικών 

τριγώνων και 1ος έδωσε τη λύση σε δύο εξαιρετικά δύσκολες περιπτώσεις.  

Οι θεµελιώδεις τύποι των σκαληνών σφαιρικών τριγώνων, ανήκουν στον 

Άραβα Αµπού–αλ–Βέφα (10ος αιώνας µ.Χ.), στον Γερµανό µαθηµατικό 

Regiomontanus (µέσα 15ου αιώνα µ.Χ.),  στον Γάλλο F. Viete (2ο µισό του 16ου αιώνα 

µ.Χ.) και στον Ελβετό Euler (από 1753 έως 1779 µ.Χ.) ο οποίος έδωσε όλο το σύστηµα 

των τύπων της σφαιρικής τριγωνοµετρίας. Σηµαντική υπήρξε η προσφορά του 

Σκωτσέζου θεολόγου και µαθηµατικού John Νapier, στην εύρεση τύπων για πρακτικές 

εφαρµογές.   

Υπερβολικές ονοµάζονται εκείνες οι γεωµετρίες, στις οποίες τα τρίγωνα τους 

έχουν άθροισµα µικρότερο των 180o, που ισοδυναµεί µε την ύπαρξη πολλών 

παράλληλων ευθειών που άγονται από σηµείο εκτός ευθείας. 
 

Λέξεις κλειδιά 

Σφαιρική τριγωνοµετρία, σφαιρικά τρίγωνα (είδη, ιδιότητες), σφαιρική 

υπεροχή, σφαιρική άτρακτος, σφαιρικός όνυχας, σφαιρική ακτίνα, σφαιροειδές εκ 

περιστροφής, µέγιστος κύκλος, Ισηµερινός, µεσηµβρινοί, αντιµεσηµβρινός, άξονας 

του κύκλου, πόλοι, υπερβολική γεωµετρία, γεωµετρικές ζώνες, συντεταγµένες, 

γεωγραφικό µήκος, γεωγραφικό πλάτος, παρηµίτονο, ηµιπαριµήτονο, χαρτογράφηση, 

φόρµουλα Haversine, φόρµουλα Vincenty, κανόνες του Napier, προβολές χαρτών 

(είδη), µερκατορική προβολή, στερεογραφική προβολή, αζιµουθιακή ισαπέχουσα 

προβολή, κλίµακα του χάρτη, καµπυλότητα επιφάνειας, GIS, ορθοδροµία, λοξοδροµία, 

αλγοριθµική γεωµετρία, φαινόµενα µεγέθη, παράλλαξη, γεωδαισία, mascons, 

κυλινδρική προβολή, συναρτήσεις Bessel, µεγάλος γεωδαιτικός τριγωνισµός, Σείριος 

Β, Κύκνος 61, αντίστροφα σηµεία, ράβδος του Ιακώβ 
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Εισαγωγή 

 Ο Ευκλείδης, θεωρούσε ότι το 5ο αίτηµα του ήταν αναπόδεικτο. Οι 

µαθηµατικοί, στην προσπάθεια τους να βρουν µία απόδειξη για το αίτηµα αυτό, 

ανακάλυψαν νέες γεωµετρίες στις οποίες δεν ισχύει ότι το άθροισµα των γωνιών ενός 

τριγώνου είναι 
0180 . Επίσης, ανακάλυψαν ότι είναι δυνατόν από σηµείο εκτός ευθείας 

να διέρχονται άπειρες ευθείες,  παράλληλες προς την ευθεία.  Επειδή η Γη µπορεί να 

θεωρηθεί κατά προσέγγιση σφαιρική, η σφαιρική (ή ελλειπτική) γεωµετρία βρίσκει 

άφθονες εφαρµογές σχετιζόµενες µε το σχήµα της Γης, όπως είναι η ναυσιπλοΐα 

(υπολογισµοί πορείας), η αστρονοµία (µελέτη κίνησης ουρανίων σωµάτων) και η 

χαρτογραφία (λόγω της καµπυλότητας της σφαίρας, η επιφάνεια της δεν είναι δυνατό 

να αναπτυχθεί στο επίπεδο, άρα οι χάρτες δεν µπορεί να είναι ακριβείς). 

Τα µαθηµατικά αποτελούν τη βάση της χαρτογράφησης, διότι επιτρέπουν την 

ακριβή αναπαράσταση των γεωγραφικών δεδοµένων και των χαρακτηριστικών της Γης 

σε επίπεδο χάρτη. Οι γεωµετρικές, τριγωνοµετρικές, σφαιρικές και υπολογιστικές 

µέθοδοι, χρησιµοποιούνται για να διασφαλιστεί ότι οι χάρτες αποδίδουν τις 

πραγµατικές γεωµετρικές σχέσεις, σε τοπικό και σε παγκόσµιο επίπεδο. Η κατασκευή 

χαρτών, ειδικά στους τοµείς της ναυτιλίας και της γεωγραφίας, απαιτεί τη χρήση 

διάφορων µαθηµατικών εργαλείων για να µετατραπούν οι τρισδιάστατες επιφάνειες 

του πλανήτη µας, σε δισδιάστατες αναπαραστάσεις. Αυτή η διαδικασία, γνωστή και ως 

χαρτογράφηση, βασίζεται σε πολλές µαθηµατικές έννοιες, από την τριγωνοµετρία και 

τη γεωµετρία µέχρι τις προβολές και τις εξισώσεις των καµπυλών. Ας δούµε αναλυτικά 

τις κύριες µαθηµατικές έννοιες που χρησιµοποιούνται στη δηµιουργία χαρτών: 

 

1. Συντεταγµένες και γεωγραφικό σύστηµα συντεταγµένων 

Η γεωγραφία και οι χάρτες βασίζονται σε ένα σύστηµα συντεταγµένων για να 

προσδιορίσουν τη θέση ενός σηµείου στην επιφάνεια της Γης. Το πιο κοινό σύστηµα 

συντεταγµένων είναι το γεωγραφικό σύστηµα συντεταγµένων, το οποίο χρησιµοποιεί 

δύο βασικές παραµέτρους: 

� Γεωγραφικό πλάτος (Latitude): Είναι η γωνία, που µετράτε από τον 

Ισηµερινό (0°) ως τον βόρειο ή τον νότιο πόλο. 

� Γεωγραφικό µήκος (Longitude): Είναι η γωνία, που µετράτε από τον 

Πρωτεύοντα Μεσηµβρινό (0°) στο δυτικό ή στο ανατολικό ηµισφαίριο. 

Η γεωγραφία, χρησιµοποιεί αυτές τις παραµέτρους για να προσδιορίσει µε ακρίβεια 

την τοποθεσία του κάθε σηµείου στην επιφάνεια της Γης, αλλά αυτό είναι µόνο το 

πρώτο βήµα για τη δηµιουργία ενός χάρτη. 

 

2. Σφαίρα και σφαιρική τριγωνοµετρία 

Η Γη, είναι σε µεγάλο βαθµό σφαιρική (ή ακριβέστερα ένα σφαιροειδές εκ 

περιστροφής). Η χρήση της σφαίρας, είναι θεµελιώδης στην κατασκευή των χαρτών, 

διότι όλοι οι υπολογισµοί για τις αποστάσεις και για τις γωνίες βασίζονται σε σφαιρικές 

γεωµετρικές αρχές. Η σφαιρική τριγωνοµετρία, είναι εκείνος ο κλάδος των 

µαθηµατικών που χρησιµοποιείται για να υπολογιστούν γωνίες και αποστάσεις πάνω 

σε µια σφαίρα. Ορισµένα βασικά εργαλεία στη σφαιρική τριγωνοµετρία είναι: 

� Η σφαιρική πενταγωνική εξίσωση. 

� Ο υπολογισµός της απόστασης µεταξύ δύο σηµείων στη σφαίρα 

χρησιµοποιώντας τη φόρµουλα Haversine ή τη φόρµουλα του Vincenty. 

Αυτοί οι υπολογισµοί είναι ιδιαίτερα χρήσιµοι για τη ναυτιλία και την πλοήγηση, 

καθώς επιτρέπουν την εκτίµηση της απόστασης µεταξύ 2 σηµείων στην επιφάνεια  της  

σφαίρας, κάτι που είναι απαραίτητο για τον καθορισµό της πορείας των πλοίων. 
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3. Προβολές χαρτών 

Η µεγαλύτερη µαθηµατική πρόκληση στη χαρτογράφηση, είναι η µετατροπή 

των τρισδιάστατων δεδοµένων της Γης σε δισδιάστατους χάρτες. Αυτός ο τύπος 

µετατροπής, ονοµάζεται προβολή χάρτη και περιλαµβάνει την εφαρµογή µαθηµατικών 

τύπων για να µετατραπεί η σφαιρική επιφάνεια σε επίπεδη. Ο τύπος της προβολής που 

κάθε φορά επιλέγεται, εξαρτάται από το είδος του χάρτη που θέλουµε να 

δηµιουργήσουµε και τη χρήση του (π.χ., για ναυσιπλοΐα, πολιτική, γεωλογία). Κάποιες 

από τις πιο γνωστές προβολές, περιλαµβάνουν:  

� Προβολή µεσηµβρινού – ευθύγραµµη (Mercator projection): Είναι η πιο 

γνωστή προβολή, όπου οι γραµµές του µήκους και του πλάτους είναι ευθείες και 

κάθετες µεταξύ τους. Χρησιµοποιείται στη ναυσιπλοΐα, λόγω της ευκολίας στη χάραξη 

πορείας σε ευθείες γραµµές. 

� Προβολή γεωγραφικού επίπεδου (Azimuthal projection): Αυτή η προβολή 

χρησιµοποιείται για περιοχές γύρω από τους πόλους και δίνει ακριβείς αποστάσεις από 

ένα κεντρικό σηµείο. 

� Προβολή κωνική (Conic projection): Χρησιµοποιείται για περιοχές που 

εκτείνονται κατά µήκος ενός γεωγραφικού κλάδου, καθώς αποδίδει καλύτερα τις 

σχέσεις απόστασης και µεγέθους. 

� Προβολές τύπου γεωειδούς (Pseudo–cylindrical projections): Αυτές, 

συνδυάζουν χαρακτηριστικά της κυλινδρικής και της κωνικής προβολής και 

χρησιµοποιούνται για µεγάλες περιοχές, µε περιορισµένες παραµορφώσεις. 

 

4. Μαθηµατικά στην κλίµακα και στις µετρήσεις 

Η κλίµακα ενός χάρτη, καθορίζει την αναλογία της απόστασης στον χάρτη προς 

την πραγµατική απόσταση στη Γη. Για παράδειγµα, µια κλίµακα 1:50.000 σηµαίνει ότι 

1 µονάδα απόστασης στον χάρτη αντιστοιχεί σε 50.000 µονάδες στην πραγµατικότητα. 

Οι µαθηµατικοί υπολογισµοί, είναι απαραίτητοι για τη σωστή αναπαράσταση της 

κλίµακας και την ακριβή µέτρηση των αποστάσεων και των περιοχών πάνω στον 

χάρτη. 

� Υπολογισµοί κλίµακας: Χρησιµοποιούνται για να προσαρµοστούν οι 

φυσικές αποστάσεις σε αναλογίες, που είναι χρήσιµες για τη χαρτογράφηση. 

� Περιοχές και επιφάνειες: Όταν χρειαζόµαστε να υπολογίσουµε την περιοχή 

µιας χερσαίας µάζας ή της θάλασσας σε χάρτη, τότε χρησιµοποιούµε ολοκληρώµατα 

για να υπολογίσουµε την ακριβή επιφάνεια, από τα γεωµετρικά σχήµατα που 

προκύπτουν στην προβολή. 

 

5. Τοπογραφικές καµπύλες και εξισώσεις γεωµετρίας 

Οι τοπογραφικοί χάρτες, χρησιµοποιούν τοπογραφικές καµπύλες (ή ισοϋψείς 

καµπύλες) για να αναπαραστήσουν το ανάγλυφο της Γης. Αυτές οι καµπύλες, δείχνουν 

περιοχές µε την ίδια υψοµετρική τιµή και χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό 

υψοµετρικών διαφορών και αναλύσεων του εδάφους. Η χρήση των µαθηµατικών για 

τον υπολογισµό αυτών των καµπυλών, βασίζεται στη διαφορική γεωµετρία, που 

περιλαµβάνει τις εξισώσεις για την υπολογισµό της καµπυλότητας της επιφάνειας. 

 

6. Ανάγνωση και δηµιουργία χαρτών, µέσω υπολογιστών 

Με την ανάπτυξη της γεωγραφικής πληροφορικής συστήµατος (GIS), οι 

ηλεκτρονικοί  υπολογιστές έχουν αναλάβει µεγάλο µέρος της δηµιουργίας των χαρτών, 

χρησιµοποιώντας πολύπλοκους αλγορίθµους. Το GIS συνδυάζει µαθηµατικά, 

στατιστική και υπολογιστικές επιστήµες για να παράγει χαρτογραφικά δεδοµένα, να τα 

αναλύσει και να τα παρουσιάσει. 
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� Αλγόριθµοι γεωµετρίας υπολογιστή: Εδώ, χρησιµοποιούνται οι αλγόριθµοι 

των υπολογιστικών γεωµετρικών παραστάσεων για τη δηµιουργία, την αποθήκευση 

και την αναπαράσταση των γεωµετρικών σχηµάτων και των καµπυλών, στον 

υπολογιστή. 

 

1. Ορισµός της σφαίρας 

 Η σφαίρα, παρόλο που από την εποπτεία είναι γνωστό στερεό σώµα, µπορεί να 

ορισθεί γεωµετρικά ως στερεό εκ περιστροφής αλλά και ως γεωµετρικός τόπος. 

Σύµφωνα µε τον 1ο ορισµό, σφαίρα ονοµάζεται το στερεό σώµα του οποίου η 

επιφάνεια διαγράφεται από ηµικύκλιο που περιστρέφεται πλήρως περί τη διάµετρο του 

(σχήµα 1). Η επιφάνεια που διαγράφει το ηµικύκλιο, ονοµάζεται σφαιρική επιφάνεια 

ή επιφάνεια της σφαίρας. Το µέσον Ο  του ηµικυκλίου, ονοµάζεται κέντρο της 

σφαίρας. Το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει το κέντρο της σφαίρας µε οποιοδήποτε 

σηµείο της σφαιρικής της επιφάνειας, ονοµάζεται ακτίνα της σφαίρας.  

Σύµφωνα µε τον 2ο ορισµό, σφαίρα ονοµάζεται το σύνολο των σηµείων του 

χώρου που απέχουν σταθερή απόσταση ρ  από ένα σταθερό σηµείο Ο  (σχήµα 2). Το 

σηµείο Ο , ονοµάζεται κέντρο της σφαίρας και το ευθύγραµµο τµήµα ρΟΑ =  

ονοµάζεται ακτίνα της σφαίρας. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα του οποίου τα άκρα είναι 2 

τυχαία σηµεία µίας σφαιρικής επιφάνειας, ονοµάζεται χορδή της αντίστοιχης σφαίρας.  

Αν µία χορδή διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας, τότε ονοµάζεται διάµετρος 

της σφαίρας. Στο σχήµα 2, το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ  είναι χορδή της σφαίρας, ενώ το  

ευθύγραµµο τµήµα ′ΑΑ  είναι διάµετρος της σφαίρας. Κάθε σηµείο της σφαιρικής 

επιφάνειας, είναι άκρο µίας µοναδικής διαµέτρου της σφαίρας. Όλες οι διάµετροι της 

σφαίρας, έχουν µήκος ίσο µε το διπλάσιο της ακτίνας της. Στο σχήµα 1, για τη διάµετρο 

′ΑΑ  ισχύει ότι 2ρ′ΑΑ = . Κάθε ευθεία διερχόµενη από το κέντρο Ο  της σφαίρας, 

(σχήµα 2) τέµνει τη σφαίρα σε 2 σηµεία , ′Α Α τα οποία ονοµάζονται αντιδιαµετρικά. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Σχήµα 1 . Η σφαίρα ως στερεό εκ περιστροφής  

                    

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Σχήµα 2. ΑΒ: Χορδή, ΑΑ΄ διάµετρος 
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1.1 Προτάσεις  

Οι παρακάτω προτάσεις, είναι άµεση απόρροια των ορισµών της σφαίρας.  

� Κάθε σφαίρα, έχει ένα µόνο κέντρο Ο . 

� Κάθε χορδή της σφαίρας, είναι µικρότερη από τη διάµετρο. 

� Τέσσερα µη συνεπίπεδα σηµεία του χώρου, ορίζουν πάντα µία και µοναδική 

σφαιρική επιφάνεια. 

� Αν ΑΒ  είναι χορδή σφαίρας και Μ το µέσον της χορδής, τότε το ευθύγραµµο 

τµήµα ΟΜ  είναι κάθετο στη χορδή (σχήµα 2).  

 

Παρατήρηση 

Επειδή µία ευθεία γραµµή, δεν µπορεί να έχει περισσότερα από 2 κοινά σηµεία 

µε έναν κύκλο και επειδή όλα τα σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας ισαπέχουν από το 

κέντρο της, έπεται ότι σε µία σφαιρική επιφάνεια δεν υπάρχουν 3 ή περισσότερα 

συνευθειακά σηµεία. 

 

1.2 Μέγιστος κύκλος  

Κάθε κύκλος της σφαιρικής επιφάνειας ο οποίος έχει ως κέντρο του το κέντρο 

της σφαίρας (σχήµα 3), έχει µεγαλύτερη διάµετρο (άρα και ακτίνα) από κάθε άλλον 

κύκλο της ίδιας σφαιρικής επιφάνειας, ο οποίος έχει ως διάµετρο µία χορδή της 

σφαίρας. Μέγιστοι κύκλοι, ονοµάζονται οι κύκλοι µε την παραπάνω ιδιότητα. ∆ύο 

µέγιστοι κύκλοι, είναι πάντα ίσοι και τέµνονται σε δύο αντιδιαµετρικά σηµεία (σχήµα 

4). Από δύο αντιδιαµετρικά σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας, διέρχεται µοναδικός 

µέγιστος κύκλος. 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 3. Μέγιστος κύκλος σφαίρας             

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 4. Τοµές µεγίστων κύκλων 

 

1.3 Σχετικές θέσεις ευθείας και σφαίρας  

Οι σχετικές θέσεις ευθείας γραµµής και σφαίρας, ανάγονται στις σχετικές 

θέσεις ευθείας και κύκλου (σχήµα 5). Αν δ  είναι η απόσταση της ευθείας από το 

κέντρο Κ  της σφαίρας ( ), RΚ , τότε υπάρχουν οι ακόλουθες 3 περιπτώσεις. 

� Αν Rδ > , τότε τα 2 σχήµατα δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. 

� Αν Rδ = , τότε τα 2 σχήµατα έχουν µόνο 1 κοινό σηµείο, οπότε λέµε ότι η 

ευθεία µε τη σφαίρα εφάπτονται στο κοινό τους σηµείο. 

� Αν Rδ < , τότε τα 2 σχήµατα έχουν 2 κοινά σηµεία. 
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Σχήµα 5. Σχετικές θέσεις ευθείας και σφαίρας 

 

1.4 Σχετικές θέσεις επιπέδου και σφαίρας  

Οι σχετικές θέσεις του επιπέδου και της σφαίρας (σχήµα 6), καθορίζονται από 

την ελάχιστη απόσταση δ  του επιπέδου p, από το κέντρο Κ  της σφαίρας ( ), RΚ . 

Υπάρχουν οι ακόλουθες 3 περιπτώσεις. 

� Αν Rδ > , τότε τα δύο σχήµατα δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. 

� Αν Rδ = , τότε τα δύο σχήµατα έχουν µόνο ένα κοινό σηµείο, οπότε λέµε ότι το 

επίπεδο p  µε τη σφαίρα ( ), RΚ  εφάπτονται στο κοινό τους σηµείο Α το οποίο 

ονοµάζεται σηµείο επαφής.  

� Αν Rδ < , τότε η τοµή του επιπέδου p  και της σφαίρας ( ), RΚ  είναι κύκλος ακτίνας 

2 2r R δ= − . 

 

Ειδική περίπτωση  

Αν 0δ = , δηλαδή το επίπεδο p  περιέχει το 

κέντρο της σφαίρας ( ), RΚ , τότε η τοµή της 

σφαίρας µε το επίπεδο είναι ένας µέγιστος κύκλος, 

διότι r R= . 

 

 

 
Σχήµα 6. Σχετικές θέσεις επιπέδου και σφαίρας 

 

 

 

Αν ένα επίπεδο τέµνει µία σφαίρα, η τοµή τους πάντα είναι ένας κύκλος. Αν το 

επίπεδο διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας, ο κύκλος ονοµάζεται µέγιστος, ενώ σε 

αντίθετη περίπτωση, ονοµάζεται ελάχιστος κύκλος. Ένας µέγιστος κύκλος είναι και ο 

Ισηµερινός (Equator). Από δύο τυχαία, µη αντιδιαµετρικά σηµεία µίας σφαίρας 

(σχήµα 7) διέρχονται άπειροι µικροί κύκλοι, αλλά µόνο ένας µέγιστος κύκλος (σχήµα 

9), που ορίζει και τη συντοµότερη διαδροµή µεταξύ των σηµείων αυτών.  

Απόσταση δύο σηµείων µίας σφαίρας, ονοµάζεται το µικρότερο από τα δυο 

τόξα του µεγίστου κύκλου ο οποίος διέρχεται από τα σηµεία αυτά (σχήµα 8). 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 7. Μέγιστος κύκλος και µικρός κύκλος σφαίρας 
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Σχήµα 8. Απόσταση 2 σηµείων σφαίρας 
 

Όλοι οι µέγιστοι κύκλοι της σφαίρας, είναι ίσοι µεταξύ τους.  

Οι µέγιστοι κύκλοι, διχοτοµούν ο ένας τον άλλο. 

Κάθε µέγιστος κύκλος, χωρίζει τη σφαίρα σε 2 ίσα µέση, που ονοµάζονται ηµισφαίρια.  

Η τοµή 2 µεγίστων κύκλων, είναι πάντα η κοινή τους διάµετρος. 

Η συντοµότερη διαδροµή µεταξύ 2 σηµείων µίας σφαίρας, είναι το τόξο του µεγίστου κύκλου το 

οποίο ορίζεται από αυτά τα σηµεία (σχήµα 8). Το γεγονός αυτό εκµεταλλεύονται οι αεροπορικές και 

οι ναυτιλιακές εταιρείες, κατά τον σχεδιασµό των δροµολογίων. 

Από 2 αντιδιαµετρικά σηµεία της σφαίρας, διέρχονται άπειροι µέγιστοι κύκλοι (σχήµα 9). Πχ. Από 

τους πόλους της Γης διέρχονται άπειροι µέγιστοι κύκλοι, που είναι όλοι οι µεσηµβρινοί της γήινης 

σφαίρας. 

Πίνακας 1. Ιδιότητες των µέγιστων κύκλων της σφαίρας. 

 

Στον ευκλείδειο χώρο των 2 διαστάσεων, η συντοµότερη απόσταση µεταξύ 2 

σηµείων είναι η ευθεία γραµµή, ενώ  µεταξύ 2 σηµείων µίας σφαιρικής επιφάνειας, 

είναι το τόξο το οποίο ορίζεται επί του µέγιστου κύκλου, του διερχόµενου από αυτά τα 

2 σηµεία. Για τον λόγο αυτό, τα πλοία και τα αεροπλάνα ταξιδεύουν επί µεγίστων 

κύκλων. Συνεπώς, δεν είναι αφύσικο να αναµένουµε να έχουν οι µέγιστοι κύκλοι της 

σφαίρας,  ιδιότητες ανάλογες µε αυτές που έχουν οι ευθείες γραµµές στην 

επιπεδοµετρία. ∆ύο µέγιστοι κύκλοι σφαίρας τέµνονται κάθετα, όταν τα επίπεδα στα 

οποία ανήκουν (και διέρχονται από το κέντρο της σφαίρας) είναι κάθετα µεταξύ τους. 

Πχ. στη γήινη σφαίρα, οι µεσηµβρινοί τέµνουν κάθετα τον Ισηµερινό. 

Σφαιρικό τµήµα, ονοµάζεται εκείνο το τµήµα του µέγιστου κύκλου που 

συνδέει 2 σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας (σχήµα 10). Τα σηµεία αυτά, ονοµάζονται 

άκρα του σφαιρικού τµήµατος.  

 

 

 

 
Σχήµα 9. Μόνο ένας µέγιστος κύκλος διέρχεται 

από τα σηµεία Α, Β,Γ 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 10. Τα σφαιρικά τµήµατα ΑΠ και ΒΠ   
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Αξίωµα ευκλείδειας γεωµετρίας Αντίστοιχο αξίωµα στη σφαίρα 

Από 2 σηµεία του επιπέδου, διέρχεται µία 

µοναδική ευθεία. 

Από 2 σηµεία της σφαίρας, διέρχεται 

τουλάχιστον ένας κύκλος. 

Από σηµείο εκτός ευθείας, διέρχεται µόνο µία 

παράλληλη προς την ευθεία. 

∆ύο µέγιστοι κύκλοι της σφαίρας, τέµνονται 

πάντα. 

Πίνακας 2. Προσαρµογή αξιωµάτων ευκλείδειας γεωµετρίας στη σφαίρα 

 
∆ύο µικροί κύκλοι, ονοµάζονται παράλληλοι όταν τα επίπεδα τους είναι παράλληλα (σχήµα 11). 

∆ύο µικροί κύκλοι είναι ίσοι, όταν ισαπέχουν από το κέντρο της σφαίρας. 

Όταν 2 µικροί κύκλοι δεν ισαπέχουν από το κέντρο της σφαίρας, τότε µικρότερος είναι αυτός που 

απέχει περισσότερο από το κέντρο της σφαίρας.  

Τρία σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας, ορίζουν πάντα έναν µικρό κύκλο.  

Η ευθεία που ενώνει το κέντρο της σφαίρας µε το κέντρο ενός µικρού κύκλου, είναι κάθετη στο 

επίπεδο του µικρού κύκλου (σχήµα 12).  

Πίνακας 3. Ιδιότητες των µικρών κύκλων της σφαίρας 

 

Άξονας του κύκλου, ονοµάζεται η ευθεία που διέρχεται από το κέντρο του 

κύκλου και είναι κάθετη στο επίπεδο του (σχήµα 13). Τα σηµεία που ο άξονας τέµνει 

τη σφαίρα, ονοµάζονται πόλοι του κύκλου. Σφαιρική ακτίνα ενός κύκλου, ονοµάζεται 

το τόξο που συνδέει ένα σηµείο του κύκλου µε τον κοντινότερο πόλο. Η σφαιρική 

ακτίνα κάθε µεγίστου κύκλου, είναι 
090 . 

 
Όλα τα σηµεία ενός τυχαίου κύκλου, ισαπέχουν από τους πόλους του (σχήµα 14). 

Τα τόξα των µεγίστων κύκλων που ξεκινούν από τους πόλους του κύκλου και καταλήγουν στα σηµεία 

του, είναι ίσα (σχήµα 15). 

Πίνακας 4. Ιδιότητες των πόλων του κύκλου 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 11. Παράλληλοι κύκλοι                                 Σχήµα 12. ΡΡ΄ κάθετο στο επίπεδο του 

                                                                                   µικρού κύκλου 
 

 
Σχήµα 13. Άξονας του κύκλου 
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 Σχήµα 14.  Είναι ΡΑ=ΡΒ 

 

 

 

.                  

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 15. Ίσα τόξα P F P T′ ′=                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 16. ΡΑ= πολική απόσταση 

 

 

 

 

Η απόσταση κάθε σηµείου του κύκλου της σφαίρας από τον πλησιέστερο πόλο του 

κύκλου, είναι σταθερή και ονοµάζεται πολική απόσταση (σχήµα 16). 

 

1.5 Μέτρηση σφαίρας  

Για 1η φορά από τον Αρχιµήδη, υπολογίστηκαν ο όγκος και το εµβαδόν της 

επιφάνειας της σφαίρας και οι όγκοι και τα εµβαδά των κυρτών επιφανειών κυλίνδρου, 

του κώνου και του κόλουρου κώνου.  Αποδεικνύεται ότι, ο όγκος σφαίρας ακτίνας R  

δίνεται από τον τύπο 34

3
V Rπ=  και το εµβαδόν της σφαιρικής της επιφάνειας δίνεται 

από τον τύπο 
24 RπΕ = , δηλαδή ισούται µε το εµβαδόν 4 µέγιστων κύκλων.  

 

1.6 Σφαιρική άτρακτος και σφαιρικός όνυχας 

 Έστω σφαίρα ( ),ρΟ και ϕ  το µέτρο µίας δίεδρης γωνίας που έχει ως ακµή τη 

διάµετρο ΑΒ  (σχήµα 17). Σφαιρική άτρακτος ονοµάζεται εκείνο το τµήµα της 

σφαιρικής επιφάνειας, που βρίσκεται µεταξύ των εδρών της δίεδρης γωνίας. Η γωνία 

µεταξύ των ηµιπεριφερειών, ονοµάζεται γωνία της ατράκτου.  

Σφαιρικός όνυχας, ονοµάζεται το στερεό που περικλείεται από τις έδρες της 

δίεδρης γωνίας και τη σφαιρική άτρακτο. Βάση του στερεού όνυχα, ονοµάζεται η 

άτρακτος που περιέχεται µεταξύ των ηµικυκλίων. Αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι 

παρακάτω προτάσεις. 
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� ∆ύο άτρακτοι µε ίσες γωνίες, στην ίδια σφαίρα ή σε σφαίρες ίδιας ακτίνας, είναι ίσες. 

�  Ο λόγος των εµβαδών 2 ατράκτων, στην ίδια σφαίρα ή σε σφαίρες ίδιας ακτίνας, 

ισούται µε τον λόγο των γωνιών τους. 

� Το εµβαδόν µίας ατράκτου ισούται, µε το διπλάσιο της γωνίας της. 

 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 17. Σφαιρική άτρακτος και σφαιρικός όνυχας 

                          

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 18. Σφαιρική γωνία Α . 

 

Σφαιρική γωνία, ονοµάζεται το τµήµα της σφαίρας το ευρισκόµενο µεταξύ 2 

τεµνόµενων τόξων µέγιστων κύκλων (σχήµα 18). Τα τόξα αυτά, ονοµάζονται πλευρές 

της γωνίας και το σηµείο τοµής τους, ονοµάζεται κορυφή της γωνίας. Τα τόξα αυτά, 

τέµνονται και σε ένα άλλο σηµείο της σφαίρας, αντιδιαµετρικό της κορυφής. Κάθε 

σφαιρική γωνία κορυφής Α , έχει µέτρο ίσο µε το µέτρο της γωνίας βΑγ όπου Αβ,  Αγ

είναι οι εφαπτόµενες της σφαίρας στο σηµείο Α . Αφού ως µέτρο της σφαιρικής γωνίας 

ΒΑΓ∡ ορίσαµε το µέτρο της ευθύγραµµης γωνίας βΑγ∡ , ισχύει ότι 

βΑγΑ = = ΒΑΓ∡ ∡ ∡ . ∆ηλαδή το µέτρο µίας σφαιρικής γωνίας, είναι το µέτρο της 

γωνίας που σχηµατίζουν οι ηµιευθείες που είναι εφαπτόµενες στις πλευρές της γωνίας, 

στην κορυφή της.  

 

1.7 Παρηµίτονο (versine) και ηµιπαριµήτονο (haversine) 

Η παράσταση 1 συνω− , ονοµάζεται παρηµίτονο της γωνίας  ω . Στο σχήµα 19 

γεωµετρικά, η παράσταση του παρηµιτόνου είναι ( )ΡΑ . Η παράσταση 
1

2

συνω−
, 

ονοµάζεται ηµιπαρηµίτονο της γωνίας ω . ∆ηλαδή, 
1

2

συνω
ηµπρω

−
= . Από τον 

ορισµό του προκύπτει ότι, το ηµιπαρηµίτονο είναι πάντα θετικό (σχήµα 20). Στο ίδιο 

σχήµα, για τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς της γωνίας ω  ισχύουν: συνω = ΟΡ , 

ηµω =ΟΛ , εϕω = ΑΤ , σϕω = ΒΣ , 
1

τεµω
συνω

= = ΟΤ , 
1

στεµω
ηµω

= = ΟΣ . 
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Σχήµα 19.  ηµπρ ω=ΡΑ       
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 20. Καµπύλη του ηµιπαρηµιτόνου  

 
Τιµές γωνίας 00  

090  
0180  

0270  
0360  

Τιµές ηµιπαρηµιτόνου 0 0,5 1 0,5 0 

Τιµές τέµνουσας 1 ∞  1−  ∞  1 

Πίνακας 5. Τιµές ηµιπαρηµιτόνου, τέµνουσας και συντέµνουσας 

 
Ελληνικοί όροι Αγγλικοί όροι Συντµήσεις 

Ηµίτονο Sine sin 

Συνηµίτονο Cosine  cos  

Εφαπτοµένη Tangent tan 

Συνεφαπτοµένη Cotangent cot 

Τέµνουσα Secant sec 

Συντέµνουσα Cosecant cosec 

Παρηµίτονο Versine ver 

Ηµιπαριµήτονο Haversine hav 

Πίνακας 6. Τριγωνοµετρικοί όροι και οι συντµήσεις τους 

 

1.8 Σφαιρικό τρίγωνο 

Είναι το τµήµα της σφαίρας που περικλείεται µεταξύ των 3, τεµνόµενων ανά 2, 

τόξων µεγίστων κύκλων, υπό τον όρο ότι τα τόξα είναι µικρότερα από ηµικύκλια. Στο 

σφαιρικό τρίγωνο του σχήµατος 21, τα σηµεία τοµής , ,A B C  των µεγίστων κύκλων  

ονοµάζονται κορυφές και τα τόξα , ,AB BC CA  ονοµάζονται πλευρές του σφαιρικού 

τριγώνου. Οι γωνίες που σχηµατίζουν οι 3 µέγιστοι κύκλοι ανά 2, ονοµάζονται γωνίες 

του σφαιρικού  τριγώνου, µετρούνται σε µοίρες και συµβολίζονται µε τα γράµµατα των 
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κορυφών , ,A B C . Οι πλευρές του σφαιρικού τριγώνου, συµβολίζονται µε τα µικρά 

γράµµατα των απέναντι κορυφών, δηλαδή , ,AB c BC a CA b= = = . Στη σφαιρική 

γεωµετρία, η σφαίρα δεν επηρεάζεται από την ακτίνα της, διότι όλα τα µετρούµενα 

µεγέθη (µήκη πλευρών και γωνίες κορυφών) µετρούνται µε τόξα µεγίστων κύκλων και 

όχι µε µήκη. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 21. Σφαιρικό τρίγωνο ABC 

 
Ιδιότητες κάθε σφαιρικού τριγώνου ΑΒC 

Για τις πλευρές του είναι  
00 180a< < , 

00 180b< < , 
00 180c< < . 

Για το άθροισµα των πλευρών του είναι 
0360a b c+ + < . 

Κάθε πλευρά του τριγώνου, είναι µικρότερη από το άθροισµα των άλλων 2 πλευρών και µεγαλύτερη 

από τη διαφορά τους. 

Κάθε γωνία του τριγώνου, είναι µικρότερη των 
0180 . 

Για το άθροισµα των γωνιών του, είναι 
0 0180 540A B C< + + < . 

Κάθε γωνία του τριγώνου, αν αυξηθεί κατά 
0180 γίνεται µεγαλύτερη από το άθροισµα των άλλων 2. 

∆ηλαδή, κυκλικά είναι 
0180A B C+ > + , 

0180B A C+ > + , 
0180C A B+ > + . 

Απέναντι από τη µεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου, βρίσκεται η µεγαλύτερη γωνία του και 

αντίστροφα, απέναντι από τη µεγαλύτερη γωνία του τριγώνου, βρίσκεται η µεγαλύτερη πλευρά του. 

Απέναντι από άνισες πλευρές, βρίσκονται οµοιότροπα άνισα γωνίες. 

Αν είναι ισόπλευρο το τρίγωνο, τότε είναι και ισογώνιο. 

Αν είναι ισοσκελές το τρίγωνο, τότε έχει ίσες τις γωνίες που βρίσκονται απέναντι των ίσων πλευρών 

του. Επίσης, η διάµεσος είναι ύψος και διχοτόµος. 

Τα κάθετα τόξα µεγίστων κύκλων στα µέσα των πλευρών του τριγώνου (µεσοκάθετοι), διέρχονται 

από το ίδιο σηµείο, το οποίο ισαπέχει από τις κορυφές του τριγώνου. 

Τα τόξα µεγίστων κύκλων που διχοτοµούν τις γωνίες του τριγώνου (διχοτόµοι), διέρχονται από το 

ίδιο σηµείο το οποίο ισαπέχει από τις πλευρές του τριγώνου. 

Τα τόξα µεγίστων κύκλων που διέρχονται από τις κορυφές του και είναι κάθετα στις απέναντι πλευρές 

(ύψη), διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

Ισχύει το θεώρηµα του ηµιτόνου 
a b c

A B C

ηµ ηµ ηµ
ηµ ηµ ηµ

= = . 

Ισχύει το θεώρηµα του συνηµιτόνου (κυκλικά) 

a b c b c Aσυν συν συν ηµ ηµ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ , 

b c a c a Bσυν συν συν ηµ ηµ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ ,   

c a b a b Cσυν συν συν ηµ ηµ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ . 

Αν 
090

2

a b+
>  τότε 

090
2

A B+
> . Αν 

090
2

a b+
<  τότε 

090
2

A B+
< .  

Πίνακας 7. Ιδιότητες κάθε σφαιρικού τριγώνου ABC 
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1.9 Είδη σφαιρικών τριγώνων  

Το κάθε σφαιρικό τρίγωνο, ανάλογα µε τις γωνίες του χαρακτηρίζεται (σχήµατα 22, 

23) ως:  

� (µονο)ορθογώνιο, όταν µία σφαιρική γωνία του είναι ορθή ( )090 . 

� δισορθογώνιο, όταν 2 σφαιρικές γωνίες του είναι ορθές. 

� τρισορθογώνιο, όταν και οι 3 σφαιρικές γωνίες του είναι ορθές. 

 

Το κάθε σφαιρικό τρίγωνο ανάλογα µε τις πλευρές του (σχήµα 24) χαρακτηρίζεται ως:  

�  (µονο)ορθόπλευρο, όταν µία πλευρά του είναι ορθή. 

� δισορθόπλευρο, όταν 2 πλευρές του είναι ορθές. 

� τρισορθόπλευρο, όταν και οι 3 πλευρές του είναι ορθές. 

� ισοσκελές, όταν 2 πλευρές του είναι ίσες µεταξύ τους. 

� ισόπλευρο, όταν οι 3 πλευρές του είναι ίσες µεταξύ τους. 

� σκαληνό, όταν οι 3 πλευρές του είναι άνισες µεταξύ τους 

 

Τυχαίο (ή πλάγιο ή κοινό), ονοµάζεται το σφαιρικό τρίγωνο που δεν έχει 

αναγκαστικά µία πλευρά του ή µία γωνία του ίση µε 
090 . Ως µονάδα µέτρησης των 

γωνιών και των πλευρών (σχήµα 25) θεωρούµε την ορθή γωνία. Ως µονάδα µέτρησης 

των εµβαδών, θεωρούµε το εµβαδόν του τρισορθογώνιου τριγώνου, δηλαδή το 1/8 της 

σφαίρας. Κάθε πλευρά ενός σφαιρικού τριγώνου ίση µε  a rad , έχει µήκος a R⋅ . 

Σχήµα 22. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις σφαιρικών τριγώνων 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 23. , ,Α Β Γ  είναι οι γωνίες του τριγώνου     Σχήµα 24. , ,α β γ  είναι οι πλευρές του τριγώνου  

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 25. 
0360α β γ+ + <                                   
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Σχήµα 26. Πολικό τρίγωνο ′ ′ ′Α Β Γ  

 

 

 

 

 

 

1.10 Πολικό σφαιρικό τρίγωνο 

Το σφαιρικό τρίγωνο ′ ′ ′Α Β Γ  που έχει ως κορυφές τους πόλους των µεγίστων 

κύκλων των τόξων των πλευρών του τριγώνουΑΒΓ , ονοµάζεται πολικό τρίγωνο του 

τριγώνου ΑΒΓ  (σχήµα 26) όπου Α΄, Β΄, Γ΄ είναι ο πόλος του µεγίστου κύκλου ΒΓ, 

ΑΓ, ΑΒ ο ευρισκόµενος στο ίδιο ηµικύκλιο µε την κορυφή Α, Β, Γ, αντίστοιχα. Επειδή 

σε κάθε πλευρά ενός σφαιρικού τριγώνου αντιστοιχούν 2 πόλοι, επιλέγεται την κάθε 

φορά  ο πλησιέστερος στην κορυφή Α, Β, Γ οπότε προκύπτουν οι Α΄, Β΄, Γ΄. 

 
Αν ένα σφαιρικό τρίγωνο είναι πολικό ενός άλλου, τότε και το δεύτερο είναι πολικό του πρώτου. 

Στα πολικά τρίγωνα οι πλευρές του ενός είναι παραπληρώµατα των γωνιών του άλλου. ∆ηλαδή, 

ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
0180 ( 2 ορθές)α β γ′ ′ ′Α + = Β + = Γ + = =   και 

 
0180 ( 2 ορθές)α β γ′ ′ ′Α + = Β + = Γ + = =  

Οι τρίεδρες γωνίες που αντιστοιχούν σε 2 πολικά τρίγωνα, είναι παραπληρωµατικές. 

Το πολικό τρίγωνο ενός ορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου, είναι ένα (µονο)ορθόπλευρο σφαιρικό 

τρίγωνο και αντιστρόφως. 

Ένα τρισορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο είναι πολικό του εαυτού του, δηλαδή συµπίπτει µε το πολικό 

του. 

Πίνακας 8. Ιδιότητες των πολικών τριγώνων 

 

1.11 Σφαιρική υπεροχή 

Βασική ιδιότητα ενός σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ είναι ότι πάντα το άθροισµα 

των γωνιών του είναι µεγαλύτερο από π . Η διαφορά ( )2S π= Α + Β+ Γ − , 

ονοµάζεται σφαιρική υπεροχή του τριγώνου ΑΒΓ , είναι αδιάστατο µέγεθος (καθαρός 

αριθµός) και ισούται µε τη στερεά γωνία που ορίζει το τρίγωνο, όπως φαίνεται από το 

κέντρο της σφαίρας. Επίσης, ισχύει ότι 
( )

2
2S

R

ΑΒΓ
= , όπου  ( )ΑΒΓ είναι το εµβαδόν 

του σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ και R  είναι η ακτίνα της σφαίρας. 

Για τη σφαιρική υπεροχή ενός  τρισορθογώνιου σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ  ισχύει ότι, 

( ) ( )0 0 0 02 90 90 90 90S π π= Α+Β+Γ − = + + − = . Το εµβαδόν ( )ΑΒΓ του ανωτέρω 

τριγώνου, ισούται µε το 1/8 του εµβαδού της επιφάνειας της σφαίρας. 

 
Πόρισµα 1. Αν ως µονάδα µέτρησης των εµβαδών ληφθεί το εµβαδόν του τρισορθογώνιου σφαιρικού 

τριγώνου, τότε η σφαιρική υπεροχή του κάθε σφαιρικού τριγώνου ισούται µε το εµβαδόν του. 

Πόρισµα 2. Το εµβαδόν ( )ΑΒΓ ενός σφαιρικού τριγώνου σε τετραγωνικά µέτρα, ισούται µε το 

γινόµενο της σφαιρικής του υπεροχής 2S  επί το 1/8  του εµβαδού της επιφάνειας της σφαίρας. 

∆ηλαδή, ισχύει ότι ( )
2 24

2 2 2
8 8 2

R R
S S S

π πΕ
ΑΒΓ = = =  µε τις γωνίες , ,Α Β Γ να 

µετρούνται σε µοίρες. Κάθε µία από τις γωνίες του σφαιρικού τριγώνου, είναι µεγαλύτερη από το S
.  

Σε τυχαίο σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ µε ηµιπερίµετρο 2τ , σφαιρική υπεροχή 2S  και Ε το εµβαδόν 

της επιφάνειας της σφαίρας, ισχύει ο τύπος 
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2 2 2 2 2

Sτ
σϕ σϕ εϕ εϕ εϕ

Α−Ε Β−Ε Γ−Ε
= ⋅ ⋅ ⋅  και διά πολώσεως ο τύπος 

2 2 2 2 2

S τ τ α τ β τ γ
εϕ εϕ εϕ εϕ εϕ

− − −
= ⋅ ⋅ ⋅ . 

 

Πίνακας 9. Ιδιότητες της σφαιρικής υπεροχής 

 

1.12 Σχέσεις µεταξύ των στοιχείων τυχαίων σφαιρικών τριγώνων 

Σε κάθε σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις. 

 
Τύποι συνηµιτόνων ή θεµελιώδεις σχέσεις πρώτου είδους 

συνα συνβ συνγ ηµβ ηµγ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ Α  

συνβ συνγ συνα ηµγ ηµα συν= ⋅ + ⋅ ⋅ Β  

συνγ συνα συνβ ηµα ηµβ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ Γ  

Τύποι ηµιτόνων ή θεµελιώδεις σχέσεις δευτέρου είδους 

ηµα ηµβ ηµγ
ηµ ηµ ηµ

= =
Α Β Γ

 

Πολικοί τύποι των θεµελιωδών 

συν συνα ηµ ηµ συν συνΑ = ⋅ Β⋅ Γ− Β⋅ Γ  

συν συνβ ηµ ηµ συν συνΒ= ⋅ Γ⋅ Α− Γ⋅ Α  

συν συνγ ηµ ηµ συν συνΓ = ⋅ Α⋅ Β− Α⋅ Β  

Τύποι των µισών γωνιών 

( )2
εϕ

ηµ τ α
Α Κ
=

−
, 

( )2
εϕ

ηµ τ β
Β Κ
=

−
, 

( )2
εϕ

ηµ τ γ
Γ Κ
=

−
 όπου 

2

α β γ
τ

+ +
=  και 

( ) ( ) ( )ηµ τ α ηµ τ β ηµ τ γ
ηµτ

− ⋅ − ⋅ −
Κ = . 

Τύποι των µισών πλευρών 

( )2

α
σϕ

συν
Κ

=
Τ−Α

, 
( )2

β
σϕ

συν
Κ

=
Τ−Β

, 
( )2

γ
σϕ

συν
Κ

=
Τ − Γ

 όπου 

2

Α + Β+ Γ
Τ = , 

( ) ( ) ( )
( )0180

συν συν συν
συν

Τ − Α ⋅ Τ − Β ⋅ Τ − Γ
Κ =

− Τ
 

Αναλογικοί τύποι του Gauss (ή Dalambre) 

2 2

2 2

α β
ηµ συν

γ
συν συν

Α + Β −

=
Γ

,    2 2

2 2

α β
ηµ ηµ

γ
συν ηµ

Α −Β −

=
Γ

,   2 2

2 2

α β
συν συν

γ
ηµ συν

Α+ Β +

=
Γ

,        

2 2

2 2

α β
συν ηµ

γ
ηµ ηµ

Α −Β +

=
Γ

 

Αναλογικοί τύποι του Napier (κυκλική εναλλαγή) 
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2 2

2 2

α β
εϕ ηµ

α β
σϕ ηµ

Α −Β −

=
Γ +

 ,    
2 2

2 2

α β
εϕ ηµ

γ
εϕ ηµ

− Α − Β

=
Α + Β

,    
2 2

2 2

α β
εϕ συν

α β
σϕ συν

Α +Β −

=
Γ +

,  

2 2

2 2

α β
εϕ συν

γ
εϕ συν

+ Α − Β

=
Α + Β

 

Τύποι των τεσσάρων συνεχόµενων στοιχείων 

σϕα στεµ στεµγ σϕ σϕγ σϕ⋅ Β = ⋅ Α+ ⋅ Β,     σϕα στεµ στεµβ σϕ σϕβ σϕ⋅ Γ = ⋅ Α+ ⋅ Γ  

σϕβ στεµ στεµα σϕ σϕα σϕ⋅ Γ = ⋅ Β+ ⋅ Γ ,   σϕβ στεµ στεµγ σϕ σϕγ σϕ⋅ Α = ⋅ Β+ ⋅ Α  

σϕγ στεµ στεµβ σϕ σϕβ σϕ⋅ Α = ⋅ Γ+ ⋅ Α ,   σϕγ στεµ στεµα σϕ σϕα σϕ⋅ Β = ⋅ Γ + ⋅ Β  

Τύποι για τα ηµιπαρηµίτονα των γωνιών (κυκλική εναλλαγή) 

( ) ( )ηµπρ ηµ τ β ηµ τ γ στεµβ στεµγΑ = − ⋅ − ⋅ ⋅  

( ) ( )ηµπρ ηµ τ γ ηµ τ α στεµγ στεµαΒ = − ⋅ − ⋅ ⋅  

( ) ( )ηµπρ ηµ τ α ηµ τ β στεµα στεµβΓ = − ⋅ − ⋅ ⋅  

Τύποι για τα ηµιπαρηµίτονα των πλευρών (κυκλική εναλλαγή) 

( )ηµπρα ηµπρ β γ ηµβ ηµγ ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Α  

( )ηµπρβ ηµπρ γ α ηµγ ηµα ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Β  

( )ηµπργ ηµπρ α β ηµα ηµβ ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Γ  

Πίνακας 10. Τύποι για τυχαία σφαιρικά τρίγωνα 

 

1.13 Τυπολόγιο και µέθοδος εργασίας για επίλυση τυχαίων σφαιρικών τριγώνων 

Επίλυση σφαιρικού τριγώνου, ονοµάζεται η διαδικασία εύρεσης όλων των 

στοιχείων του (πλευρές, γωνίες) όταν δίνονται 3 στοιχεία του. Προς τούτο, γίνεται 

χρήση τριγωνοµετρικών τύπων και πινάκων Norie’s. 

 
1η περίπτωση. Όταν δίνονται οι 3 πλευρές 

Α΄ τρόπος. Χρήση των τύπων των µισών γωνιών 
( )2

εϕ
ηµ τ α

Α Κ
=

−
 όπου 

2

α β γ
τ

+ +
=  και 

( ) ( ) ( )ηµ τ α ηµ τ β ηµ τ γ
ηµτ

− ⋅ − ⋅ −
Κ = . 

Β΄ τρόπος. Κυκλική χρήση των τύπων των ηµιπαρηµίτονων των γωνιών 

( ) ( )ηµπρ ηµ τ β ηµ τ γ στεµγΑ = − ⋅ − ⋅ . 

2η περίπτωση. Όταν δίνονται οι 3 γωνίες 

Α΄ τρόπος. Χρήση των τύπων των µισών πλευρών 
( )2

α
σϕ

συν
Κ

=
Τ−Α

όπου 
2

Α + Β+ Γ
Τ =  

και 
( ) ( ) ( )

( )0180

συν συν συν
συν

Τ − Α ⋅ Τ − Β ⋅ Τ − Γ
Κ =

− Τ
 

Β΄ τρόπος. Εργαζόµαστε µε το πολικό τρίγωνο. 

3η περίπτωση. ∆ίνονται 2 πλευρές και η περιεχόµενη γωνία 

Α΄ τρόπος. Χρήση των αναλογικών τύπων του John Napier. 
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2 2 2 2

α β α β
εϕ συν τεµ σϕ

Α + Β − + Γ
=  για τον υπολογισµό του αθροίσµατος 

2

Α + Β
, 

2 2 2 2

α β α β
εϕ ηµ στεµ σϕ

Α − Β − + Γ
=  για τον υπολογισµό της διαφοράς 

2

Α −Β
, 

2 2 2 2

γ α β
εϕ εϕ ηµ στεµ

− Α + Β Α − Β
=  για τον υπολογισµό της πλευράς γ  

Β΄ τρόπος. Χρήση των τύπων των ηµιπαρηµιτόνων των πλευρών

( )ηµπργ ηµπρ α β ηµα ηµβ ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Γ  

Έλεγχος. Ο παρακάτω τύπος χρησιµοποιείται σε όλες τις περιπτώσεις. 

ηµα ηµβ ηµγ
ηµα στεµ ηµβ στεµ ηµγ στεµ

ηµ ηµ ηµ
= = ⇒ ⋅ Α = ⋅ Β = ⋅ Γ

Α Β Γ
 

4η περίπτωση. ∆ίνονται µία πλευρά και οι προσκείµενες γωνίες ( ),  ,  α Β Γ . 

Α΄ τρόπος. Χρήση των αναλογικών τύπων του John Napier.  

2 2 2 2

β γ α
εϕ συν τεµ εϕ

+ Β− Γ Β + Γ
=  για τον υπολογισµό του αθροίσµατος 

2

β γ+
, 

2 2 2 2

β γ α
εϕ ηµ στεµ εϕ

− Β− Γ Β+ Γ
=  για τον υπολογισµό της διαφοράς 

2

β γ−
, 

2 2 2 2

β γ β γ
σϕ ηµ στεµ εϕ

Α + − Β− Γ
=  για τον υπολογισµό της γωνίας Α  

Β΄ τρόπος. Εργαζόµαστε µε το πολικό τρίγωνο. Με χρήση των τύπων 0180 α′Α = − , 
0180β ′ = − Β , 

0180γ ′ = − Γ  επιλύουµε το πολικό τρίγωνο, σύµφωνα µε τον α΄ τρόπο της 

περίπτωσης 3. 

5η περίπτωση. ∆ίνονται δύο πλευρές και η γωνία απέναντι από µία από αυτές ( ),  ,  α β Β . 

Χρησιµοποιούµε το νόµο των ηµιτόνων, σε συνδυασµό µε τους αναλογικούς τύπους του Napier.   

ηµα ηµ
ηµ ηµ ηµα ηµ στεµβ

ηµβ
⋅ Β

Α = ⇒ Α = ⋅ Β ⋅  για τον υπολογισµό της γωνίας Α , 

2 2 2 2

α β α β
σϕ ηµ εϕ στεµ

Γ + Α − Β −
=  για τον υπολογισµό της γωνίας Γ , 

2 2 2 2

γ α β
εϕ ηµ εϕ στεµ

Α + Β − Α − Β
=  για τον υπολογισµό της πλευράς γ , 

Υπολογισµοί αθροίσµατος 
2

Α + Β
 και διαφοράς 

2

Α − Β
. 

6η περίπτωση. ∆ίνονται δύο γωνίες και η πλευρά η απέναντι σε µία από αυτές ( ),  ,  αΑ Γ . 

Α΄ τρόπος. Χρήση του νόµου των ηµιτόνων, σε συνδυασµό µε τους αναλογικούς τύπους του Napier. 

ηµγ ηµ στεµ ηµα= Γ ⋅ Α ⋅  για τον υπολογισµό της πλευράς γ , 

2 2 2 2

β α γ
εϕ ηµ στεµ εϕ

Α + Γ Α − Γ −
=  για τον υπολογισµό της πλευράς β , 

2 2 2 2

α γ α γ
σϕ ηµ στεµ εϕ

Β + − Α − Γ
=  για τον υπολογισµό της γωνίας Β . 

Β΄ τρόπος. Χρησιµοποιούµε τους τύπους 0180α ′ = − Α , 
0180γ ′ = − Γ , 0180 α′Α = − και 

επιλύουµε το πολικό τρίγωνο ′ ′ ′Α Β Γ  σύµφωνα µε την περίπτωση 5. 

Πίνακας 11. Μεθοδολογία επίλυσης τυχαίων σφαιρικών τριγώνων 
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1.14 Τυπολόγιο και µέθοδος εργασίας για επίλυση ορθογωνίων και ορθόπλευρων 

σφαιρικών  τριγώνων 

Γίνεται χρήση των παρακάτω 2 θεωρηµάτων των τεταρτηµορίων και των 2  

µνηµονικών κανόνων του Napier. 

1ο θεώρηµα των τεταρτηµορίων. Σε κάθε ορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο, µία 

γωνία (πλην της ορθής) και η απέναντι πλευρά της ανήκουν στο ίδιο τεταρτηµόριο, 

δηλαδή είναι και οι 2 αµβλείες ή και οι 2 οξείες.  

2ο θεώρηµα των τεταρτηµορίων. Αν η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου 

σφαιρικού τριγώνου ανήκει στο 1ο τεταρτηµόριο (οξεία), τότε οι άλλες 2 πλευρές και 

οι 2 γωνίες (πλην της ορθής) ανήκουν στο ίδιο τεταρτηµόριο, δηλαδή είναι και οι 2 

αµβλείες ή και οι 2 οξείες.  

∆ηλαδή 

0

0

0

, , , 90

90 ή

, , , 90

ΑΓ ΑΒ Β Γ <


ΒΓ < ⇔ 
ΑΓ ΑΒ Β Γ >

 

Αν η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου ανήκει στο 2ο τεταρτηµόριο 

(οξεία), τότε οι άλλες 2 πλευρές και οι 2 γωνίες (πλην της ορθής) ανήκουν σε 

διαφορετικά τεταρτηµόρια (η µία οξεία και η άλλη αµβλεία). 

∆ηλαδή 

0 0

0

0 0

, 90  &  , 90

90 ή

, 90  &  , 90

ΑΓ Β < ΑΒ Γ >


ΒΓ > ⇔ 
ΑΓ Β > ΑΒ Γ <

 

Τα 2 αυτά θεωρήµατα, µας βοηθούν στην επιλογή της σωστής γωνίας από τους πίνακες, 

όταν είναι γνωστός κάποιος τριγωνοµετρικός της αριθµός. 

Τύποι του Napier. Σε κάθε ορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ µε 090Α =
ισχύουν 

 

 

 

 

 
 

 

 

Πίνακας 12. Τύποι του Napier 

 

Τρίγωνο ορθοδροµίας (ή Γήινο τρίγωνο) ονοµάζεται το σφαιρικό τρίγωνο  ΠΑΒ
(σχήµα 31) το οποίο βρίσκεται στην επιφάνεια της Γης, µε Α  να είναι το σηµείο 

εκκίνησης, Β  να είναι το σηµείο άφιξης και Π  τον πόλο της Γης τον ευρισκόµενο στο 

ίδιο ηµισφαίριο µε το σηµείο εκκίνησης Α .  

1 ηµβ ηµα ηµ= ⋅ Β  6 ηµβ εϕγ σϕ= ⋅ Γ  

2 ηµγ ηµα ηµ= ⋅ Γ  7 ηµγ εϕβ σϕ= ⋅ Β  

3 συνα συνβ συνγ= ⋅  8 συνα σϕ σϕ= Β ⋅ Γ  

4 συν συνγ ηµΓ = ⋅ Β  9 συν εϕβ σϕαΓ = ⋅  

5 συν συνβ ηµΒ = ⋅ Γ  10 συν εϕγ σϕαΒ = ⋅  
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Σχήµα 27. Τρίγωνο 

ορθοδροµίας 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για την πλευρά ΠΑ  είναι 
090 εϕΠΑ = − , όπου εϕ  το γεωγραφικό πλάτος του σηµείου 

εκκίνησης Α . 

Για την πλευρά ΠΒ  είναι 
090 αϕΠΒ = − , αν τα ,Α Β  βρίσκονται στο ίδιο ηµισφαίριο 

(οµώνυµα) και 
090 αϕΠΒ = +  σε διαφορετική περίπτωση (ετερώνυµα), όπου αϕ  το γεωγραφικό 

πλάτος του σηµείου άφιξης Β .  

Ορθοδροµική απόσταση, ονοµάζεται η πλευρά γΑΒ = . 

∆ιαφορά µηκών, των σηµείων ,Α Β  ονοµάζεται η γωνία λΠ = ∆ . 

Αρχική πλεύση, ονοµάζεται η γωνία λεΑ = Ζ . 

Τελική πλεύση, ονοµάζεται η γωνία Β . 

Πίνακας 13. Τα στοιχεία του τριγώνου ορθοδροµίας 

 

Ορθοδροµικό τόξο, ονοµάζεται εκείνο το τόξο του µεγίστου κύκλου που 

συνδέει 2 σηµεία της επιφάνειας της Γης και είναι µικρότερο από 0180 (σχήµα 32). Το 

µέτρο αυτού του τόξου, είναι η ορθοδροµική απόσταση στο τρίγωνο ορθοδροµίας και 

αν υπολογιστεί σε πρώτα λεπτά της µοίρας, δίνει την απόσταση σε ναυτικά µίλια.  

Η πλεύση πλοίου πάνω στο ορθοδροµικό τόξο (Great circle sailing), 

συνεπάγεται τη συνεχή µεταβολή της πορείας του. Επειδή αυτό πρακτικά είναι 

αδύνατο, η πλεύση γίνεται πάνω σε µία τεθλασµένη γραµµή, οι κορυφές της οποίας 

είναι σηµεία του ορθοδροµικού τόξου. Αυτός ο πλους ονοµάζεται ορθοδροµικός 

πλους και οι κορυφές του ονοµάζονται ενδιάµεσα σηµεία.  
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Σχήµα 28. Ορθοδροµικό τόξο 

 

2. Γεωµετρία της υδρογείου σφαίρας 

    Αναφορικά µε τη γεωµετρία του πλανήτη Γη, 2 προβλήµατα που θεωρούνται 

κλασσικά προτάθηκαν από τον µαθηµατικό και εκπαιδευτικό George Polya (1887–

1985).  

Το 1ο πρόβληµα συχνά εκλαµβάνεται ως αστείο, πρόκειται όµως για κρυφό 

χρυσωρυχείο µαθηµατικής γνώσης. Αφορά το πρόβληµα της πολικής αρκούδας.  

«Ένας ατρόµητος κυνηγός βγαίνει από τον καταυλισµό του και περπατά 1km προς 

νότια. Στη συνέχεια γυρίζει και περπατά 1km προς ανατολικά. Εκεί, βλέπει µια αρκούδα, 

βγάζει το όπλο του και τη σκοτώνει. Ικανοποιηµένος, στρέφεται προς βορρά και αφού 

διανύει ακριβώς 1km, ξαναβρίσκεται στο σηµείο εκκίνησης στον καταυλισµό. Τι χρώµα 

είχε η αρκούδα;»  

Η πορεία του κυνηγού, διαγράφει ένα τόξο µεσηµβρινού όταν µετακινείται 

προς νότο ή προς βορρά και ένα τόξο παραλλήλου (παράλληλου προς τον Ισηµερινό) 

όταν µετακινείται ανατολικά. Αν ο κυνηγός επιστρέψει στο σηµείο εκκίνησής του 

ακολουθώντας έναν µεσηµβρινό διαφορετικό από αυτόν που ακολούθησε ξεκινώντας, 

το σηµείο εκκίνησής του είναι υποχρεωτικά ο Βορράς. ∆ιαφορετικά, αν διένυε έναν 

ολόκληρο παράλληλο, ή δύο ή τρεις, θα µετακινούνταν προς ένα σηµείο κοντά στο 

Νότιο Πόλο. Σε κάθε περίπτωση, η απάντηση είναι πως η αρκούδα ήταν λευκή, σε 

απόσταση 1km από το Βόρειο Πόλο, δεν θα µπορούσε να είναι κάτι άλλο.   

Το 2ο πρόβληµα του Polya είναι λιγότερο γνωστό, αλλά εξίσου ενδιαφέρον. 

Πρόκειται για το πρόβληµα του Ροµπέρτο.   

«Ο Ροµπέρτο ψάχνει ένα οικόπεδο τελείως οριζόντιο, οριοθετούµενο από 4 πολύ 

συγκεκριµένες ευθείες γραµµές: οι 2 από αυτές θα πρέπει να έχουν κατεύθυνση βορρά-

νότο και οι άλλες 2, ανατολή-δύση. Κάθε µία θα πρέπει να έχει µήκος 1.000 m ακριβώς. 

Μπορεί ο Ροµπέρτο να βρει ένα τέτοιο οικόπεδο στο Μεξικό;»   
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Ο συλλογισµός που πρέπει να κάνουµε είναι ίδιος µε αυτόν του προηγούµενου 

παραδείγµατος. Το οικόπεδο που ψάχνει ο Ροµπέρτο, οριοθετείτε από 2 µεσηµβρινούς 

και 2 παραλλήλους. Ας φανταστούµε 2 σταθερούς µεσηµβρινούς και έναν παράλληλο 

που αποµακρύνεται από τον Ισηµερινό, το τόξο αυτού του κινητού παραλλήλου, που 

τέµνεται από τους 2 σταθερούς µεσηµβρινούς, µειώνεται σηµαντικά. Το κέντρο ενός 

οικοπέδου µε αυτά τα χαρακτηριστικά, µπορεί να βρίσκεται µόνο στον Ισηµερινό. 

Ρίχνοντας όµως µια µατιά σε έναν άτλαντα, θα δούµε πως οι απαιτήσεις του Ροµπέρτο 

δεν µπορούν να ικανοποιηθούν στο Μεξικό. 

Σχήµα 29. Η υδρόγειος σφαίρα 

 

 

 
Σχήµα 30. Ο άξονας της Γης 

 

 

 

 

 

 
 

2.1 Παράλληλοι και µεσηµβρινοί 

    Από την εποχή του Πυθαγόρα µέχρι του GPS (Global Positioning System), 

υπάρχει ένα σύστηµα που στηρίζεται στις έννοιες του γεωγραφικού µήκους και του 

γεωγραφικού πλάτους, το οποίο επιτρέπει τον κατά προσέγγιση  εντοπισµό στην 

επιφάνεια της Γης (ή οποιασδήποτε άλλης σφαίρας). Οι µέγιστοι κύκλοι που διέρχονται 

από τους πόλους, ονοµάζονται µεσηµβρινοί και οι κάθετες σε αυτούς γραµµές, 

ονοµάζονται παράλληλοι. Η Γη µοιάζει µε ένα πορτοκάλι, όπου οι µεσηµβρινοί είναι 

τα όρια ανάµεσα στα κοµµάτια του και τα σηµεία όπου διασταυρώνονται ο βόρειος και 

ο νότιος πόλος. Από όλους τους παραλλήλους, αυτός που αντιστοιχεί στον µέγιστο 

κύκλο είναι ο Ισηµερινός και διαιρεί την υδρόγειο σφαίρα σε 2 ίσα µέρη.  

Ονοµάζουµε 1ο µεσηµβρινό ή γεωγραφικό µήκος µηδέν τον µεσηµβρινό που 

διέρχεται από την αγγλική κοινότητα του Γκρίνουιτς. Το γεωγραφικό πλάτος, είναι η 

απόσταση προς βορρά, δηλαδή προς το πάνω µέρος της σφαίρας, ή προς νότο, προς το 
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κάτω µέρος της σφαίρας και µετριέται σε γωνιακές µοίρες. Το γεωγραφικό µήκος, 

είναι η απόσταση προς την ανατολή, δηλαδή προς τα δεξιά της σφαίρας, ή προ τη δύση, 

δηλαδή προς τα αριστερά της σφαίρας και µετριέται σε γωνιακές µοίρες, µε αφετηρία 

τον 1ο µεσηµβρινό ή µεσηµβρινό του Γκρίνουιτς. Όλα τα σηµεία ενός δεδοµένου 

παραλλήλου, έχουν το ίδιο πλάτος και όλα τα σηµεία ενός δεδοµένου µεσηµβρινού, 

έχουν το ίδιο µήκος. Το 1ο ζήτηµα που τίθεται βάσει αυτών των πληροφοριών, είναι 

προφανές. Αν σκοπός του συστήµατος αυτού είναι ο εντοπισµός των σηµείων και ο 

προσανατολισµός πάνω στην επιφάνεια της Γης, γιατί µετράµε το µήκος και το πλάτος 

σε µοίρες και όχι σε χιλιόµετρα; Αρχικά, ας επισηµάνουµε πως η επιφάνεια πάνω στην 

οποία τα υπολογίζουµε είναι µια σφαίρα. Για να καθορίσουµε τη θέση ενός σηµείου 

πάνω στη σφαίρα, χρειαζόµαστε µόνο 2 συντεταγµένες, εφόσον η σφαίρα ως 

δισδιάστατη επιφάνεια δεν έχει 3η διάσταση. Αυτό το σηµείο, χρειάζεται µία 

λεπτοµερέστερη εξήγηση. Ας πάρουµε έναν κύκλο που χωρίζεται σε 360°. Αν 

χαράξουµε 2 κάθετες που διέρχονται από το κέντρο του, έχουµε 4 χωρία 

(τεταρτηµόρια) των 90° τους κυκλικούς τοµείς.  

Μπορούµε να κατασκευάσουµε νέους, πιο µικρούς τοµείς, χαράσσοντας 

περισσότερες ευθείες που διέρχονται από το κέντρο. Οι τοµείς αυτοί χαρακτηρίζονται 

από το γωνιακό τους µέτρο, το οποίο µπορούµε να αντιστοιχίσουµε σε κάθε σηµείου 

του κύκλου. Ας αναπαραστήσουµε µια σφαίρα, στη θέση αυτού του κύκλου. Αν 

διαιρέσουµε τη σφαίρα σε δύο µέρη, από τον έναν πόλο στον άλλον, µπορούµε να 

δουλέψουµε µε γωνίες ακολουθώντας την προηγούµενη ιδέα και συνεπώς, να 

καθορίσουµε τη θέση ενός σηµείου υποδεικνύοντας 2 γωνιακές τιµές, το γεωγραφικό 

του µήκος και το γεωγραφικό του πλάτος. Μετράµε τις γωνίες προς ανατολικά (δεξιά) 

ξεκινώντας από τον µεσηµβρινό 0° και προς δυτικά (αριστερά) µέχρι να συναντήσουµε 

τον αντιµεσηµβρινό, δηλαδή αυτόν που είναι διαµετρικά αντίθετος µε τον πρώτο. Το 

µήκος µετριέται εποµένως µέχρι τις 180°, το µισό δηλαδή των 360°, ή αλλιώς 90° + 

90°. Μπορούµε να θεωρήσουµε τον Ισηµερινό και τον µεσηµβρινό του Γκρίνουιτς ως 

άξονες των συντεταγµένων. Όσο για το πλάτος, περιλαµβάνεται πάντα µεταξύ 0° και 

90° και πάντα προς Βορρά ή προς Νότο. 

 

 

 

 

 

 
Πίνακας 14. Γεωγραφικές συντεταγµένες πόλεων 

 

Χώρα Πόλη Πλάτος Μήκος 

ΗΠΑ Νέα Υόρκη 40,47 N 73,58 W 

Αυστραλία Σύδνεϋ 33,13 S 151,42 E 
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Σχήµα 31. Σφαιρικές αναπαραστάσεις της Γης 
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Σχήµα 32. Γεωγραφικό µήκος και γεωγραφικό πλάτος 

 

Γεωµετρικές ζώνες της Γης. Θα µπορούσαµε να τεµαχίσουµε τη Γη σε 

αµέτρητες φέτες, ορισµένου αριθµού µοιρών η κάθε µία. ∆ίνουµε ένα όνοµα σε 

ορισµένες από αυτές επειδή χρησιµοποιούνται για σκοπούς εντοπισµού. Είναι οι 

περίφηµοι πολικοί κύκλοι, οι θερµοί τροπικοί και ο ισηµερινός. 

∆ύο άκρα στον κόσµο. Οι πόλεις της Νέας Υόρκης και του Σύδνεϋ δεν 

βρίσκονται ακριβώς στον αντίποδα η µία της άλλης, δηλαδή δεν είναι αντιδιαµετρικές 

ως προς την επιφάνεια του πλανήτη, είναι όµως βέβαιο πως η µεταξύ τους απόσταση 

είναι πολύ µεγάλη. Οι συντεταγµένες τους σε πλάτος και µήκος, όσο ακριβείς κι αν 

είναι, δεν µπορούν να αποδώσουν αυτή τη λεπτοµέρεια. Τρία σηµεία διαφορετικού 

πλάτους και µήκους σε διαφορετικές προβολές πάνω στην υδρόγειο σφαίρα. Αν τα 

συνδέσουµε σε επίπεδη προβολή, έχουµε ένα συµβατικό τρίγωνο, το οποίο σε σφαιρική 

προβολή, θα είναι ένα σφαιρικό τρίγωνο. 

 

2.2 Από τον χάρτη των 2 ηµισφαιρίων στο Google Earth 

Η κλασσική υδρόγειος σφαίρα που βλέπουµε στις αίθουσες διδασκαλίας, είναι 

µια σφαίρα που συνίσταται σε ένα πλέγµα του οποίου τα κοµµάτια αντιστοιχούν στους 

µεσηµβρινούς και στους παράλληλους του πλανήτη µας. Σε ορισµένα σχολεία, 

συναντάµε κάποιες φορές τον επίπεδο χάρτη των δύο ηµισφαιρίων, µε τις 

υποδιαιρέσεις του, που θυµίζουν καρτεσιανό επίπεδο. Αυτές του επάνω αριστερού 

τµήµατος του χάρτη ορίζουν το δυτικό µήκος και αυτές του δεξιού τµήµατος ορίζουν, 

το ανατολικό  µήκος.   Οµοίως, οι πλευρικές διαιρέσεις υποδεικνύουν το βόρειο πλάτος 

στην άνω ζώνη ή το νότιο πλάτος στο κάτω τµήµα. Οι εικόνες, δείχνουν δύο εκδοχές 

παγκόσµιων χαρτών. Στην 1η εικόνα, οι µεσηµβρινοί και οι παράλληλοι είναι ευθείες, 

ενώ στη 2η εικόνα έχουν σχεδιαστεί µε καµπυλότητα. 
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Σχήµα 33. Επίπεδη και σφαιρική προβολή της σύνδεσης 3 σηµείων 

 

2.3 Ποια είναι η συντοµότερη απόσταση ανάµεσα σε Βαρκελώνη και Τόκιο; 

           Χρησιµοποιώντας έναν έντυπο παγκόσµιο χάρτη, βλέπουµε πως η Βαρκελώνη 

βρίσκεται περίπου στις 2°Ε, 41°Ν, ενώ το Τόκιο στις 140°Ε, 36°Ν. Αν θεωρήσουµε το 

σφαιρικό τρίγωνο που ορίζεται από τις γωνίες A, B, D (που βρίσκεται στο Βόρειο 

Πόλο) και αν A είναι η θέση της Βαρκελώνης και Β του Τόκιο, µπορούµε να 

σχεδιάσουµε το εξής σχήµα: 

       

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 34. Αεροπορική σύνδεση Βαρκελώνης µε Τόκιο 
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        Έστω d η πλευρά που αντιστοιχεί στη γεωδαιτική που συνδέει την Βαρκελώνη µε 

το Τόκιο. Η τιµή του d, είναι η ελάχιστη απόσταση µεταξύ των 2 πόλεων. Για να την 

υπολογίσουµε, θα χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα του συνηµίτονου για τα σφαιρικά 

τρίγωνα cos � = cos � ⋅ cos � + sin � ⋅ sin � ⋅ cos�. Βλέπουµε πως για να 

υπολογίσουµε την d, µας λείπουν οι τιµές a, b και αυτή της γωνίας D. Για να 

υπολογίσουµε το µήκος µιας πλευράς ενός σφαιρικού τριγώνου, θεωρούµε τον 

Ισηµερινό ως άξονα των τετµηµένων ενός καρτεσιανού επιπέδου και αφαιρούµε 90° 

από το πλάτος σε µοίρες, από το θεωρούµε σηµείο. Στην περίπτωση της γωνίας D, θα 

κάνουµε το ίδιο λαµβάνοντας αυτή τη φορά τον µεσηµβρινό του Γκρίνουιτς, ως άξονα 

των συντεταγµένων:   

a=90º–41º=49º 

b=90º–36º=54º 

D=140º–2º=138º 

        Αντικαθιστώντας τις τιµές αυτές στον τύπο των συνηµίτονων και 

χρησιµοποιώντας απλή αριθµοµηχανή, έχουµε: 

cos(d)=cos(49º) �cos(54º)+sin(49º) �cos(138º)= 

0,656059029*0,5877852523+0,7547095802�0,809016944� (–0,7431448255)= 

= –0,06812225162 

       Εδώ, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το πλήκτρο cos-1 της αριθµοµηχανής για να 

βρούµε πως η απόσταση d είναι 93,90614266°.  Θα ήταν ακόµα πιο χρήσιµο να 

γνωρίζουµε την απόσταση αυτή σε km. Μπορούµε να υπολογίσουµε το µήκος ενός 

µέγιστου κύκλου της υδρόγειου σφαίρας λαµβάνοντας ως τιµή της ακτίνας της Γης τα  

6.350 km και εφαρµόζοντας τον τύπο 

2�π�R= 2�π�6.350= 39.898,23 km 

   Έχουµε έτσι 39.898,23 km που αντιστοιχούν σε µία πλήρη περιφέρεια (360°). Το 

ερώτηµα που τίθεται τότε είναι το εξής: σε πόσα km αντιστοιχεί µία γωνία 

93,90614266°;    Έστω x  η ζητούµενη τιµή, µια απλή µέθοδος των τριών  

360 93,90614266

39.898,23 x
= , άρα 10.407, 46910628189 x km=  

           Συνεπώς, η απόσταση ανάµεσα στη Βαρκελώνη και το Τόκιο είναι περίπου 

10.407 km. Το πιο εντυπωσιακό είναι πως µπορούµε να έχουµε αυτό το αποτέλεσµα 

ρίχνοντας απλώς µια µατιά στον χάρτη. Η σύγχρονη τεχνολογία, επιτρέπει να 

υπολογίσουµε τις αποστάσεις αυτές µε µεγάλη ακρίβεια. Εξειδικευµένα προγράµµατα, 

όπως το Google Earth, κάνουν τους υπολογισµούς αυτούς µε ταχύτητα και ακρίβεια. 

Το προαναφερθέν πρόγραµµα για παράδειγµα, δίνει 10.422,62 km για την ελάχιστη 

απόσταση ανάµεσα σε Βαρκελώνη και Τόκιο.    Προξενεί εντύπωση το γεγονός πως οι 

υπολογισµοί που γίνονται µε έναν πίνακα δεν διαφέρουν πολύ από αυτούς που 

εκτελούνται από ένα εξειδικευµένο λογισµικό. Ο υπολογισµός του Google Earth, 

εµφανίζει διαφορά µόνο 98 km. Τα προγράµµατα όµως αυτά, επιτρέπουν τον 

υπολογισµό αποστάσεων από πολύ πιο συγκεκριµένα σηµεία, όπως για παράδειγµα τον 

ακριβή αριθµό µιας οδού. Ένα τέτοιο επίπεδο ακρίβειας, είναι αδύνατο 

χρησιµοποιώντας έναν παραδοσιακό έντυπο παγκόσµιο χάρτη. Πράγµατι, η χρήση του 

υπολογιστή σε ειδικούς τοµείς της γεωµετρίας, δηµιούργησε έναν νέο επιστηµονικό 

κλάδο που ονοµάζεται αλγοριθµική γεωµετρία. Τέλος, δεν µπορούµε να 

ολοκληρώσουµε αυτό το ταξίδι στη γεωµετρία της υδρόγειου σφαίρας χωρίς να 

αναφερθούµε στην πιο κλασσική αλληγορία της, την οποία παρουσίασε ο Πλάτωνας 

στο διάλογό του µε τίτλο «Τίµαιος ή Περί φύσεως».  «Για αυτόν λοιπόν τον λόγο ο 

δηµιουργός οικοδόµησε τον κόσµο µε τέτοιο τρόπο, ώστε να αποτελεί ενιαίο σύνολο µε 

όλα τα στοιχεία που υπάρχουν και να είναι τέλειος και αγέραστος και άτρωτος από 

ασθένειες. Όσο για το σχήµα του, καταλληλότερο ήταν το σχήµα που µπορούσε να 
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περιλάβει όλα τα σχήµατα που υπάρχουν. Έτσι τον έκανε κυκλικό και σφαιρικό, µε το 

κέντρο του σε ίση απόσταση από όλα τα σηµεία της περιφέρειάς του, ένα σχήµα δηλαδή 

που είναι τελειότερο από όλα τα άλλα και περισσότερο όµοιο µε τον εαυτό του, 

πιστεύοντας ότι το όµοιο είναι απείρως ωραιότερο από το ανόµοιο.» 

Στο παρακάτω σχήµα, φαίνεται η αρχική σελίδα του προγράµµατος Google 

Earth, ένας απλός τρόπος για να τα «ταξιδέψουµε» σε ολόκληρο τον πλανήτη και το 

εξαιρετικό εργαλείο υπολογισµού της απόστασης ανάµεσα σε 2 σηµεία της υδρόγειου 

σφαίρας. 

Σχήµα 35.  Αρχική σελίδα του Google Earth  

 

3. Κατασκευή χαρτών και µαθηµατικά  

Από τις πρώτες στιγµές της ύπαρξη της, η γεωµετρία εφαρµόστηκε σε πρακτικά 

προβλήµατα µέτρησης, είτε επρόκειτο για τη µέτρηση του ύψους µιας πυραµίδας είτε 

για το εµβαδόν ενός χωραφιού, είτε για το µέγεθος της Γης. Ακόµη και η ετυµολογία 

της λέξης «γεωµετρία», από το «γεω–» και «µέτρον», µαρτυρά ότι πρόκειται για 

επιστήµη της µέτρησης. Ωστόσο, οι πρώτοι Έλληνες επιστήµονες χρησιµοποιώντας 

απλή γεωµετρία και αργότερα την τριγωνοµετρία, επιχείρησαν να εκτιµήσουν το 

µέγεθος του σύµπαντος. 

 

3.1 Ο Αρίσταρχος ο Σάµιος 

Ο Αρίσταρχος ο Σάµιος (310–230 π.Χ.) θεωρείται ο 1ος αστρονόµος στην 

ιστορία. Χρησιµοποίησε όλα τα διαθέσιµα δεδοµένα παρατηρήσεων, για να καταλήξει 

στις θεωρίες του. Για παράδειγµα επισήµανε ότι η κίνηση των πλανητών θα µπορούσε 

να ερµηνευτεί καλυτέρα αν θεωρήσουµε ότι ο Ήλιος και όχι η Γη είναι το κέντρο του 

Σύµπαντος και αυτό 2.000 έτη πριν ο Κοπέρνικος προτείνει ο ηλιοκεντρικό του 

σύστηµα. Το µόνο έργο του Αρίσταρχου που σώζεται είναι το «Περί µεγεθών και 

αποστηµάτων Ήλιου και Σελήνης» και αποτελεί µια πραγµατεία µαθηµατικής 
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αστρονοµίας. Στο έργο του ο Αρίσταρχος1, αναπτύσσει µια γεωµετρική µέθοδο 

προσδιορισµού του λόγου των αποστάσεων του Ήλιου και της Σελήνης από τη Γη. 

Η µέθοδος του γνωστή και ως «σεληνιακή διχοτοµία» στηρίζεται στο γεγονός 

ότι όταν είναι ορατός ακριβός ο µισός σεληνιακός δίσκος, κάτι που συµβαίνει 2 φορές 

σε κάθε σεληνιακό κύκλο, η ευθεία που συνδέει το µάτι του παρατηρητή µε τη Σελήνη 

είναι κάθετη σε αυτήν που συνδέει τον Ήλιο µε τη Σελήνη. 

 
Σχήµα 36. Η µέθοδος του Αρίσταρχου 

 

Ο Αρίσταρχος, ισχυρίζεται ότι η γωνία ΣΓΗ είναι «µικρότερη του ενός 

τεταρτηµόριου κατά ένα τριακοστό του τεταρτηµόριου» δηλαδή ∠ΣΓΗ=90°–3°=87°.  

Στην εποχή του ο Αρίσταρχος, δεν διέθετε τριγωνοµετρικούς πίνακες και χρειάστηκε 

να στηριχθεί σε ένα θεώρηµα2 το οποίο µε σηµερινή ορολογία λέει ότι:  

Αν ,  θ ϕ  είναι δυο οξείες γωνίες µε θ ϕ> τότε: 
sin tan

sin tan

θ θ
ϕ ϕ
>    

Από αυτό, συµπέρανε ότι ο λόγος 
ΓΗ
ΓΣ

 είναι µεγαλύτερος του 18+1 και 

µικρότερος του 20+1. Η µέθοδος όµως του Αρίσταρχου, αν και σωστή είναι πρακτικά 

ανεφάρµοστη διότι είναι δύσκολο να προσδιορίσει κανείς την ακριβή χρονική στιγµή 

της διχοτοµίας και επίσης δύσκολα µπορεί να µετρηθεί η γωνία ΣΓΗ. Ο Αρίσταρχος, 

εκτίµησε ακόµα τον λόγο των µεγεθών του Ήλιου και της Σελήνης. Κατά τη διάρκεια 

µιας ολικής έκλειψης Ηλίου, η Σελήνη καλύπτει οριακά τον ηλιακό δίσκο3.  

Αυτό σηµαίνει ότι, τα φαινόµενα µεγέθη του Ήλιου και της Σελήνης , όπως 

παρατηρούνται από τη Γη, είναι περίπου ίσα. Εποµένως, ο λόγος των πραγµατικών 

τους διαµέτρων πρέπει να είναι περίπου ίδιος µε τον λόγο των αποστάσεων τους από 

τη Γη. Έτσι, ο Αρίσταρχος κατέληξε στο συµπέρασµα ότι η διάµετρος του Ηλίου έχει 

προς τη διάµετρο της Σελήνης λόγο µεταξύ του 18 και 19. Η πραγµατική τιµή, είναι 

περίπου 400. Υπάρχει µεγάλη διαφορά ανάµεσα στην εκτίµηση του λόγου των 

αποστάσεων 2 αντικειµένων σε απόσταση και στον υπολογισµό των ιδίων 

αποστάσεων.  

 

 
1 Sir Thomas Little Heath, (1913). “Aristarchus of Samos: The Ancient Copernicus” (επανέκδοση New 

York: Dover, 1981) και “Greek Astronomy”, (1932). (επανέκδοση New York: Dover, 1991). 

2 Αποτελεί συνέπεια του ότι, αν 0°<x<90°, η συνάρτηση    
sin x

x
 είναι φθίνουσα, ενώ η συνάρτηση 

tan x

x
είναι αύξουσα. ∆ηλαδή είναι (sinθ)/θ > (sinφ)/φ και (tanθ)/θ < (tanφ)/φ,  αν 0 <θ<φ<90°. 

3 Ο Eli Maor στο «Τριγωνοµετρικά λουκούµια» αναφέρει ότι έλαβε µέρος σε αποστολή αστρονόµων 

στην Ινδία, για να παρακολουθήσει την ολική έκλειψη Ήλιου της 24.10.1995. Από το πρατήριό τους, 

πολύ κοντά στο κέντρο της σκιάς της Σελήνης, η ολική έκλειψη διήρκησε µόλις 41΄΄. 



31 

 

3.2 Το φαινόµενο της παράλλαξης 

Σε αυτό το σηµείο, παίζει σηµαντικό ρόλο το φαινόµενο της παράλλαξης. Αν 

γνωρίζουµε την απόσταση µεταξύ 2 παρατηρητών (δηλαδή το µήκος της βάσης) τότε, 

µετρώντας τη φαινόµενη αλλαγή στη γωνία θέσεως του αντικειµένου (τη γωνία 

παράλλαξης) µπορούµε µε απλή τριγωνοµετρία να υπολογίσουµε την απόσταση από 

το αντικείµενο. Η µέθοδος της παράλλαξης, αποτελεί τη βάση της γήινης τοπογραφίας. 

Όταν όµως εφαρµόζεται σε τεράστιες αποστάσεις η ακρίβεια της είναι περιορισµένη 

γιατί όσο πιο µακριά βρίσκεται το αντικείµενο τόσο µικραίνει η γωνία παράλλαξης και 

τα αποτελέσµατα σχετικά µε την απόσταση είναι αβέβαια.  

Επειδή η Σελήνη βρίσκεται σχετικά κοντά στη Γη, η φαινόµενη απόκλιση στη 

θέση της, όταν παρατηρείται από 2 διαφορετικές τοποθεσίες πάνω στη Γη, αν και µικρή 

για τα γήινα δεδοµένα, είναι σηµαντική σε αστρονοµική κλίµακα. Ωστόσο, για να έχει 

κάποια πραγµατική χρησιµότητα, οι 2 παρατηρητές πρέπει να βρίσκονται σε όσο το 

δυνατό µεγαλύτερη απόσταση ο ένας από τον άλλο. Σε ιδανικές συνθήκες θα έπρεπε 

να βρίσκεται ο ένας στον αντίποδα του άλλου. Εντούτοις, στις σπάνιες περιπτώσεις 

που έχουµε ολική έκλειψη Ηλίου, ακόµη και η απειροελάχιστη αλλαγή στη θέση του 

παρατηρητή, µπορεί να σηµάνει το πέρασµα από το απόλυτο σκοτάδι σε έναν µερικώς 

µόνο καλυµµένο Ήλιο. Αυτό έγινε αντιληπτό µε δραµατικό τρόπο κατά τη διάρκεια 

της έκλειψης της 24.01.1925 που ήταν ορατή από την πόλη της Νέας Υόρκης και 

παρατηρήθηκε από εκατοµµύρια ανθρώπους, χάρη στην αιθρία που επικρατούσε.  

Για να προσδιοριστούν µε ακρίβεια τα άκρα της σεληνιακής σκιάς, 

τοποθετήθηκαν παρατηρητές σε κάθε σταυροδρόµι του Μανχάταν, µεταξύ της 72ης και 

της 135ης  λεωφόρου. Οι παρατηρητές, έλαβαν οδηγίες να αναφέρουν αν έβλεπαν 

ολόκληρο το ηλιακό στέµµα  (ορατό µόνο κατά τη διάρκεια ολικής έκλειψης, όταν ο 

ηλιακός δίσκος καλύπτεται πλήρως από τη Σελήνη), ή απλώς έναν λεπτό φωτεινό 

µηνίσκο, κάτι που θα σήµαινε ότι η έκλειψη ήταν µερική. Το αποτέλεσµα ήταν 

χαρακτηριστικό, τα άκρα της σκιάς ήταν ορατά µεταξύ της 95ης και της 97ης λεωφόρου, 

δηλαδή µε ακρίβεια µερικών εκατοντάδων µέτρων για έναν κώνο σκιάς που 

σχηµατίσθηκε σε απόσταση µεγαλύτερη από 300.000 km4.  

 

3.3 Ο Ίππαρχος από τη Νίκαια 

Ο 1ος που χρησιµοποίησε τη σεληνιακή παράλλαξη για να εκτιµήσει την 

απόσταση της Σελήνης, ήταν ο Ίππαρχος από τη Νίκαια. Ο Ίππαρχος, µελέτησε τα 

αρχεία  των εκλείψεων που είχαν καταγράψει οι Βαβυλώνιοι από τον 8ο  αιώνα π.Χ. 

και κατάφερε να κατανοήσει την κίνηση του Ήλιου και της Σελήνης.  

Παίρνοντας πληροφορίες σχετικά µε την έκλειψη Ηλίου της 14.03.189 π.Χ. που 

ήταν ολική στην περιοχή του Ελλήσποντου, αλλά κατά τα 
4

5
 της επιφάνειας του Ηλίου 

από την περιοχή της Αλεξάνδρειας. Αφού ο Ήλιος και η Σελήνη φαίνονται πάνω στην 

ουράνια σφαίρα κατά γωνίες περίπου µισής µοίρας, η φαινόµενη διαφορά στη θέση της 

Σελήνης από αυτούς τους 2 τόπους αναλογούσε στο 
1

5
 της γωνίας, δηλαδή σε περίπου 

6 πρώτα λεπτά της µοίρας. Συνδυάζοντας αυτή την πληροφορία µε το γεωγραφικό 

µήκος και πλάτος των 2 τόπων και µε το ύψος του Ήλιου και της Σελήνης τη στιγµή 

της έκλειψης, ο Ίππαρχος υπολόγισε τη µέγιστη και την ελάχιστη απόσταση της 

Σελήνης σε 83 και 71 γήινες ακτίνες, αντίστοιχα.  

Παρόλο που αυτές οι εκτιµήσεις ξεπερνούν τις πραγµατικές τιµές (64 και 56, 

αντίστοιχα) βρίσκονται στη σωστή τάξη µεγέθους και πρέπει να θεωρούνται ως ένα 

 
4 Brewer, B. (1978). “Eclipse”, Seattle: Earths View. 
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σηµαντικό επίτευγµα για εκείνη την εποχή5. Για να υπολογίσει την απόσταση της 

Σελήνης, ο Ίππαρχος είχε ως µονάδα µέτρησης την ακτίνα της Γης. 

 

3.4 Ο Ερατοσθένης ο Κυρηναίος 

Η 1η νύξη για τη σφαιρικότητα του πλανήτη µας, αποδίδεται στον Πυθαγόρα 

Είναι άγνωστο αν κατέληξε στα συµπεράσµατα του από τις παρατηρήσεις του κατά 

την διάρκεια εκλείψεων της Σελήνης, ή από αισθητικές και φιλοσοφικές αρχές, αλλά 

από τη στιγµή που εδραιώθηκε η ιδέα της σφαιρικότητας της Γης, ξεκίνησαν οι 

προσπάθειες να προσδιοριστεί το µέγεθος της. Το επίτευγµα του προσδιορισµού του 

µεγέθους της Γης, ανήκει στον µαθηµατικό και γεωγράφο Ερατοσθένη τον Κυρηναίο 

(275–194 π.Χ.) ένα λαµπρό µυαλό της εποχής του και φίλο του Αρχιµήδη, στον οποίο 

αφιέρωσε πολλά από τα έργα του. Ο Ερατοσθένης, δραστηριοποιήθηκε σε πολλούς 

τοµείς. Ετοίµασε έναν χάρτη του ουρανού µε 675 άστρα και υπολόγισε τη γωνία κλίσης 

του Ισηµερινού προς την εκλειπτική στις 23,5°.  

Πρότεινε να προστίθεται µια επιπλέον ηµέρα κάθε 4 έτη έτσι ώστε να 

συµβαδίζει το ηµερολόγιο µε τις εποχές, ιδέα στην οποία στηρίχτηκε το Ιουλιανό 

ηµερολόγιο, επινόησε το «κόσκινο» στα µαθηµατικά και έλυσε το πρόβληµα του 

διπλασιασµού του κύβου. Έγραψε ποίηση και κρατούσε ηµερολόγιο µε σηµαντικά 

ιστορικά γεγονότα από την εποχή του, ως τον Τρωικό πόλεµο. ∆ιετέλεσε διευθυντής 

της βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας και πέθανε σε µεγάλη ηλικία, τυφλός, παίρνοντας 

την ίδια την ζωή του. Ο Ερατοσθένης το 240 π.Χ., υπολόγισε το µέγεθος της Γης 

µεταξύ 46.250 και 56.250 km.  Ήταν ήδη γνωστό ότι το µεσηµέρι της ηµέρας του 

θερινού ηλιοστασίου, οι ακτίνες του Ήλιου φώτιζαν κατευθείαν τον πυθµένα ενός 

πηγαδιού στην πόλη Συήνη (Ασουάν) της Αίγυπτου. Παρατήρησε ότι, στην 

Αλεξάνδρεια που ήταν βόρεια της Συήνης, την ίδια στιγµή ο Ήλιος βρισκόταν σε 

απόσταση 
1

50
του πλήρους κύκλου, δηλαδή 7,2°από το ζενίθ,  χρησιµοποιώντας τη 

σκιά  µιας κατακόρυφης  ράβδου για τις µετρήσεις.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 37. Η µέτρηση της περιφέρειας της Γης από τον Ερατοσθένη 

 
Ο Ερατοσθένης, θεώρησε ότι οι ακτίνες του Ήλιου φθάνουν στη Γη 

παράλληλες, λόγω της απόστασης του και ότι η διαφορά στο ύψος του Ηλίου, καθώς 

τον παρατηρούσε από 2 διαφορετικές τοποθεσίες, οφειλόταν στη σφαιρικότητα της 

Γης. Ήταν γνωστό ότι η απόσταση των 2 πόλεων ήταν 5.000 στάδια και υπολόγισε ότι 

η περιφέρεια της Γης ήταν ίση µε 50 φορές αυτή την απόσταση, δηλαδή 250.000 

στάδια. Οι εκτιµήσεις για το µήκος του σταδίου, κυµαίνονται από 185 ως 225 m. Η 

περιφέρεια της Γης όπως υπολογίσθηκε από τον Ερατοσθένη, κυµαίνεται µεταξύ 

 
5 Albert van Helden, (1985). “Measuring the universe: Cosmic dimensions from Aristarchus to Halley”, 

Chicago: University of Chicago Press. 
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45.250 και 56.250 km. Οι υπολογισµοί του Ερατοσθένη6, πλησίασαν κατά πολύ τις 

σωστές τιµές της περιφέρειας της Γης όπως τις γνωρίζουµε σήµερα, 39.940 km η 

πολική περιφέρεια και 40.075 km η περιφέρεια του Ισηµερινού και το έκανε 

χρησιµοποιώντας τη γεωµετρία ως εργαλείο7. 

 

3.5 Ο Μαγγελάνος 

Την 1η  άµεση απόδειξη ότι η Γη είναι περίπου σφαιρική, την έδωσε ο 

Φερδινάνδος Μαγγελάνος  µε τον περίπλου της Γης (1519 – 1522 µ.Χ.). Σύντοµα όµως, 

οι επιστήµονες της εποχής αρχίσαν να έχουν ερωτήµατα για το αν η Γη είναι 

πεπλατυσµένη στους πόλους ή στον Ισηµερινό και η απάντηση σε αυτά τα ερωτήµατα 

είχε ιδιαίτερη σηµασία ειδικά για τους ναυτικούς που ήθελαν να προσδιορίζουν µε 

ακρίβεια το γεωγραφικό τους µήκος και πλάτος, όταν έπλεαν στη θάλασσα.  

 

3.6 Γεωδαισία και γεωδαιτικός τριγωνισµός 

Ο προσδιορισµός του ακριβούς σχήµατος της Γης και γενικότερα οποιασδήποτε 

καµπύλης επιφάνειας, εξελίχτηκε στην επιστήµη της γεωδαισίας. Σηµαντικότεροι 

επιστήµονες του 18ου και του 19ου αιώνα που ασχολήθηκαν µε τη µελέτη της 

γεωδαισίας, ήταν οι Newton, Euler και Gauss. Η χρήση της επιστήµης της γεωδαισίας, 

έγινε αρχικά σε µικρές περιοχές, θεωρώντας τη Γη ως επίπεδη.  

Το σκεπτικό ήταν, η επιλογή µιας γραµµής βάσης και η µέτρηση των γωνιών 

που δηµιουργούταν µεταξύ αυτής της γραµµής και των οπτικών ευθείων, που συνδέουν 

τα άκρα της µε ένα µακρινό αντικείµενο.  Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας το νόµο των 

ηµιτόνων, έβρισκαν την απόσταση των άκρων της βάσης από το µακρινό αντικείµενο.   

Οι αποστάσεις ακολούθως, ορίζονταν ως νέα γραµµή βάσης και γινόταν 

υπολογισµός µε νέο µακρινό αντικείµενο. Το αποτέλεσµα ήταν, ολόκληρη η περιοχή 

να καλυφθεί από ένα πλέγµα νοητών τριγώνων. Η µέθοδος αυτή, είναι γνωστή ως 

γεωδαιτικός τριγωνισµός και το αντίστοιχο πλέγµα των τριγώνων καλείται 

τριγωνοµετρικό δίκτυο.  

Αποτελεί τον σκελετό πάνω στον οποίο θα συµπληρωθούν οι λεπτοµέρειες του 

εδάφους (όπως βουνά, λόφοι, ποτάµια, πόλεις, δρόµοι κλπ.) για τη δηµιουργία ενός 

χάρτη. Η µέθοδος του γεωδαιτικού τριγωνισµού, χρησιµοποιήθηκε από αρκετούς 

επιστήµονες όπως τον Ολλανδό  Willebrond van Roijen Snell (1581–1626)8 και τον 

Ολλανδό µαθηµατικό Gemma Frisius  

 
6 Lloyd A. Brown, (1949). “The story of maps”, New York: Dover. 

  John Noble Wilford, (1981). “The Mapmakers”. New York: Alfred A. Knopf. 

  Simon Berthon & Andrew Robinson, (1991). “The shape of the world”. Chicago: Rand McNally.  
7 «Το ακριβές µήκος του σταδίου έχει προκαλέσει άφθονες επιστηµονικές συζητήσεις και διαµάχες. 

Μερικές πηγές το εκτιµούν στο 
1

10
 του µιλίου ή 528 πόδια ή 161m, κάτι που θα οδηγούσε σε µια περίµετρο 

της Γης ίση µε 25.000 miles (40.200 km). Ωστόσο  από ότι φαίνεται, αυτό το µήκος του σταδίου «ορίσθηκε» 

αναδροµικά, ώστε να οδηγεί σε µια εκτίµηση της περιµέτρου που να προσεγγίζει τους σηµερινούς 

υπολογισµούς». B.L. van der Waerden «Η αφύπνιση της επιστήµης» (Ηράκλειο: Πανεπιστηµιακές 

εκδόσεις Κρήτης, 2000), σελίδα 271  

      «Από τη στιγµή που δεν γνωρίζουµε το ακριβές µήκος του σταδίου, δεν µπορούµε να πούµε τίποτα 

περισσότερο, σχετικά µε τον ακριβή υπολογισµό της περιµέτρου της Γης , από το ότι η τάξη µεγέθους είναι 

περίπου ακριβής». D.E. Smith, “History of Mathematics” (1925 επανέκδοση New York: Dover,1958) 

τόµος 2, σελίδα 541. 
8 Υπήρξε καθηγητής των µαθηµατικών στο Λέιντεν, όπου διαδέχθηκε τον πατέρα του. Εργάσθηκε πάνω 

στην αστρονοµία, στη φυσική και στην σφαιρική τριγωνοµετρία. Είναι περισσότερο γνωστός για τον 

νοµό της διάθλασης, στην οπτική. 
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(1508–1555)9 το 1533.  Η 1η συστηµατική προσπάθεια έγινε το 1668, υπό την επίβλεψη 

του αβά Jean Picard ενός από τους ιδρυτές του Αστεροσκοπείου στο Παρίσι. Ο Picard, 

χρησιµοποίησε έναν νέο τύπο γωνιόµετρου και ένα τηλεσκόπιο, συνδυάζοντας τις 

γήινες µετρήσεις µε τον αστρονοµικό προσδιορισµό του γεωγραφικού πλάτους, στα 

άκρα της γραµµής βάσης του και κατέληξε στο συµπέρασµα ότι στο γεωγραφικό 

πλάτος του Παρισιού, η µία µοίρα (1°) είχε µήκος 110.480 m.  

Όµως, µε βάση αυτούς τους υπολογισµούς έπρεπε να µετακινηθεί η ανατολική 

ακτογραµµή κατά 1,5° ανατολικά, µε αποτέλεσµα να µην περιλαµβάνεται σηµαντικό 

µέρος του βασιλείου γεγονός που προκάλεσε την αγανάκτηση του βασιλιά Λουδοβίκου 

Ι∆.10 Οι µετρήσεις συνεχίστηκαν τον επόµενο αιώνα, από 4 γενιές της οικογενείας 

Cassini. 

 

3.6.1 ∆ιάσηµοι γεωδαίτες  

Ο Giovanni Dominico Cassini11, φηµισµένος αστρονόµος από την Ιταλία 

ανέλαβε τη διεύθυνση του αστεροσκοπείου στο Παρίσι και τα πρώτα χρόνια της 

παραµονής του συνέβαλε σηµαντικά στην επιστήµη της αστρονοµίας. Υπήρξε ένας 

από τους τελευταίους επαγγελµατίες αστρονόµους που αντιτάχθηκαν στην 

ηλιοκεντρική θεωρεία του Κοπέρνικου και επέµενε ότι η Γη ήταν πεπλατυσµένη στον 

Ισηµερινό, παρόλα τα συνεχώς αυξανόµενα στοιχεία περί του αντιθέτου. Προς το τέλος 

της ζωής του, ασχολήθηκε µε τη γεωδαισία και τη χαρτογραφία.  

Το 1679, συνέταξε έναν νέο χάρτη του κόσµου το planisphere Terrestre 

χρησιµοποιώντας µια προβολή, στην οποία όλες οι διευθύνσεις και οι αποστάσεις από 

τον βόρειο πόλο, εµφανίζονται σωστά. Η µέθοδος αυτή, είναι γνωστή ως αζιµουθιακή 

ισαπέχουσα προβολή. Ο χάρτης του, είχε διάµετρο 7m και χρησίµευσε ως πρότυπο 

για τους µελλοντικούς χαρτογράφους. Ο Cassini µε τη βοήθεια του γιου του Jacques, 

ασχολήθηκε και µε τη συνέχιση της τοπογράφησης της Γαλλίας. Στόχος τους ήταν, να 

επεκτείνουν την τοπογράφηση προς τα Πυρηναία όρη και σε ολόκληρη την Ευρώπη, 

χρησιµοποιώντας το γνωστό δίκτυο τριγώνων και ως αποτέλεσµα ήλπιζαν να 

απαντήσουν στο ερώτηµα που ήταν η Γη πεπλατυσµένη, στους πόλους ή στον 

Ισηµερινό.  

Ο Jacques Cassini, συνειδητοποίησε ότι η λύση στο ερώτηµα ήταν η σύγκριση 

του µήκους της µοίρας σε 2 πολύ αποµακρυσµένα γεωγραφικά πλάτη. Πρότεινε 2 

αποστολές στον Ισηµερινό και στην Αρκτική. Ένας ακόµη λόγος για να δοθεί µια 

οριστική απάντηση στο ερώτηµα ήταν η διαµάχη ανάµεσα στους επιστήµονες της 

Γαλλίας µε αυτούς της Αγγλίας. Οι Γάλλοι, ακολουθούσαν τη θεωρεία των 

στροβιλισµών του Καρτέσιου, ενώ οι Άγγλοι τη γνωµάτευση του Newton ότι η Γη 

είναι πεπλατυσµένη στους πόλους. Το σχήµα της Γης, είχε γίνει το πιο πολυσυζητηµένο 

επιστηµονικό πρόβληµα της επικαιρότητας, µε τη Γαλλική και την Αγγλική εθνική 

υπερηφάνεια να είναι το πραγµατικό αντικείµενο της αµφισβήτησης12.   

 
9 Το πραγµατικό του όνοµα ήταν Gemma Regnier, όµως έγινε γνωστός ως Gemma Frisius, από τον τόπο 

καταγωγής του την Φρισία (στα παράλια της Βόρειας Θάλασσας). Το 1541 έγινε καθηγητής της ιατρικής 

στο Καθολικό Πανεπιστήµιο της Λέβεν. Το βιβλίο του για την αριθµητική (Αµβέρσα, 1540) ήταν 

ιδιαίτερα δηµοφιλές και έκανε 60 εκδόσεις. Έγραψε ακόµα για τη γεωγραφία και την αστρονοµία και 

πρότεινε έναν τρόπο προσδιορισµού του γεωγραφικού µήκους, µε βάση τη διαφορά στην τοπική ώρα, 

ανάµεσα σε 2 σηµεία. Ο γιος του Cornelius Gemma Frisius (1535–1577), συνέχισε το έργο του πατέρα 

του και εργάσθηκε ως καθηγητής της ιατρικής στο ίδιο πανεπιστήµιο. 
10 Η Γαλλία αναγνώρισε τον µεσηµβρινό του Γκρήνουιτς, ως τον αρχικό (µηδενικό) µεσηµβρινό µόλις 

το 1913. Σε αντάλλαγµα, η Αγγλία, αναγνώρισε το µετρικό σύστηµα.  
11 Το διαστηµόπλοιο Cassini που εκτοξεύτηκε από την NASA τον Οκτώβριο του 1997 για ένα επταετές 

ταξίδι προς τον Κρόνο, φέρει το όνοµα του.  
12 Simon Berthon & Andrew Robinson, (1991). “The Shape of the world”. Chicago: Rand McNally. 
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Το 1734, ξεκίνησαν 2 αποστολές. Μια για τη Λαπωνία και µια για το Περού, 

µε σκοπό να πραγµατοποιήσουν έναν πλήρη γεωδαιτικό τριγωνισµό των αντίστοιχων 

περιοχών και να προσδιορίσουν το µήκος της µοίρας, στην κάθε τοποθεσία.  Και οι 2 

αποστολές, ήταν στελεχωµένες µε τους καλυτέρους επιστήµονες και τους κορυφαίους 

µαθηµατικούς της εποχής τους. Αν και ξεκίνησαν µε µεγάλο ενθουσιασµό, συνάντησαν 

πολλές δυσκολίες µέχρι να ολοκληρώσουν το έργο τους. Τα αποτελέσµατα στο µήκος 

του τόξου µήκους 1° στη Λαπωνία ήταν 111.11 km  και στο Περού 109,95 km. Σε 

συνδυασµό µε τα 110,48 km που είχε µετρήσει ο Picard στο Παρίσι, τα αποτελέσµατα 

αποδείκνυαν ότι, η Γη ήταν ένα σφαιροειδές πεπλατυσµένο στους πόλους. Για άλλη 

µια φορά οι Άγγλοι νίκησαν και ο Νεύτωνας είχε δίκιο. 

 
Σχήµα 38. Μέτρηση βαθµού του γεωγραφικού µήκους. Ο χάρτης δείχνει ένα µέρος του δικτύου 

τριγωνισµού που δηµιουργήθηκε από την αποστολή του Maupertuis στη Λαπωνία. Από γκραβούρα 1798 

 

Το ίδιο διάστηµα, ο Jacques Cassini µε τον γιο του Cesar Francois Cassini 

ολοκλήρωναν τον γεωδαιτικό τριγωνισµό της Γαλλίας, χρησιµοποιώντας ένα δίκτυο 

από 18 γραµµές βάσης και 400 τρίγωνα. Την εργασία της µετατροπής από πλέγµα σε 
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πραγµατικό χάρτη, την ανέλαβε ο δισέγγονος του Cassini, Jean Doninique Cassini ο 

οποίος δηµιούργησε έναν τεράστιο χάρτη διαστάσεων 11 m x11 m, που τυπώθηκε σε 

182 φύλλα χαρτιού, σε κλίµακα 1:86.400 και περιείχε εκτός από τα τοπογραφικά 

χαρακτηριστικά, κάστρα, αµπελώνες κ.α. Το γεωδαιτικό προβάδισµα της Γαλλίας, το 

ακολουθήσε η υπόλοιπη Ευρώπη, οπότε περί τα τέλη του 19ου αιώνα το µεγαλύτερο 

µέρος της ηπείρου είχε αποτυπωθεί τριγωνοµετρικά και χαρτογραφηθεί αναλυτικά.  

Το επόµενο βήµα ήταν η χαρτογράφηση της Ινδίας, µιας από τις µεγαλύτερες 

αποικίες του Βρετανικού Στέµµατος. Ένα µεγάλο πρόγραµµα γεωδαιτικού 

τριγωνισµού γνωστό µε το όνοµα µεγάλος γεωδαιτικός τριγωνισµός, εκτελέστηκε 

από το 1800 ως το 1913, από τις νοτιότερες ακτές της χώρας ως τα Ιµαλάια, από τον 

λοχαγό William Lambton ο οποίος ολοκλήρωσε το έργο του µε µεγάλη ακρίβεια.  

Το 1806, ο λοχαγός Lambton αποφάσισε να προσδιορίσει το σχήµα της Γης. 

Ακολουθήσε µια γραµµή κατά µήκος του 78ου µεσηµβρινού, από το ακρωτήριο 

Κόµοριν νότια της Ινδικής χερσονήσου µέχρι την περιοχή του Κασµίρ στο βορρά, µια 

απόσταση 2.900 km. Μετά τον θάνατο του, το έργο του συνεχίστηκε από τον βοηθό 

του τον George Everest ο οποίος διορίσθηκε γενικός τοπογράφος των Ινδιών και 

παρόλο που αντιµετώπισε αρκετά προβλήµατα, κατάφερε να φτάσει στους πρόποδες 

των Ιµαλαίων οπότε διαπίστωσε ότι  η πραγµατική τους θέση διέφερε µε αυτήν που 

είχε υπολογιστεί µε το τριγωνοµετρικό δίκτυο, λιγότερο από 18 cm σε µια απόσταση 

800 km! ∆ιαπίστωσε επίσης ότι η τεράστια µάζα των Ιµαλαίων άλλαζε τη διεύθυνση 

του νήµατος της στάθµης (βαρύτιµες ανωµαλίες που σήµερα ονοµάζονται mascons).  

Το έργο του Everest συνεχίσθηκε και ολοκληρώθηκε από τον βοηθό του, τον 

Andrew Waugh. Κατά τη διάρκεια των υπολογισµών της τοπογραφησης, ο βοηθός 

του  Waugh, Radhanath Sikdar  έκανε άλλη µια ανακάλυψη. Ανακάλυψε το 

υψηλότερο βουνό του κόσµου. Η επίσηµη ανακοίνωση, καθυστέρησε µέχρι το 1856. 

Υπολογίζοντας τον µέσο όρο των διάφορων µετρήσεων που έγιναν από απόσταση 100 

miles, το ύψος του βουνού προσδιορίσθηκε σε 29.000 πόδια ακριβώς.   

Ο τοπογράφος πρόσθεσε αυθαίρετα 2 πόδια, έτσι µέχρι το 1954 το ύψος του 

βουνού ήταν 29.002 πόδια. Σήµερα, γνωρίζουµε ότι το ύψος του όρους Έβερεστ είναι 

29.028 πόδια ή 8.859 m13. 

Ενώ οι Γάλλοι και οι Άγγλοι ήταν απασχοληµένοι µε τον γεωδαιτικό 

τριγωνισµό της Ευρώπης και των αποικιών, στη Γερµανία ο Friedrich Wilhelm Bessel 

εργαζόντανε στο να καταρτίσει ένα τριγωνοµετρικό δίκτυο του ουρανού. Ο Bessel 

ξεκίνησε την καριέρα του ως λογιστής, µελέτησε µόνος του µαθηµατικά και 

αστρονοµία και σύντοµα, χάρη στην πολύ καλή φήµη του πέτυχε τον διορισµό του σαν 

διευθυντής στο Βασιλικό Αστεροσκοπείο της Πρωσίας στο σηµερινό Καλίνινγκραντ 

της Ρωσίας. Περί το 1800, οι διαστάσεις και οι αποστάσεις του µέχρι τότε γνωστού 

ηλιακού συστήµατος ήταν προκαθορισµένες, µέσω της µεθόδου της παράλλαξης.  

Η µέθοδος της παράλλαξης είχε όµως αποτύχει στην περίπτωση των απλανών 

αστέρων και στον υπολογισµό της διάστασης του υπολοίπου σύµπαντος. Για τους 

αρχαίους Έλληνες, η απουσία της παράλλαξης ήταν το στοιχείο ότι η Γη ήταν το 

κέντρο του σύµπαντος, ενώ για τον Κοπέρνικο ήταν η ένδειξη ότι τα άστρα βρίσκονται 

τόσο µακριά, ώστε οποιαδήποτε µεταβολή στη θέση τους δεν διακρίνεται µε το γυµνό 

µάτι. Το 1609 µε την εφεύρεση του τηλεσκοπίου, έγινε εφικτή η µέτρηση της 

 
13 Στο “Nothing to venture nothing to win”  (1975), ο sir Edmund Hilary (New York: Coward McCann 

& Geoghegan) που µαζί µε τον Sherpa Tenzing Norgay, ήταν ο 1ος που ανέβηκε στο Έβερεστ το 1953, 

δίνει ως ύψος του βουνού στα 29.002 πόδια (8.840 m), περισσότερο από 20 έτη µετά την επίσηµη αλλαγή 

του σε 29.028 πόδια (8.848 m). Το 1999, το Μουσείο Επιστηµών της Βοστόνης σε συνεργασία µε την 

Εθνική Γεωγραφική Εταιρεία,  πραγµατοποίησε νέα µέτρηση, χρησιµοποιώντας το παγκόσµιο σύστηµα 

εντοπισµού θέσης µέσω δορυφόρων (Gps) και προσδιόρισε το ύψος σε 8.850 m. 
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παράλλαξης κάποιων κοντινών άστρων. Όµως, η χρήση της λαµπρότητας τους σαν 

απόδειξη της απόσταση τους από τη Γη, δεν έδινε τα σωστά αποτελέσµατα.  

Το 1800, οι αστρονόµοι γνώριζαν ότι τα άστρα διαφέρουν σηµαντικά ως προς 

την λαµπρότητα τους και εποµένως αυτή δεν θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως 

ένδειξη απόστασης από τη Γη. Αντίθετα, η προσοχή των αστρονόµων στράφηκε στα 

άστρα που είχαν µεγάλη ίδια κίνηση (την πραγµατική κίνηση του άστρου ως προς τον 

ουράνιο θόλο). ∆ιατυπώθηκε η υπόθεση ότι, ένα άστρο µε µεγάλη ίδια κίνηση, 

βρίσκεται σχετικά κοντά στη Γη.  

Σαν υποψήφιος αστέρας για µελέτη, επιλέχθηκε ο αστέρας Κύκνος 61 στον 

αστερισµό του Κύκνου, ένα άστρο πέµπτου µεγέθους, µετά βίας ορατό δια γυµνού 

οφθαλµού, εκτελούσε όµως µεγάλη ίδια κίνηση 5,2 δεύτερα λεπτά του τόξου ανά έτος. 

Μετά από συστηµατική παρατήρηση 18 µηνών, ο Bessel ανακοίνωσε ότι ο Κύκνος 61 

παρουσίαζε παράλλαξη 0,314 δευτερολέπτων του τόξου και αυτός ο αριθµός του 

επέτρεψε µε τη χρήση απλών τριγωνοµετρικών υπολογισµών, να βρει την απόσταση 

του άστρου από τη Γη.  

 

 
Σχήµα 39. Τοπογραφικά όργανα του 19ου αιώνα 

 

Στο παρακάτω σχήµα της αστρικής παράλλαξης, το Η παριστάνει τον Ήλιο και 

τα Γ1, Γ2 τις αντιδιαµετρικες θέσεις της Γης κατά την τροχιά της γύρω από τον Ήλιο 

και Τ το άστρο που µελετάµε. Ονοµάζουµε ετήσια παράλλαξη, το µισό της γωνιακής 

µετατόπισης του άστρου που οφείλεται στη κίνηση της Γης γύρω από τον Ήλιο, δηλαδή 

τη γωνία θ =∠Γ1ΤΗ στο ορθογώνιο τρίγωνο Γ1ΤΗ. Ονοµάζουµε d την απόσταση του 

άστρου και r την ακτίνα της τροχιάς της Γης και έχουµε sin
sin

r r
d

d
θ

θ
= ⇔ =  

Αντικαθιστώντας το r=150.000.000 km=1.5x108 km και τη 

θ=0,314ʺ=(0,314/3.600)° έχουµε  d=9,85x1013 km. Επειδή οι αποστάσεις στο διάστηµα 
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µετριούνται σε έτη φωτός διαιρούµε την παραπάνω τιµή µε την ταχύτητα φωτός (3x105 

km/s) και πολλαπλασιάζουµε επί τον αριθµό των δευτερολέπτων του  έτους  

(3.600x24x365). Αυτό δίνει   d=10,1 έτη φωτός. Με αυτό τον τρόπο έγιναν γνωστές οι 

διαστάσεις του Σύµπαντος, πέραν του ηλιακού µας συστήµατος. Με τα σηµερινά 

όργανα µέτρησης, υπολογίστηκαν και διορθώθηκαν οι παραλλάξεις µε µεγαλύτερη 

ακρίβεια σε 0,294ʺ η οποία αντιστοιχεί σε απόσταση 11,1 ετών φωτός. Στα επόµενα 

χρόνια µετρήθηκαν επιτυχώς και άλλες αστρικές παραλλάξεις όπως αυτή του Άλφα 

Κενταύρου σε απόσταση 4,3 ετών φωτός14. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Σχήµα 40. Αστρική παράλλαξη 
 

Το 1844 ο Bessel, έκανε άλλη µια ιστορική ανακάλυψη . Μελετώντας το άστρο 

του Σείριου βρήκε ότι η ίδια κίνηση του, δηµιουργεί µια ανεπαίσθητα κυµατοειδή 

τροχιά. Απέδωσε το φαινόµενο σε µία βαρυτική επίδραση κάποιου αόρατου άστρου, 

που περιφέρεται γύρω από τον Σείριο. Αυτό το άστρο, ο Σείριος Β, ανακαλύφθηκε το 

1862 από τον Αµερικανό κατασκευαστή τηλεσκοπίων Alvan Graham Clark. Για να 

λύσει τα προβλήµατα που σχετιζόταν µε τις βαρυτικές διαταραχές των πλανητών στο 

διάστηµα, ο Bessel εισήγαγε µια νέα κατηγορία συναρτήσεων, οι οποίες ονοµάστηκαν 

συναρτήσεις Bessel. Πρόκειται για τις λύσεις της διαφορικής εξίσωσης 

( )2 2 2x y xy x n y′+ + −  όπου 0n ≥  ένας σταθερός αριθµός. Η φύση των λύσεων 

εξαρτάται σε µεγάλο αριθµό από το n .  

Για 
1 3 5

,  ,  ,...
2 2 2

n =  οι λύσεις µπορούν να εκφρασθούν σε κλειστή µορφή, ως 

συνάρτηση των x , sinx , cosx. Για άλλες τιµές του n , µπορούν να εκφρασθούν µόνο 

µε τη µορφή σειράς και εποµένως θεωρούνται «ανώτερες» ή «µη στοιχειώδεις» 

συναρτήσεις. Η εξίσωση Bessel, βρίσκει αρκετές εφαρµογές π.χ. στην παλµική κίνηση 

µιας στρογγυλής µεµβράνης όπως αυτή του τυµπάνου, 0n = 15. Ο Bessel, µελετώντας 

 

14 «Στην πραγµατικότητα, ο Άλφα του Κενταύρου είναι ένα τριπλό σύστηµα άστρων, µε το µικρότερο άστρο, 

τον Εγγύτατο του Κενταύρου που αποκαλύφθηκε το 1915, να βρίσκεται αυτή τη στιγµή σε απόσταση 4,2 

ετών φωτός. Ο Κύκνος 61, τοποθετείται τώρα στη 19η θέση κατά σειρά απόστασης από τον Ήλιο». Joshua 

Roth and Roger W.Sinnott (1996). “Our nearest celestial neighbors”. In Sky & Telescope, pp. 32–34.     
15 Για n=0 και 1, οι συναρτήσεις Bessel, που συµβολίζονται ως jo(x) και j1(x), παρουσιάζουν αρκετές 

οµοιότητες µε το συνηµίτονο και το ηµιτόνιο , αντίστοιχα. Για παράδειγµα j0(0)=1 και j1(0)=0, ενώ και 

οι δυο συναρτήσεις έχουν ταλαντευόµενες  γραφικές παραστάσεις. Ωστόσο τα πλάτη ελαττώνονται 

καθώς αυξάνει το x και έτσι οι ρίζες δεν είναι κατανεµηµένες σε ίσες αποστάσεις κατά µήκος του άξονα 

των x. Για αυτό άλλωστε ο ήχος του τυµπάνου είναι διαφορετικός από αυτόν του βιολιού. 
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τις βαρυτικές διαταραχές που παρουσιάζονταν στον πλανήτη Ουρανό, τις απέδωσε 

στην ύπαρξη κάποιου άγνωστου πλανήτη, πέρα από τον Ουρανό.  

Πέθανε λίγους µήνες πριν ανακαλυφθεί ο πλανήτης Ποσειδώνας. Χάρη στον 

Bessel, το ενδιαφέρον των αστρονόµων άρχιζε να µετατοπίζεται από το ηλιακό 

σύστηµα, στο ευρύτερο ∆ιάστηµα.  

 

4. Κατασκευή χαρτών και τριγωνοµετρία  

Ας στραφούµε στη χαρτογραφία. Γνωρίζουµε ότι δεν είναι δυνατό να πιέσουµε 

φλούδες πορτοκαλιού πάνω σε ένα τραπέζι χωρίς να τις σπάσουµε, διότι  είναι 

αναπόφευκτη κάποιας µορφής παραµόρφωση. Το γεγονός αυτό, αποδείχθηκε 

µαθηµατικά χάρη στην ιδιοφυΐα του Euler. Σύµφωνα µε το θεώρηµα του, είναι 

αδύνατο να απεικονίσουµε µια σφαίρα σε ένα επίπεδο, χαρτί χωρίς παραµόρφωση.  

Αν η Γη ήταν κύλινδρος ή κώνος, το έργο του χαρτογράφου θα γινόταν 

ευκολότερο. Ο κύλινδρος ή ο κώνος είναι επιφάνειες αναπτύξιµες, µπορούν δηλαδή να 

παρασταθούν στο επίπεδο χωρίς κάποια συρρίκνωση ή διαστολή, διότι αν και 

καµπύλες, έχουν κατά βάση τη γεωµετρική δοµή του επιπέδου. Για να αντιµετωπίσουν 

αυτό το πρόβληµα οι χαρτογράφοι, επινοήσαν µια µεγάλη ποικιλία χαρτογραφικών 

προβολών–συναρτήσεων, δηλαδή µε τη µαθηµατική έννοια του όρου που 

αντιστοιχίζουν σε κάθε σηµείο της σφαίρας ένα σηµείο–εικόνα στον επίπεδο χάρτη.  

Η επιλογή ενός συγκεκριµένου τύπου προβολής, εξαρτάται από τον τρόπο µε 

τον οποίο σκοπεύουµε να χρησιµοποιήσουµε τον χάρτη.  Ένας χάρτης µπορεί να 

δείχνει τις σωστές αποστάσεις µεταξύ 2 σηµείων της σφαίρας, υπό κλίµακα φυσικά, 

ένας άλλος να διατηρεί τις σχετικές επιφάνειες των χωρών και ένας τρίτος τη σωστή 

διεύθυνση ανάµεσα σε 2 σηµεία. Για να διατηρήσουµε οποιοδήποτε από αυτά τα 

χαρακτηριστικά, πρέπει αναγκαστικά να θυσιάσουµε κάποιο άλλο. Κάθε 

χαρτογραφική προβολή, είναι ένας συµβιβασµός µεταξύ αντικρουόµενων απαιτήσεων.  

Η πιο απλή από όλες τις προβολές είναι η κυλινδρική προβολή. Φανταζόµαστε 

τη Γη που θεωρείται τέλεια σφαίρα ακτίνας R, να περιβάλλεται από έναν κύλινδρο 

εφαπτόµενο αυτής στον Ισηµερινό.   

 
Σχήµα 41. Κυλινδρική προβολή της υδρογείου. 

 

Έστω επιπλέον φωτεινές ακτίνες να εκπέµπονται από το κέντρο της Γης προς 

όλες τις κατευθύνσεις. Έτσι, κάθε σηµείο P  της σφαίρας προβάλλεται στη «σκιά» του 

P′  πάνω στο κύλινδρο. Όταν ξετυλίγουµε τον κύλινδρο, έχουµε έναν επίπεδο χάρτη 

σχεδόν ολόκληρης της Γης, διότι ο βόρειος και ο νότιος πόλος που κείνται στον άξονα 

του κυλίνδρου, έχουν τις εικόνες τους στο άπειρο. Είναι σαφές ότι στην κυλινδρική 

προβολή, όλοι οι µεσηµβρινοί που ορίζουν το γεωγραφικό πλάτος αποδίδονται ως 

ισαπέχουσες κατακόρυφες ευθείες γραµµές. Οι παράλληλοι κύκλοι που ορίζουν το 

γεωγραφικό πλάτος, αντιστοιχίζονται µε οριζόντιες γραµµές των οποίων οι µεταξύ 

τους αποστάσεις αυξάνουν µε το γεωγραφικό πλάτος. Για να βρούµε τη σχέση του P  

µε το P′  θα εκφράσουµε τη θέση του P  µε το γεωγραφικό του µήκος και το 
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γεωγραφικό του πλάτος. Αν συµβολίσουµε το γεωγραφικό µήκος του P  µε λ  το 

γεωγραφικό του πλάτος µε ϕ  και τις συντεταγµένες του P′  µε 

,x y  θα έχουµε x R λ= ⋅  και tany R ϕ= ⋅ . Το πιο εντυπωσιακό χαρακτηριστικό της 

κυλινδρικής προβολής είναι η υπερβολική µεγέθυνση στα µεγάλα γεωγραφικά πλάτη, 

τόσο στο βορρά όσο και στο νότο, που έχει σαν αποτέλεσµα την παραµόρφωση του 

σχήµατος των ηπείρων. Αυτό οφείλεται στη παρουσία της εφαπτοµένης της γωνίας φ 

στη 2η ισότητα. Η κυλινδρική προβολή, συγχέεται συχνά µε την προβολή Mercator 

µε την οποία απλώς µοιάζει επιφανειακά. Ωστόσο, µε εξαίρεση το γεγονός ότι 

χρησιµοποιούν και οι 2 ορθογώνιο πλέγµα, οι 2 προβολές στηρίζονται σε ριζικά 

διαφορετικές αρχές. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Σχήµα 42. Παγκόσµιος χάρτης σε κυλινδρική προβολή 

 

4.1 Στερεογραφική προβολή 

Μια 2η  προβολή ήδη γνωστή στον Ίππαρχο τον 2ο αιώνα π.Χ., είναι η 

στερεογραφική προβολή. Τοποθετούµε τη σφαίρα πάνω σε ένα επίπεδο φύλλο 

χαρτιού, έτσι ώστε το σηµείο επαφής Ν να είναι ο νότιος πόλος. Συνδέουµε κατόπιν 

κάθε σηµείο P  της σφαίρας µε τον  βόρειο πόλο Β και προεκτείνουµε την ευθεία µέχρι 

να συναντήσει το επίπεδο του χάρτη, στο σηµείο P′ . Το σηµείο P′  αποτελεί την εικόνα 

του P  πάνω στη στερεογραφική προβολή. Η στερεογραφική προβολή, εµφανίζει 

όλους τους µεσηµβρινούς ως ευθείες διερχόµενες από τον νότιο πόλο Ν, ενώ οι κύκλοι 

που αντιστοιχούν στα γεωγραφικά πλάτη εµφανίζονται ως οµόκεντροι κύκλοι µε 

κέντρο το σηµείο επαφής Ν. Ο Ισηµερινός, προβάλλεται σε έναν κύκλο E τον οποίο 

µπορούµε να θεωρήσουµε µοναδιαίο.  

Ολόκληρο το βόρειο ηµισφαίριο, προβάλλεται στο εξωτερικό αυτού του 

κύκλου και το νότιο ηµισφαίριο προβάλλεται στο εσωτερικό του. Όσο πιο κοντά 

βρίσκεται ένα σηµείο στον βόρειο πόλο, τόσο πιο αποµακρυσµένη είναι η εικόνα του 

στον χάρτη. Ένα µόνο σηµείο της σφαίρας δεν απεικονίζεται στον χάρτη. Πρόκειται 

για τον ίδιο τον Βόρειο πόλο, του οποίου η εικόνα βρίσκεται στο άπειρο. Έστω ότι η 

σφαίρα έχει µοναδιαία διάµετρο. Αυτό εξασφαλίζει ότι ο κύκλος e (η εικόνα του 

Ισηµερινού στον χάρτη), θα έχει µοναδιαία ακτίνα. Έστω ένα σηµείο P  πάνω στη 

σφαίρα, µε γεωγραφικό πλάτος ϕ . Θέλουµε να προσδιορίσουµε τη θέση της εικόνας 

του P′  πάνω στον χάρτη. 
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Σχήµα 43. Στερεογραφική προβολή από το Βόρειο πόλο 

 

Στο επόµενο σχήµα, βλέπουµε µια διατοµή της σφαίρας και το σηµείο Ε 

αντιπροσωπεύει ένα τυχαίο σηµείο πάνω στον Ισηµερινό. Έχουµε ΒΝ=1, ∠ΟΒΕ=45°, 

∠ΕΟΡ=φ, και ∠ΕΒΡ=φ/2. Έτσι ∠ΟΒΡ=(45°+φ/2). Άρα, το Ρ´ βρίσκεται σε απόσταση 

ΝΡ´= tan(45°+φ/2) από το σηµείο Ν, δηλαδή από τον νότιο πόλο του χάρτη. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 44. Προσδιορισµός της εικόνας ενός σηµείου µέσω της στερεογραφικής προβολής. 

 

Η ισότητα 0tan 45
2

NP
ϕ ′ = + 

 
οδηγεί σε ένα ενδιαφέρον αποτέλεσµα. Έστω 2 σηµεία 

Ρ,  Q της σφαίρας µε το ίδιο γεωγραφικό µήκος και αντίθετο γεωγραφικό πλάτος. Για 

να βρούµε τη σχετική θέση των εικόνων τους στον χάρτη, αντικαθιστούµε στην 

ισότητα ΝΡ´= tan(45°+φ/2) το ϕ  µε ϕ−  και έχουµε 

0

0

0 0

1 tan 45
1 12

tan 45
2

1 tan 45 tan 45
2 2

NQ
NP

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

 − −    ′ = − = = =  ′     + − +   
   

   

Βλέπουµε  ότι ΝΡ΄·ΝQ = 1  ∆υο σηµεία του επιπέδου που ικανοποιούν µια 

τέτοια σχέση, λέγονται αντίστροφα σηµεία ως προς τον µοναδιαίο κύκλο. Συνεπώς, 

στη στερεογραφική προβολή, 2 σηµεία της γήινης σφαίρας µε αντίθετα γεωγραφικά 

πλάτη, αντιστοιχούν σε 2 αντίστροφα µεταξύ τους σηµεία του χάρτη. Αυτό, µας 

επιτρέπει να συνάγουµε όλες τις ιδιότητες της στερεογραφικής προβολής, από τη 

θεωρία της αντιστροφής. Για παράδειγµα, ένα από τα θεωρήµατα της αντιστροφής λέει 

ότι η γωνία τοµής 2 καµπύλων, παραµένει αµετάβλητη όταν κάθε µια από τις καµπύλες 

υποστεί αντιστροφή. Από αυτό προκύπτει ότι, η στερεογραφική προβολή διατηρεί τις 

διευθύνσεις, είναι δηλαδή σύµµορφη. Αυτό σηµαίνει ότι, οι µικρές περιοχές της 

σφαίρας διατηρούν τη µορφή τους και στον επίπεδο χάρτη16.  

 
16 Μια αναλυτική παρουσίαση της στερεογραφικής προβολής και της σχέσης της µε την αντιστροφή,  

περιλαµβάνεται στο “To infinity and beyond: A cultural history of the infinite” (1991).  New Jersey: 

Princeton University Press, pp. 95–98 and 239–245.  

Για άλλες χαρτογραφικές προβολές Deetz, C.H. και Oscar Adams (1969). “Elements of map projection”. 

New York: Greenwood Press.   

Snyder, J.P. (1993). “Flattening the Earth: Two thousand years of map projections”. Chicago: University 

of Chicago Press. 
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Στο επόµενο σχήµα, βλέπουµε την στερεογραφική προβολή του βορείου 

ηµισφαιρίου. Η γήινη σφαίρα εφάπτεται του χάρτη, στον βόρειο πόλο αντί του νότιου 

πόλου. Είναι φανερό ότι, οι ήπειροι έχουν σχήµα παραπλήσιο µε το πραγµατικό τους 

σχήµα, όπως απεικονίζονται πάνω στην υδρόγειο. Νωρίτερα, όταν µιλούσαµε για τη 

σχέση της επιστήµης της χαρτογραφίας µε τα µαθηµατικά, ασχοληθήκαµε µε τους 

χάρτες που έχουν κατασκευαστεί µε βάση την αζιµουθιακή ισαπέχουσα προβολή 

όπου καταγράφεται η πραγµατική απόσταση και διεύθυνση  από ένα σταθερό σηµείο 

προς ένα οποιοδήποτε άλλο σηµείο της σφαίρας. Ωστόσο, οι αποστάσεις και οι 

διευθύνσεις µεταξύ 2 οποιονδήποτε άλλων σηµείων του χάρτη δεν διατηρούνται. 

Εποµένως, η χρησιµότητα του για τη ναυσιπλοΐα είναι περιορισµένη. Ως εκ τούτου, 

χρειαζόµαστε έναν χάρτη που να δείχνει τη σωστή διεύθυνση, δηλαδή συµβιβαστή µε 

την ένδειξη της πυξίδας, από οποιοδήποτε σηµείο της γήινης σφαίρας προς 

οποιοδήποτε άλλο. Ως τα µέσα του 16ου αιώνα, τέτοιος χάρτης δεν υπήρχε.  

Φανταστείτε ότι είστε ο κυβερνήτης ενός σκάφους που ετοιµάζεται να 

αποπλεύσει προς συγκεκριµένο προορισµό. Ρυθµίζετε την πυξίδα σας στην επιθυµητή 

κατεύθυνση ας πούµε 45° βορειοανατολικά και στη συνέχεια ακολουθείτε απαρέγκλιτα 

αυτή την ένδειξη, αγνοώντας, π.χ. οποιεσδήποτε γήινες µάζες θα µπορούσαν 

ενδεχοµένως να βρεθούν στον δρόµο σας. Τι διαδροµή θα ακολουθήσετε; 

 

 
Σχήµα 45. Στερεογραφική προβολή του Βόρειου πόλου 

 

Για χρόνια πιστευόταν ότι µια πλεύση υπό σταθερή ένδειξη της πυξίδας, 

γνωστή και ως λοξοδροµική πλεύση ή λοξοδροµία17  διαγράφει τόξο µέγιστου κύκλου. 

Εντούτοις ο Πορτογάλος Pedro Nuenes ή Nonious (1502–1578) απέδειξε ότι η 

λοξοδροµική πλεύση είναι στην πραγµατικότητα µια ελικοειδής καµπύλη που 

πλησιάζει όλο και περισσότερο έναν από τους 2 πόλους, αλλά δεν τους φθάνει ποτέ.  

Το πρόβληµα για τους χαρτογράφους του 16ου αιώνα, ήταν να επινοήσουν µια 

χαρτογραφική προβολή στην οποία όλες οι λοξοδροµικές πλεύσεις θα αντιστοιχούσαν 

σε ευθείες. Ένας τέτοιος χάρτης, θα έδινε στον ναυτικό τη δυνατότητα να συνδέει το 

σηµείο εκκίνησης και το σηµείο προορισµού µε µια ευθεία γραµµή, να διοπτεύει 

 
17 Από τις ελληνικές λέξεις λοξός και δρόµος. Ο όρος εισήχθη το 1624 από τον Ολλανδό επιστήµονα 

Willebrord vsn Roijen Snell (1581–1626). 
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δηλαδή τη γωνία αυτής της ευθείας µε τη γραµµή του βορρά. Και µε τη βοήθεια της 

πυξίδας, να ακολουθεί τούτη την πορεία στη θάλασσα. Ωστόσο, σε όλους τους χάρτες 

εκείνης της εποχής, µια πορεία χαραγµένη ως ευθεία στον χάρτη δεν αντιστοιχούσε 

στη λοξοδροµική πλεύση στη θάλασσα. Έτσι, η ναυσιπλοΐα ήταν µια εξαιρετικά 

περίπλοκη και επικίνδυνη  υπόθεση, αφού συχνά τα πλοία δεν κατάφερναν να φτάσουν 

στον προορισµό τους και χάνονταν πολλές ζωές. Ένας Ολλανδός χαρτογράφος, έµελλε 

να δώσει τη λύση και να λύσει το πρόβληµα των ναυτικών.  

 

4.2 Ο  Mercator 

Ο Gerardus Mercator, κατά γενική οµολογία ο πιο διάσηµος χαρτογράφος στην 

ιστορία, γεννήθηκε µε το όνοµα Gerhard Kremer στο Ρουπελµοντε της Φλάνδρας 

(τοποθεσία που σήµερα ανήκει στο Βέλγιο, εκείνη την εποχή όµως αποτελούσε τµήµα 

της Ολλανδίας) στις 05.03.1512. Είκοσι χρόνια νωρίτερα, ο Χριστόφορος Κολόµβος 

είχε πραγµατοποιήσει το ιστορικό του ταξίδι στον Νέο Κόσµο και οι νέες γεωγραφικές 

ανακαλύψεις είχαν εξάψει τη φαντασία του νεαρού Kremer. Γράφτηκε στο 

πανεπιστήµιο της Λουβέν το 1530 και αµέσως µετά την αποφοίτησή του έγινε ένας από 

τους κορυφαίους ευρωπαίους χαρτογράφους και κατασκευαστές οργάνων.  

Όπως συνήθιζαν οι διανοούµενοι της εποχής, εκλατίνισε το όνοµα του σε 

Mercator («έµπορος», µετάφραση της ολλανδικής λέξης kramer). Από τότε, έµεινε 

γνωστός µε αυτό το όνοµα. Η πολλά υποσχόµενη σταδιοδροµία του Mercator 

κινδύνεψε κατά το 1544, όταν συνελήφθη ως αιρετικός επειδή ακολουθούσε τον 

προτεσταντισµό µέσα σε µια καθολική χώρα. Λίγο έλειψε να χάσει τη ζωή του. 

Κατόπιν µετανάστευσε στο γειτονικό Ντούισµπουργκ (σήµερα στη Γερµανία), όπου 

εγκαταστάθηκε το 1552. Παρέµεινε εκεί µέχρι το τέλος της ζωής του18. Παρά τη φήµη 

του, δεν υπάρχει καµία πλήρης βιογραφία του Mercator στα αγγλικά. 

Πριν από τον Mercator, οι χαρτογράφοι διακοσµούσαν τους χάρτες τους µε 

εντυπωσιακές µυθολογικές φιγούρες και φανταστικές χώρες. Επρόκειτο περισσότερο 

για έργα τέχνης, παρά για αληθινές αναπαραστάσεις της Γης. Ο Mercator, υπήρξε ο 1ος  

που στήριξε τους χάρτες του αποκλειστικά στις πρόσφατες πληροφορίες των 

εξερευνητών και µε αυτό τον τρόπο µετέτρεψε τη χαρτογραφία από τέχνη σε επιστήµη. 

Ήταν ακόµη ο 1ος που συµπεριέλαβε στον ίδιο τόµο, µια συλλογή από διαφορετικούς 

χάρτες, την οποία ονόµασε άτλαντα προς τιµήν του µυθικού ήρωα που βαστούσε στους 

ώµους του τη Γη και του οποίου η εικόνα διακοσµούσε το εξώφυλλο του βιβλίου του. 

Αυτό το έργο δηµοσιεύθηκε σε 3 µέρη, το τελευταίο κυκλοφόρησε το 1595, έναν χρόνο 

µετά τον θάνατο του19. Το 1568, ο Mercator επινόησε µια νέα χαρτογραφική προβολή 

που θα κάλυπτε τις ανάγκες των ναυτικών και θα µετέτρεπε τη ναυσιπλοΐα από 

τυχοδιωκτική και επικίνδυνη περιπέτεια σε σοβαρή επιστήµη. Ξεκινώντας, έθεσε ως 

οδηγούς του 2 αρχές.  

Πρώτον, ο χάρτης έπρεπε να αναπτυχθεί πάνω σε ορθογώνιο πλέγµα, µε όλους 

τους κύκλους του γεωγραφικού πλάτους να παριστάνονται από ισοµήκη οριζόντια 

ευθύγραµµα τµήµατα, παράλληλα στον ισηµερινό και µε όλους τους µεσηµβρινούς να 

παριστάνονται από κατακόρυφες γραµµές, κάθετες στον ισηµερινό.  

 
18 Liloyd A. Brown, (1979). “The story of   maps”, New York: Dover, pp. 134–136 και 158–160.  

Robert W. Karrow, (1993). “Mapmakers if the 16th century and their maps”, Chicago: Speculum Orbis 

Press, chapter 56  

John Noble Wilford, (1981). “The mapmakers”, New York: Alfred Knopf, pp. 73–77 
19 Πρώτος είχε αυτή την ιδέα ένας σύγχρονος επιστήµονας του Mercator, o Abraham Ortelius (1527– 

1598) του οποίου το έργο Theatrum orbis terrarium κυκλοφόρησε το 1570 στην Αµβέρσα και θεωρείται 

ο 1ος µοντέρνος άτλαντας. Ωστόσο η λέξη «άτλαντας» οφείλεται στον Mercator. Ο Mercator και ο 

Ortelius ήταν ανταγωνιστές στη δουλειά τους αλλά διατηρούσαν φιλικές σχέσεις. 
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∆εύτερον, ο χάρτης όφειλε να είναι σύµµορφος, διότι µόνο ένας τέτοιος χάρτης 

µπορούσε να διατηρεί την πραγµατική διεύθυνση µεταξύ 2 σηµείων της γήινης 

σφαίρας. Πάνω στη γήινη σφαίρα, το µήκος των παράλληλων κύκλων µειώνεται καθώς 

µεγαλώνει το γεωγραφικό πλάτος, µέχρις ότου συρρικνωθούν σε ένα µοναδικό σηµείο 

στους πόλους. Αντίθετα, στους χάρτες του Mercator, οι παράλληλοι κύκλοι 

εµφανίζονται ως οριζόντιες ισοµήκεις γραµµές. Εποµένως, κάθε παράλληλος της 

γήινης σφαίρας παραµορφώνεται οριζόντια πάνω στον χάρτη (κατά µήκος της 

διεύθυνσης ανατολής δύσης), κατά έναν παράγοντα που εξαρτάται από το γεωγραφικό 

πλάτος του παραλλήλου. 

 

Πίνακας 15. Τιµές της τέµνουσας ανά γεωγραφικό πλάτος 

 

 
                     Σχήµα 46. Κύκλος γεωγραφικού πλάτους φ πάνω στην υδρόγειο σφαίρα. 

 

Στο ανωτέρω σχήµα, βλέπουµε έναν κύκλο γεωγραφικού πλάτους φ. Η 

πραγµατική περίµετρος του πάνω στη γήινη σφαίρα είναι 2 2 cosr Rπ π ϕ= ⋅ , ενώ στον 

χάρτη έχει µήκος 2 Rπ . Συνεπώς, ο συντελεστής παραµόρφωσης είναι 

2 1
sec

2 cos cos

R

R

π
ϕ

π ϕ ϕ
= =

⋅
. Ας σηµειωθεί ότι ο συντελεστής παραµόρφωσης είναι 

συνάρτηση του φ. Όπως φαίνεται στον παραπάνω πίνακα, όσο µεγαλύτερο είναι το 

γεωγραφικό πλάτος, τόσο µεγαλύτερος γίνεται και ο συντελεστής παραµόρφωσης.  

Τώρα ο Mercator µπορούσε να αξιοποιήσει το ισχυρότερο πλεονέκτηµά του. 

Για να είναι ο χάρτης σύµµορφος, η παραµόρφωση των παραλλήλων στη διεύθυνση 

ανατολής δύσης, πρέπει να συνοδεύεται από µια ανάλογη παραµόρφωση της 

απόστασης ανάµεσα στους παράλληλους. Αυτή η παραµόρφωση, στη διεύθυνση βορά 

– νότου πρέπει να αυξάνει καθώς κινούµαστε προς τα µεγαλύτερα γεωγραφικά πλάτη.  

∆ηλαδή, οι µοίρες του γεωγραφικού πλάτους, που στη γήινη σφαίρα είναι 

οµαλά κατανεµηµένες κατά µήκος του µεσηµβρινού, στον χάρτη θα πρέπει να 

αυξάνουν σταδιακά. Σε αυτή ακριβώς τη διαπίστωση στηρίζεται η κατασκευή του 

χάρτη.   



45 

 

 
Σχήµα 47. Το πλέγµα στο χάρτη του Mercator  

 

Ωστόσο για να µπορέσει να υλοποιήσει το σχέδιο του ο Mercator, όφειλε πρώτα 

να προσδιορίσει τον τρόπο µε τον οποίο θα έπρεπε να παραµορφώνονται οι αποστάσεις 

µεταξύ των διαδοχικών παραλλήλων. Η ακριβής µέθοδος του για τον υπολογισµό της 

παραµόρφωσης δεν είναι γνωστή και αποτελεί ακόµη και σήµερα αντικείµενο ερευνάς 

µεταξύ των ιστορικών της χαρτογραφίας20. ∆εν έχει αφήσει καθόλου γραπτά αρχεία 

της µεθόδους του , µε εξαίρεση την ακόλουθη σύντοµη επεξήγηση του τυπώθηκε πάνω 

στο χάρτη του: 

Για την κατασκευή αυτής της αναπαράστασης του κόσµου, χρειάσθηκε να 

απλώσουµε σε ένα επίπεδο την επιφάνεια της σφαίρας, κατά κάποιο τρόπο ώστε οι θέσεις 

που αντιστοιχούν στις διάφορες τοποθεσίες να έχουν τις σωστές αναλογίες µεταξύ τους, 

τόσο ως προς την πραγµατική διεύθυνση όσο και ως προς την απόσταση21. Για αυτό τον 

σκοπό, χρειάστηκε να χρησιµοποιήσουµε νέες αναλογίες και νέα διάταξη των 

µεσηµβρινών, σε σχέση µε τους παραλλήλους. Για τους λόγους αυτούς, αυξήσαµε 

σταδιακά τις µοίρες του γεωγραφικού πλάτους όσο πλησιάζαµε στους πόλους, κατά 

κάποιο τρόπο ανάλογο προς την επιµήκυνση των παραλλήλων, σε σχέση µε τον 

ισηµερινό22.  

Ακόµα και αυτή η ασαφής εξήγηση, καθιστά απολύτως σαφές ότι ο Mercator 

είχε πλήρη αντίληψη των µαθηµατικών αρχών που αποτελούσαν το θεωρητικό 

υπόβαθρο της κατασκευής του χάρτη του. Έχοντας κατασκευάσει το κατάλληλο 

πλέγµα, του απέµενε τώρα να το αποπληρώσει, δηλαδή να τοποθετήσει πάνω στο 

πλέγµα τα περιγράµµατα των ηπείρων, όπως ήταν γνωστές στην εποχή του.  

∆ηµοσίευσε τον παγκόσµιο χάρτη του το 1569, µε τίτλο Νέα βελτιωµένη 

περιγραφή των χωρών τον κόσµου, τροποποιηµένη και προοριζόµενη για χρήση των 

ναυτιλοµένων. Ήταν ένας τεράστιος χάρτης χωρισµένος σε 21 τµήµατα µε διαστάσεις 

137×211 cm. Θεωρείται ένα από τα πιο πολύτιµα χαρτογραφικά αριστουργήµατα όλων 

των εποχών: Σήµερα σώζονται µόνο 3 αντίγραφα του πρωτότυπου χάρτη23. 

Ο Mercator πέθανε πλήρης ηµερών στο Ντούισµπουργκ στις 02.12.1594, 

έχοντας ζήσει µια ζωή που του προσέφερε φήµη και πλούτο. Ωστόσο, το πιο σηµαντικό 

επίτευγµα του, ο οµώνυµος χάρτης του, άργησε αρκετά να γίνει αποδεκτός από τη 

ναυτική κοινότητα, που δεν µπορούσε να κατανοήσει την υπερβολική παραµόρφωση 

 
20 John P. Snyder, “Flattening the Earth”. Page 47. 
21 Σύντοµα ο Mercator συνειδητοποίησε ότι δεν µπορούσε να ανταποκριθεί και στις 2 αυτές απαιτήσεις. 

Ο χάρτης του δεν µπορούσε να διατηρεί και τη διεύθυνση και τις αποστάσεις. Έτσι παραιτήθηκε από τις 

αποστάσεις.  
22 V. Frederick Rickey and Philip M. Tuchinsky (1980). “An application of geography to mathematics: 

History if the integral of the secant”. In Mathematics magazine, volume 53, No 3.  
23

 Οι τοποθεσίες που φυλάσσονται περιλαµβάνονται στο R.V.Tooley, (1962). “Maps and map–makers”, 

New York: Bonanza Books, page 31. Το αντίγραφο που αναφέρεται στο Breslau της Γερµανίας 

καταστράφηκε κατά τον Β΄ παγκόσµιο πόλεµο.   
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στο σχήµα των ηπείρων. Το γεγονός ότι ο Mercator δεν είχε εξηγήσει αναλυτικά τον 

τρόπο µε τον οποίο είχε «σταδιακά αυξήσει» την απόσταση µεταξύ των παραλλήλων, 

συνέβαλε σηµαντικά στη δηµιουργία σύγχυσης.  

Ο Edward Wright (περίπου 1560–1615), Άγγλος µαθηµατικός και 

κατασκευαστής οργάνων, υπήρξε ο 1ος  ο οποίος έδωσε µια ακριβή αναφορά σχετικά 

µε τις αρχές που αποτελούν το υπόβαθρο του χάρτη του Mercator.  

Η ράβδος του Ιακώβ είναι ένα απλό χρήσιµο αστρονοµικό όργανο , το οποίο 

επινοήθηκε τον 16ο αιώνα για χρήση των ναυτιλοµένων. Αποτελείται από µια 

βαθµονοµηµένη ράβδο µήκους συνήθως 50 έως 80 cm , στην οποία ολισθαίνει κάθετα 

ένα µικρότερο στέλεχος. Χρησιµοποιείται για υψοµετρήσεις άστρων, αλλά γενικότερα 

και για υπολογισµό γωνιών. Ο Wright ήταν εταίρος του Caius College στο Cambridge 

και υπήρξε δάσκαλος του Ερρίκου, πρίγκιπα της Ουαλίας, γιου του βασιλιά Ιακώβου 

Α΄. Είναι περισσότερο γνωστός για τη µετάφραση στα αγγλικά από τα λατινικά του 

βιβλίου του Napier για τους λογάριθµους. Σε ένα έργο µε τίτλο Certaine Errors in 

Navigation (Ορισµένα λάθη στην πλοήγηση), που εκδόθηκε στο Λονδίνο το 1599, 

έγραψε:   

Τα τµήµατα των µεσηµβρινών σε κάθε σηµείο δεδοµένου γεωγραφικού πλάτους, 

πρέπει να αυξάνουν µε την ίδια αναλογία που αυξάνουν και οι τέµνουσες. Προσθέτοντας 

συνεχώς τις τέµνουσες, που αναλογούν στο γεωγραφικό πλάτος κάθε παραλλήλου, στο 

ήδη συσσωρευµένο άθροισµα όλων των προηγούµενων τεµνουσών [...] µπορούµε να 

καταρτίσουµε έναν πίνακα ο οποίος θα δείχνει πραγµατικά τα σηµεία γεωγραφικού 

πλάτους στους µεσηµβρινούς του ναυτικού χάρτη24. 

∆ηλαδή, ο Wright χρησιµοποίησε αριθµητική µέθοδο για τον υπολογισµό του 

ολοκληρώµατος 
0

sec  d

ϕ

θ θ∫ . Ας παρακολουθήσουµε τον τρόπο εργασίας του, 

χρησιµοποιώντας σύγχρονους συµβολισµούς.  

 
Σχήµα 48. Σφαιρικό ορθογώνιο πάνω στη γήινη σφαίρα και η προβολή του στο χάρτη του Mercator. 

 

Στο παραπάνω σχήµα βλέπουµε ένα µικρό σφαιρικό ορθογώνιο που ορίζεται 

από τους κύκλους γεωγραφικού µήκους λ  και λ λ+ ∆  και τους κύκλους γεωγραφικού 

 
24 V.F. Rickey και P.M. Tuchinsky, “Application of geography”.  Ο πλήρης τίτλος του βιβλίου του 

Wright είναι  «Ορισµένα σφάλµατα στην πλοήγηση που προέρχονται είτε από συνηθισµένα λάθη στη 

κατασκευή¨, είτε από λανθασµένη ανάγνωση των θαλάσσιων χαρτών, πυξίδων, ράβδων του Ιακώβ και 

πινάκων των κλίσεων του Ήλιου και των απλανών αστέρων, εντοπισµένα και διορθωµένα»  

(οι µακροσκελείς τίτλοι ήταν εκείνη την εποχή απαραίτητοι για να τραβήξουν το ενδιαφέρον των 

αναγνωστών.)  
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πλάτους  ϕ  και ϕ ϕ+ ∆ , όπου τα ,λ ϕ  µετρούνται σε ακτίνια. Επειδή η επιλογή του 

1ου  µεσηµβρινού είναι αυθαίρετη, στο σχήµα σηµειώνουµε µόνο τη διαφορά λ∆ .  

Οι πλευρές του ορθογωνίου έχουν µήκη ( )cosR ϕ λ⋅ ∆   και R ϕ⋅ ∆ , αντίστοιχα. 

Έστω ότι το σηµείο ( ),P λ ϕ της σφαίρας αντιστοιχεί στο σηµείο ( ),P x y′ του χάρτη 

(όπου η 0y =  αντιστοιχεί στον Ισηµερινό) Τότε, το σφαιρικό ορθογώνιο θα 

απεικονισθεί σε ένα επίπεδο ορθογώνιο που καθορίζεται από παράλληλες στον άξονα 

των y µε τετµηµένες x  και x x+ ∆  και από παράλληλες στον άξονα των x µε 

τεταγµένες y  και y y+ ∆ , όπου x R λ∆ = ⋅ ∆ . Τώρα για να ικανοποιήσουµε την 

απαίτηση να είναι ο χάρτης σύµµορφος, πρέπει τα 2 ορθογώνια να είναι όµοια (γεγονός 

το οποίο, εν προκειµένω, σηµαίνει ότι η διεύθυνση από το ( ),P λ ϕ προς το γειτονικό 

σηµείο ( ),  Q λ λ ϕ ϕ+ ∆ + ∆ πρέπει να είναι η ίδια µε τη διεύθυνση της ευθείας που 

ενώνει τις εικόνες τους στο χάρτη). Έτσι οδηγούµαστε στην εξίσωση 

( )sec
cos

y R
y R

R R

ϕ
ϕ ϕ

λ ϕ λ
∆ ⋅∆

= ⇔ ∆ = ⋅ ⋅∆
⋅∆ ⋅ ⋅ ∆

 

Με σηµερινή ορολογία, η ανωτέρω ισότητα είναι µια εξίσωση πεπερασµένων 

διάφορων. Μπορεί να λυθεί αριθµητικά µε µια βήµα προς βήµα διαδικασία. Θέτουµε 

1i i iy y y −∆ = −  για 1,  2,  3,  ...i =  και επιλέγουµε µια σταθερή αύξηση ϕ∆ . Αρχίζοντας 

από τον Ισηµερινό ( )0 0y =  αυξάνουµε το ϕ  κατά ϕ∆ , υπολογίζουµε το ∆y1 από την 

ανωτέρω ισότητα και µετά βρίσκουµε το 1 0 1y y y= + ∆ . Κατόπιν, αυξάνουµε και πάλι 

το ϕ  κατά ϕ∆  και βρίσκουµε το 2 1 2y y y= + ∆ . Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο µέχρι 

να καλύψουµε όλο το φάσµα των γεωγραφικών πλατών που επιθυµούµε. Αυτή η 

αριθµητική ολοκλήρωση είναι επίπονη και χρονοβόρα, εκτός αν έχει κάποιος στη 

διάθεση του έναν ειδικά προγραµµατισµένο υπολογιστή, κάτι που φυσικά δεν 

συνέβαινε µε τον Wright. Παρόλα αυτά, κατόρθωσε να ολοκληρώσει το σχέδιο του, 

προσθέτοντας διαδοχικά τις τέµνουσες κατά διαστήµατα ενός λεπτού της µοίρας25.  

∆ηµοσίευσε τα αποτελέσµατα του σε έναν πίνακα «µεσηµβρινών µερών» για 

γεωγραφικά πλάτη από 0° µέχρι 75°. Έτσι, επιτέλους η µέθοδος κατασκευής του χάρτη 

του Mercator έγινε γνωστή. Βέβαια, σήµερα θα γράφαµε την εξίσωση 

( )secy R ϕ ϕ∆ = ⋅ ∆  ως διαφορική εξίσωση, θεωρώντας ότι τα ϕ∆ , y∆  γίνονται 

απειροστά, ως: 
0

sec sec  
dy

R y R d
d

ϕ

ϕ θ θ
ϕ
= ⋅ ⇔ = ∫  (χρησιµοποιήσαµε το θ  αντί του ϕ  

για να διακρίνουµε τη µεταβλητή ολοκλήρωσης, από το πάνω όριο ολοκλήρωσης).  

Ωστόσο, το βιβλίο του Wright εκδόθηκε κάπου 70 έτη πριν ο Newton και ο 

Leibniz ανακαλύψουν τον λογισµό. Έτσι, ο Wright δεν είχε άλλη επιλογή πέρα από την 

αριθµητική ολοκλήρωση. Ως λόγιος ο Wright, έγραψε ένα βιβλίο που απευθυνόταν σε 

αναγνώστες µε µαθηµατική κατάρτιση. Ωστόσο, για τον απλό ναυτικό, αυτές οι 

θεωρητικές εξηγήσεις ήταν ελάχιστα χρήσιµες. Για αυτό τον λόγο, ο Wright επινόησε 

ένα απλό φυσικό µοντέλο που ήλπιζε ότι θα έδινε στον αµύητο αναγνώστη τη 

δυνατότητα να κατανοήσει την αρχή του χάρτη του Mercator:  

 
25 John P. Snyder, “Flattening the Earth”. page 48.  

Ο Florian Cajori (1919), στο “A history of  mathematics”, 2nd edition, New York: Macmillan,  page 189, 

ισχυρίζεται ότι ο Wright χρησιµοποίησε διαστήµατα δεύτερων λεπτών της µοίρας. Ωστόσο, κάτι τέτοιο 

µοιάζει απίθανο αφού θα έπρεπε να κάνει 3.600x75=270.000 προσθέσεις για να καλύψει τα γεωγραφικά 

πλάτη από το 0° µέχρι 75°.  

 



48 

 

Ας φαντασθούµε ότι τυλίγουµε τη γήινη σφαίρα µε έναν κύλινδρο που 

εφάπτεται αυτής, κατά µήκος του Ισηµερινού. Στη συνέχεια, ας φαντασθούµε τη 

σφαίρα να «φουσκώνει σαν ασκός», έτσι που κάθε σηµείο της επιφάνειας της να 

κολλήσει στον κύλινδρο. Όταν ξετυλίξουµε τον κύλινδρο, έχουµε τον χάρτη του 

Mercator. ∆υστυχώς για τους µελλοντικούς ιστορικούς, χωρίς να ευθύνεται ο Wright, 

αυτό το περιγραφικό µοντέλο έγινε η αιτία µιας επίµονης παρανόησης, ότι ο χάρτης 

του Mercator προκύπτει προβάλλοντας φωτεινές ακτίνες από το κέντρο της σφαίρας 

προς τον κύλινδρο (στην πραγµατικότητα, έτσι προκύπτει η κυλινδρική προβολή που 

συζητήσαµε νωρίτερα). Από τεχνικής απόψεως, η «προβολή» του Mercator δεν είναι 

καν προβολή, τουλάχιστον µε τη γεωµετρική έννοια του όρου.  

Μπορεί να προκύψει µόνο από µαθηµατικούς υπολογισµούς, που στη βάση 

τους χρησιµοποιούν απειροστικές µεθόδους και εποµένως απειροστικό λογισµό. Ο 

ίδιος ο Mercator δεν χρησιµοποίησε ποτέ κύλινδρο και η «προβολή» του, µε εξαίρεση 

κάποιες επιφανειακές οµοιότητες, δεν έχει απολύτως καµία σχέση µε την κυλινδρική 

προβολή. Οι µύθοι, όµως, από τη στιγµή που θα γεννηθούν είναι πολύ δύσκολο να 

πεθάνουν και έτσι ακόµη και σήµερα βρίσκει κανείς λανθασµένες πληροφορίες 

σχετικά µε το θέµα σε πολλά εγχειρίδια γεωγραφίας.  

Περαιτέρω παρεξηγήσεις προκλήθηκαν από την υπερβολική παραµόρφωση 

των περιοχών που βρίσκονται σε µεγάλα γεωγραφικά πλάτη. Για παράδειγµα, η 

Γροιλανδία µοιάζει µεγαλύτερη από τη Νότια Αµερική, αν και στην πραγµατικότητα η 

έκταση της 1ης είναι ίση µόλις µε το 
1

9
 της έκτασης της 2ης. Επίσης, το ευθύγραµµο 

τµήµα που συνδέει 2 σηµεία του χάρτη, δεν παριστάνει τη συντοµότερη µεταξύ τους 

διαδροµή πάνω στη γήινη σφαίρα (εκτός αν τα σηµεία βρίσκονται και τα 2 στον 

Ισηµερινό ή στον ίδιο µεσηµβρινό).  

 
Σχήµα 49. Νέα Υόρκη–Λονδίνο: Λοξοδροµία και τόξο µεγίστου κύκλου στο χάρτη του Mercator 

 

Αυτές οι «ατέλειες», έγιναν συχνά αφορµή αρνητικής κριτικής για τον χάρτη 

του Mercator. Ο Mercator, είχε συνειδητοποιήσει ότι στον ίδιο χάρτη δεν είναι δυνατό 

να διατηρούνται συγχρόνως απόσταση, µορφή και διεύθυνση. Έχοντας κατά νου τις 

ανάγκες των πλοηγών, επέλεξε να θυσιάσει την απόσταση και τη µορφή, για να 

διατηρήσει τη διεύθυνση.  Το βιβλίο του Wright κυκλοφόρησε το 1599, 30 έτη µετά 

από τη δηµοσίευση του νέου παγκόσµιου χάρτη από τον Mercator.  

Σταδιακά, η ναυτική οικογένεια άρχισε να εκτιµά τη µεγάλη χρησιµότητα του 

για τους πλοηγούς και τελικά έγινε ο επίσηµος χάρτης της ναυσιπλοΐας, µια θέση που 

κρατά µέχρι σήµερα. Όταν η NASA άρχισε το πρόγραµµα εξερεύνησης του 
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∆ιαστήµατος, κατά τη δεκαετία του 1960, ένας γιγάντιος µερκατορικός χάρτης, πάνω 

στον οποίο σηµειώνονταν οι τροχιές των δορυφόρων, τοποθετήθηκε στο κέντρο 

επιχειρήσεων, στο Χιούστον του Τέξας. Εξάλλου, οι πρώτοι χάρτες των δορυφόρων 

του ∆ία και του Κρόνου, βασισµένοι στις κοντινές φωτογραφίες που έστειλαν τα 

διαστηµόπλοια Pioneer και Voyager, σχεδιάσθηκαν σύµφωνα µε τη δική του µέθοδο.   

 

4.3 Οι λογάριθµοι στην κατασκευή χαρτών 

Τον 17ο αιώνα, το ενδιαφέρον στράφηκε προς τα µαθηµατικά.  

Το 1614 ο Σκωτσέζος θεολόγος και µαθηµατικός  John Νapier (1550–1617), 

δηµοσιοποίησε τους λογαρίθµους που είχε επινοήσει. Επρόκειτο για τη σηµαντικότερη 

συµβολή στα υπολογιστικά µαθηµατικά από την εποχή του Μεσαίωνα, όταν εισήχθη 

στην Ευρώπη το ινδοαραβικό σύστηµα αρίθµησης26.  

Το 1620 ο Edmund Gunter (1581–1626), Άγγλος µαθηµατικός και κληρικός, 

δηµοσίευσε έναν πίνακα µε λογαριθµικές εφαπτόµενες.  

Γύρω στα 1645 ο Henry Bond, καθηγητής µαθηµατικών και αυθεντία στην 

πλοήγηση, συνέκρινε αυτό τον πίνακα µε τον πίνακα των µεσηµβρινών µερών του 

Wright και µε έκπληξη διαπίστωσε ότι οι 2 πίνακες ταίριαζαν απόλυτα, εφόσον οι 

ενδείξεις στον πίνακα του Gunter γράφονταν µε τη µορφή
4 2

π ϕ + 
 

. ∆ιατύπωσε την 

εικασία ότι 
0

sec  ln tan
4 2

t dt

ϕ π ϕ  = +    
∫ δεν ήταν όµως σε θέση να την αποδείξει. 

Σύντοµα, το πρόβληµα του έγινε ένα από τα πιο διάσηµα προβλήµατα της 

εποχής του. Προσπάθησαν να το λύσουν ανεπιτυχώς ο John Collins, ο Nicolaus 

Mercator (καµιά σχέση µε τον Gerhard), ο Edmond Halley (γνωστός από τον 

φερώνυµο κοµήτη) και πολλοί άλλοι, όλοι σύγχρονοι του Newton και βασικοί 

συντελεστές των εξελίξεων που οδήγησαν στην ανακάλυψη του διαφορικού και του 

ολοκληρωτικού λογισµού.  

Το 1668, ο James Gregory κατάφερε να αποδείξει την εικασία τού Bond. 

Ωστόσο, η απόδειξη του ήταν τόσο επίπονη, που ο Halley τη χαρακτήρισε γεµάτη 

«περιπλοκές».  

Το 1670 ο Isaac Barrow (1630–1677), προκάτοχος του Newton στη 

λουκασιανή έδρα µαθηµατικών στο Πανεπιστήµιο του Cambridge, έδωσε µια 

«κατανοητή» απόδειξη της εικασίας τού Bond. Οι προσπάθειες του, δείχνουν ότι 

εφάρµοσε 1ος την τεχνική της διάσπασης σε απλά κλάσµατα, που είναι τόσο 

αποτελεσµατική για τον υπολογισµό των αόριστων ολοκληρωµάτων.   

Είµαστε πια σε θέση να γράψουµε τις συντεταγµένες ( ),x y  ενός σηµείου P′  στον 

χάρτη του Mercator, ως συνάρτηση του γεωγραφικού µήκους x  και του γεωγραφικού 

πλάτους ϕ  του αντίστοιχου σηµείου P  της γήινης σφαίρας. Η εξίσωση των διαφορών 

x R λ∆ = ⋅ ∆  που είδαµε πριν, έχει την προφανή λύση x R λ= ⋅  και το ολοκλήρωµα 

 
26 “The story of a number”, (1994). Princeton, New Jersey: Princeton University Press, chapters 1 and 2.  
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στην ισότητα 
0

sec  y R d

ϕ

θ θ= ∫  ισούται µε ln tan
4 2

π ϕ  +    
 άρα27 x R λ= ⋅ , 

ln tan
4 2

y R
π ϕ  = ⋅ +    

.   

 
Σχήµα 50. Η γη στον χάρτη του Mercator. 

 

Στο παραπάνω σχήµα, βλέπουµε τον πλανήτη µας όπως τον παριστάνει ο 

χάρτης του Mercator. Λόγω της υπερβολικής µεγέθυνσης κατά µήκος της γραµµής 

βορράς – νότος στα µεγάλα γεωγραφικά πλάτη, ο χάρτης περιορίζεται στα πλάτη από 

75° βόρεια µέχρι 60° νότια. Παρατηρούµε ότι η παράσταση tan
4 2

π ϕ + 
 

 µέσα στον 

λογάριθµο της ισότητας ln tan
4 2

y R
π ϕ  = ⋅ +    

  είναι η ίδια µε αυτή 

cos

y R

R R

ϕ
λ ϕ λ

∆ ⋅∆
=

⋅∆ ⋅ ⋅ ∆
 που σχετίζεται µε τη στερεογραφική προβολή. Αυτό δεν 

συµβαίνει τυχαία. Ένα από τα µεγαλύτερα επιτεύγµατα των µαθηµατικών του 18ου 

αιώνα, ήταν η επέκταση των συνηθισµένων συναρτήσεων sin ,  ln ,  xx x e  στο σύνολο 

των φανταστικών αριθµών και των µιγαδικών αριθµών. Αυτή η εξέλιξη, άρχισε µε τον 

Euler και έφθασε στην αποκορύφωση της κατά τον 19ο αιώνα µε την ανάπτυξη της 

θεωρίας των συναρτήσεων µιγαδικών µεταβλητών. H επέκταση αυτή, µας δίνει τη 

δυνατότητα να θεωρήσουµε την προβολή του Mercator ως µια σύµµορφη απεικόνιση 

(από µαθηµατική και από γεωγραφική σκοπιά) της στερεογραφικής προβολής, µέσω 

της συνάρτησης lnw z= , όπου ,w z  µιγαδικές µεταβλητές. 

 

 

 

 

27 Μια ισοδύναµη µορφή της εξίσωσης
cos

y R

R R

ϕ
λ ϕ λ

∆ ⋅∆
=

⋅∆ ⋅ ⋅ ∆
 είναι ( )ln sec tany R ϕ ϕ= ⋅ +    
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Σχήµα 51. Άγαλµα και γκραβούρα του Mercator (γεννήθηκε πριν από 513 έτη) 
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Σχήµα 52. Χάρτης της Φλανδρίας 

 

 

 

 



53 

 

 
Σχήµα 53. Χάρτης της Ελλάδας 

 

 

 
Σχήµα 54. Την 503η επέτειο γέννησης του  Mercator τίµησε το 2015 µέσα από ένα Doodle η Google 
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Σχήµα 55. Έξυπνος χάρτης που δείχνει το πραγµατικό µέγεθος των χωρών 

 

 


