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Λέξεις κλειδιά 

Ροπή (αδρανείας, στατική, επίπεδης επιφάνειας,  όγκου ενός στερεού), ακτίνα 

της ροπής αδρανείας, στερεό εκ περιστροφής, ενέργεια–έργο δύναµης (σταθερής, 

µεταβαλλόµενης), θεωρήµατα του Πάππου (1ο, 2ο), κέντρο (βάρους, µάζας), πίεση των 

ρευστών, νόµος του Hooke, συντεταγµένες (καρτεσιανές, πολικές) 

 

Περίληψη 

Το ορισµένο ολοκλήρωµα βρίσκει πολλές χρήσεις στη µηχανική (ροπή 

αδρανείας, στατική ροπή, υπολογισµός κέντρου βάρους, όγκου και επιφάνειας στερεού 

σώµατος εκ περιστροφής), διότι χρησιµοποιείται στην περιγραφή των φυσικών 

φαινοµένων, όπως η κίνηση, η ενέργεια, οι δυνάµεις που εξαρτώνται από τον χρόνο, ή 

από την απόσταση ή από άλλες µεταβλητές. Ενδεικτικά, αναφέρονται οι παρακάτω 

περιπτώσεις:   

 

� Υπολογισµός του έργου–ενέργειας 

Το έργο (ή ενέργεια) που παράγεται ή που απαιτείται για τη µετακίνηση ενός 

σώµατος , είναι ( )2

1

 
x

x
W F x dx= ∫  όπου: 

W  το παραγόµενο ή καταναλισκόµενο έργο (ή ενέργεια), 

( )F x  η δύναµη που ασκείται στο σώµα, ως συνάρτηση της θέσης, 

1 2,x x  οι αρχική και η τελική θέση του σώµατος. 

 

�  Υπολογισµός της κινητικής ενέργειας  

Η κινητική ενέργεια ενός σώµατος, µπορεί να υπολογιστεί από την ολική 

ενέργεια του συστήµατος σε όλη τη διάρκεια της κίνησης του, µέσω ολοκληρωµάτων. 

Μπορώ  να χρησιµοποιήσω ορισµένο ολοκλήρωµα για τον υπολογισµό του έργου που 

απαιτείται για να επιταχυνθεί ένα αντικείµενο. 

 

�  Συνισταµένη των δυνάµεων  

Όταν η δύναµη κατανέµεται σε µια επιφάνεια ή σε µια γραµµή, όπως στην 

περίπτωση µιας ράβδου που της ασκείται εξωτερική δύναµη κατά µήκος του άξονα 

της, τότε για τον υπολογισµό των ροπών απαιτείται χρήση του ορισµένου 

ολοκληρώµατος 

 

� Ταχύτητα και θέση σώµατος 

Η θέση και η ταχύτητα ενός σώµατος που επιταχύνεται (ή επιβραδύνεται), 

υπολογίζονται από τα ( ) ( ) u t a t dt= ∫  και ( ) ( ) x t u t dt= ∫  όπου: 

( )u t  η ταχύτητα, ως συνάρτηση του χρόνου 

( )a t  η επιτάχυνση, ως συνάρτηση του χρόνου 

( )x t η θέση, ως συνάρτηση του χρόνου. 

 

� Ευθύγραµµη µεταβαλλόµενη κίνηση 

Αν η ταχύτητα ενός σώµατος δεν είναι σταθερή, τότε η απόσταση  d  που 

διανύει, υπολογίζεται από το ( )
2

1

 

t

t

d u t dt= ∫  
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1. Γενική µέθοδος εφαρµογής του ορισµένου ολοκληρώµατος 

Έστω ότι πρέπει να υπολογίσω το σταθερό µέγεθος Q  που συσχετίζεται µε το 

[ ],α β  (είναι µία προσθετική συνάρτηση του διαστήµατος), δηλαδή να υπολογίσω την 

τιµή του Q  που αντιστοιχεί σε όλο το [ ],α β . Π.χ. έστω η καµπύλη ΑΒ  του παρακάτω 

σχήµατος. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το µήκος L  της ΑΒ , το εµβαδό S  του καµπυλόγραµµου τραπεζίου ′ ′ΑΑ Β Β
και ο όγκος V , του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή του 

τραπεζίου γύρω απ’ τον άξονα Ox , είναι µεγέθη της παραπάνω µορφής. Θα εξετάσω 

το στοιχειώδες  Q∆  που αντιστοιχεί στο στοιχειώδες διάστηµα [ ],x x x+ ∆  Προσπαθώ 

να υπολογίσω  κατά προσέγγιση το Q∆ , εκφράζοντας το στη µορφή ( )q x x⋅∆ , δηλαδή

( )Q q x x∆ ≈ ⋅∆   Συνήθως,  η ( )Q q x x∆ ≈ ⋅∆  γράφετε και ως  ( )Q q x dx
β

α
= ∫   Μπορώ 

να αντικαταστήσω το στοιχειώδες τόξο �1MM  µε το τµήµα της εφαπτοµένης ΜΚ, έτσι 

ώστε  ( ) [ ]2 2
1 1 ( )L y x f x x′ ′∆ = + ∆ = + ∆  

Μπορώ να το αντικαταστήσω το στοιχειώδες εµβαδό S∆ ,  µε το ορθογώνιο που 

έχει εµβαδό ( )S y x f x x∆ = ⋅∆ = ⋅∆  Το V∆  µπορώ να το εκφράσω ως 

[ ]22 ( )V y x f x xπ π∆ = ∆ = ∆  Στα παραπάνω, το σφάλµα που προκύπτει από τις 

αντικαταστάσεις, είναι απειροστό ανωτέρας τάξης ως προς το x∆  

Το ότι ο τύπος  ( )Q q x dx
β

α
= ∫  εκφράζει µε ακρίβεια το µέγεθος Q  µπορώ να το 

εξηγήσω έως εξής: ∆ιαµερίζω το[ ],α β µε τα σηµεία 1 2 1, ..., nx x x −  σε στοιχειώδη 

διαστήµατα [ ] [ ] [ ] [ ]1 1 2 1, , , ,.., , 1 ,..., ,i i nx x x x x xα β−+ Επειδή σε κάθε διάστηµα 

[ ] [ ]1, 1 ,i i i ix x ή x x x+ + ∆ αντιστοιχεί ένα στοιχειώδες µέρος του µεγέθους Q  που κατά 

προσέγγιση, θα εκφρασθεί µε το άθροισµα  
1

( )
n

i i

i

Q q x x
=

≈ ∆∑  Άρα, το όριο του 

παραπάνω αθροίσµατος, δίνει το ( )q x dx
β

α∫  Έτσι, όλο το πρόβληµα κάθε φορά 

συνίσταται στην εύρεση του προσεγγιστικού τύπου ( )Q q x x∆ ≈ ⋅∆   
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2. Έργο παραγόµενο από σταθερή δύναµη 

           Αν η δύναµη F είναι σταθερή, τότε το έργο W που παράγει όταν εφαρµόζεται 

σε υλικό σηµείο και έχει τη διεύθυνση της κίνησης µετακινώντας το σηµείο σε 

απόσταση S από την αρχική θέση, σε ευθύγραµµης τροχιάς, είναι W F s= ⋅    

Έστω υλικό σηµείο που κινείται στον άξονα xx ′ . Θεωρώ ως θετική φορά του 

άξονα, τη φορά κίνησης του σηµείου. Η θέση Α του σηµείου στον άξονα,  καθορίζεται 

από την απόσταση του από την αρχή Ο. Αν στο σηµείο ασκείται δύναµη της οποίας το 

µέτρο εξαρτάται µόνο από τη θέση του σηµείου, τότε η συνάρτηση που δίνει το µέτρο 

της δύναµης είναι ( )y F x=  όπου x  η απόσταση του κινητού από την αρχή Ο. Για τον 

υπολογισµό του έργου που παράγει η δύναµη, όταν µετατοπίζει το υλικό σηµείο στον 

άξονα από τη θέση Α(α) στη θέση Β(β), διακρίνω τις περιπτώσεις:  

          Α. Αν η δύναµη έχει τη φορά της κίνησης και είναι ανεξάρτητη του x , δηλαδή 

σταθερή, τότε η συνάρτηση της δύναµης είναι y=F(σταθερή) και το ζητούµενο έργο W 

είναι ( )W F F sβ α= − = ⋅  Το έργο, δίνεται αριθµητικά από το εµβαδό του χωρίου Ε  

και είναι ( )  
a a

E W F dx F dx F

β β

β α= = = = −∫ ∫  

           

 

 

 

  

B. Αν η δύναµη έχει φορά που σχηµατίζει γωνία θ µε τη φορά της κίνησης και 

είναι ανεξάρτητη του x  δηλαδή είναι σταθερή, τότε αναλύεται σε δύο συνιστώσες, µία 

κάθετη και µία παράλληλη προς τη διεύθυνση της κίνησης, µέτρου xF F cosθ= ⋅ . Η 

κάθετη συνιστώσα δεν παράγει έργο, ενώ η επιτρόχια συνιστώσα είναι σταθερή κατά 

µέτρο, µε διεύθυνση τη διεύθυνση της κίνησης, άρα το παραγόµενο έργο είναι 

( )  x

a a

W F cos dx F cos dx F cos F cos s F s

β β

θ θ θ β α θ= ⋅ = ⋅ = ⋅ − = ⋅ ⋅ = ⋅∫ ∫      

Το πρόσηµο του έργου, καθορίζεται από το συνηµίτονα της γωνίας θ.  

� Αν
0 00 90θ< < τότε το έργο είναι θετικό.  

� Αν 
090θ =  τότε το έργο είναι µηδέν.  

� Αν 
0 090 180θ< < τότε το έργο είναι αρνητικό, δηλαδή καταναλισκόµενο. 

           

Γ. Αν η δύναµη έχει τη φορά της κίνησης και εξαρτάται από το x ,  τότε η 

συνάρτηση της δύναµης είναι η συνεχής συνάρτηση ( )y F x=  ορισµένη στο [ ],  α β . 

Για τον υπολογισµό του ζητούµενου έργου, ισοδιαµερίζω το  [ ],  α β  µε τα διαιρετικά 

σηµεία 0 1 2 1...x x x x xν να β−= < < < < < =  και το πλάτος του κάθε υποδιαστήµατος 

είναι
x

β α
ν
−

∆ =  και lim 0
ν

β α
ν→+∞

−
=  

Έτσι, µπορώ να δεχτώ ότι σε καθένα από τα υποδιαστήµατα 

[ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1,  ,  ,  ,..., ,  x x x x x xν ν−  η F  διατηρεί σταθερή τιµή, έστω την τιµή που έχει στο 

αριστερό άκρο. Άρα, το έργο που παράγει η δύναµη από 0x  έως 1x  είναι 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 0 x
W F x x x F x F x

β α
ν
−

= − = ⋅ = ⋅∆   
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             Όµοια, από 
1

x   ως 
2

x  είναι ( )2 1 xW F x= ⋅∆  και τελικά από 
1

xν −  ως  xν  είναι 

( )1 xW F xν ν−= ⋅∆  Έτσι, το παραγόµενο έργο στο [ ],  α β  είναι 

( ) ( ) ( )0 1 1lim ...
x

x x xW F x F x F xν −∆ →+∞
= ⋅ ∆ + ⋅ ∆ + + ⋅ ∆    όπου

x

β α
ν
−

∆ =   

            Από τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος για το έργο της F στο [ ],  α β , 

είναι ( )  
a

W F x dx

β

= ∫   

 

3. Έργο παραγόµενο από µεταβαλλόµενη δύναµη 

            Αν η δύναµη δεν είναι σταθερή, αλλά µεταβάλλεται σε κάθε θέση x  του υλικού 

σηµείου, τότε προκειµένου να βρω το έργο που παράγεται, όταν εφαρµόζεται στο υλικό 

σηµείο και µετακινεί αυτό από τη θέση x a=  στη θέση x β= , εργάζοµαι ως εξής: 

Αφού η δύναµη µεταβάλλεται από σηµείο σε σηµείο, είναι συνάρτηση της τετµηµένης 

x  (θεωρώ τον δρόµο ως άξονα xx ′ ), δηλαδή είναι ( )F x  Εστω ότι είναι ορισµένη και 

συνεχής στο [ ],  α β . Κάνω µία διαµέριση ν∆ , του [ ],  α β , την 

{ }0 1 2 1...x x x x xν ν να β−∆ = = < < < < < = : 

Αν 0λ →  και σε κάθε υποδιάστηµα της διαµέρισης θεωρηθεί η δύναµη ως 

σταθερή, τότε η δύναµη στο τυχαίο υποδιάστηµα [ ]1
,  

i i
x x−  µήκους

1i i i
x x x −∆ = −  είναι 

( )iF ξ , όπου [ ]1
,  

i i i
x xξ −∈ Συνεπώς, παράγει ένα στοιχειώδες έργο από 

1i
x −  µέχρι 

i
x  

που  είναι ( )i i iw F xξ= ∆ , 1, 2, ...,i ν=  

 

 

 

 

 

 

Αν πάρω το άθροισµα όλων αυτών των στοιχειωδών έργων, που παρέχει µια 1η 

προσέγγιση του όλου έργου που παράγεται από την F(X) στο [ ],  α β  αυτό  είναι  

( )
1 1

n n

i i i i i

i i

x w x F xξ
= =

= ∆∑ ∑   

Παίρνοντας το όριο της ( )
1 1

n n

i i i i i

i i

x w x F xξ
= =

= ∆∑ ∑  µε 0λ → έχω, αφού υπέθεσα την 

( )F x συνεχή, ότι   
0 0

1 1

lim lim ( ) ( )
n n

i i

W Wi F i ix F x dx

β

λ λ
α

ξ
→ →

= =

= = ∆ =∑ ∑ ∫   ή  ( )W F x dx

β

α

= ∫       

Η  ( )  
a

W F x dx

β

= ∫  δίνει το έργο που παράγει η µεταβλητή δύναµη που εφαρµόζεται σε 

ένα υλικό σηµείο και το µετακινεί, σε ευθύγραµµη τροχιά, από α µέχρι β .  

 

4. Ροπές επίπεδων χωρίων και στερεών εκ περιστροφής–κέντρα βάρους 

Η µάζα ενός στερεού σώµατος, είναι το µέτρο της ποσότητας της ύλης από την 

οποία αυτό αποτελείται, ενώ ο όγκος του είναι το µέτρο του χώρου που  καταλαµβάνει 

στο διάστηµα. Αν η µάζα ανά µονάδα όγκου, είναι ίδια σε όλη την έκταση του 
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σώµατος,  τότε αυτό λέγεται οµογενές. Θα θεωρώ την πυκνότητα ίση µε τη µονάδα. 

Συνηθίζεται (σε µηχανική και φυσική) να θεωρώ µια δεδοµένη µάζα συγκεντρωµένη 

σε ένα υλικό σηµείο, που λέγεται κέντρο µάζας (ή κέντρο βαρύτητας). Για ένα 

οµογενές σώµα, αυτό το σηµείο συµπίπτει µε το κέντρο βάρους του  (ή το γεωµετρικό 

του κέντρο). Π.χ. το κέντρο µάζας µιας λαστιχένιας µπάλας, συµπίπτει µε το κέντρο 

βάρους (κέντρο) της που έχει ως γεωµετρικό στερεό (σφαίρα). Το κέντρο βάρους ενός 

ορθογωνίου φύλλου χαρτιού, κείται στη µέση απόσταση µεταξύ των δύο επιφανειών, 

αλλά µπορεί να θεωρηθεί τοποθετηµένο σε µία εκ των επιφανειών του, στην τοµή των 

διαγώνιων τους. Άρα, το κέντρο µάζας ενός λεπτού ελάσµατος ταυτίζεται µε το κέντρο 

βάρους του, που θεωρείται ως επίπεδη επιφάνεια, το δε εµβαδό της επιφάνειας 

ταυτίζεται αριθµητικά µε τη µάζα του ελάσµατος. 

 

4.1 Ροπή µίας επίπεδης επιφάνειας   

Ονοµάζω ροπή ΜΓ µίας επίπεδης επιφάνειας, ως προς µια γραµµή Γ, το 

γινόµενο του εµβαδού της επιφάνειας επί την απόσταση d  του κέντρου βάρους 

(κέντρο µάζας) από τη γραµµή Γ. Η ροπή µίας σύνθετης επιφάνειας, ως προς τη Γ, είναι 

το άθροισµα των ροπών των ανεξαρτήτων  επιπέδων, ως προς τη γραµµή Γ. 

Αν η επιφάνεια αναφέρεται σε ένα σύστηµα συντεταγµένων xOy , τότε ροπή 

xΜ  (αντίστοιχα Μy) της επιφάνειας ως προς τους άξονες xx ′  (αντίστοιχα yy′ ) 
ονοµάζω το γινόµενο του εµβαδού αυτής, επί την απόσταση του κέντρου βάρους της 

από τους άξονες xx ′  (αντίστοιχα yy′ ), αντίστοιχα. Αν µια επίπεδη επιφάνεια έχει 

εµβαδό Ε και κέντρο βάρους ( ),Κ Χ Υ  µε ροπές ΜΧ, Μy, ως προς τους άξονες xx ′ , yy′

αντίστοιχα, τότε από τον ορισµό είναι yE X M⋅ = , xE Y M⋅ =    

 Έστω ότι, το κέντρο βάρους ενός ορθογωνίου είναι το σηµείο τοµής των 

διαγώνιων του (το κέντρο αυτού). Μπορώ να υπολογίσω το κέντρο βάρους 

(συντεταγµένες) ενός επιπέδου χωρίου Ε που ορίζεται από συνάρτηση ( )y f x=

ορισµένη και συνεχή στο [ ],  a β , από τις ευθείες ,  x a x β= =   και από τον άξονα xx ′  

µε ( ) [ ]0,  ,  f x x a β≥ ∀ ∈  

     Έστω µια τυχαία διαµέριση ν∆  του [ ],  a β  η { }0 1 2 ...x x x xν να β∆ = = < < < < =  

και [ ]1,  i ix x−  ένα τυχαίο υποδιάστηµα της και σηµείο ( )1,  i i ix xξ −∈ το µέσο του.  

Σχηµατίζω το στοιχειώδες ορθογώνιο βάσης 1i ix x− = ∆  και ύψους ( )i in f ξ=   Για το 

εµβαδό του στοιχειώδους αυτού ορθογωνίου, είναι i i in xΕ = ∆  µε 1, 2, ...,i v=  και για 

τη ροπή του ως προς τον άξονα xx ′ , είναι [ ] 21
( )

2 2

i
i i i i i

n
M x n x f xξ= ∆ = ∆ , 1, 2, ...,i ν=  

Αν σχηµατίσω τα αθροίσµατα Riemann, είναι  [ ]2
1 1

1
( )

2
i i i

i i
M x f x

ν ν

ξ
= =
Σ = Σ ∆  

Επειδή υπέθεσα  ότι η f  είναι συνεχής [ , ]x α β∀ ∈ , το όριο της υπάρχει και ισχύει ότι 

2 2

0 1 0 1

1 1
lim lim [ ( )] [ ( )]

2 2
x i i i

i i
M M x f x f x dx

βν ν

λ λ
α

ξ
→ = → =

= Σ = Σ ∆ = ∫  ή 
21

[ ( )]
2

xM f x dx

α

β

= ∫   

Επειδή ( ) f x dx

β

α

Ε = ∫  η xE Y M⋅ =  λόγω της 
21

[ ( )]
2

xM f x dx

α

β

= ∫  γίνεται  
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21
( ) [ ( )]

2
f x dx f x dx

β β

α α

Υ =∫ ∫   ή 

21
[ ( )]

2

( )

f x dx

f x dx

β

α
β

α

Υ =
∫

∫
   Αν λάβω τη ροπή του xE Y M⋅ = , 

ως προς τον άξονα yy′ ,  είναι ( )i i i i i i iM y n x f xξ ξ ξ= ∆ = ∆ , 1, 2, ...,i ν=  και από  τα 

αθροίσµατα Riemann, προκύπτει ότι 
0 1 0 1

lim lim ( ) ( )y i i i i
i i

M M y f x xf x dx

βν ν

λ λ
α

ξ ξ
→ = → =

= Σ = Σ ∆ = ∫ ή 

( )yM xf x dx

β

α

= ∫  οπότε η  yE X M⋅ =  λόγω της ( )yM xf x dx

β

α

= ∫  γράφεται 

( ) ( )X f x dx xf x dx

β β

α α

=∫ ∫  ή 

( )

( )

xf x dx

X

f x dx

β

α
β

α

=
∫

∫
   

 

4.2 Ροπή του όγκου ενός στερεού σώµατος 

Ονοµάζω  ροπή του όγκου V ενός στερεού σώµατος, που παράγεται από την 

περιστροφή µίας επίπεδης επιφάνειας, περί τον άξονα των συντεταγµένων, σε σχέση 

µε το επίπεδο που διέρχεται από την αρχή των συντεταγµένων, κάθετα στους άξονες, 

το γινόµενο του όγκου V επί την κάθετη απόσταση d  του κέντρου βάρους της 

επιφάνειας, από το κάθετο επίπεδο στους άξονες. Αν η επίπεδη επιφάνεια περιστραφεί 

περί τον άξονα xx ′ ,  τότε το κέντρο βάρους της ( , )K X Y  βρίσκεται στον άξονα xx ′   

� Αν Myz  είναι η ροπή του στερεού, σε σχέση µε το επίπεδο που διέρχεται από 

την αρχή των αξόνων, κάθετα στον  άξονα xx ′ , τότε είναι  , 0yzV x M y⋅ = = , δηλαδή 

το κέντρο βάρους έχει συντεταγµένες ( ,0)x  Αν η επίπεδη επιφάνεια περιστραφεί περί 

τον άξονα yy′ ,  τότε το κέντρο βάρους της ( , )K X Y  βρίσκεται στον άξονα yy′   
� Αν Mxz  είναι η ροπή του στερεού σε σχέση µε το επίπεδο που διέρχεται από 

την αρχή των αξόνων, κάθετα στον άξονα yy′ , τότε είναι ,xzV y M⋅ =  0x = , δηλαδή 

το κέντρο βάρους έχει συντεταγµένες (0, )y  

Με ανάλογο τρόπο, όπως στην περίπτωση του επίπεδου χωρίου βρίσκω 
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2[ ( )]yzM x f x dx

β

α

π= ∫  και αν 
2[ ( )]V f x dx

β

α

π= ∫  ο όγκος εκ περιστροφής,  ο 

, 0yzV x M y⋅ = =  γράφεται λόγω των 
2[ ( )]yzM x f x dx

β

α

π= ∫  και  
2[ ( )]V f x dx

β

α

π= ∫  ως 

2 2[ ( )] [ ( )]f x dx x x f x dx

β β

α α

π π⋅ =∫ ∫  ή 

2

2

[ ( )]

[ ( )]

x f x dx

f x dx

β

α
β

α

Χ =
∫

∫
  µε 0y = , όταν ο άξονας 

περιστροφής διέρχεται από το κέντρο βάρους. 

 

4.3 Πρώτο θεώρηµα του Πάππου   

Αν µία επίπεδη επιφάνεια έχει περιστραφεί περί άξονα, που κείται στο επίπεδο 

της και δεν την τέµνει, τότε ο όγκος του στερεού σώµατος που παράγεται ισούται µε 

το γινόµενο της επιφάνειας (εµβαδού) και του µήκους του κύκλου που γράφεται, από 

το κέντρο βάρους της επιφάνειας.    Έτσι, αν ( )y f x=  συνεχής µε ( ) 0f x ≥  

[ , ]x α β∀ ∈  και πάρω µια διαµέριση ∆ν του [ ],  a β  την 

{ }0 1 2 1... ...i ix x x x x xν να β−∆ = = < < < < < < < =  µε 0λ →  και στο τυχόν 

υποδιάστηµα 1[ , ]i ix x− αντιστοιχίσω το στοιχειώδες ορθογώνιο µε βάση 1i i ix x x−− = ∆  

και ύψος ( )i in f ξ= , όπου 1( , )i i ix xξ −∈ το µέσο αυτού έχω, όταν αυτό περιστραφεί περί 

τον άξονα yy′ , ότι το ,  
2

i
i

n
u ξ 
 
 

διαγράφει κύκλο ακτίνας i
ξ  και µήκους 2

i
π ξ⋅   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα, από θεώρηµα του Πάππου, για τον όγκο που παράγει το στοιχειώδες 

ορθογώνιο είναι  2 ( )
i i i i

V f xπξ ξ= ⋅ ∆ , 1, 2, ...,i ν=   Αν πάρω το άθροισµα των 

στοιχειωδών όγκων Vi είναι  
0 1 0 1

lim lim 2 ( ) 2 ( )i i i i
i i

V V f x xf x dx

βν ν

λ λ
α

πξ ξ π
→ = → =

= Σ = Σ ∆ = ∫   

Η ροπή του στοιχειώδους όγκου Vi είναι 
( )

2 ( )
2

i
i i i i

f
M xz f x

ξ
πξ ξ= ∆ ⋅  , 1, 2, ...,i ν=   

Αν πάρω το άθροισµα των ροπών Mixz,  λόγω της συνέχειας της f είναι  

2
2

0 1 0 1

[ ( )]
lim lim 2 [ ( )]

2

i
xz i i i

i i

f
M M xz x x f x dx

βν ν

λ λ
α

ξ
πξ π

→ = → =
= Σ = Σ ∆ = ∫  ή 

2[ ( )]xzM x f x dx

β

α

π= ∫  
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Η  ,xzV y M⋅ =  από 2 ( ) V xf x dx

β

α

π= ∫ και 
2[ ( )]xzM x f x dx

β

α

π= ∫ είναι 

 
22 ( ) [ ( )]xf x dx x f x dx

β β

α α

π π⋅Υ =∫ ∫  ή 

21
[ ( )]

2

( )

x f x dx

xf x dx

β

α
β

α

Υ =
∫

∫
    µε 0X =   όταν ο άξονας 

περιστροφής, διέρχεται από το κέντρο βάρους. 

 

 

4.4 Ροπές και κέντρα βάρος επίπεδης καµπύλης 

Η στατική ροπή M  του υλικού σηµείου µάζας m  κάποιου άξονα ισούται µε 

το γινόµενο της µάζας m  επί την απόσταση d  του σηµείου, από τον άξονα. Για ένα 

σύστηµα υλικών σηµείων  µαζών 1 2, ,...,
n

m m m   που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο του 

άξονα από τον οποίο απέχουν αντίστοιχα  1 2, ,...,
n

d d d , η στατική ροπή είναι  

1

n

i i

i

M m d
=

= ⋅∑  

      Έστω καµπύλη AB  υλική  και οµογενής. Θέλω να υπολογίσω τη στατική ροπή του 

τµήµατος AB  της καµπύλης, ως προς τον άξονα Ox . Στην καµπύλη παίρνω κάποιο 

στοιχείο µήκους d ℓ   και µάζας dρ ℓ . Θεωρώντας αυτό το  στοιχείο κατά προσέγγιση 

ως υλικό σηµείο που βρίσκεται σε απόσταση y  από τον άξονα Ox , έχω  

x
dM y dlρ= ⋅ . Αν  1ρ =  τότε    xM ydl

β

α
= ∫ .  Οµοίως,  είναι   yM xdl

β

α
= ∫   

Οι συντεταγµένες ( )ξ,η  του κέντρου βάρους είναι   

( )

( )

( )

( )

2 2

2 2

1 1
, , ,

1 1

Y x
xdl ydl x y dx y y dxM M

L L dl dl y dx y dx

β β β β

α α α α
β β β β

α α α α

   ′ ′+ +    = =         ′ ′+ +   

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. Ροπές αδρανείας επιπέδων επιφανειών και στερεών εκ περιστροφής 

5.1 Ροπή αδρανείας των επίπεδων επιφανειών 

Έστω ( )y f x=  συνεχής, µε ( ) [ ]0, ,  f x x a β≥ ∀ ∈ και Ε το εµβαδό το 

οριζόµενο από την ( )f x , από τις ευθείες x a= , x β=  και από τον άξονα xx ′ , ενός 

ορθοκανονικού συστήµατος αξόνων. Ονοµάζω ροπή αδράνειας µιας επίπεδης 

επιφάνειας και συµβολίζω Ix, Iy, ως προς τους άξονες xx ′ , yy′  αντίστοιχα, το γινόµενο 
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του εµβαδού Ε της επιφάνειας επί το τετράγωνο της απόστασης του κέντρου βάρους 

της από τους άξονες Ox , Oy . Αν πάρω µία διαµέριση y∆  του [ ],  a β  την 

0 1 1{ ... ... }
i i

x x x x xν να β−∆ = = < < < < < < =  και θεωρήσω το τυχόν υποδιάστηµα  

[ ]1,  i i
x x−  και σε αυτό αντιστοιχίσω το στοιχειώδες ορθογώνιο µε βάση 1i i i

x x x−− = ∆

και ύψος ( )if ξ  που αντιστοιχεί στο σηµείο 1( , )
i i i

x xξ −∈ µέσο αυτού.  

Τότε εξ΄ ορισµού είναι  
2[ ( )]

( )
4

i
i i i

f
x f x

ξ
ξΙ = ∆  αντίστοιχα 2 ( )i i i iy f xξ ξΙ = ∆  µε 

1, 2, ...,i ν=  και αν αθροίσω όλες τις στοιχειώδεις ροπές που αντιστοιχούν στα 

στοιχειώδη ορθογώνια στη δεδοµένη διαµέριση είναι  
2

0 1 0 1

[ ( )]
lim lim ( )

4

i
x i i i

i i

f
x f x

ν ν

λ λ

ξ
ξ

→ = → =
Ι = Σ Ι = Σ ∆  αντίστοιχα 

2

0 1 0 1
lim lim ( )y i i i i

i i
y f x

ν ν

λ λ
ξ ξ

→ = → =
Ι = Σ Ι = Σ ∆  

και επειδή η ( )f x  στο [ ],α β  είναι συνεχής, τα ανωτέρω όρια υπάρχουν και δίνουν  

� [ ]1
( )  

4
x f x dx

β

α

Ι = ∫  αντίστοιχα �
2 ( )y x f x dx

β

α

Ι = ∫   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.2 Ροπή αδρανείας του όγκου ενός στερεού 

Ονοµάζω ροπή αδρανείας του όγκου V ενός στερεού, που παράγεται από την 

περιστροφή µιας επίπεδης επιφάνειας περί άξονα του στερεού, το γινόµενο του όγκου 

του παραγόµενου στερεού επί το τετράγωνο της απόστασης του κέντρου βάρους της 

επιφάνειας, από τον άξονα. Έστω ότι θέλω να βρω τη ροπή αδρανείας ενός κυλίνδρου, 

ως προς τον άξονα του, που παράγεται από ένα ορθογώνιο µε διαστάσεις α και β, που 

περιστρέφεται περί την α. Θεωρώ ένα σύστηµα ορθογωνίων αξόνων xOy  έτσι ώστε οι 

άξονες Ox , Oy  να βρίσκονται στις διαδοχικές πλευρές του ορθογωνίου.  Παίρνω το 

στοιχειώδες ορθογώνιο, που έχει βάση α και ύψος i
y∆   

Αυτό, έχει κέντρο βάρους ,
2

iu y
α 
 
 

 Άρα, η ροπή αδρανείας του ως προς τον άξονα 

xx′  είναι 2 ( )i i iJ x y yα= ∆ , 1, 2, ...,i ν=  Για το στερεό που παράγεται από το 

στοιχειώδες ορθογώνιο, από το θεώρηµα του Πάππου, είναι 22i i i ix y y yπ αΙ = ∆ , 

1, 2, ...,i ν=  

Αν πάρω το άθροισµα όλων αυτών των στοιχειωδών ροπών αδρανείας, ως προς 

τον άξονα xx′  είναι 
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4 4
2 3 2 2

1 1
0 0

1
lim lim 2 2 2

4 2 2

v v

x i i i i
v i v i

y
x y y x y dy

ββ παβ
π α πα πα παβ β

→+∞ = →+∞ =

 
Ι = Σ Ι = Σ ∆ = = = = ⋅ 

 
∫   

Αν λάβω υπόψη ότι το δοθέν ορθογώνιο περιστρεφόµενο περί τον άξονα xx′  

παράγει κύλινδρο όγκου 2V π α β= ⋅ ⋅ , τότε η ανωτέρω σχέση γράφεται 
21

2
x VβΙ =   

όπου β η ακτίνα του κυλίνδρου, όταν περιστρέφεται περί τον άξονα xx′    
Αν το ορθογώνιο περιστρέφεται περί τον άξονα yy′ , τότε η ροπή ως προς 

αυτόν τον άξονα είναι 
21

2
y VαΙ =    όπου α είναι ακτίνα του κυλίνδρου. Από 

21

2
x VβΙ = και από 

21

2
y VαΙ = βρίσκω τη ροπή αδρανείας του όγκου του στερεού που 

παράγεται από την περιστροφή µίας επίπεδης επιφάνειας περί τον άξονα xx′ , ενός 

συστήµατος ορθογωνίων αξόνων και που περικλείεται από τη συνεχή καµπύλη 

( )y f x= /[ ],α β  από τις ευθείες x a= , x β=  και από τον άξονα xx′  Κάνω µια 

διαµέριση ν∆  του [ ],α β  την 0 1 2{ ... }x x x xν να β∆ = = < < < < =  µε 0λ →  Παίρνω 

το τυχόν υποδιάστηµα [ ]1,i i
x x− , 1, 2, ...,i ν=  Σχηµατίζω τους στοιχειώδεις κυλίνδρους, 

που παράγονται από τα στοιχειώδη ορθογώνια µε βάσεις  1i i i
x x x−− = ∆  και ύψος 

( )if ξ , 1, 2, ...,i ν=  που περιστρέφονται περί τον άξονα xx′   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αυτοί οι στοιχειώδεις κύλινδροι, έχουν ύψος i
x∆  και ακτίνα ( )if ξ , όπου 
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1,( )i i ix xξ −∈  µέσον αυτού. Κάθε στοιχειώδης κύλινδρος, έχει όγκο 2[ ( )]i if xξΠ ∆   

Η ροπή αδρανείας ως προς τον άξονα xx′ , από τον 
21

2
x VβΙ =  προκύπτει ότι 

είναι 
2 2 41 1

[ ( )] [ ( )] [ ( )]
2 2

i i i i i ix f x f f xπ ξ ξ π ξΙ = ∆ = ∆  Α 

Αν αθροίσω τις ροπές αδρανείας όλων των στοιχειωδών κυλίνδρων, είναι 

4

0 1 0 1

1
lim lim [ ( )]

2
x i i i

i i
x f x

ν ν

λ λ
π ξ

→ = → =
Ι = Σ Ι = Σ ∆  Επειδή η ( )f x  είναι συνεχής στο [ ],α β , το 

όριο υπάρχει άρα �
4[ ( )]

2
x f x dx

β

α

π
Ι = ∫ . Οµοίως, προκύπτει ότι  � 

32 ( )y x f x dx

β

α

πΙ = ∫   

 

5.3 Ακτίνα της ροπής αδρανείας 

Ακτίνα της ροπής αδρανείας, είναι ο θετικός αριθµός R  που καθορίζεται από 

τη σχέση 
2I ERε = , για επίπεδη επιφάνεια εµβαδού E  και από τη σχέση 

2I VRε = , για 

στερεό εκ περιστροφής όγκου V, σε σχέση µε τον άξονα ( )ε   

 

6. Κέντρο βάρους και ροπές αδρανείας επίπεδης καµπύλης 

Ονοµάζω ροπή ενός υλικού σηµείου µάζας m  ως προς µια ευθεία Γ, το 

γινόµενο της µάζας m  επί την απόσταση d  του υλικού σηµείου, από τη  Γ. Το γινόµενο 

της µάζας m  του υλικού σηµείου επί 
2d , ορίζεται ως ροπή αδρανείας του υλικού 

σηµείου ως προς τη Γ. Είναι αντίστοιχα m dΓΜ = ⋅ και 
2m dΓΙ = ⋅   

Αν υπάρχει στο επίπεδο, ένα σύστηµα υλικών σηµείων,  µαζών im , 1, 2, ...,i ν=  

µε αντίστοιχες αποστάσεις από την ευθεία Γ, 1,2,...,id ν=  τότε ορίζω ως ροπή το 

άθροισµα 
1 1

i i i
i i

m d
ν ν

Γ= =
ΣΜ = Σ  και ως ροπή αδρανείας το άθροισµα  

2

1 1
i i i

i i
m d

ν ν

Γ= =
Σ Ι = Σ    

 Έστω ότι, στο επίπεδο που ανήκει το υλικό σηµείο µάζας m , υπάρχει σύστηµα 

ορθογωνίων αξόνων xOy   Τότε, έχει συντεταγµένες ( ),x y  άρα οι m dΓΜ = ⋅  και  

2m dΓΙ = ⋅  γράφονται x m xΜ = ⋅ , y m yΜ = ⋅  αντίστοιχα 
2

x m yΙ = ⋅ , 
2

y m xΙ = ⋅   

Αν ( ),i ix y  είναι οι συντεταγµένες των σηµείων µαζών mi, 1, 2, ...,i ν=  τότε οι 

1 1
i i i

i i
m d

ν ν

Γ= =
ΣΜ = Σ  και 

2

1 1
i i i

i i
m d

ν ν

Γ= =
Σ Ι = Σ  γράφονται ως 

1 1
i i i

i i
x m y

ν ν

= =
ΣΜ = Σ , 

1 1
i i i

i i
y m x

ν ν

= =
ΣΜ = Σ    και 

αντίστοιχα ως 
2

1 1
i i i

i i
x m y

ν ν

= =
Σ Ι = Σ  , 

2

1 1
i i i

i i
y m x

ν ν

= =
Σ Ι = Σ   Αν για το σύστηµα των υλικών σηµείων 

im  , i=1,2,…,ν  θεωρήσω σηµείο ( ),x y  του συστήµατος των αξόνων, στο οποίο είναι 

συγκεντρωµένες αυτές οι µάζες, ώστε 
1 1

i i i
i i

m x m x
ν ν

= =
Σ = Σ , 

1 1
i i i

i i
m y m y

ν ν

= =
Σ = Σ  ,  τότε το σηµείο 

( ),x y  ονοµάζεται κέντρο βάρους του συστήµατος im  , 1, 2, ...,i ν=  

 

6.1 Κέντρο βάρους επίπεδης καµπύλης και ροπές αδρανείας 

 Έστω µία καµπύλη  µε εξίσωση ( )y f x= , συνεχής στο [ ],α β , µε συνεχή 

( )f x′ [ , ]x α β∀ ∈ . Θεωρώ αυτή την καµπύλη ως το σύνολο των υλικών σηµείων και 
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ως οµογενή. Στην οµογενή καµπύλη, η µάζα ενός µέρους της είναι ανάλογη του µήκους 

του µέρους αυτού. Θεωρώ πυκνότητα 1P = , χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα του 

προβλήµατος.  Έστω 0P Pν  το τόξο της καµπύλης. που ορίζεται από τη ( )y f x=  στο

[ ],α β  Κάνω έναν διαµερισµό ν∆  του [ ],α β  τον 

{ }0 1 1... ...i ix x x x xν να β−∆ = = < < < < < < =  µε 0λ → και παίρνω το τυχόν 

υποδιάστηµα [ ]1,i i
x x− ,  1, 2, ...,i ν=  Από τα σηµεία της διαµέρισης, φέρνω 

παραλλήλους προς τον άξονα yy ′ ,  που τέµνουν το τόξο 0P Pν  στα σηµεία 

0 1 1, ,..., , ,...,
i i

P P P P Pν−   και ορίζουν στοιχειώδη τόξα. Έστω 1i i i
P P S− = ∆  ένα τέτοιο τόξο 

όπου 1, 2, ...,i ν=  Τότε, το τόξο i
S∆   έχει µάζα  i i i

m P S S∆ = ∆ = ∆ , 1, 2, ...,i ν=  διότι  

θεώρησα ότι για την  πυκνότητα ότι  1P =  Έστω 1[ , ]
i i i

x xξ −∈ ένα ενδιάµεσο σηµείο 

του τυχαίου υποδιαστήµατος. Στο τόξο 1i i i
S−Ρ Ρ = ∆  αντιστοιχεί το σηµείο ( , ( ))

i i
fξ ξ , 

στο οποίο θεωρώ συγκεντρωµένη τη µάζα αυτού. Άρα, από 
1 1

i i i
i i

x m y
ν ν

= =
ΣΜ = Σ  και από 

1 1
i i i

i i
y m x

ν ν

= =
ΣΜ = Σ  προκύπτουν 

1 1
( )i i i

i i
x f S

ν ν

ξ
= =
ΣΜ = Σ ∆  και 

1 1
i i i

i i
y S

ν ν

ξ
= =
ΣΜ = Σ ∆  Επειδή η 

( )y f x=  είναι συνεχής [ , ]x α β∀ ∈ υπάρχει το όριο, µε 0λ →  οπότε  

� 
1 1

lim lim ( ) ( )x i i i
i i

x f S f x dS

βν ν

α

ξ
= =

Μ = ΣΜ = Σ ∆ = ∫  και 

� 
1 1

lim limy i i i
i i

y S xdS

βν ν

α

ξ
= =

Μ = ΣΜ = Σ ∆ = ∫  

 

Άρα, οι ροπές του τόξου που ορίζεται από την καµπύλη µε εξίσωση ( )y f x=

και από τις ευθείες x a= , x β=  ως προς τους άξονες xx ′ , yy ′ είναι ( )x f x dS

β

α

Μ = ∫ , 

y xdS

β

α

Μ = ∫   ή � 
2( ) 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Μ = +∫ , � 
21 [ ( )]y x f x dx

β

α

′Μ = +∫   

Επίσης, από 
2

1 1
i i i

i i
x m y

ν ν

= =
Σ Ι = Σ  και από 

2

1 1
i i i

i i
y m x

ν ν

= =
Σ Ι = Σ  προκύπτουν 

2

1 1
i i i

i i
x y S

ν ν

= =
Σ Ι = Σ ∆  και 

2

1 1
i i i

i i
y x S

ν ν

= =
Σ Ι = Σ ∆  Άρα, 

2 2

0 1 0 1
lim lim [ ( )]x i i i

i i
x f S y dS

βν ν

λ λ
α

ξ
→ = → =

Ι = Σ Ι = Σ ∆ = ∫  και 

2 2

0 1 0 1
lim limy i i i

i i
y S x dS

βν ν

λ λ
α

ξ
→ = → =

Ι = Σ Ι = Σ ∆ = ∫  Άρα, οι ροπές αδρανείας του τόξου που ορίζεται 

από την καµπύλη ( )y f x=  και από τις ευθείες x α= , x β=  ως προς τους  άξονες
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xx ′ , yy ′  είναι 
2

x y dS

β

α

Ι = ∫ , 
2

y x dS

β

α

Ι = ∫  ή  � 
2 2[ ( )] 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Ι = +∫                             

�
2 21 [ ( )]y x f x dx

β

α

′Ι = +∫    

Από 
1 1

i i i
i i

m x m x
ν ν

= =
Σ = Σ  και από  

1 1
i i i

i i
m y m y

ν ν

= =
Σ = Σ  προκύπτουν 

1 1
i i i

i i
x S S

ν ν

ξ
= =
Σ ∆ = Σ ∆  και 

1 1
( )i i i

i i
y S f S

ν ν

ξ
= =
Σ ∆ = Σ ∆  Επειδή τα όρια υπάρχουν λόγω της συνεχείας, έχω τελικά µε 

0λ → x S xdS

β

α

⋅ = ∫ , y S ydS

β

α

⋅ = ∫  ή επειδή 
21 [ ( )]S f x dx

β

α

′= +∫  είναι  

�

2

2

1 [ ( )]

1 [ ( )]

x f x dx

x

f x dx

β

α
β

α

′+

=

′+

∫

∫
 και  �

2

2

( ) 1 [ ( )]

1 [ ( )]

f x f x dx

y

f x dx

β

α
β

α

′+

=

′+

∫

∫
    

 

6.2 ∆εύτερο θεώρηµα του Πάππου 

Αν ένα τόξο µίας καµπύλης περιστρέφεται περί άξονα, που βρίσκεται στο 

επίπεδό του, αλλά δεν τέµνει το τόξο, τότε το εµβαδό της επιφάνειας που παράγεται, 

ισούται µε το γινόµενο του µήκους του τόξου και του µήκους της περιφέρειας του 
κύκλου, που διαγράφει το κέντρο βάρους του τόξου. Έστω η επιφάνεια που παράγεται 

από την περιστροφή του τόξου 0P Pν , περί τον άξονα xx ′ , µε τις προϋποθέσεις που 

τέθεισαν για την καµπύλη ( )y f x=  Το στοιχειώδες τόξο iS∆ , παράγει µία επιφάνεια 

εµβαδού 2 ( )i i if Sπ ξΕ = ∆  και συνεπώς ροπή 2 ( )i i i iy f Sπξ ξΜ = ∆ . Το εµβαδό της 

επιφάνειας που παράγεται, από την περιστροφή του τόξου 0P Pν , είναι  

0 1 0 1
lim 2 lim ( ) 2 ( )i i i

i i
f S f x dS

βν ν

λ λ
α

π ξ π
→ = → =

Ε = Σ Ε = Σ ∆ = ∫  ή 

2

22 ( ) 1 [ '( )] 2 ( ) 1
dy

f x f x dx f x dx
dx

β β

α α

π π  Ε = + = +  
 ∫ ∫   και η ροπή είναι  

0 1 0 1
lim 2 lim ( ) 2 ( )y i i i i

i i
y f S xf x dS

βν ν

λ λ
α

π ξ ξ π
→ = → =

Μ = ΣΜ = Σ ∆ = ∫  ή 

 

2

22 ( ) 1 [ '( )] 2 ( ) 1y

dy
xf x f x dx xf x dx

dx

β β

α α

π π  Μ = + = +  
 ∫ ∫   

Οι 2 ( )i i if Sπ ξΕ = ∆  από 

2

2 ( ) 1
dy

f x dx
dx

β

α

π  Ε = +  
 ∫  και από 

2

2 ( ) 1y

dy
xf x dx

dx

β

α

π  Μ = +  
 ∫  γράφονται ως 

2 22 ( ) 1 [ '( )] 2 ( ) 1 [ '( )]f x f x dx xf x f x dx

β β

α α

π π+ ⋅Χ = +∫ ∫  ή  
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2

2

( ) 1 [ '( )]

( ) 1 [ '( )]

xf x f x dx

f x f x dx

β

α
β

α

+

Χ =

+

∫

∫
, 0y =   

Για τη ροπή αδρανείας του στοιχειώδους εµβαδού, είναι 
2 32 ( ) [ ( )] 2 [ ( )]i i i i ix f S f f dSπ ξ ξ π ξΙ = ∆ ⋅ =  άρα, 

3 3

0 1 0 1
lim 2 lim [ ( )] 2 [ ( )]i i

i i
x x f dS f x dS

βν ν

λ λ
α

π ξ π
→ = → =

Ι = Σ Ι = Σ = ∫  ή 

3 22 [ ( )] 1 [ '( )]x f x f x dx

β

α

πΙ = +∫   

 

7. Πίεση των ρευστών 

Πίεση, είναι η δύναµη που ασκείται στη µονάδα του εµβαδού, δηλαδή η κάθετη 

δύναµη F  που ασκείται σε µια (επίπεδη) επιφάνεια δεδοµένου εµβαδού S , δια της 

επιφάνειας στην οποία η F  είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη, δηλαδή 
F

S
Ρ =   Η πίεση 

P  σε οριζόντια επιφάνεια εµβαδού S, που µια στήλη ενός υγρού ύψους h  έχει ως 

βάση, είναι P hε= ⋅ , όπου ε = ειδικό βάρος το υγρού, είναι F P S= ⋅  ή F h Sε= ⋅ ⋅     

Η πίεση που ασκείται από ένα υγρό σε οποιοδήποτε σηµείο του, είναι η ίδια 

προς όλες τις κατευθύνσεις, εφόσον το υγρό ισορροπεί.  

 

7.1 Υδροστατική πίεση  

Έστω επίπεδο σχήµα 1 1 2 2A B B A  τοποθετηµένο κατακόρυφα εντός υγρού. Θέλω 

να βρω την υδροστατική πίεση p  που ασκεί το υγρό, στο 1 1 2 2A B B A   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η στοιχειώδης υδροστατική πίεση που ενεργεί στο διάστηµα   [ ],x x dx+  είναι 

2 1( ) dp x y y dxε= ⋅ −  όπου 

ε  είναι το ιδικό βάρος του υγρού  

x  είναι το βάθος της ζώνης [ ],x x dx+  

2 1( )y y dx−  είναι το εµβαδόν της στοιχειώδους ζώνης.          
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Ολοκληρώνοντας την παραπάνω ισότητα, έχω  [ ]2 1( ) ( ) ( )  p x f x f x dx
β

α
ε= −∫    

 

7.2 ∆ύναµη σε επίπεδη επιφάνεια βυθισµένη σε υγρό 

  Έστω επίπεδη επιφάνεια, βυθισµένη κατακόρυφα σε υγρό ειδικού βάρος ε. 

Θεωρώ τη βυθισµένη επίπεδη επιφάνεια στο επίπεδο Oxy  µε τον άξονα xx ′  στην 

ελεύθερη επιφάνεια του υγρού και τον θετικό άξονα yy ′  µε κατεύθυνση προς τα κάτω. 

Αν ( )x g y=  συνεχής στο [ ],α β  είναι η καµπύλη που µε τον άξονα ορίζουν τη 

βυθισµένη επιφάνεια, α  είναι το ανώτερο σηµείο της επιφάνειας και β είναι το 

κατώτερο σηµείο. Για να υπολογίσω τη δύναµη που ασκείται  στην επιφάνεια, 

εργάζοµαι ως εξής: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παίρνω  έναν διαµερισµό ν∆  του [ ],α β  τον 

0 1 1{ ... ... }
i i

y y y y yν να β−∆ = = < < < < < < =  µε 0λ →  Από τα σηµεία της 

διαµέρισης, φέρνω παράλληλες προς την επιφάνεια του υγρού και έστω [ ]1,i i
y y−  το 

τυχόν υποδιάστηµα. Σχηµατίζω το στοιχειώδες ορθογώνιο µε πλάτος 1i i i
y y y− − = ∆

και µήκος ( )ig n µε 1, 2, ...,i ν= όπου 1[ , ]
i i i

n y y−∈  

 Έστω h  το βάθος της πάνω βάσης του στοιχειώδους ορθογωνίου από την επιφάνεια 

του υγρού. Η δύναµη που ασκείται στο στοιχειώδες ορθογώνιο, µε διαστάσεις i
y∆  και 

( )ig n  είναι ( )
i i i i

F n g n yε= ∆  

Το άθροισµα Riemann 
1 1

( )i i i i
i i

F n g n y
ν ν

ε
= =
Σ = Σ ∆  δίνει κατά προσέγγιση, τη δύναµη που 

ασκείται στην επιφάνεια του παραπάνω σχήµατος. Επειδή η  ( )x g y= είναι συνεχής 

στο [ ],α β , υπάρχει το όριο του 
1 1

( )i i i i
i i

F n g n y
ν ν

ε
= =
Σ = Σ ∆  και είναι 

0 1 0 1
lim lim ( ) ( )i i i i

i i
F F n g n y yg y dy

βν ν

λ λ
α

ε ε
→ = → =

= Σ = Σ ∆ = ∫   Συνεπώς, η ολική δύναµη που 

ασκείται στην βυθισµένη επιφάνεια δίνεται από τον τύπο ( )F yg y dy

β

α

ε= ∫   
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Εφαρµογή 1 

Μάζα m  από σηµείο Α που απέχει  A
r  από το κέντρο της Γης,  ανυψώνεται  σε 

σηµείο B που απέχει  B
r  από το κέντρο της Γης. Για τον υπολογισµό της διαφοράς  της 

δυναµικής ενέργειας ( ) ( )E B E A− , ισοδιαµερίζω το [ ],  
A B

r r  µε τα διαιρετικά σηµεία

0 1 2 1...
A B

r r r r r r rν ν−= < < < < < = . Το πλάτος του κάθε υποδιαστήµατος, είναι 

B A
r

r r

ν
−

∆ = ,  όπου lim lim 0B A
r

r r

ν ν ν→+∞ →+∞

−
∆ = =  

Αν k
g  είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας στο σηµείο που απέχει από το κέντρο 

της Γης k
r ,  τότε

2k

k

G M
g

r

⋅
=  όπου G η παγκόσµια σταθερά και M η µάζα της Γης. Η 

δυναµική ενέργεια της m  στο σηµείο αυτό, είναι k
m g r⋅ ⋅  και η διαφορά της δυναµικής 

ενέργειας µεταξύ του σηµείου 1k
P −  µε απόσταση 1k

r −  και του σηµείου k
P  µε απόσταση 

k
r , είναι ( ) ( )1 2 2

r
k k k r r

k k

G M
E P E P m g m G m M

r r
−

⋅ ∆
− = ⋅ ⋅ ∆ = ∆ = ⋅ ⋅  

Τότε, ( ) ( ) 2 2 20
1 2

lim ...
r

r r r

G m M G m M G m M
E B E A

r r rν
∆ →

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− = ∆ + ∆ + + ∆ 

 
  και από τον 

ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος είναι 

  
 

Εφαρµογή 2 

Σε ιδανικό ελατήριο ασκείται δύναµη, ώστε να το επιµηκύνει κατά x . Η 

αντίσταση του ελατηρίου είναι µία δύναµη µέτρου F ,  ανάλογη της επιµήκυνσης 

(νόµος Hooke) δηλαδή F k x= ⋅  όπου k  η σταθερά του ελατηρίου. Η διεύθυνση της 

F  είναι η διεύθυνση της κίνησης, άρα το έργο της  για την αποµάκρυνση από τη θέση 

x a=  ως τη θέση x β=  είναι ( )
2 2 2

 
2 2

a a

x
W k x dx k k

ββ β α  −
= ⋅ = = 

 
∫  

 

 

 

 

Εφαρµογή 3 

Η επιµήκυνση του µήκους 10 cm ελατηρίου, είναι ανάλογη µε τη δύναµη F  

που του ασκείται. Ποιο είναι το έργο W  της 25 F Kp= , όταν το ελατήριο 

επιµηκύνεται, κατά το 1
5

 του αρχικού του µήκους;   

Είναι  ( )F x kx= , σταθεράk =  και 
1 2

10 2  
5 100

x cm m= = =  άρα 

2
25 1.250

100
F k x k k= ⋅ ⇔ = ⇔ =  οπότε  

0,020,02 2

0 0

1250  1250 0,5 
2

x
W x dx Kpm

 
= = = 

 
∫  

2

1 1 1
( ) ( )

B
B

A
A

r
r

r
r A B

dr
E B E A GmM GmM GmM

r r r r

  − = = − = −     
∫
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Εφαρµογή 4 

Ορθό κυλινδρικό δοχείο ακτίνας 4  R cm=  και ύψους 16 cmυ =  είναι γεµάτο 

µε νερό. Ποιο είναι το έργο που παράγεται, αντλώντας το νερό από την κορυφή του 

δοχείου; 

Έστω ο κύλινδρος του σχήµατος. Θέτω το ορθοκανονικό σύστηµα των αξόνων 

xyΟ  έτσι ώστε η αρχή του Ο,  να είναι το κέντρο της βάσης του κυλίνδρου και ο άξονας 

xx ′ να είναι κατακόρυφος. Παίρνω έναν διαµερισµό του διαστήµατος [ ]0,  16  και έστω 

[ ]1,  i i
x x−  το τυχών υποδιάστηµα µε 0λ → . Λόγω του διαµερισµού, ο κύλινδρος 

χωρίζεται σε στοιχειώδεις κυλίνδρους πάχους i
x∆ , i =1,2,………..ν    βάρους  

2

i i iW R xπ ε ξ= ⋅ ⋅ ⋅∆  µε ε  το ειδικό βάρος του νερού. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για όλους τους στοιχειώδεις κυλίνδρους,  το παραγόµενο έργο είναι 

2

1 1

n n

i i i

i i

W R xπ ε ξ
= =

= ⋅ ⋅ ⋅∆∑ ∑ , άρα, 
2

16

2

0
1 0

lim
n

i i

i

W R x R xdx
λ

π ε ξ π ε
→

=

= ⋅ ⋅ ⋅ ∆ = ⋅ ⋅∑ ∫  

Συνεπώς,       

16
2

0

16 16 128 2048
2

x
W ε π ε π π

 
= ⋅ = ⋅ = 

 
 erg µε 

3
1 

g

cm
ε =  

 

Εφαρµογή 5 

∆εξαµενή  χωρητικότητας 0
200 V L=  περιέχει αέρα µε πίεση 

7

0 3
10  

N
P

m
=  που 

εκτονώνεται, σε σταθερή θερµοκρασία, µέχρι η πίεση να γίνει 
5

1 3
10  

N
P

m
= , µέσα σε 

µηχανή χωρίς τριβές. Πόσο έργο παράγεται από αυτή την εκτόνωση;  

Υποθέτω ότι ο αέρας ακολουθεί τον νόµο των Boyle–Marriott, δηλαδή ότι είναι 

0 0 1 1
σταθερόP V P V⋅ = ⋅ = . Έστω s  το εµβαδόν του κυλίνδρου της µηχανής, µέσα στο 

οποίο εκτονώνεται ο αέρας της δεξαµενής. Το έµβολο του κυλίνδρου, θα µετατοπισθεί 

κατά dx  (ο άξονας xx ′  είναι ο άξονας του κυλίνδρου). Τότε παράγεται ένα στοιχειώδες 
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έργο dW Fdx= , όπου F   η ολική δύναµη. Είναι 1

F
P

S
=  ή  1

F SP=   Άρα, η dW Fdx=  

γράφεται ως 1 1 1
  dW s P dx P dV= ⋅ =  διότι 1

 s dx dV=  

Από 0 0 1 1
σταθερόP V P V⋅ = ⋅ = , είναι 0 0

1

1

P V
V

P

⋅
=  και παραγωγίζοντας 1 1 1 1

0PdV V dP+ =

ή 1 1
1

1

V dP
dV

P
=  οπότε η 1 1 1

  dW s P dx P dV= ⋅ =  γράφεται 1 1
1 1 0 0

1 1

dP dP
dW PV PV

P P
= − = −   

Ολοκληρώνοντας, είναι 

[ ] ( )
1

0

01 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

1 0 1

log log log log

P

P

PdP P
W PV PV P PV P P PV

P P P
= − = − = − − =∫  

Και αντικαθιστώντας 
7 7 610 0,2log100 10 0,2 4,6 9,2 10W J= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  

 

Εφαρµογή 6 

Ποιο έργο παράγεται από τη δύναµη F  µε την οποία ηλεκτρικό φορτίο 1
q

απωθεί άλλο ηλεκτρικό φορτίο 2
q , από τη θέση Α1 που απέχει από το 1

q  απόσταση R1, 

στη θέση Α2 που απέχει απόσταση R2 από το 1
q , αν το 1

q  είναι τοποθετηµένο στην 

αρχή του συστήµατος αξόνων; Είναι 1 2

2

q q
F K

R

⋅
= , άρα 

22 2

1 1 1

1 2
1 2 1 22

1 2

1 1 1
RR R

RR R

K q q
W FdR K q q K q q

R R R R

 ⋅ ⋅  = = = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ −     
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 7 

Εύρεση του κέντρου βάρους ενός επίπεδου χωρίου, που περιορίζεται από την 

καµπύλη 
2y x= , από την ευθεία 2x = και από τον άξονα xx ′  

 

 

 

 

 

 

 

Η καµπύλη, διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Έτσι,  

22 3
2

0 0

8

3 3

x
E x dx

 
= = = 

 
∫     

�

22 5
2 2

0 0

1 1 16
( )

2 2 5 5
x

x
M x dx

 
= = = 

 
∫  και  �

22 4
2

0 0

4
4

y

x
M x x dx

 
= ⋅ = = 

 
∫   οπότε από 

 

21
[ ( )]

2

( )

f x dx

f x dx

β

α
β

α

Υ =
∫

∫
, 

2

2

[ ( )]

[ ( )]

x f x dx

f x dx

β

α
β

α

Χ =
∫

∫
προκύπτει ότι  � 

16

65
8 5

3

Υ = = , � 
4 3

8 2

3

Χ = =   

Άρα, 
3 6

,
2 5

 Κ  
 

 

 



23 

 

Εφαρµογή 8 

Εύρεση του κέντρου βάρους  του επιπέδου χωρίου, που περιορίζεται από την 

καµπύλη 
29y x= −  και από τις ευθείες 0x = , 0y =  (1ο τεταρτηµόριο) 

Η καµπύλη τέµνει τους άξονες Ox , Oy  στα σηµεία (3, 0) και (0, 9) αντίστοιχα. Έτσι, 

� ( )
33 3

2

0 0

54
9 9 18

3 3

x
x dx x

 
Ε = − = − = = 

 
∫   

� ( )
3

2
2

0

1 324
9

2 5
xM x dx= − =∫   και � ( )

3

2

0

81
9

4
yM x x dx= − =∫    

Τότε �

81
94

18 8
X = =  , � 

324

185

18 5
Y = =   άρα 

9 18
,

8 5
K
 
 
 

 

 

Εφαρµογή 9  

Εύρεση του κέντρου βάρους, του επιπέδου χωρίου που ορίζεται από τις 

καµπύλες 
2y x= και y x=  

 

 

 

 

 

 

Τα σηµεία που τέµνονται οι καµπύλες είναι τα Α(1,1) και Ο(0,0). Τότε  

� 

1

2

0

1
( )

6
x x dxΕ = − =∫ ,    

� ( )
1

2

0

1
 

12
y

M x x x dx= − =∫  και   � 

1

2 2

0

1 1
( )( )

2 15
xM x x x x dx= + − =∫   

Άρα,  είναι � 
2

5

xy
E

Μ
= = , � 

1

2

y
x

E

Μ
= =  και 

1 2
,

2 5
K
 
 
 

   

 

Εφαρµογή 10 

Εύρεση του κέντρου βάρους του επίπεδου χωρίου που ορίζεται από τις καµπύλες 
2y x= και 

2 27x y= −  

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα σηµεία τοµής των καµπυλών είναι  ( )9, 3−  και ( )0,0  Οι καµπύλες γράφονται ως 

y x= −  και 
2

27

x
y

−
= , οπότε �

9 92 2

0 0

( ) 9
27 27

x x
x dx x dx

   
Ε = − − − = − + =   

   
∫ ∫   
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� 
21 243

2 27 27 20
x

x x
M x x dx

  − = − + − − =  
  

∫   

� 

9 9 32 2

2

0 0

729

27 27 20
y

x x
M x x dx x dx

  
= − + = − + =  

   
∫ ∫  

Συνεπώς, � 

243

2720

9 20
Y

−

= = − ,  �

729

8120

9 20
X = =   

 Άρα, το κέντρο βάρους είναι �
81 27

,
20 20

K
− 

 
 

  

 

Εφαρµογή 11 

Εύρεση του κέντρου βάρους  ( ,0)K X  του στερεού σώµατος που παράγεται 

από την περιστροφή  περί τον άξονα xx ′ ,  του επίπεδου χωρίου που σχηµατίζεται από 

την καµπύλη 
24y x= − και από τις ευθείες 0x = , 0y =  

 

 

 

 

 

Η καµπύλη, τέµνει τους άξονες στα σηµεία ( )2,0  και ( )0,4 . Τότε είναι  

� [ ]
22 2

2 2

0 0

256
( ) (4 )

15
V f x dx x dx

π
π π= = − =∫ ∫  

�

2 2

2 2 2

0 0

32
[ ( )] (4 )

3
yzM x f x dx x x dx

π
π π= = − =∫ ∫    

Συνεπώς, �

32
52

256 8

15

X

π

π
= =   άρα, 

5
,0

8

 Κ  
 

 

Εφαρµογή 12 

Εύρεση του κέντρου βάρους (0, )yΚ του στερεού σώµατος του προηγούµενου 

προβλήµατος, αν η περιστροφή γίνει γύρω από τον άξονα yy′   

Είναι � 

2 2

2

0 0

2 ( ) 2 (4 ) 8V xf x dx x x dxπ π π= = − =∫ ∫   

�

2

2 2

0

32
(4 )

3
xzM x x dx

π
π= − =∫   και �

32

43

8 3
Y

π

π
= =   άρα, ( ) 4

0, 0,
3

K y K
 =  
 

  

 

Εφαρµογή 13 

Εύρεση της ροπής αδρανείας ως προς τον άξονα yy′ ,  του επίπεδου χωρίου 

που ορίζεται από την παραβολή 
24y x= −  και από τον άξονα xx ′  

Η παραβολή, τέµνει τον άξονα xx ′  στα σηµεία ( )2,0− , ( )2,0  και  είναι    
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� 

22 2 3 5
2 2 2 4

2 0 0

4 128
(4 ) 2 (4 ) 2

3 5 15
y

x x
x x dx x x dx

−

 
Ι = − = − = − = 

 
∫ ∫    

 

 

 

 

 

 

 

Επειδή �

22 3
2

2 2

32
(4 ) 4

3 3

x
x dx x

− −

 
Ε = − = − = 

 
∫    για την ακτίνα της ροπής αδρανείας από 

τον  
2

y E RΙ = ⋅  προκύπτει ότι  
2128 32

15 3
R=  άρα, �

2 5

5
R =   

 

Εφαρµογή 14 

Εύρεση της ροπής αδρανείας, ως προς τον άξονα yy ′  , του επιπέδου χωρίου 

που ορίζεται από την καµπύλη 
2 4y x=  και από την ευθεία 4x =  

 

 

 

 

 

 

 

Για το µισό του χωρίου, που βρίσκεται πάνω από τον άξονα xx ′ ,  είναι
4 4 3

3 2
1

0 0

1 1
(4 )

4 4
y y dx x dxΙ = =∫ ∫  Άρα, η ροπή αδρανείας όλου του επιπέδου χωρίου είναι  

� 

44 3 3 5

2 2 2

0 0

1 1 2 256
2 (4 ) 4

4 2 5 5
y x dx x

 
Ι = ⋅ = = 

 
∫    

Το εµβαδό του χωρίου, είναι � 

44 4 1 1 3

2 2 2

0 0 0

2 64
2 ( ) 2 (4 ) 2 4

3 3
f x dx x dx x

 
Ε = = = ⋅ = 

 
∫ ∫  

Άρα, 2

256

125
64 5

3

xR
E

Ι
= = =   δηλαδή, �

2 15

5
R =  

 

 Εφαρµογή 15 

Εύρεση  της ροπής αδρανείας του επιπέδου χωρίου, που ορίζεται από τις 

καµπύλες ( )y f x=  και ( )y g x=  ορισµένων και συνεχών στο [ ],a β , ως προς τους 

άξονες xx ′  και yy′   
Έστω µια διαµέριση του [ ],  a β  Στο τυχόν υποδιάστηµα [ ]1

,  
i i

x x−  έστω ένα 

ενδιάµεσο σηµείο ξi, το µέσο αυτού είναι για το κέντρο βάρους του τυχόντος 
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ορθογωνίου 
( ) ( )

,
2

i i

i

f gξ ξ
ξ

− 
Κ  
 

      

Η απόσταση του Κ από τον άξονα xx ′  είναι  
( ) ( )

2

i if gξ ξ+
 

Εξ΄ ορισµού, για το ορθογώνιο είναι 
[ ] [ ]

2
( ) ( )

( ) ( )
4

i i

i i i i

f g
x f g x

ξ ξ
ξ ξ

+
Ι = − ∆  και 

αντίστοιχα [ ]2 ( ) ( )i i i i iy f g xξ ξ ξΙ = − ∆   

Αν πάρω τα αθροίσµατα για όλα τα ορθογώνια, είναι 

[ ]2 21
( ) ( ) ( ) ( )

4
x f x g x f x g x dx

β

α

 Ι = − + ∫  και αντίστοιχα [ ]2 ( ) ( )y x f x g x dx

β

α

Ι = −∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 16 

Εύρεση  της ροπής αδρανείας περί τον άξονα xx ′ , του στερεού σώµατος που 

παράγεται από την περιστροφή του επίπεδου χωρίου που περιέχεται στο 1ο 

τεταρτηµόριο και ορίζεται από τις γραµµές 
2 4y x= , 0y = , 3x =  αν αυτό περιστραφεί 

περί τον άξονα xx ′  

Είναι � 

33 3 3
4 2

0 0 0

[ ( )] (4 ) 8 72
2 2 3

x

x
f x dx x dx

π π
π π
 

Ι = = = = 
 

∫ ∫  

Ο όγκος του στερεού που παράγεται είναι � 

23 2

0 0

4 4 18
2

x
V xdxπ π π

 
= = = 

 
∫   

Για την ακτίνα της ροπής είναι 
2 72

4
18

xI
R

V

π
π

= = =  άρα, � R=2 

 

Εφαρµογή 17 

Εύρεση  της ροπής αδρανείας, ως προς τον άξονα yy′ , του στερεού σώµατος 

που παράγεται από την περιστροφή του επιπέδου χωρίου του προηγούµενου  

παραδείγµατος.  

Είναι � 

33 3 31 7 9

3 3 2 2 2

0 0 0 0

2
2 ( ) 4 4 4 72 3

9
y x f x dx x x dx x dx xπ π π π π

 
Ι = = = = = 

 
∫ ∫ ∫  
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Εφαρµογή 18 

Εύρεση του κέντρου βάρους του  1ου τεταρτηµόριου, του τόξου του κύκλου 
2 2 9x y+ =  

Είναι ( )
dy x

f x
dx y

′ = = − ,  

2
2

2 2

9
1 [ ( )] 1

x
f x

y y
′+ = + = ,  

29y x= −   

Από 

2

2

1 [ ( )]

1 [ ( )]

x f x dx

x

f x dx

β

α
β

α

′+

=

′+

∫

∫
 και 

2

2

( ) 1 [ ( )]

1 [ ( )]

f x f x dx

y

f x dx

β

α
β

α

′+

=

′+

∫

∫
 προκύπτουν  

� 

3 3

2 32
0 0 0

3 3
3

0
2

0 0

3
3

[ 9 ] 69

3 [ ]3
39

x
x dx dx

y xx
x

xdx
dx

y x

πτοξηµ

− −−= = = =

−

∫ ∫

∫ ∫
   και � 

3

0

3

6

3
2

y dx
y

y
π π

= =
⋅

∫
  

Άρα, � 
6 6

( , ) ,K x y K
π π
 =  
 

 Οι ροπές του τεταρτηµόριου ως προς τους άξονες xx ′ , 

yy ′ από 
2( ) 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Μ = +∫  και 
21 [ ( )]y x f x dx

β

α

′Μ = +∫  είναι 

� 

3 3

2

2
0 0

3
9 3 9

9
x x dx dx

x
Μ = − = =

−
∫ ∫ ,  

� ( )
33 3 1

2 2

2
0 0 0

3
3 3 9 9

9
y

x
x dx dx x

y x

 
Μ = = = − − = 

−  
∫ ∫   

Για τις  ροπές αδρανείας από 
2 2[ ( )] 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Ι = +∫  και  

2 21 [ ( )]y x f x dx

β

α

′Ι = +∫  προκύπτουν � 

3 3

2 2

2
0 0

3 27
(9 ) 3 9

49
x x dx x dx

x

π
Ι = − = − =

−
∫ ∫  

� 

3 3 2
2

2 2
0 0

3 27
3

49 9
y

x
x dx dx

x x

π
Ι = = =

− −
∫ ∫  

Εφαρµογή 19 

Εύρεση του κέντρου βάρους, ενός κυκλικού τόξου ακτίνας 3R =  και 

επίκεντρης γωνίας 2θ  

 

 

 

 

 

 

Παίρνω τόξο όπως στο σχήµα και το κέντρο βάρους του είναι ( , 0 )x . Η εξίσωση της 

περιφερείας του κύκλου που ανήκει το τόξο, είναι 
2 2 9x y+ =  άρα 

dx y

dy x

−
=   
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Είναι 

2

1
dx

dS
dy

 
= +  

 

3
dy dy

x
=  Το y  µεταβάλλεται από 0 µέχρι 3ηµθ  διότι το x

του τόξου ταυτίζεται µε το x  του άνω του µισού. Έτσι, 

� 

3

3

0 0

3

3[ ] 3

3 3

x dy
x y

ηµθ

ηµθ ηµθ
θ θ θ

Χ = = =
∫

, � 0y =  (το τόξο που έχει γωνία θ  σε ακτίνα, 

έχει µήκος S R θ= ⋅ ) 

 

Εφαρµογή 20 

Εύρεση  της ροπής αδρανείας της υποκυκλοειδόυς καµπύλης 
3x R tηµ= ⋅ , 

3y R tσυν= ⋅ , ως προς τον άξονα xx ′   

Από  
2 2[ ( )] 1 [ ( )]x f x f x dx

β

α

′Ι = +∫  προκύπτει ότι 
2 2 2( ) ( )x y dx dy

β

α

Ι = +∫  και  

23  
dx

R t t dt
dt

ηµ συν= ⋅ ⋅ ,   
23  

dy
R t t dt

dt
συν ηµ= − ⋅ ⋅ . Η xI  είναι τετραπλάσια της ροπής 

του 1ου  τεταρτηµόριου, λόγω συµµετρίας. Άρα, 

( )
2 2 2

2 2 2 2 6 3 7 3

0 0 0

3
4 ( ) ( ) 4 3  12

2
x

y dx dy R t R t t dt R t d t R

π π π

συν ηµ συν συν συνΙ = + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ =∫ ∫ ∫  

Άρα, � 
33

2
x RΙ =  

 

Εφαρµογή 21 

Εύρεση  του κέντρου βάρους, της επιφάνειας που παράγεται από την 

περιστροφή της 4 3 8y x+ = , από 0 µέχρι 2, γύρω από τον άξονα xx ′  

Είναι 
8 3

4

x
y

−
= ,      

3
'( )

4

dy
f x

dx
= = − ,     

2 5
1 [ '( )]

4
f x+ =   

Άρα, � 

2

0

2

0

(8 3 )
4

5
(8 3 )

x x dx

x dx

−

Χ = =

−

∫

∫
, � 0y =  άρα 

4
( , ) ,0

5
x y

 Κ = Κ  
 

 

 

Εφαρµογή 22 

Εύρεση  της  ροπής αδρανείας, της επιφάνειας που παράγεται από την 

περιστροφή της ευθείας 2y x=  περί τον άξονα xx ′ , από 0 µέχρι 2 

Είναι ( ) 2
dy

f x
dx

′ = = , 
2

1 [ '( )] 5f x+ =  άρα, από 
3 22 [ ( )] 1 [ '( )]x f x f x dx

β

α

πΙ = +∫

προκύπτει � 

22 4
3

0 0

2 (2 ) 5 16 5 64 5
4

x

x
x dxπ π π

 
Ι = = = 

 
∫  
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Εφαρµογή 23 

Εύρεση   της δύναµης, που ασκείται στη µία όψη  της επιφάνειας που ορίζεται 

από τις γραµµές 0x = , 3y =  και 2 8 0x y+ − =  και είναι βυθισµένη σε υγρό ειδικού 

βάρους ε 

 

 

 

 

 

 

 

Η 2 8 0x y+ − = τέµνεται µε την 3y =  στο σηµείο ( )2,3  ενώ τέµνει τον άξονα yy′  

στο σηµείο ( )0,4 . Από την 2 8 0x y+ − =  είναι 8 2x y= −  και ο ( )F yg y dy

β

α

ε= ∫  δίνει 

� 

44 4 3
2 2

3 3 3

2 10
(8 2 ) (8 2 ) 4

3 3

y
F y y dy y y dy yε ε ε ε

 
= − = − = − = 

 
∫ ∫  

 

Εφαρµογή 24 

Ισοσκελές τραπέζιο µικρής βάσης 6 m , µεγάλης βάσης 14 m , ύψους 3 m   

είναι βυθισµένο κατακόρυφα µέσα σε υγρό, µε τη µικρή βάση προς τα κάτω, σε 

απόσταση από την ελεύθερη επιφάνεια σε σχέση µε τη µεγάλη βάση 2 m . Βρείτε την 

ολική δύναµη που του ασκείται, από το υγρό (δίνεται ειδικό βάρος υγρού ε).  

 

 

 

 

 

 

 

Παίρνω τους άξονες όπως στο παραπάνω σχήµα. Η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία 

(3, 5), (7, 2) έχει εξίσωση  
29 4

3 3

y
x = −  και από ( )F yg y dy

β

α

ε= ∫ για την ολική δύναµη, 

είναι � 

55 5 2 2 3

2 2 2

29 4 29 4 29 4
2 2 2 99

3 3 3 3 6 9

y y y y
F y dy y dyε ε ε ε

    = − = − = − =    
     

∫ ∫  

 

Εφαρµογή 25 

∆ίσκος, µορφής παραβολικού τµήµατος, βάσης 24 m , ύψους 9 m , είναι 

βυθισµένος µέσα σε υγρό ειδικού βάρους ε, έτσι ώστε η βάση του να είναι στο ίδιο 

επίπεδο µε την επιφάνεια του νερού. Ποια είναι η δύναµη που ασκείται στην πλευρά 

του δίσκου;  

Η παραβολή, έχει εξίσωση 
2x ky= . Επειδή διέρχεται από το σηµείο (12, 9) ισχύει ότι 

212 9 16k k= ⋅ ⇒ =  άρα, 
2 16x y=  Για την ολική δύναµη είναι 

� 

99 9 1 3 3 5

2 2 2 2

0 0 0

2 2592
2 (9 )4 8 (9 ) 8 6

5 5
F y ydy y y dy y yε ε ε ε

 
= − = − = − = 

 
∫ ∫    
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Εφαρµογή 26 

Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή, 

περί  άξονα xx ′ , του χωρίου που περικλείεται από το τόξο της καµπύλης ( )c , µε 

εξίσωση 
1/1 xy e

x
=  όταν ( , 0 )x ∈ −∞  και από τον ηµιάξονα Ox ′  

 

 

 

 

 

 

Είναι 
0 0

2 2/ 2/ 2/

2 2
0 0

1 1
lim lim (2 / )

2

x x x
V y dx e dx e dx e d x

x x

ε ε

λ λε ε
λ λ

π
π π π

− −→ →
−∞ −∞ →−∞ →−∞

−
= = = = =∫ ∫ ∫ ∫  

2/ 2/ 2/ 2/ 2/

0 0 0
lim lim lim lim (0 1)

2 2 2 2 2

xe e e e e
ε ε λ ε λ

λ λε ε ε
λ λ

π π π π π
− − − →−∞→ → →

→−∞ →−∞

− − − −    = − = − = − =     
 

 

 

Εφαρµογή 27 

Εύρεση του όγκου του στερεού σώµατος, που προκύπτει από την περιστροφή 

του διαγράµµατος της συνάρτησης 
2

1
( )

1
f x

x
=
+

, περί  την οριζόντια ασύµπτωτη της. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Είναι lim ( ) 0
x

f x
→±∞

= . Άρα,  η 0y =  (δηλαδή ο άξονας xx ′ ) είναι οριζόντια ασύµπτωτη. 

Είναι 
2

2 2
(1 )

dx
V y dx

x
π π
+∞ +∞

−∞ −∞

= =
+∫ ∫  

Θέτω x εϕω=  άρα,  
2

2
(1 )

d
dx d

ω
εϕ ω ω

συν ω
= = +  

� Όταν x → −∞  από x εϕω= είναι 
2

π
ω

−
→    
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� Όταν x→ +∞  από x εϕω= είναι 
2

π
ω→ . Έτσι, 

( )
/2/2 /22 2

2

2 2 2 2

/2 /2 /2

sin 21
cos  

(1 ) (1 ) 2 4 2

dx
V d d

x

ππ π

π π π

ωεϕ ω ω π
π π ω π ω ω π

εϕ ω

+∞

−∞ − − −

 +
= = = = + = + +  
∫ ∫ ∫  

 

Εφαρµογή 28 

Εύρεση της στατικής ροπής και της ροπής αδρανείας του ηµικυκλίου 

2 2y r x= − , [ , ]x r r∈ − ως προς τον άξονα xx ′  

 � Είναι 
21 ( )x y y΄ dx

β

α

Μ = +∫ 2 2

r

r

r x
−

= −∫
2

2 2
1

x

r x
+

−
22

r

r

dx r dx r
−

= =∫  

� Είναι 
2 21 ( )xI y y΄ dx

β

α

= +∫ 2 2

r

r

r x
−

= −∫
2

2 2
1

x

r x
+

−
 

2 2 2 2

0

2

r r

r

dx r r x dx r r x dx
−

= − = −∫ ∫  (άρτια η συνάρτηση)  

Για να υπολογίσω το τελευταίο ολοκλήρωµα, θέτω sin cos  x r t dx r t dt= ⋅ ⇒ = ⋅  

� Αν 0x =  τότε 0t =       � Αν x r=  τότε 
2

t
π

=       Άρα, 

( ) ( )
/2/2 /2 3

2 2 2 3 3

00 0

1
2 sin cos  1 cos 2  sin 2

2 2
x

r
I r r r tdt r t dt r t dt r t t

ππ π π = − = ⋅ = + = + =     ∫ ∫  

 
 

Εφαρµογή 29 

Εύρεση των στατικών ροπών και των ροπών αδρανείας, του τόξου του 1ου  

τεταρτηµόριου, της αστροειδούς µε εξισώσεις 
3cosx a t= ⋅ , 

3siny a t= ⋅  

 

 

 

 

 

 

 

Λόγω συµµετρίας της καµπύλης ως προς τους άξονες, είναι Μχ=Μy και Ιχ=Ιy  

Στο 1ο τεταρτηµόριο, η παράµετρος t  ανήκει στο διάστηµα 0,
2

π 
  
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Έχω 2 2 3 sin cos  t td x y a t t dt= + = ⋅ ⋅ℓ  Άρα, 

� ( )
/2/2 2

3 5 2

0 0

3 3
 sin 3 sin cos  sin

5 5
x y d t t t dt t

πβ π

α

α
α α α

 
Μ = = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = = 

 
∫ ∫ℓ  και 

� ( )
/2/2

2 2 6 3 8 3

00

3 3
sin 3 sin cos  sin

8 8
x y d t t t dt t

πβ π

α

α α α α Ι = = ⋅ ⋅ ⋅ = =  ∫ ∫ℓ  

Άρα, 
23

5
x y αΜ = Μ = , 

33

8
x y αΙ = Ι =  

 

Εφαρµογή 30 

Εύρεση του κέντρου µάζας, του χωρίου που περικλείεται από την υπερβολή 

1xy = και από τις ευθείες 2x = , 4x =  

Οι συντεταγµένες,  είναι � 

4

2
0 4

2

1

2

ln 21

x dx
x

x

dx
x

= =
∫

∫
 ,  � 

4

2

2
0 4

2

1

1

8ln 2
2

dx
x

y
dx

x

= =
∫

∫
  

    

Εφαρµογή 31 

Εύρεση του κέντρου µάζας, του τόξου της κυκλοειδούς καµπύλης 

( )sinx a t t= − , ( )1 cosy a t= −  µε 0 2t π≤ ≤  

Είναι ( ) ( )sin 1 cos (1 cos )
dx

x a t t dx a t dt a t
dt

= − ⇒ = − ⇒ = −  

Είναι ( )1 cos sin  sin
dy

y a t dy a t dt t
dt

α= − ⇒ = ⋅ ⇒ = ⋅         Έτσι, 

 ( )
2 2

2 2 2 21 cos 2cos sin 2 2cos 2 sin
2

dx dy t
t t t t

dt dt
α α α α     + = + − = − =     

     
 

Είναι 

2

0
0 2

0

( sin ) 2 sin  
2

2 sin  
2

t
t t dt

x
t

dt

π

π

α α

α

 − ⋅ ⋅  
 =

 ⋅  
 

∫

∫
 

Ο αριθµητής δίνει 

2

0

( sin )2 sin  
2

t
t t dt

π

α α  − ⋅ = 
 ∫  

2

2 3 2

0

4
2 2 cos 4sin sin 8

2 2 3 2

t t t
t

π

α πα
      − ⋅ + − =            

 

Ο παρονοµαστής δίνει 

2 2

0 0

2 sin  16 sin cos  
2 4 4 4

t t t t
dt d

π π

α α       ⋅ = =       
       ∫ ∫  

22

2

0 0

16 sin  sin 8 sin 8
4 4 4

t t t
d

ππ

α α α
      = =            

∫  

Άρα, � 

2

0

8

8
x

πα
πα

α
= =   
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Είναι 

2 2

0 0
0 2

0

2 sin  2 (1 cos )sin  
2 2

8
sin  

2

t t
y dt t dt

y
t

dt

π π

π

α α α

α
α

   ⋅ −   
   = = =
 ⋅  
 

∫ ∫

∫
 

2

2 3
2

0

4 162 4cos cos 2
2 3 2 43

8 8 3

t t
π

α α
α

α α

    − +         = =  

Άρα, 
4

,
3

πα α Κ  
 

 

 

Εφαρµογή 32 

Εύρεση του έργου του βάρους, κατά την εκτόξευση πυραύλου σε ύψος h  από 

την επιφάνεια της Γης. Το ζητούµενο έργο Α είναι αρνητικό, διότι το βάρος Β του 

πυραύλου σε κάθε σηµείο της τροχιάς του, έχει φορά αντίθετη από τη µετατόπιση. Η 

δύναµη έλξης του πυραύλου είναι B=G 
m m

x

Π Γ⋅
 όπου mΠ, mΓ οι µάζες πυραύλου και 

Γης αντίστοιχα, x  η απόσταση του πυραύλου από κέντρο της Γης και G η σταθερά της 

παγκόσµιας έλξης. Έστω R  η ακτίνα της Γης. Είναι 

 
2 2

2
lim

R R R R

Gm m
W Bdx dx Gm m x dx Gm m x dx

x

β

β

+∞ +∞ +∞
− −Π Γ

Π Γ Π Γ →+∞

⋅
= − = − = − ⋅ = − ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫

2

1 1 1
lim lim

R

Gm m Gm m
Gm m Gm m

x R R R

β

β β β
Π Γ Π Γ

Π Γ Π Γ→+∞ →+∞

  ⋅ ⋅ = − ⋅ − = − ⋅ − + = − = −     
 

0R B R= − ⋅   Όπου Β0 το βάρος του πυραύλου στην επιφάνεια της Γης. 

 

Εφαρµογή 33 

Εύρεση της µεταβολής της δυναµικής ενέργειας ενός ηλεκτρονίου, όταν 

µεταπηδά από επιτρεπτή τροχιά ακτίνας 1r  σε άλλη επιτρεπτή 2r  σύµφωνα µε τις 

συνθήκες του Bohr. 

Η δύναµη που ασκείται µεταξύ πυρήνα–ηλεκτρονίου είναι από το νόµο του Coulomb  

2

Q e
F K

r

⋅
=  (όπου Q  το φορτίο του πυρήνα, e  το φορτίο του ηλεκτρονίου και r  η 

απόσταση πυρήνα–ηλεκτρονίου). Έτσι, η µεταβολή της δυναµικής ενέργειας είναι 
2 2 2

1 1 1

2

2
   

r r r

j

r r r

K Q e
F dr dr K Q e r dr

r

−⋅ ⋅
∆Ε = = = ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫  

2

1 2 1 1 2

1 1 1 1 1
r

r

K Q e K Q e K Q e
r r r r r

    ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ − + = ⋅ ⋅ −        
 

Τα r1, r2 θα υπολογισθούν από την 1η συνθήκη του Bohr 
2

h
mur n

π
=  (n=1, 2,…) και 

την κεντροµόλο δύναµη 
2

2

m u Q e
K

r r

⋅ ⋅
=  

 



34 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 34 

Εύρεση της ροπής αδρανείας ως προς τον άξονα yy′ , του σχήµατος που 

περικλείεται από την παραβολή 
2 4y ax=  και από την ευθεία x a= , 0a >  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω ds  το εµβαδόν της στοιχειώδους ζώνης, που είναι παράλληλη προς τον 

άξονα yy′     Είναι 
2

xdI x ds=  και 2 2 4  ds y dx ax dx= =   

Η 
2

xdI x ds=  δίνει 
5

2 2 42

0 0

8
4  4  4  ...

7
x xdI x ax dx I x ax dx a x dx a

α α

= ⇒ = = = =∫ ∫  

 

Εφαρµογή 35 

Εύρεση της ροπής αδρανείας ως προς τον  άξονα xx ′ , του χωρίου που 

περικλείεται από της παραβολές (c1): 
2

2

2 2
y x

β α
α
 = + 
 

 και (c2) 
2

2

2 2
y x

β α
α
 = − 
 

 και 

από τον άξονα xx ′  
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Είναι 
2

xdI y ds=  όπου ds  είναι το εµβαδόν του στοιχειώδους χωρίου, που είναι 

παράλληλο προς τον άξονα xx ′ . Είναι ds AB dy=    

Είναι 
2 2

2 1 2 2

2 4
2

2
x x y y

α α α
α

β β
 

ΑΒ = − = − = − 
 

  

Άρα, η 
2

xdI y ds=  από τις ds AB dy=  και 
2

2

4
y

α
α

β
ΑΒ = −  δίνει  

2 2

2

4
x

dI y y dy
α

α
β

 
= − 

 
 ⇒

/2 3
2 2

2

0

4
 ...

30
x y y dy

β α αβ
α

β
 

Ι = − = = 
 

∫  

 

Εφαρµογή 36 

Εύρεση  των στατικών ροπών ως προς τους άξονες ,  yy xx′ ′  και του κέντρου 

βάρους του οµογενούς χωρίου του 1ου τεταρτηµόριου, που περικλείεται από την 

έλλειψη 
2 24 9 36x y+ =  και από τον κύκλο 

2 2 9x y+ =  

Είναι 

� 

3 3 3

2 2 2

2 1

0 0 0

2 1
( ) 9 9 9 3

3 3
y x y y dx x x x dx x x dx

 Μ = − = − − − = − =  ∫ ∫ ∫     

� ( )
3 3 3

2 2 2 2 2

2 1

0 0 0

1 1 4 1 5
(9 ) (9 ) 5 5

2 2 9 2 9
x y y dx x x dx x dx

   Μ = − = − − − = − =     ∫ ∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω 0 0
,x y  οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους  Κ  

Είναι 
0

y
x

Μ
=
Ε

, 0
xy

Μ
=
Ε

 όπου Ε το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου χωρίου.  

Είναι �
3

4

π
Ε =    Άρα, �

0

4
x

π
= , � 0

20

3
y

π
=  

 

Εφαρµογή 37 

Εύρεση του κέντρου βάρους  του οµογενούς χωρίου, που περικλείεται από τις 

καµπύλες 
2

y x
π

= , siny x=  µε 0x ≥  

Τα κοινά σηµεία των δύο καµπύλων είναι ( )0,0 , ,1
2

π 
 
 

  

Το εµβαδόν του χωρίου είναι � 

/2

0

2 4
sin

4
x x dx

π π
π

− Ε = − = 
 ∫  
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Είναι 
0

y
x

Μ
=
Ε

, 0
xy

Μ
=
Ε

 και  

�
( )

/2/2 2 3
2

2 2

0 0

sin 21 4 1 1 4
sin

2 2 2 4 3 24
x

xx x
x dx x

ππ π
π π

  
Μ = − = − − =   

   
∫  

�

/2 2

0

2
sin 1

12
y x x x dx

π π
π

 Μ = − = − 
 ∫ . Άρα, 

2

0

12

12 3
x

π
π

−
=

−
, 0

6(4 )
y

π
π

=
−

 

 

Εφαρµογή 38 

Εύρεση του κέντρου βάρους  του τόξου ΑΒ, οµογενούς υλικής γραµµής µε 

εξίσωση y chx= , όταν ( )0,1Α , ( ),a chaΒ  

Έστω 0 0,x y οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους. Είναι 
0

y
x

Μ
=
ℓ

, 0
xy

Μ
=
ℓ

 

Έχω 
2 2

0 0 0

1 ( )  1   y΄ dx sh x dx chx dx sha

α α α

= + = + = =∫ ∫ ∫ℓ  

2 2

0

0 0 0 0

1 ( )  1   [ ]  1

a

a

y x y΄ dx x sh x dx xchx dx xshx shx dx asha cha

α α α

Μ = + = + = = − = − +∫ ∫ ∫ ∫

� 
2 2 2

0 0 0 0

1 ( )  1    x y y΄ dx y sh x dx ychx dx ch x dx

α α α α

Μ = + = + = = =∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
0 0

2 21 1
(1 2 ) 

2 2 2 2 4

aa sh x sh aa
ch x dx x

 
+ = + = + 

 
∫  

Άρα, � 
0

1asha cha
x

sha

− +
= , � 0

2

2 4

a ch a

y
sha

+
=  

 

Εφαρµογή 39 

Εύρεση της στατικής ροπής ως προς τον άξονα xx ′ ,  του τόξου µίας έλλειψης 

µε 0y ≥ και του τόξου ενός κύκλου µε 0y ≥  

Έστω 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  η εξίσωση της έλλειψης. Είναι 

2
2 2 2

2
y x

β
β

α
= −  

Θέλω να βρω τη στατική ροπή του τόξου ΑΒ της έλλειψης ως προς τον άξονα xx ′  

όπου ( ),0aΑ − , ( ),0aΒ Είναι 

2 4
2 2 2 2 2 2

2 4
1 ( )  ( ')   

a a

x

a a

y y΄ dx y yy dx x x dx

α

α

β β
β

α α− − −

Μ = + = + = − + =∫ ∫ ∫
2 2

2 2 2 2 2

2
x dx x dx

α α

α α

β α β β
α α ε

α α α− −

−
− = − =∫ ∫  

2
2 2 2 2 2 2

0

2
 * sin sinx dx

αβ β α α
α ε α α ε α τοξ ε β β τοξ ε

α α ε ε
   − = − + = +  

  
∫   

�

2 2α β
ε

α
−

=  εκκεντρότητα της έλλειψης  
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Στην περίπτωση κύκλου είναι α β= , 0ε =    Είναι 
0

lim 1
ε

τοξηµε
ε→

=  

Άρα, 
2( ) ( ) 2x β β α β β β βΜ = + = + =  

*Συνάρτηση άρτια 

 

Εφαρµογή 40 

Εύρεση του κέντρου βάρους του τόξου καρδιοειδούς ( )1 cosρ α ϕ= + , που περιέχεται 

µεταξύ των ηµιευθειών 0ϕ = , ϕ π=  

Η εξίσωση της καµπύλης µε παραµετρικές εξισώσεις είναι  

cos (1 cos )cosx ρ ϕ α ϕ ϕ= ⋅ = +  ,   sin (1 cos )siny ρ ϕ α ϕ ϕ= ⋅ = +   

Είναι 
2 2( )  2 cos

2
d ΄ d dϕ

ϕ
ρ ρ ϕ α ϕ= + = ⋅ ∗ℓ  

Άρα, 
2 2

0 0

( )  cos 4
2

΄ d d

π π

ϕ

ϕ
ρ ρ ϕ α ϕ α = + = ⋅ = 

 ∫ ∫ℓ  

Είναι � 0

0 0

1 1
 (1 cos )(cos )2 cos  

4 4 2
x x d d

a a

π π ϕ
α ϕ ϕ α ϕ  = = + ⋅ =    

∫ ∫ℓ

3 2 2 3

0 0

cos cos  cos sin cos  
2 2 2 2

d d

π πϕ ϕ ϕ ϕ
α ϕ ϕ α ϕ          ⋅ = − =                    
∫ ∫

5 2 3

0

cos 1 cos cos  
2 2 2

d

π ϕ ϕ ϕ
α ϕ
       − − =              
∫ 5 3

0

2cos cos  
2 2

d

π ϕ ϕ
α ϕ    − =        
∫   

(κάνω την αντικατάσταση 
2

ϕ
ω= ) 

/2 /2 /2

5 3 4 2

0 0 0

2 (2cos cos ) 2 2 cos cos  cos cos  d d d

π π π

α ω ω ω α ω ω ω ω ω ω
 

− = ⋅ − ⋅ = 
 

∫ ∫ ∫  

/2 /2

2 2 2

0 0

4 2 2 4
4 (1 sin )  (sin ) 2 (1 sin ) (sin ) 4 2

5 3 3 5
d d

π π

α ω ω α ω ω α α α− − − = − =∫ ∫  

Είναι � 0

0 0

1 1
 (1 cos )(sin )2 cos  

4 4 2
y y d d

π π ϕ
α ϕ ϕ α ϕ

α α
  = = + ⋅ =    

∫ ∫ℓ  

4 5

0 0

4 4
2 cos sin  cos

2 2 5 2 5
d

ππ ϕ ϕ ϕ
α ϕ α α
        = − =                
∫  

_____________ 

*Είναι: 

( )22 2 2 2 2 2( ) sin (1 cos ) sin cos 1 2cos΄ϕρ ρ α ϕ α ϕ α ϕ ϕ ϕ+ = − + + = + + + =

2(1 cos ) 2 cos 2 cos
2 2

ϕ ϕ
α ϕ α α  + = = ⋅  

 
, διότι 0 0

2 2

ϕ π
ϕ π≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

 

Εφαρµογή 41 

Εύρεση του κέντρου βάρους του τόξου µία καµπύλης, µε  εξίσωση 

x
y chα

α
 =  
 

, αν xα α− ≤ ≤  
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Η καµπύλη, είναι συµµετρική ως προς τον άξονα  yy′ . Άρα, το κέντρο βάρους 

βρίσκεται στον άξονα yy′ . Έστω 0 0,x y οι συντεταγµένες του κέντρου βάρους. 

Είναι 0 0x =  και 2 2

0

1 1 1
1 ( ) 1

x x
y yd y y΄ dx ch sh dx

α α α

α α α

α
α α− − −

   = = + = + =   
   ∫ ∫ ∫ℓ

ℓ ℓ ℓ

2 2

0

1 1 2x x x x
ch ch dx ch dx ch dx

α α α

α α

α α α
α α α α− −

       = =       
       ∫ ∫ ∫

ℓ ℓ ℓ
  

Είναι 2

0 0

1 ( ) 2 2 2 1
x x

y΄ dx ch dx sh sh

αα α

α

α α
α α−

    = + = = =        
∫ ∫ℓ  

Έτσι η 
2

0

0

2
 

x
y ch dx

α

α
α
 =  
 ∫

ℓ
 δίνει 

 
2 2

0

0 0 0

2 1 1 2
1

2 1 1 2 1

x x x
y ch dx ch dx ch dx

sh sh sh

α α α

α
α α α α

      = = = + =            
∫ ∫ ∫

0

1 2

2 1 2 2 1

x
x sh

sh sh

α
α α

α
  = + =    

 21
1

2
sh

 + 
 

 

 

Εφαρµογή 42 

Εύρεση του κέντρου βάρους του οµογενούς χωρίου που περικλείεται από την 

έλλειψη cosx a t= ⋅ , siny tβ= ⋅  και από τους άξονες των συντεταγµένων (στο 1ο 

τεταρτηµόριο). 

Το εµβαδόν EΟΛ  της έλλειψης είναι E π α βΟΛ = ⋅ ⋅  

Άρα, το εµβαδόν του χωρίου είναι 
4

π α β⋅ ⋅
Ε =  

Στο 1ο τεταρτηµόριο, το x  µεταβάλλεται από 0 ως α, ενώ το t   από 
2

π
 ως 0 

� ( ) ( )
0 /22

2

0

0 /2 0

1 1
 cos sin sin  sin cos  x xy dx t t t dt t t dt

α π

π

α β
α β α= = ⋅ ⋅ − = ⋅ =  Ε Ε Ε∫ ∫ ∫

2 2 2
/2

3

0

1 4 4
sin

3 3 3 3
t
πα β α β α β α

παβ π
 ⋅ = = = Ε Ε

 

�

0 02
2 2 2 2

0

0 /2 /2

1 1 1 2
sin ( sin ) (1 cos ) (cos )

2 2
y y dx t t dt t d t

α

π π

αβ
β α

παβ
= ⋅ = − ⋅ = − =
Ε Ε∫ ∫ ∫

0

3

/2

2 1 4
cos cos

3 3
t t

π

β β
π π
 − =  

 

 

Εφαρµογή 43 

Πόσο έργο χρειάζεται για την επιµήκυνση ελατηρίου κατά 4 cm , όταν  δύναµη 

1 N  το επιµηκύνει κατά 1 cm ;  

Η αντίδραση F  του ελατηρίου που το ένα άκρο του είναι δεµένο, εκφράζεται 

από  τον νόµο του Hooke ( )F x kx=  όπου  

k  είναι ο συντελεστής αναλογίας και  

x είναι η µεταβολή του ελατηρίου.  
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Εφόσον για την επιµήκυνση του ελατηρίου κατά 1 cm  ενεργεί δύναµη 1 N , 

βρίσκω τον συντελεστή αναλογίας k  από τη συνθήκη  1 1 100
N

N k cm k
m

= ⋅ ⇒ =  

οπότε ( ) 100
N

F x x
m

=  και από τον τύπο ( )W F x dx
β

α
= ∫  που δίνει το έργο της 

µεταβαλλόµενης δύναµης είναι � 

0,04
2

0,04
2

0
0

100  100 50(0,04) 0,08
2

x
W x dx= = = =∫  

 

Εφαρµογή 44 

Ηλεκτρικό φορτίο E  συγκεντρωµένο στην αρχή των αξόνων, απωθεί φορτίο e  

από το σηµείο ( ),0a  στο σηµείο ( ),0β . Βρείτε το έργο W  της απωστικής δύναµης F .   

Η απωστική δύναµη είναι 
2

E e
F

x

⋅
= , το έργο της είναι  ( ) W F x dx

β

α
= ∫  άρα, το 

διαφορικό του έργου είναι 
2

( )
E e

dW F x dx dx
x

⋅
= =  

Άρα, � 
( )

2

1 1 1 Eedx
W Ee Ee Ee

x x

β
β

α
α

β α
β α αβ

− − − = = = + =   
   

∫  

Για την επ΄ άπειρον µετακίνηση του φορτίου e , δηλαδή για β →∞ , το έργο είναι  

lim 1
E e E e

W
a aβ

α
β→∞

 ⋅ ⋅
= − = 

 
 

 

Εφαρµογή 45 

Βρείτε το έργο που απαιτείται για την άντληση νερού, από δοχείο 

ηµικυλινδρικού  σχήµατος, µήκους α  και ακτίνας R  

Εκλέγω σύστηµα συντεταγµένων όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο όγκος του στρώµατος του νερού που βρίσκεται σε βάθος x και έχει µήκος 

α , είναι  dV MN dxα= ⋅  όπου ΜΝ  χορδή παράλληλη προς τη διάµετρο της 

ηµιπεριφέρειας συνεπώς 
2 22MN R x= +     

Από  dV MN dxα= ⋅  και 
2 22MN R x= + προκύπτει ότι     

2 22dV R x dxα= +   

Η στοιχειώδης δύναµη που χρειάζεται για να ανυψωθεί το στρώµα του νερού 

είναι 
2 22  dF g R x dxα= +  και το στοιχειώδες έργο είναι  dW x dF= ⋅   
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Άρα, � ( )
2

2 2 2 2 33

0
0

2 2
2  

3 3

R
R

W g R x x dx g R x g Rα α α
−

= ⋅ + = ⋅ + = ⋅ ⋅∫  

 

Εφαρµογή 46 

Καζάνι (λέβητας), σχήµατος παραβολοειδούς  εκ επιστροφής, έχει βάθος 

0,5 H m=  Βρείτε το έργο που χρειάζεται για την άντληση του νερού που περιέχεται 

στο καζάνι. 

Το στοιχειώδες έργο είναι ( )dW g dV H yρ= ⋅ ⋅ −  όπου 
2dV x dyπ=    και ρ  

είναι η πυκνότητα του νερού.  Άρα,  ( )2x H y dg ydW πρ ⋅ −⋅=   

Εκλέγοντας ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων όπως φαίνεται στο σχήµα, η 

εξίσωση της παραβολής είναι  
2 2x p y= ⋅   

 

Επειδή το σηµείο ( ),B R H  ανήκει στην παραβολή είναι 
2

2 2 2
R

R p H p
H

= ⋅ ⇒ =  

Από 
2 2x py=  και 

2

2
R

p
H

= προκύπτει  
2

2 R
x y

H
=   

Από ( )2x H y dg ydW πρ ⋅ −⋅=  και 
2

2 R
x y

H
=  προκύπτει  

� ( ) ( )
2 2

0
  

R R
y H y dy y H dy

H

g
dW g

ρ π
πρ

Η⋅
= − = Η − =

Η
⋅

⋅ ⋅ ∫  

2 2 3 2 2

0
2 3 6

H

R y H yg g R H

H

ρ πρπ  
− = 



⋅ ⋅



⋅ ⋅
 

 

Εφαρµογή 47 

Βρείτε τις στατικές ροπές και  τις ροπές αδρανείας  του τόξου της καµπύλης 
3x tα συν= ⋅ , 

3y tα ηµ= ⋅  που βρίσκεται στο 1ο τεταρτηµόριο. 

Επειδή το αστροειδές είναι συµµετρικό ως προς τους άξονες xx ′  και yy ′ ισχύει 

ότι x yM M=  και x yI I=    Είναι x
dM y d= ⋅ ℓ  και 

2

xdI y d= ⋅ ℓ  

όπου ( ) ( )2 2
3  d x x dt t t dtα ηµ συν′ ′= + = ⋅ ⋅ℓ  µε 0

2
t
π

≤ ≤  οπότε 
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�

2 22
2 4 52

0 0
0

3 3
 3  

5 5
x

a
M y dl t t dt t

π
π

α α
α ηµ συν ηµ= = ⋅ = =∫ ∫  

�

3 32
2 3 7 82

0
0

3 3
3  

8 8
x

a
I y dl t t dt t

π
π

α

ο

α
α ηµ συν ηµ= = ⋅ = =∫ ∫  

Συνεπώς, �
23

5
x yM

α
Μ = =  και �

33

8
x yI I

α
= =  

 

Εφαρµογή 48 

Υπολογίστε τον όγκο του στερεού που παράγεται απ’ την περιστροφή της 

καρδιοειδούς ( )1ρ α συνϕ= +  µε 0 2ϕ π≤ ≤ , γύρω από τον πολικό άξονα. 

  Θα γίνει χρήση του τύπου ( )32
 

3
V d

β

α

π
ρ ϕ ηµϕ ϕ= ∫  όπου ,  ρ ϕ  είναι οι 

πολικές συντεταγµένες. Επειδή ο πολικός άξονας διαιρεί το σχήµα  σε δύο ίσα µέρη,  η 

ολοκλήρωση γίνεται από το 0 ως το π: 

( ) ( ) ( )
3 3

3 3

0 0

2 2
1  1 1

3 3
V d d

π ππα πα
συνϕ ηµϕ ϕ συνϕ συνϕ

−
= + = + + =∫ ∫  

( )
0

43
312 8

3 4 3
π

συνϕπα
πα

+
=  

 

Εφαρµογή 49 

Υπολογίστε τον όγκο του στερεού σώµατος που παράγεται από την περιστροφή 

του σχήµατος  ( ) ( )2
2 2 2 2 2x y a x y+ = + , γύρω από τον άξονα Ox  

Θέτοντας x ρ συνϕ= ⋅ και y ρ ηµϕ= ⋅  στην παραπάνω εξίσωση, παίρνω 

2ρ α συν ϕ=    Εφαρµόζοντας τον τύπο ( )32
 

3
V d

β

α

π
ρ ϕ ηµϕ ϕ= ∫ , όπου ,ρ ϕ είναι 

οι πολικές συντεταγµένες, προκύπτει ότι: 

( )( ) ( ) ( )
333

3 24 4 22
3 0 0

2 4
2 2  2 1  

3 3
V d d

π ππ πα
α συν ϕ ηµϕ ϕ συν ϕ συνϕ

α
−

= = − =∫ ∫  

( ) ( ) ( )
3 33 3

0 2
2 22 2

1
4

4 4
2 1 1

3 3 2
d z dzπ

πα πα
συν ϕ συνϕ

−
− = − =∫ ∫  
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 ( )
2

33
2 22

1

4 3
1 ln 1

4 83 2

z
z z z

πα  −
− − + − = 

 
 

( ) ( )
3 34 3 2 2

ln 1 2 2 ln 1 2
8 8 4 33 2

πα πα −  + − = + −     
 

 

Εφαρµογή 50 

Βρείτε τη ροπή αδρανείας οµογενούς κώνου ακτίνας βάσης R  και ύψους H  ως 

προς τον άξονα του. 

∆ιαµερίζω τον κώνο σε στοιχειώδεις κυλινδρικούς σωλήνες, παράλληλα προς 

τον άξονα του κώνου. Ο όγκος  ενός τέτοιου στοιχειώδους κυλινδρικού σωλήνα, είναι 

2dV r h drπ= ⋅ ⋅ ⋅  όπου r  η ακτίνα του σωλήνα (απόσταση από τον άξονα)   

                          1
r

h H
R

 = − 
 

 το ύψος του σωλήνα 

Η  2dV r h drπ= ⋅ ⋅ ⋅  επειδή  1
r

h H
R

 = − 
 

, γράφεται 2 1  
r

dV H r dr
R

π  = ⋅ − 
 

   

Η ροπή αδρανείας ως προς τον άξονα του κώνου, είναι 
2  dI r dVρ= ⋅  όπου ρ  

η πυκνότητα του οµογενούς κώνου.   

Η  
2  dI r dVρ= ⋅  λόγω της  2 1  

r
dV H r dr

R
π  = ⋅ − 

 
 γράφεται ως  

3
2 1  

r
dI H r dr

R
ρ π  = ⋅ ⋅ − 

 
, συνεπώς 

4
3

0
2 1  

10

R r R H
I H r dr

R

ρ π
ρ π

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − = 
 ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επεξήγηση 

Η  2dV r h drπ= ⋅ ⋅ ⋅  προκύπτει από τα παρακάτω. 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
2  2   dV r dr h r h h r r dr dr r dV r h dr h drπ π π π π= + − ⋅ ⋅ = ⋅ + + − ⇒ = ⋅ ⋅ + ⋅  

Το 
2dr είναι απειροστό ανώτερης τάξης ως προς dr  και για αυτό παραλείπεται 

δηλαδή 2  dV r h drπ= ⋅ ⋅  

Η ισότητα 1
r

h H
R

 = − 
 

προκύπτει  από την οµοιότητα των τριγώνων 
h R r

H R

−
=  

 

Εφαρµογή 51 

Πόσο έργο χρειάζεται για να αντληθεί νερό, από δοχείο κωνικής µορφής 

(ακτίνα βάσης 1 R m= , ύψος  2 H m= ), γεµάτο νερό µέχρι πάνω, µε την κορυφή 

στραµµένη κάτω;   
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Σε βάθος x  παίρνω στοιχειώδες οριζόντιο στρώµα νερού dx   

Το στοιχειώδες έργο που χρειάζεται, για να ανυψωθεί το στοιχειώδες στρώµα 

µέχρι πάνω είναι dW Vxρ π= ⋅ ⋅∆  (1) όπου  ρ  είναι η πυκνότητα του νερού 

3
1000 

kgr

m
ρ = 
 

 και  
2V r dxπ∆ = ⋅ ⋅   

Για να βρω το r  από τα όµοια τρίγωνα ΟΓΑ  και 1
O BA προκύπτει: 

( )r H x R
r H x

R H H

−
= ⇒ = −  Άρα,  ( )

2
2

2

R
dV H x dx

H
π= −  (2)  

Η dW Vxρ π= ⋅ ⋅∆  µε τη βοήθεια της ( )
2

2

2

R
dV H x dx

H
π= −  γίνεται: 

� ( )
2

2

2
1000  

R
dW H x x dx

H

π
= −  Άρα, 

� ( )
2 2 2 4

2 2 3

2 20

0

1000 2
1000  

2 3 4

H

HR R x x
W H x x dx H Hx

H H

π π  
= − = − + = 

 
∫  

2 2
4 2

2

1000 1000

12 12

R R
H H

H

π π
=  

Αντικαθιστώντας τις τιµές των ,R H  και πολλαπλασιάζοντας µε το 9,807 παίρνω (όταν 

η πυκνότητα του νερού είναι  
3

1000 
kgr

m  , τότε το βάρος του σε  
31 m  είναι   

9,807 1000 9807 N⋅ = ) ότι 

9807 1 4
3269  

12
W Joule

π
π

⋅ ⋅
= = ⋅

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 52 

Προσδιορίστε το κέντρο βάρους του τόξου, της αλυσοειδούς καµπύλης  

( )1

2

x xy e e−= + , από το σηµείο Α(0,1) ως το σηµείο  ( )1
,
2

B e e
α αα − + 

 
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Είναι   

( ) ( ) ( )22 2 21 1 1 1 1
1 1 1

2 4 2 4 2

x x x x x x
dl y dx e e dx e e dx e e dx

− − − ′= + = + − = + − + = +  

Συνεπώς  ( )2 2 2 2

0
0

1 1 1 1
2  2

4 4 2 2

x x x x

xM e e dx e x e

α
α − − = + + = + − = 

 ∫  

( )2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1
2

4 2 2 2 2 4 2 2 2 2 8

a a a
e e e e e e
α α αα α

α − − −   − + − + = − + = + −   
   

 

Ισχύει ότι   
y

L

M
x

dl
=
∫

 και x

L

M
y

dl
=
∫

  

Είναι     ( ) ( ) ( )
0 0

1 1 1
 1

2 2 2

x x x x a a

L

dl e e dx e e e e
αα − − −= + = + = − −∫ ∫    

Συνεπώς, �
( )

( )

2 21

2 8
1

2

a a

a a

e e
x

e e

α −

−

+ −
=

−
 

Είναι     ( ) ( )0 0 0

1 1
  

2 2

a a a
x x x x

y

L

M x dl x e e dx xe dx xe dx− −= = − = + =∫ ∫ ∫ ∫  

( )0 00 0

1

2

a aa a
x x x xxe e dx xe e dx− − − + − + =  ∫ ∫  

( ) ( )
0 0

1 1
1 1

2 2

a a
a x a x a a a aae e ae e ae e ae e− − − −− − − = − + − − + =  

 ( ) ( )1
1

2 2

a a a aa
e e e e− −− − + +  

Συνεπώς, � 
( ) ( )

( )

1
1

2 2
1

2

a a a a

Y

a a

L

a
a e e e

M
y

dl e e

− −

−

− − − +
= =

−∫
             

Το κέντρο βάρους του τόξου της αλυσοειδούς καµπύλης από το σηµείο Α(α,0) ως το 

σηµείο  ( )1
,
2

a a
B a e e

−  + 
 

 είναι το σηµείο ( ),K x y  
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Εφαρµογή 53 

Υπολογίστε τη  δύναµη που υφίσταται ορθογώνια πλάκα µήκους α  και πλάτους  β  

( )α β> , που έχει κλίση  
0γ   ως προς το οριζόντιο επίπεδο του νερού και η µεγαλύτερη 

πλευρά βρίσκεται σε βάθος h  

Εκλέγοντας σύστηµα συντεταγµένων όπου φαίνεται στο σχήµα, είναι  

dp xγ α= ⋅ ⋅ΜΝ ⋅  και επειδή 
dx

MN
ηµγ

= είναι 
 x dx

dp
α

γ
ηµγ
⋅

=  

 
 

 

Άρα,  
h BE

h
p x dx

α γ
ηµγ

+⋅
= ∫  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΓ είναι β ηµγΒΕ = ⋅ , άρα 

 ( )
2

2 2

2 2 2

h

h

x
p h h h

βηµγ
α γ α γ β

βηµγ α β γ ηµγ
ηµγ ηµγ

+
 ⋅ ⋅   = = + − = ⋅ ⋅ +       

 

 

Εφαρµογή 54 

Υπολογίστε τη δύναµη του νερού, πάνω στη επιφάνεια µίας σφαίρας διαµέτρου 4 m , 

όταν το κέντρο της βρίσκεται σε βάθος 3 m  από την  επιφάνεια του νερού. 

 
Από το κέντρο της σφαίρας, θεωρώ επίπεδο κατακόρυφο στο  ορθογώνιο 

σύστηµα συντεταγµένων Oxy  Κόβω οριζόντια τη σφαίρα, σε βάθος h , οπότε η πίεση 

του νερού πάνω στη αποκοµµένη επιφάνεια της είναι συνάρτηση ( )F h  

            Όταν µεταβάλλεται το µέγεθος h  κατά dh , τότε το εµβαδόν της αποκοµµένης 

επιφάνειας της σφαίρας µεταβάλλεται κατά 2dS ydl Sπ= ≈ ∆ , ως εµβαδό επιφάνειας 

εκ περιστροφής περί τον άξονα Ox , όπου d ℓ  είναι διαφορικό τόξο της περιφέρειας  

κύκλου. Η δύναµη ( )F h θα µεταβληθεί κατά 2dF h y dπ= ⋅ ⋅ ⋅ ℓ  

Εκφράζοντας τη ( )F h µέσω µιας µεταβλητής x  και ολοκληρώνοντας από 2−  µέχρι 

2+ , βρίσκω τη δύναµη του νερού στην επιφάνεια όλης της σφαίρας. 
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Από την  εξίσωση της περιφέρειας 
2 2 4 2 ' 2 0x y yy x+ = ⇒ + = ⇒  

( )
2

2

2

2
1  1  

x x
y d y dx dx dx

y y y

−
′ ′= ⇒ = + = + =ℓ  Από το σχήµα είναι 3h x= +   

Άρα, ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

2 2
2

2
2 3 4 3 2 3 470880F x y dx x dx x

y
π π π π

− −
−

= + = + = + ⋅∫ ∫ ≃  

Η  δύναµη στη µισή άνω επιφάνεια είναι ( )
0

1 2
2 3 157000F xπ π

−
= + ≈ ⋅   

Η  δύναµη στη µισή κάτω επιφάνεια ( ) ( )
2

2 0
2 3 3 314000F x xπ π= + + = ⋅  

 

Εφαρµογή 55 

Πόση δύναµη ασκεί το νερό, σε κατακόρυφη πλάκα ηµικυκλικού σχήµατος διαµέτρου 

6 m  που η διάµετρος της βρίσκεται στην επιφάνεια του νερού; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για τη  δύναµη στη στοιχειώδη ζώνη,  είναι  ( )  dF MN x dxρ=  όπου ρ  η πυκνότητα 

του νερού 
3

1000 
kgr

m
ρ = 
 

   Από το πυθαγόρειο θεώρηµα είναι  

( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 24 2
2 2

R x R x l R x l R x
   = + ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −   
   

ℓ ℓ
 

Άρα,  
2 22  dF R x x dxρ= +    Συνεπώς,  

( ) ( ) ( )
3

1 2 2 2
22 2 2 2 2 2 3

0 0

0

2 2
2   

32 3

2

R

R R R x
F R x x dx R x d R x R

ρ
ρ ρ ρ

−−
= + = − − = − =∫ ∫  

Αντικαθιστώντας  όπου 3 R m= και 
3

1000 
kgr

m
ρ =  προκύπτει  176400F =  

 

Εφαρµογή 56 

Βρείτε τη ροπή αδρανείας του παραβολοειδούς τµήµατος, του οποίου η χορδή 

ισούται µε a  και το ύψος µε h  

Εκλέγω σύστηµα συντεταγµένων όπως φαίνεται στο σχήµα, οπότε AB a= , 

OC h= Γράφω την εξίσωση της παραβολής 2
y h Nx= − , όπου N  είναι 

προσδιοριστέος  συντελεστής. Ο συντελεστής Ν προσδιορίζεται ως εξής:   
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Το σηµείο ,0
2

α Β 
 

ανήκει στην παραβολή, άρα οι συντεταγµένες του επαληθεύουν 

τον τύπο της, συνεπώς     
2

2

4
0

4

a h
h N N

a
= − ⇒ =  άρα, 

2

2

4h
y h x

a
= −  οπότε 

2 2  
2 2

x

a
dI y x dy y h y dy= = −  

Άρα, 2 3

0

16
 

1052 2

h

x

a
I y h y dy a h= − = ⋅∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση. Το ολοκλήρωµα υπολογίζεται µε τη βοήθεια της αντικατάστασης  

h y t− =  

 

Εφαρµογή 57 

Βρείτε το κέντρο βάρους ενός ηµικύκλιου ακτίνας R  

Επειδή το σχήµα είναι συµµετρικό ως προς τον άξονα Oy  είναι  0x =  

Για την εύρεση της y , από το θεώρηµα του Πάππου είναι 2
2

V
V S y y

S
π

π
= ⋅ ⋅ ⇒ =

⋅
 

Επειδή το εµβαδόν του ηµικύκλιου είναι
21

2
S Rπ=  και ο όγκος του στερεού εκ 

περιστροφής του ηµικύκλιου (όγκος σφαίρας) είναι 
34

3
V Rπ=  προκύπτει ότι  

3

2

4
43

12 3
2

2

R
V R

y
S

R

π

π ππ π

⋅
= = =

⋅ ⋅
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