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Περίληψη 

Η εργασία, ασχολείται µε τη µελέτη και µε την εφαρµογή των τριγωνοµετρικών 

αριθµών του αθροίσµατος και της διαφοράς των τόξων και των σχετικών ταυτοτήτων, για 

τα ακέραια πολλαπλάσια των τόξων. Αρχικά, παρουσιάζεται η έννοια του τριγωνοµετρικού 

(µοναδιαίου) κύκλου και η χρήση του για την απόδειξη των βασικών ταυτοτήτων του 

ηµιτόνου, του συνηµίτονου, της εφαπτοµένης και της συνεφαπτοµένης.  

Στη συνέχεια, επεκτείνεται η ανάλυση σε πιο σύνθετες ταυτότητες που αφορούν στο 

άθροισµα τριών τόξων και στους µετασχηµατισµούς των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

από άθροισµα σε γινόµενο και αντίστροφα. Η εργασία, περιλαµβάνει πλήθος αποδείξεων 

και εφαρµογών σε προβλήµατα της τριγωνοµετρίας, µε στόχο την ουσιαστική κατανόηση 

και τη σύνδεσή µε τη γεωµετρία και µε τη φυσική. 
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Εισαγωγή 

Η τριγωνοµετρία αποτελεί έναν από τους θεµελιώδεις κλάδους των µαθηµατικών µε 

πολλές εφαρµογές στη φυσική, στη µηχανική και στην τεχνολογία διότι  παρέχει τα εργαλεία 

για τη µελέτη των φαινοµένων και των πολύπλοκων διεργασιών που επαναλαµβάνονται 

περιοδικά (ηλεκτροµαγνητικές ταλαντώσεις διαφορετικών φάσεων ή συχνοτήτων, διάδοση 

του ήχου). Η λεπτοµερής µελέτη των τύπων του αθροίσµατος και της διαφοράς των τόξων, 

επιτρέπει την ανάλυση και τον συνδυασµό των κυµατοµορφών, των ταλαντώσεων και των  

περιοδικών φαινοµένων, οδηγώντας σε βαθύτερη κατανόηση των φυσικών φαινοµένων  

ενισχύοντας τη σύνδεση της θεωρίας και των πρακτικών εφαρµογών. Ο τριγωνοµετρικός 

κύκλος αποτελεί ένα εξαιρετικά χρήσιµο εργαλείο για την κατανόηση και την απόδειξη των 

βασικών τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων. Οι ταυτότητες του αθροίσµατος και της διαφοράς 

των τόξων (για sin, cos, tan, cot) είναι θεµελιώδεις για την ανάλυση των συναρτήσεων και τη 

µελέτη των περιοδικών φαινοµένων.  

Οι τύποι των πολλαπλασίων τόξων (2α, 3α, …) και οι τύποι της µετατροπής (από 

άθροισµα σε γινόµενο και αντίστροφα) επιτρέπουν την απλοποίηση των πολύπλοκων 

εκφράσεων και βρίσκουν εφαρµογή σε προβλήµατα φυσικής, κυµάτων και ταλαντώσεων. 

Μέσα από πλήθος παραδειγµάτων και εφαρµογών, αποδεικνύεται η ισχυρή συσχέτιση αυτών 

των µαθηµατικών εννοιών µε τη γεωµετρία των τριγώνων, ιδιαίτερα σε περιπτώσεις µε 

ειδικές συνθήκες (όπως όταν το άθροισµα των γωνιών ισούται µε π ή 2π).  

Οι ταυτότητες υπό συνθήκες (όπως σε τρίγωνα), βοηθούν στη βαθύτερη κατανόηση 

των γεωµετρικών σχέσεων και οδηγούν σε γενικεύσεις και συµπεράσµατα που επεκτείνονται 

πέραν της βασικής τριγωνοµετρίας. Η τριγωνοµετρία, αποτελεί κρίσιµη γλώσσα περιγραφής 

της φύσης και της µηχανικής κίνησης. Οι ταυτότητες και οι σχέσεις των τριγωνοµετρικών 

µεγεθών, βρίσκουν άµεση εφαρµογή σε πρακτικά προβλήµατα που απαιτούν υπολογισµό 

γωνιών, αποστάσεων ή περιοδικών φαινοµένων. 

 

1. Εφαρµογές των τύπων του αθροίσµατος και της διαφοράς των  τόξων  

Οι τύποι του αθροίσµατος και της διαφοράς των τόξων, δίνουν τη δυνατότητα να 

εκφράζουµε το ηµίτονο, το συνηµίτονο και την εφαπτοµένη του αθροίσµατος ή της 

διαφοράς δύο τόξων, µέσω των τριγωνοµετρικών αριθµών των επιµέρους τόξων. Αυτή η 

ιδιότητα, επιτρέπει τη µαθηµατική περιγραφή των φαινοµένων που περιλαµβάνουν δύο ή 

περισσότερες ταλαντώσεις, διαφορετικών φάσεων ή συχνοτήτων. Στη φυσική, αυτό 

αντιστοιχεί στη σύνθεση δύο κυµατοµορφών, που έχουν διαφορετική  φάση ή συχνότητα.  

 

1.1 Στη φυσική 

Στη φυσική, οι τύποι αυτοί χρησιµοποιούνται εκτενώς στην ανάλυση των κυµατικών 

φαινοµένων και στη µελέτη των ταλαντώσεων. Για παράδειγµα, όταν δύο αρµονικά κύµατα 

της ίδιας συχνότητας αλλά διαφορετικής φάσης συµβάλλουν, τότε η συνισταµένη 

κυµατοµορφή περιγράφεται µε τη βοήθεια των τύπων του αθροίσµατος. Το πλάτος της 

συνισταµένης, εξαρτάται από τη διαφορά φάσης. Η ίδια µαθηµατική αρχή, εφαρµόζεται και 

στην περιγραφή των διακροτηµάτων. Όταν δύο κύµατα µε ελαφρώς διαφορετικές 

συχνότητες συµβάλουν, τότε το αποτέλεσµα είναι µία περιοδική µεταβολή του πλάτους, µε 

συχνότητα ίση µε τη διαφορά των συχνοτήτων.  
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1.2 Στην ηλεκτροτεχνία 

Στην ηλεκτροτεχνία, τα εναλλασσόµενα ρεύµατα και οι τάσεις, εκφράζονται συχνά 

µε ηµιτονοειδείς συναρτήσεις. Οι τύποι του αθροίσµατος και της διαφοράς των τόξων, 

χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της συνισταµένης τάσης ή του ρεύµατος όταν δύο ή 

περισσότερες πηγές εναλλασσόµενης τάσης λειτουργούν ταυτόχρονα µε διαφορετικές 

φάσεις. Αυτή η µέθοδος, επιτρέπει την ανάλυση πολύπλοκων κυκλωµάτων AC και 

φαινοµένων. Κατά τον υπολογισµό της ενεργού τιµής της στιγµιαίας τάσης σε ένα κύκλωµα 

όπου δύο πηγές εναλλασσόµενου ρεύµατος συνδέονται παράλληλα και για να βρεθεί η 

συνισταµένη κυµατοµορφή, γίνεται χρήση των τύπων του αθροίσµατος και της διαφοράς 

των τόξων. 

 

1.3 Στην τεχνολογία των επικοινωνιών 

Στην τεχνολογία των επικοινωνιών, οι τύποι του αθροίσµατος και της διαφοράς, 

είναι απαραίτητοι για τη µελέτη της διαµόρφωσης και της αποδιαµόρφωσης των σηµάτων. 

Η διαµόρφωση, επιτυγχάνεται όταν ένα σήµα χαµηλής συχνότητας (το ηχητικό) 

πολλαπλασιάζεται µε ένα σήµα υψηλής συχνότητας (το φέρον κύµα). Από τους 

τριγωνοµετρικούς τύπους, προκύπτει ότι το φάσµα του διαµορφωµένου σήµατος 

περιλαµβάνει τη φέρουσα και δύο πλευρικές ζώνες, που αντιστοιχούν στο άθροισµα και στη 

διαφορά των συχνοτήτων. 

 

1.4 Στη µηχανική 

Στη µηχανική, αυτοί οι τύποι εφαρµόζονται στην ανάλυση των δονήσεων και των 

ταλαντώσεων, σε συστήµατα όπως οι γέφυρες, οι µηχανές και οι οικοδοµές. Ο συνδυασµός 

των ταλαντώσεων (δηλαδή όταν ένα µηχανικό σύστηµα δέχεται δύο δυνάµεις ταλάντωσης, 

διαφορετικών φάσεων), περιγράφεται µέσω της χρήσης των τύπων του αθροίσµατος και της 

διαφοράς των τόξων, βοηθώντας µε τον τρόπο αυτό, στην πρόβλεψη της συµπεριφοράς των 

συστηµάτων, υπό περιοδικές διεγέρσεις, προς αποφυγή των συντονισµών και προς  

ενίσχυση της σταθερότητας. 

 

1.5 Στην οπτική 

Στην οπτική, τα φαινόµενα της συµβολής και της περίθλασης του φωτός, εξηγούνται 

µέσω των τύπων του αθροίσµατος και της διαφοράς των τόξων. Όταν δύο δέσµες του  

φωτός, µε µικρή διαφορά φάσης, συναντώνται, τότε το αποτέλεσµα (η ένταση του φωτός 

που προκύπτει) εξαρτάται από  τη διαφορά φάσης τους. Η κατανόηση αυτών των 

φαινοµένων (περιοδική εναλλαγή των περιοχών ενίσχυσης και ακύρωσης), είναι 

θεµελιώδης για όργανα όπως τα συµβολόµετρα. 
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1.5.1 Στις ταλαντώσεις 

Έστω δύο ταλαντώσεις ( )1 siny A tω= ⋅ και ( )2 siny A tω ϕ= ⋅ + . Η συνισταµένη 

ταλάντωση, προκύπτει από τη σχέση sin cos
2 2

y A t
ϕ ϕ

ω   = ⋅ + ⋅   
   

 η οποία  δείχνει ότι το 

πλάτος της συνισταµένης ταλάντωσης εξαρτάται από τη διαφορά φάσης. Όταν η φάση είναι 

µηδενική, τότε τα κύµατα ενισχύονται πλήρως, ενώ όταν η διαφορά φάσης είναι 180°, τότε 

αναιρούνται πλήρως. 

 

1.6 Στην ακουστική και στη µουσική 

Η ακουστική, ως κλάδος της φυσικής, κάνει εκτεταµένη χρήση των 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων για την περιγραφή των ηχητικών κυµάτων. Τα φαινόµενα 

των διακροτηµάτων και της ανάλυσης των σύνθετων ήχων, εξηγούνται µέσω των τύπων του 

αθροίσµατος και της διαφοράς των τόξων. Όταν δύο ήχοι µε ελαφρώς διαφορετικές 

συχνότητες συµβάλλουν, τότε δηµιουργούνται περιοδικές µεταβολές στην ένταση του ήχου. 

Αυτό το φαινόµενο, αξιοποιείται στη ρύθµιση των µουσικών οργάνων και στη δηµιουργία 

των ηχητικών εφέ. 

 

1.7 Εφαρµογές στη ναυτιλία 

Στη ναυτιλία, µεγάλο µέρος των αριθµητικών υπολογισµών γίνεται πάνω στη γήινη 

σφαίρα και όχι πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Για τον λόγο αυτό, χρησιµοποιούνται 

συστηµατικά οι τύποι της σφαιρικής τριγωνοµετρίας, µεταξύ των οποίων κεντρική θέση 

κατέχουν οι τύποι του αθροίσµατος και της διαφοράς των τόξων. Οι τύποι αυτοί, 

εµφανίζονται σε πλειάδα σχέσεων–εξισώσεων και βρίσκουν εφαρµογή:   

� στη χάραξη της πορείας του πλοίου (course calculations) 

� στον υπολογισµό των αποστάσεων, πάνω σε µέγιστους κύκλους (great–circle 

navigation) 

� στον υπολογισµό των αλλαγών της πορείας του πλοίου 

� στη ναυσιπλοΐα, µε  χρήση των άστρων (position fixing using celestial bodies) 

� στις διορθώσεις των ναυτιλιακών χαρτών 

� στους υπολογισµούς του στίγµατος (γεωγραφικό πλάτος και µήκος). 

 

1.7.1 Πλοήγηση πάνω σε µέγιστο κύκλο (Great circle navigation) 

Η πιο άµεση εφαρµογή των τύπων των τόξων, είναι στον υπολογισµό της απόστασης 

µεταξύ δύο σηµείων της γήινης επιφάνειας. Ο βασικός τύπος του µέγιστου κύκλου είναι 

( )1 2 1 2cos sin sin cos cos cosd ϕ ϕ ϕ ϕ λ= ⋅ + ⋅ ⋅ ∆  

Η δεξιά πλευρά της παραπάνω σχέσης, προκύπτει από  τον τύπο 

( )cos cos cos sin sina b a b a b− = ⋅ + ⋅  και χρησιµοποιείται για: 

� τον υπολογισµό των µεγάλων ωκεάνιων διαδροµών 

� την επιλογή της οικονοµικότερης πορείας (shortest path) 

� τον υπολογισµό των σηµείων αλλαγής της πορείας (waypoints) 

� τα αυτόµατα συστήµατα Electronic Chart Display Identity System (ECDIS) και 

Global Positioning System (GPS) 
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1.7.2 Υπολογισµός της αρχικής και της τελικής πορείας (Initial and final course) 

Για τον υπολογισµό της πορείας ενός πλοίου, κατά µήκος ενός µέγιστου κύκλου, 

ισχύει ότι 
( )2cos sin

sin
sin

C
D

ϕ λ⋅ ∆
=  

Η ποσότητα ( )sin λ∆  και η χρήση των τύπων της διαφοράς των τόξων, είναι 

απαραίτητη διότι το γεωγραφικό µήκος αλλάζει µε τη σύγκλιση των µεσηµβρινών. Η 

εφαρµογή, αφορά: 

� τον καθορισµό της πορείας από το σηµείο Α στο σηµείο Β 

� τις  διορθώσεις της πορείας στο radar / ECDIS 

� τη σύνδεση της πραγµατικής πορείας (course made good) µε την επιθυµητή πορεία 

(course over ground) 

 

1.7.3 Αστροναυτιλία (Celestial navigation) 

Στην αστροναυτιλία, η σχέση µεταξύ πλοίου – άστρου – πόλου, περιγράφεται από 

ένα σφαιρικό τρίγωνο. Το θεµελιώδες σφαιρικό τρίγωνο, έχει κορυφές: 

� το ζενίθ του πλοίου, 

� τον αστρονοµικό πόλο, 

� το προβολικό σηµείο του άστρου (GP). 

Για να βρεθεί η ανύψωση ενός άστρου (altitude), εφαρµόζεται ο τύπος 

( )sinh sin sin cos cos cos LHAϕ δ ϕ δ= ⋅ + ⋅ ⋅ , όπου 

� h: το ύψος του άστρου (µετριέται µε τη χρήση του εξάντα), 

� ϕ : το γεωγραφικό πλάτος του παρατηρητή, 

�  δ : η απόκλιση του άστρου, 

� (LHA): η τοπική ωριαία γωνία. 

Η δεξιά πλευρά της παραπάνω σχέσης, είναι εφαρµογή των τύπων του αθροίσµατος και της 

διαφοράς των γωνιών και χρησιµοποιείται για: 

� την εύρεση του γεωγραφικού πλάτους και του γεωγραφικού µήκους, 

� τον υπολογισµό intercept, 

� τη διόρθωση των µετρήσεων του εξάντα, 

� τον υπολογισµό των ναυτιλιακών γραµµών θέσης (LOPs). 

Χωρίς αυτούς τους τύπους, δε µπορεί να υπάρξει αστροπλοΐα. 

 

1.7.4 Τριγωνισµός ραντάρ – Στίγµα από αποστάσεις / διόπτευση 

Στη σφαιρική τριγωνοµετρία του ραντάρ, για τρίγωνα µε γνωστές αποστάσεις και 

γωνίες, χρησιµοποιούνται τύποι όπως  ο ( )sin sin cos cos sina b a b a b− = ⋅ − ⋅  

Αυτοί οι µαθηµατικοί τύποι, χρησιµοποιούνται όταν δίνεται η απόσταση ανάµεσα σε δύο 

σηµεία της ξηράς, όταν µετρούνται δύο διοπτεύσεις και όταν δίνονται οι γωνίες µεταξύ των 

κατευθύνσεων και πρέπει να υπολογισθούν: 

�  η  θέση του πλοίου, 

�  η αλλαγή της πορείας για την αποφυγή σύγκρουσης, 

� το CPA / TCPA (closest point of approach). 
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1.7.5 Μετατροπές µεταξύ πλάτους, απόκλισης και ανύψωσης 

Στην ναυτιλία, συχνά απαιτούνται µετατροπές των γωνιών τύπου 

( )cos cos cos sin sinϕ δ ϕ δ ϕ δ− = ⋅ + ⋅  που προέρχονται άµεσα από τον τύπο της διαφοράς 

των γωνιών και χρησιµοποιούνται για: 

� τον προσδιορισµό της ανώτερης (ή της κατώτερης) µεσηµβρινής διέλευσης ενός 

άστρου, 

� τους υπολογισµούς εύρεσης του γεωγραφικού πλάτους, από τον Ήλιο (meridian 

altitude method), 

� τη διόρθωση της στιγµιαίας θέσης, µε βάση τις χρονικές µεταβολές. 

 

1.7.6 Υπολογισµοί ανέµων και ρευµάτων (Vector navigation) 

Σε προβλήµατα όπου η πορεία του πλοίου και το drift λόγω του ανέµου ή του 

θαλασσίου ρεύµατος σχηµατίζουν γωνίες, εφαρµόζονται τύποι όπως ( )1 2cos θ θ± , 

( )1 2sin θ θ± για τον προσδιορισµό: 

� της πραγµατικής πορείας (course made good), 

� της πραγµατικής ταχύτητας (speed made good), 

� της απόκλισης λόγω των ανέµων, 

� του τριγωνικού διαγράµµατος του ρεύµατος (current triangle). 

 

1.7.7 Χρήση σε ηλεκτρονικά ναυτιλιακά συστήµατα 

Συγκροτήµατα όπως  GPS receivers, INS (inertial navigation systems), ECDIS, AIS,  

αυτόµατοι υπολογιστές της πορείας των πλοίων, χρησιµοποιούν ενσωµατωµένα σφαιρικά 

τριγωνοµετρικά µοντέλα, που βασίζονται σε τύπους του αθροίσµατος και της διαφοράς των 

τόξων για: 

� τον υπολογισµό της νέας θέσης, από την προηγούµενη θέση (dead reckoning), 

� τη διόρθωση της θέσης µε φίλτρα Kalman, 

� την πρόβλεψη της πορείας και της εκτροπής, 

� τα µοντέλα του γεωειδούς. 

 

2. Ο τριγωνοµετρικός κύκλος  

Ο τριγωνοµετρικός κύκλος, αποτελεί θεµελιώδη έννοια στα µαθηµατικά και 

ιδιαίτερα στην τριγωνοµετρία. Είναι γνωστός και ως µοναδιαίος κύκλος , έχει ως κέντρο την 

αρχή των αξόνων ( )0,0  σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, έχει ακτίνα ίση µε 1 

και ορίζεται από την εξίσωση 2 2 1x y+ =  Κάθε σηµείο ( ),P x y  στον τριγωνοµετρικό 

κύκλο, αντιστοιχεί σε µια µοναδική γωνία θ .  Αυτή η γωνία µετριέται συνήθως από τον 

θετικό ηµιάξονα Ox  µε φορά αντίθετη από αυτή των δεικτών του ρολογιού (θετική φορά). 

Επειδή η ακτίνα είναι 1, ισχύει η θεµελιώδης τριγωνοµετρική ταυτότητα 
2 2 2 2 2cos sin 1x y Rθ θ+ = + = =  
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Η έννοια του τριγωνοµετρικού κύκλου, προσφέρει τα ακόλουθα πλεονεκτήµατα 

στην κατανόηση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων και σχέσεων.   

� Επιτρέπει τη γραφική αναπαράσταση των συναρτήσεων, βοηθώντας στη 

διαισθητική κατανόηση της έννοιας της γωνίας και των µεταβολών των συναρτήσεων. 

� Παρέχει τη γεωµετρική απεικόνιση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων (ηµίτονο, 

συνηµίτονο, εφαπτοµένη, συνεφαπτοµένη, τέµνουσα, συντέµνουσα). 

� Επιτρέπει την κατανόηση της περιοδικότητας, της µονοτονίας κατά διαστήµατα 

και της µεταβολής των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, ως προς τη γωνία. 

� Αποτελεί βασικό εργαλείο στη µελέτη των κυκλικών φαινοµένων (κύµατα, 

αρµονικές ταλαντώσεις, περιοδικές κινήσεις).  

� Προσφέρει έναν ακριβή µαθηµατικό τρόπο για τον υπολογισµό των τιµών των 

συναρτήσεων, σε οποιαδήποτε γωνία. 

� Συνδέει αρµονικά τις έννοιες του κύκλου και του τριγώνου, ενώ επιτρέπει τον 

ορισµό των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων για όλες τις πραγµατικές γωνίες. 

� Χρησιµοποιείται ευρέως στη διδασκαλία και στην κατανόηση της τριγωνοµετρίας, 

διότι κάνει σαφή τη σχέση µεταξύ των µαθηµατικών εννοιών και της γεωµετρικής ερµηνείας 

τους. 

� Είναι χρήσιµος σε πληθώρα εφαρµογών σε επιστήµες (φυσική, µηχανική, 

πληροφορική, γραφικά των υπολογιστών, ανάλυση των σηµάτων) και ιδιαίτερα χρήσιµος 

σε εφαρµοσµένες υπολογιστικές µεθόδους µεγάλου πλήθους επιστηµονικών πεδίων που 

εφαρµόζονται στην ναυτική εκπαίδευση.  

 

2.1 Απόδειξη των ταυτοτήτων µε τη χρήση του τριγωνοµετρικού κύκλου 

2.1.1 Υπολογισµός του cos(α–β)     

1ος τρόπος  

Θεωρώ  τον τριγωνοµετρικό κύκλο του παρακάτω σχήµατος µε το σύστηµα αξόνων 

ΧΟΨ  Έστω δύο τόξα ΑΒ	� και ΑΓ	� µε µέτρο α,  β και Α η κοινή αρχή τους. Οι συντεταγµένες 

των σηµείων Γ, Β είναι αντιστοίχως 

Σηµείο Β
1 cosx a= ΟΓ =  και 

1 siny a= ΓΓ =  

Σηµείο Γ: 
1

cosx β′ = ΟΓ =  και 
1

siny β′ = ΓΓ =  

Σχήµα 1  Τριγωνοµετρικός κύκλος  
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Φέρνω την Β∆ κάθετη προς τη Γ1Γ. Από το ορθογώνιο τρίγωνο Β∆Γ και από το πυθαγόρειο  

θεώρηµα έχω τα ακόλουθα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( )2 22 cos cos sin sinα β α βΒΓ = − + − =  

2 2 2 22  2cos cos cos cos sin sin sin sinα β α β α β α β+ + ⋅ + + + ⋅ =  

( )2 2 cos cos sin sinα β α β− ⋅ + ⋅   

Η τιµή του τόξου ΒΓ	� είναι 2kα β π− +  ( )k ∈ ℤ    

       Φέρνω την ευθεία Χ1΄ΟΒΧ1 και επάνω σε αυτή την κάθετο Ψ1΄ΟΨ1, τις οποίες θεωρώ 

ως πρωτεύοντες άξονες για το τόξο ΒΓ	� =α β− . Από το Γ φέρνω την κάθετη ΓΓ2 προς την 

Χ΄1Χ και τότε οι συντεταγµένες των σηµείων Β, Γ είναι αντιστοίχως  οι ακόλουθες. 

 Σηµείο Β
1 1x OB′ = =  και 1 0y′ =  

  Σηµείο Γ: ( )1 2 cosx a β= ΟΓ = −  και ( )1 2 siny a β= ΓΓ = −  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΓ2Γ µε πυθαγόρειο  θεώρηµα έχω  

( ) ( )2 22 2

2 12 1

2ΒΓ =ΒΓ +Γ Γ = 1 + 0  x y− −  ή 

[ ] ( )22 2cos( ) +ΒΓ = 1 sin α β = α β − −−  

( ) ( ) ( )2 2cos α β +1 2cos α β + sin α β =−−− − ( )2 2cos α β− −   

Άρα, ( ) ( )2 2  2= 2cos cos cos sin sinα β α β α β− − − ⋅ + ⋅ , άρα  

,a β∀ ∈ ℝ  ισχύει ότι  cos( ) cos cos sin sinα β βα β α⋅ − ⋅− =  

 

2ος  τρόπος  

Από το θεώρηµα του Charles για τα µέτρα των γωνιών ισχύει ότι 

γων					 (ΟΓ������, ΟΒ������) = γων					 (ΟΧ������, ΟΒ������) - γων					 (ΟΧ������, ΟΓ������) + 2kπ   µε k∈ℤ , όπου οι τιµές των γωνιών 

αυτών εκφράζονται σε ακτίνια, άρα  γων					 (ΟΓ������, ΟΒ������)= aβ − + 2kπ  

Σύµφωνα µε τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου δύο διανυσµάτων ΟΓ	������� και ΟΒ������ , έχω ότι 

ΟΓ������. ΟΒ������ = |ΟΓ������| . |ΟΒ������| . cos (ΟΓ������, ΟΒ������), επειδή όµως 1ΟΓ = ΟΒ =
���� ����

 και cos (ΟΓ������, ΟΒ������)= 

( ) ( )os o αs βc caβ − = − , έχω ( )αcos βΟΓ ⋅ΟΒ = −
���� ����

 

Στο ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων, για το γινόµενο των διανυσµάτων ισχύει ότι 

Σχήµα 2  ∆ιαφορά τόξων α—β   
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xx yy cos cos sin sinα β α β′ ′ΟΓ ⋅ ΟΒ += = ⋅ + ⋅
���� ����

  

Από τις (α1), (α2) προκύπτει ότι ,a β∀ ∈ℝ είναι cos( ) cos cos sin sinα β βα β α⋅ − ⋅− =   

 

2.1.2 Υπολογισµός του cos (α+β) 

Επειδή η  cos( ) cos cos sin sinα β βα β α⋅ − ⋅− = ισχύει για κάθε τόξο α, β  ισχύει και όταν 

αντικαταστήσω το β  µε β−  προκύπτει ότι ( ) ( ) ( )cos cos cos sin sinα + β = α ⋅ −β + α ⋅ −β  

Επειδή ( ) ( )cos cos   sin sin−β = β και −β = − β  έχω ότι 

( ),    cos cos cos sin sinα β α β α β α β∀ ∈ + = ⋅ − ⋅  ℝ    

 

2.1.3 Υπολογισµός του sin(α+β)  

Αντικαθιστώ στην cos( ) cos cos sin sinα β βα β α⋅ − ⋅− =  το τόξο α µε το 
2

π − α 
 

και έχω 

ότι –  – –
2 2 2

cos cos cos sin sin
π π π

α β α β α β
      − = ⋅ + ⋅            

   

Επειδή   ( ) ( )– – sin
2 2

cos cos
π π

α β α β α β
    − = + = +        

 και  

–
2

cos sin
π

α α  = 
 

 και –
2

sin cos
π

α α  = 
 

  

η –  – –
2 2 2

cos cos cos sin sin
π π π

α β α β α β
      − = ⋅ + ⋅            

 γίνεται   

( ),     sin sin cos sin cosα β α β α β β α∀ ∈ + = ⋅ + ⋅  ℝ   

 

2.1.4 Υπολογισµός του sin(α–β)   

Στην ( )sin sin cos sin cosα β α β β α+ = ⋅ + ⋅ αντικαθιστώ το β  µε β−  και έχω ότι 

( ) ( ) ( )sin sin cos sin cos sin cos sin cosα β α β β α α β β α− = ⋅ − + − ⋅ = ⋅ − ⋅ , άρα  

( ) ,     sin sin cos sin cos  α β α β α β β α∀ ∈ − = ⋅ − ⋅ ℝ   

 

2.1.5 Υπολογισµός της tαn(α+β)  

Για ( ) 0cos a β+ ≠  που ισχύει όταν   
2

k
π

α β π+ ≠ +  µε k∈ℤ ,  έχω ότι 

( ) sin( ) sin cos sin cos
 
cos( ) cos cos sin sin

t n
α β α β β α

α α β
α β α β α β

+ ⋅ + ⋅
+ = =

+ ⋅ − ⋅
 (5), µε 1

2
k

π
α π≠ +  και  2

2
k

π
β π≠ +  

για 1 2,k k ∈ℤ   

∆ιαιρώ τους όρους του κλάσµατος ( ) sin cos sin cos

cos cos sin sin
t n

α β β α
α α β

α β α β
⋅ + ⋅

+ =
⋅ − ⋅

 δια cos  cosα β⋅  

και  έχω ότι   ( )

sin cos sin cos

tan tancos cos cos cos
   

cos cos sin sin 1 tan tan
cos cos cos cos

a
t n

α β β α
βα β α βα α β α β α β α β

α β α β

⋅ ⋅
+⋅ ⋅+ = + =⋅ − ⋅ − ⋅

⋅ ⋅

,   άρα ισχύει ότι 
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( ) tan tan
  

1 tan tan
t n

α β
α α β

α β
+

+
− ⋅

=  

 

2.1.6 Υπολογισµός της  tαn(α–β)   

Στην  ( ) tan tan
  

1 tan tan
t n

α β
α α β

α β
+

+
− ⋅

= , αντικαθιστώ το β  µε β−  υποθέτω ότι 

  
2

k
π

α β π− ≠ + µε k∈ℤ και έχω  ( ) tan tan( )
tαn α  β

1 tan tan( )

α β
α β
+ −

− =
− ⋅ −

  

Από tan( ) tanβ β− = −  έχω ( ) tan tan

1 tan tan
t n

α β
α α β

α β
−

−
+ ⋅

=    

 

2.1.7 Υπολογισµός της cot(α+β)  

Για ( )sin 0a β+ ≠ που ισχύει όταν kα β π+ ≠ µε k∈ℤ  και  

για sin sin 0a β⋅ ≠  που ισχύει όταν 1kα π≠  και  2kβ π≠  µε 1 2,k k ∈ℤ   

έχω ότι ( ) cos( ) cosα cosβ sin sin
cot

sin( ) sinα cosβ sin cos

α + β ⋅ − α
= =

⋅ β
α + β

α + β ⋅ + β ⋅ α
   

∆ιαιρώ τους όρους του κλάσµατος ( ) cosα cosβ sin sin

sinα cosβ sin cos
cot

α β
α β

β α
⋅ − ⋅

+
⋅ + ⋅

=  δια sin sina β⋅  

και έχω ότι ( )

cos cos sin sin

cot cot 1sin sin sin sin
cot

sin cos sin cos cot cot

sin sin sin sin

α β α β
α βα β α βα β

α β β α α β
α β α β

⋅
= −

⋅ ⋅
−⋅ ⋅+

⋅ +
⋅

=
⋅
⋅

,    

Άρα, ( ) cot cot 1
cot

cot cot

α β
α β

α β
⋅ −

+
+

=    

 

2.1.8  Υπολογισµός της cot(α–β)  

Στην  ( ) cot cot 1
cot

cot cot

α β
α β

α β
⋅ −

+
+

=  θέτω όπου β  το β−  και έχω ότι

( ) ( ) 1 1

( ) cot

cot cot cot cot
cot

cot cot cot

α β α β
α β

α β β α
⋅ ⋅

=
+

− =
− −

+ − −
,  

Άρα,   ( ) cot cot 1
cot

cot cot

α β
α β

β α
⋅ +

−
−

=  όταν kα β π− ≠  και 1kα π≠  και  2kβ π≠  µε 

1 2, ,k k k ∈ℤ  

Μερικές περιπτώσεις των ταυτοτήτων της εφαπτοµένης του αθροίσµατος και της διαφοράς 
των τόξων  

Αν 
4

π
β = , τότε tan 1

4

π
=  και από τις ( ) tan tan

  
1 tan tan

t n
α β

α α β
α β
+

+
− ⋅

=  και 

( ) tan tan

1 tan tan
t n

α β
α α β

α β
−

−
+ ⋅

= έχω αντιστοίχως ότι 
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�

tan tan
1 tan4

tan
4 1 tan1 tan tan

4

π
α

π α
α

π αα

 +   +   + = =  −  − ⋅
, για  

4
k

π
α π≠ + , 1  

2
k

π
α π≠ +  µε 1 2,k k ∈ℤ   

�

tan tan
1 tan4

tan
4 1 tan

1 tan tan
4

π
α

π α
α

π αα

  −  −   − = =  +   + ⋅  
 

, για 2  
4
k

π
α π≠ + ,  3  

2
k

π
α π≠ +  µε 2 3,k k ∈ℤ  

Παρακάτω, παρουσιάζεται συνοπτικός πίνακας των ταυτοτήτων τριγωνοµετρικών αριθµών 

αθροίσµατος και διαφοράς τόξων.  

Τύπος Σχέση 

( )sin a β±  sin cos cos sina aβ β⋅ ± ⋅  

( )cos a β±  cos cos sin sina aβ β⋅ ⋅∓  

( )tan a β±  tan tan

1 tan tan

a

a

β
β

±
⋅∓

 

 

2.2 Εφαρµογές 

Εφαρµογή 1 

Αν 0
2

π
α< < , 

2

π
β π< <  και 

3

5
sinα = , 

9

41
sinβ =  υπολογίστε τις παραστάσεις 

( )sin α β− , ( )cos α β+ ,  ( )tan α β− ,  ( )cot α β+  

Λύση 

Επειδή  0
2

π
α< < , 

2

π
β π< <  έχω ότι 

�
2cos 1 sinα = − α =

2
3

1
5

 − 
 

=
4

5
,    

� 
2

2
9 40

1
41 4

cos 1
1

sinβ β  − = 
 

= − =  

Άρα,  �

3
35

4 4

5

tanα = = ,  �

9
941

40 40

41

tanβ = =
− −

, �
4

3
cotα = , �

40

9
cotβ =

−
άρα,  

� ( ) 40 3 9 187

41 5 41 205

4

5
sin sin cos sin cosα β α β β α

− −
− =− = ⋅ − ⋅ =  

� ( ) tan tan
tαn α  β = 

1 t

3 9
1564 40

3 9 133an tan
1

4 40

α β
α β

−
−

=
− +  

 

−
− =

+ ⋅
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� ( )

4 40
1

1873 9

4 4

1

0 84

3 9

cot cot
cot

cot cot

α β
α β

α β

−  − ⋅  = = =
− +  



−
+



+  

Εφαρµογή 2 

Υπολογίστε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς των τόξων 15ο και 75ο   

Λύση 

Επειδή 15 +75=90, έχω ότι 

� sin15=cos75=cos(45+30)=cos45 cos30–sin30 sin45= 
2 3 2 1

. .
2 2 2 2

− = 
6 2

4

−
 

� cos15=sin75=sin(45+30)=sin45 cos30+sin30 cos45  =
2 3 2 1

. .
2 2 2 2

+ = 
6 2

4

+
 

� tan15=cot75= 
cos75 6 2

2 3
sin 75 6 2

−
= = −

+

�

�
 

� cot15=tan75= 
sin 75 6 2

2 3
cos75 6 2

+
= = +

−

�

�
 

 

Εφαρµογή 3 

∆είξτε ότι α,β∀ ∈ℝ  είναι sin(α+β) sin(α–β)=sin2α–sin2β=cos2 β–cos2α 

Λύση 

sin(α+β) sin(α–β)= 

(sinα cosβ+sinβ cosα) (sinα cosβ–sinβ cosα)= 

sin2α cos2 β–sin2β cos2α=  

sin2α (1– sin2β)–sin2β (1– sin2α)= 

sin2α–sin2α sin2β–sin2β+sin2α sin2β = 

sin2α–sin2β= 

1–cos2α–(1–cos2 β)= 

cos2β+cos2 α 

 

Εφαρµογή 4  

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α, β, γ και γωνίες Α, Β, Γ δείξτε ότι 

Α=α sin(Β–Γ)+β sin(Γ–Α)+γ sin(Α–Β)=0     

Λύση 

Επειδή α=2R sinA=2R sin(Β+Γ) είναι 

α sin(Β–Γ)=2R sin (Β+Γ) sin(Β–Γ)=2R(sin2B–sin2Γ) 

οµοίως µε κυκλική εναλλαγή των γραµµάτων είναι 

Α=2R (sin2B–sin2Γ)+2R(sin2Γ–sin2Α)+2R(sin2Α–sin2Β) = 

     2R(sin2B–sin2Γ+sin2Γ–sin2Α+sin2Α–sin2Β)=2R 0=0 

3. Ταυτότητες υπό συνθήκες  

3.1 Ταυτότητα 1 

Αν α β γ π+ + =  µε  
2

k
π

α π≠ +  και  1  
2

k
π

β π≠ + και  2  
2

k
π

γ π≠ +  είναι  

tanα+tanβ+tanγ=tanα tanβ tanγ   
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Απόδειξη  

Από    α β γ π α β π γ+ + = ⇒ + = −  άρα  

( ) ( ) tan tan
  

1 tan tan
tan tan tan tan

α β
α β π γ γ γ

α β
+

+ = − = − ⇒ = − ⇒
− ⋅

tanα+tanβ+tanγ=tanα tanβ 

tanγ 

 

Αντιστρόφως 

Αν για τις γωνίες ισχύει ότι tanα+tanβ+tanγ=tanα tanβ tanγ, τότε ποια σχέση τις συνδέει;.  

Απόδειξη  

 tanα+tanβ+tanγ=tanα tanβ tanγ⇒ tanα+ tanβ=–tanγ(1–tanα tanβ)   

Αν   1–tanα tanβ=0 ⇔ tanα tanβ=1 τότε tanα+tanβ=0 ⇔ tanα=–tanβ , η οποία δε συµβιβάζεται 

µε την tanα tanβ=1, άρα 1–tanα tanβ ≠ 0, άρα 
tan tan

tan
1 tan tan

α + β
= − γ ⇔

− α ⋅ β
 tan(α+β)= –

tanγ=tan(π–γ) ⇔ α+β=π–γ+ν π⇔α+β+γ=π+ν π= (ν+1)π=k π, k∈ℤ  

Άρα, οι  γωνίες συνδέονται µε τη σχέση α+β+γ= k π , k∈ℤ  

 

3.2 Ταυτότητα 2  

Αν οι γωνίες α, β, γ µε α+β+γ=π,  τότε 2 2 2 2 1cos cos cos cos cos cosα β γ α β γ+ + + ⋅ ⋅ =    

Απόδειξη  

Από   α + β + γ = π ⇒ α + β = π − γ  άρα 

( ) ( )  

  

 

cos cos cos

cos cos sin sin cos

cos cos cos sin sin

α β π γ γ

α β α β γ
α β γ α β

+ = − = − ⇔

⋅ − ⋅ = − ⇔

⋅ + = ⋅

 

υψώνοντας και τα δύο µέλη στο τετράγωνο έχω ότι 

( )2 2 2 2 2 2 2( ) 2 1 1cos cos cos cos cos cos sin sin cos cosα β γ α β γ α β α β⋅ + + ⋅ ⋅ = ⋅ = − − =  

2 2 2 2 2 2 21   2 1cos cos cos cos cos cos cos cos cos cosα β α β α β γ α β γ− − + ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ =  

 

Αντιστρόφως  

Αν  2 2 2 2 1cos cos cos cos cos cosα β γ α β γ+ + + ⋅ ⋅ = , µε ποια σχέση συνδέονται αυτές οι 

γωνίες;  
Απόδειξη  

Η σχέση γράφεται ( )2 2 21 2 1 0cos cos cos cos cos cosγ α β γ α β⋅ + ⋅ ⋅ + + − =  

Το 1ο µέλος  της ισότητας, µπορεί να θεωρηθεί τριώνυµο ως προς cosγ. Αν ∆ είναι η 

διακρίνουσα, τότε είναι 

 2 2 2 2 2 2 2 2cos cos cos cos 1 (1 cos )(1 cos ) sin sin
4

α β α β α β α β
∆

= ⋅ − − + = − − = ⋅  

Άρα, οι ρίζες του τριωνύµου είναι ( )cos  cos . cos sin . sin cos   ,γ = − γ β ± α β = − α ± β  

Άρα ( ) ( )  2  2  1k kα β π γ π α β γ π± = ± − + ± ± ± = + , k∈ℤ  

Σηµείωση Τα διπλά σηµεία είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους  
Οµοίως, µπορώ να δείξω ότι, αν οι γωνίες α, β, γ επαληθεύουν την ισότητα 

2 2 2 2 1cos cos cos cos cos cosα β γ α β γ+ + + ⋅ ⋅ = , τότε αυτές συνδέονται µε τις σχέσεις  
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2a kβ γ π± ± = , k∈ℤ  

 

3.3 Ταυτότητα 3 

Αν µεταξύ των κύριων στοιχείων ενός τριγώνου ΑΒΓ µε πλευρές α, β, γ είναι 2 cosα β= ⋅ Γ
τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

Απόδειξη  

                

2  

2 2 2  

2

cos

R sinA R sinB cos

sinA sinB cos

α β= ⋅ Γ⇔

⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ Γ⇔

= ⋅ Γ

   

Επειδή ( ) sin sinA BπΑ + Β + Γ = ⇒ = + Γ , η  2sinA sinB cos= ⋅ Γ γίνεται 

 
( ) 2  

 2

sin sinB cos

sinB cos sin cosB sinB cos

Β + Γ = ⋅ Γ ⇔

⋅ Γ + Γ ⋅ = ⋅ Γ ⇔
 

 
0 

–

sinB cos sin cosB

B kπ

⋅ Γ − Γ ⋅ = ⇔

Γ =
 

όπου k∈ℤ   Επειδή Β, Γ είναι γωνίες επίπεδου τριγώνου πρέπει να είναι 0k = , άρα Β – Γ= 

0, δηλαδή πρέπει Β=Γ άρα, το τρίγωνο είναι ισοσκελές.  

 

4. Τριγωνοµετρικοί αριθµοί του αθροίσµατος τριών τόξων   

4.1 Υπολογισµός του sin(α+β+γ)  

( ) ( )( )sin sinα + β + γ = α + β + γ =  

( ) ( )sin cos cos sinα + β ⋅ γ + α + β ⋅ γ =   

( ) ( )sin cos cos sin cos cos cos sin sin sinα ⋅ β + α ⋅ β γ + α ⋅ β − α ⋅ β γ =  

sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sinα ⋅ β ⋅ γ + α ⋅ β ⋅ γ + α ⋅ β ⋅ γ − α ⋅ β ⋅ γ  

Άρα, α,β∀ ∈ℝ , ισχύει ότι 

( ) sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sinsin α β γ α β γ α β γ α β γ α β γ+ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  

 

4.2 Υπολογισµός του cos(α+β+γ)  

( ) cos( ) cos sin( ) sincos α β γ α β γ α β γ+ + = + ⋅ − + ⋅ =

(cos cos sin sin ) cos (sin cos cos sin ) sinα β α β γ α β α β γ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =  

cos cos cos cos sin sin sin cos sin sin sin cosα β γ α β γ α β γ α β γ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  

 

4.3 Υπολογισµός της tan(α+β+γ) 

( ) ( )
( )

sin

cos
tan

α β γ
α β γ

α β γ
+ +

+ + = =
+ +

 

sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sin

cos cos cos cos sin sin sin cos sin sin sin cos

α β γ α β γ α β γ α β γ
α β γ α β γ α β γ α β γ

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

 

Πρέπει ( ) 0cos α β γ+ + ≠ ,  άρα  
2

k
π

α β γ π+ + ≠ + ,   k∈ℤ   

Πρέπει cos cos cos 0α β γ⋅ ⋅ ≠ , άρα 1  
2

k
π

α π≠ + ,  2  
2

k
π

β π≠ + , 3  
2

k
π

γ π≠ + µε 1 2 3, ,k k k ∈ℤ  
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∆ιαιρώ αριθµητή και παρονοµαστή δια cos cos cosα β γ⋅ ⋅  και προκύπτει ότι  

( ) tan tan tan tan tan tan

1 tan tan tan tan tan tan
tan

α β γ α β γ
α β γ

α β β γ γ α
+ + − ⋅ ⋅

+ + =
− ⋅ − ⋅ − ⋅

 

 

4.4 Υπολογισµός της cot(α+β+γ) 

Αν  ( )sin 0α β γ+ + ≠ , που ισχύει για kα β γ π+ + ≠  µε k∈ℤ τότε  

( ) ( )
( )

cos
cot

sin

α β γ
α β γ

α β γ
+ +

+ + = =
+ +

 

cos cos cos cos sin sin sin cos sin sin sin cos

sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sin

α β γ α β γ α β γ α β γ
α β γ α β γ α β γ α β γ

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

 

Πρέπει ( )sin 0α β γ+ + ≠ , που ισχύει για  
2

k
π

α β γ π+ + ≠ +  µε k∈ℤ   

Πρέπει sin sin sin 0α β γ⋅ ⋅ ≠ , που ισχύει για 1  kα π≠ , 2  kβ π≠ ,  3  γ ≠ κ π µε   1 2 3, ,k k k ∈ℤ  

∆ιαιρώ αριθµητή και παρονοµαστή δια sin sin sinα β γ⋅ ⋅  και προκύπτει ότι 

( ) sec sec sec sec sec c sec
cot

sec sec sec sec sec sec 1

α β γ α β γ
α β γ

β γ γ α α β
⋅ ⋅ − − −

+ + =
⋅ + ⋅ + ⋅ −

 

 

Εφαρµογή 5 

Αν 
1 2 1

tan ,  tan ,  tan
12 5 3

α β γ= = =  δείξτε ότι 
4

k
π

α β γ π+ + = +  µε k∈ℤ  

Απόδειξη 

Στην ( ) tan tan tan tan tan tan

1 tan tan tan tan tan tan
tan

α β γ α β γ
α β γ

α β β γ γ α
+ + − ⋅ ⋅

+ + =
− ⋅ − ⋅ − ⋅

 αντικαθιστώ και βρίσκω 

ότι ( )tan α+β+γ =1=tan
4

π 
 
 

 άρα, 
4

k
π

α β γ π+ + = +  , k∈ℤ  

 

 5. Τριγωνοµετρικοί αριθµοί ακέραιων πολλαπλασίων τόξων 

Θα αποδείξω τις σχέσεις για τον υπολογισµό των τριγωνοµετρικών αριθµών των τόξων  2α, 

3α, …,να,   ν ∈ℤ , όταν γνωρίζω τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς ενός τόξου α 

   

5. Τριγωνοµετρικοί αριθµοί του τόξου 2α  

5.1 Υπολογισµός του sin(2α)  

Από την  sin(α+β)= sinα cosβ+sinβ cosα, θέτω όπου β το α και έχω ότι  sin(α+α)=sinα cosα+ 

sinβ cosα ή sin(2α)=2sinα cosα   

 

5.2 Υπολογισµός του cos(2α)  

Από  cos(α+β)=cosα cosβ–sinα sinβ, θέτω όπου β το α και έχω   

cos(α+α)=cosα cosα–sinα sinα ή 

cos(2α)=cos2α–sin2α=1–sin2α–sin2α=1–2sin2α, επίσης 

cos(2α)=cos2α–sin2α=cos2α–(1–cos2α )= 2cos2α–1  
Άρα, cos(2α)=1–2sin2α=2cos2α–1=cos2α–sin2α   
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5.3 Υπολογισµός του tan(2α)  

Στην ( ) tan tan
  

1 tan tan
t n

α β
α α β

α β
+

+ =
− ⋅

, θέτω όπου β το α και έχω ότι 

( )
2

tan tan 2 tan
  

1 tan tan 1 ta
t

n
an

α α α
α α

α α α
+

+ = =
− ⋅ −

, όταν   
2

k
π

α π≠ + , 1  
4

k
π

α π≠ + , µε 
1 2,k k ∈ℤ  

 

5.4 Υπολογισµός του cot(2α)  

Στην ( ) cot cot 1
cot

cot cot

α β
α β

α β
−

+
⋅

+ = , θέτω όπου β το α και έχω ότι 

( )
2cot cot 1 cot

cot
cot cot 2cot

1α α α
α α

α α α
−

=
−

+ =
⋅
+

 , όταν  kα π≠ , 1  
2

k
π

α π≠ + , µε 1 2,k k ∈ℤ  

 

5.5 Τριγωνοµετρικοί αριθµοί του τόξου (3α)  

� sin(3α)=sin(2α+α)= 

sin(2α) cosα+sinα cos(2α) =   

2 sinα cosα cosα+sinβ(1–2 sin2α) = 
2sinα cos2α+sinα–2sin3α=  

2sinα (1–sin2α)+sinα–2sin3α =  

2sinα–2sin3α+sinα–2sin3α=3sinα–4sin3α 

 

� cos(3α)=cos(2α+α)= 

cos(2α) cosα–sin(2α) sinα=  

(2cos2α–1)cosα–2sin2α cosα= 

2cos3α–cosα–2cosα+2cos3α=  

4cos3α–3cosα  

 

� ( ) ( )
3

2

3tαnα tαn α
tαn 3 tαn 2α + α =

1 3tαn α
α

−
−

=  όταν 3   
2 3 6

k k
π π π

α π α≠ + ⇒ ≠ + , 1  
6

k
π

α π≠ + , µε 

1,k k∈ℤ  

 

� ( ) ( )
3

2

sec α 3secα
3 2

3sec α 1
cot cotα α α

−
= =+

−
όταν  2 23

3
k k

π
α π α≠ ⇒ ≠ , 3

3
k

π
α π≠ + , µε 

2 3,k k ∈ℤ  

 

5.6 Τύποι του Simpson 

Από sin(α+β)+sin(α–β)=2sinα cosβ    είναι  sin(α+β)=2sinα cosβ–sin(α–β) 

Από cos(α+β)+cos(α–β)=2cosα cosβ  είναι  cos(α+β)=2cosα cosβ–cos(α–β)  

Αν θέσω όπου α το (µα) και όπου β το α, βρίσκω 

sin((µ + 1)α)=2sin(µα) cosα–sin((µ – 1)α)   
cos((µ+1)α)=2cos(µα) cosα–cos((µ - 1)α)   

Από τους παραπάνω τύπους για µ=1, 2, 3, 4, 5, 6… µπορώ να υπολογίζω τα ηµίτονα 

και τα συνηµίτονα των πολλαπλάσιων τόξων.  
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5.7 Εφαρµογές 

Εφαρµογή 6  

Υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών των γωνιών 18ο, 36ο , 54ο , 72ο  

Λύση 

Έχω διαδοχικά 36+54=90 ⇔ 36 =90–54 ⇔   

sin(36)=sin(90–54) ⇔  

sin(2 18)=cos(3 18) ⇔   

2sin(18) cos(18)=4cos318– 3cos18 ⇔  

2sin18= 4cos2(18)–3 ⇔  

4sin2(18)+2sin(18)=1 ⇔  

4sin2(18)+2sin(18)
1 5
 
4 4

+ = ⇔  

0 1 5
2sin18  

2 4

 + = ⇔ 
 

0 01 5
2sin18  sin18 0,3090

2 2
+ ⇔= ≃ � 

Άρα,  cos218=1–sin218=

2

5 1 10 2 5
1

4 16

 + +
− = ⇒  

 
� cos18o 1

10 2 5
4

= +  

�

0
0

0

sin18 25 10 5
tan18

cos18 5

−
= =  

Από cos(2α)=1–2sin2α, για α=18, έχω cos36=1–2sin218

2

5 1 5 1
1 2

4 4

 + +
= − = 

 
και 

�

2

0 2 0 5 1 1
sin 36 1 cos 36 1 10 2 5

4 4

 +
= − = − = −  

 
και άρα  

�

0
0

0

sin 36
tan 36 5 2 5

cos36
= = −  

Επειδή 18+72=90 και 36+54=90 προκύπτει ότι 

� sin72=cos18
1

10 2 5
4

= +   � sin36=cos54
1

10 2 5
4

= −  

� sin18=cos72
5 1

4

−
=    � sin54=cos36

5 1

4

+
=  

� tan18=cot72
25 10 5

5

−
=               � tan36=cot54 5 2 5= −  

� cot18=tan72 5 2 5= +    � cot36=tan54
1

5 2 5
=

−
 

Εφαρµογή 7 

Υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών της γωνίας (2α), από την tanα  

Λύση 

Από  cos2α = 
2

1

1 tan+ α
 και sin2α 

2

2

tan

1 tan

α
=

+ α
 , αν  

2
k

π
α π≠ + µε k∈ℤ , έχω  
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� ( ) 2

2 2

1 2 tan
sin 2 2sin cos 2 tan cos 2 tan

1 tan 1 tan

α
α α α α α α

α α
= ⋅ = ⋅ = =

+ +
 

� ( )
2 2

2 2

2 2 2

1 tan 1 tan
cos 2 cos sin

1 tan 1 tan 1 tan

α α
α α α

α α α
−

= − = − =
+ + +

 

� ( ) ( )
( ) 2

sin 2 2 tan
tan 2

cos 2 1 tan

α α
α

α α
= =

−
,  αν 1  

2 4
k

π π
α ≠ + , 2

4
k

π
α π≠ ± µε 

1 2,k k ∈ℤ  

� ( )
21 tan

cot 2
2 tan

α
α

α
−

= , αν ( )32 1
2

k
π

α ≠ + , 4  
2

k
π

α π≠ + µε 
3 4,k k ∈ℤ  

 

Εφαρµογή 8 

Υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών της γωνίας α, από την tan
2

α 
 
 

 

Λύση 

 Στους παραπάνω τύπους,  αντικαθιστώ τη γωνία α µε 
2

α 
 
 

και προκύπτει ότι 

� 
2

2 tan
2

sin

1 tan
2

α

α
α

 
 
 =

 +  
 

  �

2

2

1 tan
2

cos

1 tan
2

α

α
α

 −  
 =
 +  
 

 �
2

2 tan
2

tan

1 tan
2

α

α
α

 
 
 =

 −  
 

  

� 

21 tan
2

cot

2 tan
2

α

α
α

 −  
 =

 
 
 

 

Οι τύποι του sinα  και του cosα , ορίζονται όταν 2kα π π≠ ± µε k∈ℤ  

Ο τύπος της tanα, ορίζεται όταν ( )12 1
2

k
π

α ≠ + , 22
2

k
π

α π≠ ±  µε 1 2,k k ∈ℤ  

Ο τύπος της cotα , ορίζεται όταν ( )3
1kα π≠ + ,  42

4
k

π
α π≠ ± µε 3 4,k k ∈ℤ  

 

Υπολογισµός τριγωνοµετρικών αριθµών γωνίας α από το cosα  

Από cos(2α)=1–2 sin2α και cos(2α)=2cos2α–1 προκύπτουν τα παρακάτω. 

� 
( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2

sin
2 2 2

cos cos cos
sin sin

α α α
α α α

− − −
= ⇔ = ⇔ = ±  

� 
( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2

cos co os
2

c s
2 2

cos cos cos
a

α α α
α α

+ + +
= ⇔ = ⇔ = ±  

Επίσης, ισχύουν τα παρακάτω. 
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�
( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
2

2

1 2 1 2 1 2sin
tan tan tan

cos 1 2 1 2 1 2

cos cos cos

a cos cos cos

α α αα
α α α

α α α
− − −

= = ⇔ = ⇔ = ±
+ + +

,  

2
k

π
α π≠ ±   

�
( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
2

2

1 2 1 2 1 2cos
cot cot cot

sin 1 2 1 2 1 2

cos cos cos

a cos cos cos

α α αα
α α α

α α α
+ + +

= = ⇔ = ⇔ = ±
− − −

, 

1kα π≠  µε 1 2,k k ∈ℤ  

Οι παραπάνω σχέσεις,  οδηγούν στα εξής ζεύγη λύσεων για sinα  και cosa   

( )

( )

1 cos 2α
sinα =

2

1+ cos 2α
cosa =

2

 −
 
 
 
 
  

, 

( )

( )

1 cos 2α
sinα =

2

1+ cos 2α
cosa =

2

 −
− 

 
 
 

−  

, 

( )

( )

1 cos 2α
sinα =

2

1+ cos 2α
cosa =

2

 −
 
 
 
 

−  

,   

( )

( )

1 cos 2α
sinα =

2

1+ cos 2α
cosa =

2

 −
− 

 
 
 
  

    

 

Εφαρµογή 9 

Υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών της γωνίας 
2

α 
 
 

, από το cosα  

Λύση 

 Στους παραπάνω τύπους, αντικαθιστώ την γωνία α µε 
2

α 
 
 

και προκύπτουν 

� 
1 cos

sin
22

α α 
 

−
= ±

 
                 �

1 cos
cos

22

α α 
 

+
= ±

 
  

�
1 cos

tan
1 cos2

αα
α

−
= ±

 +
 



                 � 
1 cos

cot
2 1 cos

α α
α

+  = ±  − 
     

Οι παραπάνω σχέσεις,  οδηγούν στα εξής ζεύγη λύσεων για sinα  και cosa   

 

 

1 cos
sin

2 2

1 cos
cos

2 2

α α

α α

 −  =  
   
 

+  =    

,           

1 cos
sin

2 2

1 cos
cos

2 2

α α

α α

 −  = −  
   
 

+  = −    

,  
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1 cos
sin

2 2

1 cos
cos

2 2

α α

α α

 −  =  
   
 

+  = −    

,        

1 cos
sin

2 2

1 cos
cos

2 2

α α

α α

 −  = −  
   
 

+  =    

     

 

Εφαρµογή 10 

Υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών της γωνίας 22,5ο  

Λύση 

 Επειδή  0<22,5<90, προκύπτει ότι οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί είναι θετικοί.  

� 

2
1

1 cos45 12sin 22,5 2 2
2 2 2

−−
= = = −

�

�  

� 

2
1

1+ cos45 12cos22,5 = 2 2
2 2 2

+
= = +

�

�  

�
2 2 4 2 2

tan 22,5 2 1
2 2 2 22 2

− −
= = = = −

+ ++

�  

�
1 2 1

cot22,5 2 1
2 12 1

+
= = = +

−−
�  

 

Εφαρµογή 11 

Υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών της γωνίας 165ο  

Λύση 

Η γωνία  των  165 είναι στο 2ο τεταρτηµόριο, άρα έχει θετικό ηµίτονο και αρνητικό 

συνηµίτονο. Επειδή 
0

0 330
165

2
= , ισχύουν οι παρακάτω τύποι. 

�

3
1

1 cos330 12sin165 2 3
2 2 2

−−
= = = −

�

�  

�

3
1

1 cos330 12cos165 2 3
2 2 2

++ −
= − = − = −

�

�  

�
sin165

tan165 3 2
cos165

= = −
�

�

�
          � ( )cos165

cot165 2 3
sin165

= = − +
�

�

�
 

 

Εφαρµογή 12 

∆είξτε ότι 2 2 2 23 5 7 3
sin sin sin sin

8 8 8 8 2

π π π π       Α = + + + =       
       

 

Λύση 
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 Επειδή 
7

8 8

π π
+ = π  και 

3 5

8 8

π π
+ = π , προκύπτει ότι 

7
sin sin

8 8

π π   =   
   

 και

3 5
sin sin

8 8

π π   =   
   

 οπότε η Α δίνει διαδοχικά   

2 2

2 2

3
1 cos 1 cos

3 4 4
2sin 2sin 2 2

8 8 2 2

π π
π π

      − −             Α = + =   +   =   
       

   
   

 

2 2

2 2
1 1

2 22 2
2 2

   
− +   

+ =   
      
   

 

( ) ( )2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 4 2 4 2 4 2 12 3

16 16 8 8 8 4

− + + − + +
+ = + = =  

 

Εφαρµογή 13 

∆είξτε  ότι η ( ) ( )2 2 2cos cos 120 cos 120α α αΒ = + + + − , είναι ανεξάρτητη από το τόξο α  

Λύση 

( ) ( ) ( )1 cos 2 1 cos 2 240 1 cos 2 240

2 2 2

α α α+ + + + −
Β = + + = = 

( ) ( ) ( )3 1
cos 2 cos 2 240 cos 2 240

2 2
α α α+ + + + − =    

( ) ( )3 1
cos 2 2cos 2 cos240

2 2
α α+ + ⋅ =    

( ) ( ) ( )3 1
cos 2 2cos 2 cos60

2 2
α α+ + ⋅ − =    

( ) ( )3 1 1 3 1 3
cos 2 2 cos 2 0

2 2 2 2 2 2
α α + − = + =  

 

 

Εφαρµογή 14 

Υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών της γωνίας α, από τους 

τριγωνοµετρικούς αριθµούς της γωνίας 
2

α
 

Λύση 

 Παίρνω τους παρακάτω τύπους για τη γωνία 2a  

� ( )sin 2 2sin cosa a a= ⋅            � 2 2 2 2cos(2 ) cos sin 1 2sin 2cos 1a a a a a= − = − = −  

�
2

2 tan
tan(2 )

1 tan

a
a

a
=

−
               �

2cot 1
cot(2 )

2cot

a
a

a

−
=  
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Στους παραπάνω τύπους όπου α, θέτω 
2

α
 οπότε προκύπτουν οι παρακάτω τύποι. 

� 2  
2 2

sin sin cos
α α

α    = ⋅   
   

  

�
2 2 2 2

1 2   2   1   –   
2 2 2 2

cos sin cos cos sin
α α α α

α        = − = − =       
       

  

� 
2

2  
2

  

1  
2

tan

t n

tan

α

α α
α

 
 
 =

 −  
 

             �

2 α
cot 1

2
cotα =

α
2cot

2

  − 
 

 
 
 

 

 

Εφαρµογή 15 

∆είξτε ότι 
1 sin cos

tan
1 sin cos 2

θ θ θ
θ θ

+ −
Α = =

+ +
 

Λύση 

 

2 2

22

1 2sin cos 1 2sin 2sin cos 2sin
2 2 2 2 2 2

2sin cos 2cos1 2sin cos 2cos 1
2 2 22 2 2

θ θ θ θ θ θ  

θ θ θθ θ θ   

            + ⋅ − − ⋅ +                        Α = = =
             ⋅ ++ ⋅ + −                        

  

 

sin cos sin sin
2 2 2 2

tan
2

coscos sin cos
22 2 2

θ θ θ θ 
θ

θθ θ θ   

        +                  = =            +                

 

 

Εφαρµογή 16 

∆είξτε ότι 2 1 sin
tan

4 2 1 sin

π + + =  − 

θ θ
θ

 

Λύση 
2

2 2

2

2 2 2

sin
2

1

tan tan 1 tan cos
4 2 2 2

tan
4 2

1 tan tan 1 tan sin
4 2 2 2

1

cos
2

θ

π θ θ θ
π θ

π θ θ θ

θ

  
   + 

           + +                          + = = = = 
              − −                       − 

      
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2

2 2

2
2 2

cos sin cos sin 2cos sin
1 sin2 2 2 2 2 2

1 sin
cos sin 2cos sincos sin

2 2 2 22 2

θ θ θ θ θ θ
θ

θ θ θ θ θθ θ

            + + + ⋅             +            = =
−            + − ⋅       −                

 

 

Εφαρµογή 17 

Υπολογισµός της tan
2

α 
 
 

, από την tan a  

Λύση 

 Από  
2

2 tan
2

  

1 tan
2

t n

α

α α
α

 
 
 =

 −  
 

 προκύπτει ότι 2tan tan 2 tan tan 0
2 2

α α
α α   ⋅ + − =   

   
 άρα,  

21 1 tan
tan

2 tan

α α
α

− ± +  = 
 

    

∆ιερεύνηση της παραπάνω σχέσης 

� Όταν 0
2

π
< α <  τότε tan 0α > ,   tan 0

2

α  > 
 

 και 
21 1 tan

tan
2 tan

α α
α

− + +  = 
 

 

� Όταν  
2

π
< α < π , τότε tan 0α < ,   tan 0

2

α  > 
 

 και 
21 1 tan

tan
2 tan

α α
α

− − +  = 
 

 

� Όταν  
3

2

π
π < α < , τότε tan 0α > ,  tan 0

2

α  < 
 

 και 
21 1 tan

tan
2 tan

α α
α

− − +  = 
 

 

� Όταν  
3

2
2

π
< α < π , τότε tan 0α < ,  tan 0

2

α  < 
 

 και 
21 1 tan

tan
2 tan

α α
α

− + +  = 
 

 

 

Εφαρµογή 18 

Από την tan 4800 3= − , υπολογίστε την tan2400  

Λύση 

Είναι ( ) ( )tan2400 tan 360 6 240 tan240 tan 180 + 60 tan60 3= ⋅ + = = = =  

 

6. Μετασχηµατισµοί των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

Περιλαµβάνονται οι αποδείξεις των τύπων µε τους οποίους µια παράσταση 

αθροίσµατος   ή διαφοράς των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, µετασχηµατίζεται σε 

γινόµενο και  αντίστροφα. 

 

6.1 Μετασχηµατισµός του αθροίσµατος ή της διαφοράς δύο οµώνυµων 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, σε γινόµενο ή πηλίκο 

Από τις γνωστές ταυτότητες  

� sin(α+β)=sinα cosβ+sinβ cosα   

� cos(α+β)=cosα cosβ–sinα sinβ   
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� sin(α–β)=sinα cosβ–sinβ cosα   

� cos(α–β) = cosα.cosβ+sinα.sinβ 

προσθέτοντας και αφαιρώντας κατά µέλη, βρίσκω  

� sin(α+β)+sin(α–β)=2sinα cosβ    

� sin(α+β) –sin(α–β)=2sinβ cosα    

� cos(α+β)+cos(α–β)= 2cosα cosβ    

� cos(α+β) –cos(α–β)=2sinα sinβ=sinα sin(–β)  

Θέτω

2

2

2

α

α β
β

α β

β

Α + Β = 
 + = Α  Α − Β 

⇔ =   
− = Β   

Β − Α − =  

οπότε από τις παραπάνω ταυτότητες, προκύπτουν οι 

ακόλουθες 

� sin sin 2sin cos
2 2

Α + Β Α − Β   Α + Β = ⋅   
   

  

� sin sin 2sin cos
2 2

Α − Β Α + Β   Α − Β = ⋅   
   

  

� cos cos 2cos cos
2 2

Α + Β Α − Β   Α + Β = ⋅   
   

 

� cos cos 2sin sin
2 2

B AΑ + Β −   Α − Β = ⋅   
   

  

�
( )sin AsinA sin sinA cosB sin cos

tanA tanB
cosA cosB cosA cosB cosA cosB

BB B A +⋅ + ⋅
+ = + = =

⋅ ⋅
 

Αφού θα είναι 
2

k
π

πΑ ≠ ±  και 1
2

k
π

πΒ ≠ ±  µε 1,k k ∈ℤ  

� 
( )sin AsinA sin sinA cosB sin cos

tanA tanB
cosA cosB cosA cosB cosA cosB

BB B A −⋅ − ⋅
− = − = =

⋅ ⋅
 

� 
( )sincosA cos sinB cos sin cos

cotA cotB
sinA sinB sinA sinB sinA sinB

A BB A A B +⋅ + ⋅
+ = + = =

⋅ ⋅
 

Αφού θα είναι ( )2
1k πΑ ≠ +  και ( )3

1k πΒ ≠ +   µε 2 3,k k ∈ℤ  

�
( )sincosA cos sinB cos sin cos

cotA cotB
sinA sinB sinA sinB sinA sinB

B A A B Β − Α⋅ − ⋅
− = − = =

⋅ ⋅
 

 

6.2 Ειδικές περιπτώσεις  

6.2.1 Περίπτωση 1  

( )sinΑ + cosA = sinΑ sin 90 2sin 45 cos( 45) 2 cos( 45)A A+ − Α = ⋅ − = −  και επειδή  

cos( 45) cos(45 ) sin(45 )A − = − Α = + Α προκύπτει ότι  

� sin cos 2 cos(45 ) 2 sin(45 )AΑ + = − Α = + Α  
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6.2.2 Περίπτωση 2  

( )sin cos sin sin 90 2cos45 sin( 45) 2 sin( 45)A A AΑ − = Α − − Α = ⋅ − = − =  

2 sin(45 A) 2 cos(45 A)− − = − + , άρα 

� sin cos 2 sin(45 ) 2 cos(45 )A A AΑ − = − − = − +    

 

6.2.3 Περίπτωση 3 

 1 sin sin 90 sin 2sin 45 cos 45
2 2

A A
A A

   + = + = + ⋅ −   
   

 και επειδή 

sin 45 cos 45
2 2

A A   + = −   
   

προκύπτει ότι  

� 2 21 sin 2sin 45 2cos 45
2 2

A A
A

   + = + = −   
   

 

    

6.2.4 Περίπτωση 4 

1 sin sin 90 sin 2sin 45 cos 45
2 2

A A
A A

   − = − = − ⋅ + =   
   

�  

2 22sin 45 2cos 45
2 2

A A   − = +   
   

,  άρα 

� 2 2
1 sin 2sin 45 2cos 45

2 2

A A
A

   − = − = +   
   

   

 

6.2.5 Περίπτωση 5  

20 0
1 cos cos0 cos 2cos cos 2cos

2 2 2

A A A
A A

+ −     + = + = ⋅ =     
     

 

20 0
1 cos cos0 cos 2sin sin 2sin

2 2 2

A A A
A A

+ −     − = − = ⋅ =     
     

, άρα,  

� 21 cos 2cos
2

A
A

 + =  
 

  και    � 21 cos 2sin
2

A
A

 − =  
 

  

 

6.2.6 Περίπτωση 6 

Αν 
2

k
π

πΑ ≠ ±  µε k∈ℤ , έχω 

� 
( ) ( ) ( )sin 45 2 sin 45 2 cos 45

1 tan tan45 tan
cos45 cos cos cos

A A A
A A

A A A

+ + −
+ = + = = =

⋅
  

� 
( ) ( ) ( )sin 45 2 sin 45 ) 2 cos 45

1 tan tan 45 tan
cos45 cos cos cos

A A A
A A

A A A

− − +
− = − = = =

⋅
 

     

6.2.7 Περίπτωση 7  

Αν ( )1A k π≠ +  µε k∈ℤ , µε παρόµοιο τρόπο βρίσκω  
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( ) ( )2 sin 45 2 cos 45
1 cot

sin sin

A A
A

A A

+ −
+ = =    

( ) ( )2 sin 45 2 cos 45
1 cot

sin sin

A A
A

A A

− − +
− = =   

  

6.3 Εφαρµογές 

Εφαρµογή 19 

Απλοποιείστε την παράσταση 
( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
cos cos 3 sin 8 sin 2

sin 5 sin cos 4 cos 6

α α α α

α α α α

− +
Α =

− −
 

Λύση 

3 3 8 2 8 2
2sin sin 2sin cos

2 2 2 2

5 5 4 6 6 4
2sin cos 2sin sin

2 2 2 2

α α α α α α α α

α α α α α α α α

+ − + −       
       
       Α = =

− + + −       
       
       

 

       
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2sin 2 sin 2sin 5 cos 3
1

2sin 2 cos 3 2sin 5 sin

α α α α
α α α α

⋅
=

⋅
µε kα π≠ , 1

5
k

π
α ≠ , 2

2
k

π
α ≠ , ( )32 1

5
k

π
α ≠ + ,        

µε 1 2 3, ,k k k ∈ℤ  

 

Εφαρµογή 20 

Απλοποιείστε το κλάσµα 
( ) ( ) ( )
( ) ( )

sin sin 5 sin 9 sin 13

cos cos 5 cos 9 cos13

α α α α
α α α α

− + −
Α =

− − +
 

Λύση 

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

sin 9 sin sin 13 sin 5

cos cos 5 cos 9 cos 13

α α α α

α α α α

+ − +
Α = =

− − −
 

        
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2sin 5 cos 4 2sin 9 cos 4

2sin 3 sin 2 2sin 11 sin 2

α α α α
α α α α

⋅ − ⋅
=

⋅ − ⋅
 

        
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

cos 4 sin 5 sin 9

sin 2 sin 3 sin 11

α α α

α α α

⋅ −
=

⋅ −
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
cos 4 2sin 2 cos 7

cot 4
sin 2 2sin 4 cos 7

α α α
α

α α α
⋅

=
⋅ ⋅

 µε 
2
k

π
α ≠ , 1

4
k

π
α ≠ , 2

7 14
k

π π
α ≠ +  µε 1 2,k k ∈ℤ  

 

Εφαρµογή 21 

Παραγοντοποιήστε την παράσταση ( )sin sin sin sinx y x yω ωΑ = + + − + +  

Λύση 

2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

x y x y x y x yω ω ω ω+ − − − − + + +       Α = + =       
       

 

       
2

2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

x y x y x y x yω+ − + + +       − =       
       
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2

2sin cos s
2 2 2

x y x y x y
co

ω+ − + +      − =            
 

       
2 2

2sin 2sin sin
2 4 4

x y x y x y x y x yω ω+ − + + + + + − +     ⋅ =     
     

 

4sin sin sin
2 2 2

x y x yω ω+ + +     
     
     

 

Σηµείωση 

Αν οι γωνίες , ,x y ω  είναι αντιστοίχως οι γωνίες Α, Β, Γ ενός επίπεδου τριγώνου ΑΒΓ, 

τότε από την προηγούµενη σχέση προκύπτει ότι ( )sin sin sin sinΑ + Β + Γ − Α + Β + Γ =  

sin sin sin sin180Α + Β + Γ − =�  

sin sin sinΑ + Β + Γ =  

Α + Β Β + Γ Γ + Α
4sin sin sin

2 2 2

     ⋅ ⋅ =     
     

 

Α
4sin sin sin

2 2 2

Γ Β     ⋅ ⋅     
     

 

διότι αφού 
Α + Β Γ

90
2 2

+ = �  έπεται ότι 
Α + Β Γ

sin cos
2 2

   =   
   

  

διότι αφού 
Α

sin cos
2 2

Β + Γ   =   
   

 έπεται ότι 
Β

sin cos
2 2

Α + Γ   =   
   

 

Άρα, σε κάθε επίπεδο τρίγωνο ισχύει sin sin sin 4sin sin sin
2 2 2

Γ Α Β     Α + Β + Γ = ⋅ ⋅     
     

 

  

Εφαρµογή 22   

Παραγοντοποιήστε την παράσταση ( )cos cos cos cosx y x yω ωΑ = + + + + +  

Λύση 

2cos cos 2cos cos
2 2 2 2

x y x y x y x yω ω ω ω+ − + + + − − −       Α = + =       
       

 

       
2

2cos cos 2cos cos
2 2 2 2

x y x y x y x y ω+ − + + +       − =       
       

 

       
2

2cos cos 2cos cos
2 2 2 2

x y x y x y x y ω+ − + + +        − ⋅ =                
 

       
2 2

2cos 2cos cos
2 4 4

x y x y x y x y x yω ω+ − + + + − − − −      =     
     

 

       4cos cos cos
2 2 2

x y y xω ω+ + +     
     
     

 

Σηµείωση   

Αν οι γωνίες , ,x y ω  είναι αντιστοίχως οι γωνίες Α, Β, Γ ενός επίπεδου 

τριγώνου ΑΒΓ, τότε από την προηγούµενη σχέση προκύπτει ότι

( )cos cos cos cosx y x yω ω+ + + + + =  
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( )cos cos cos cosA B A B+ + Γ + + + Γ =  

cos cos cos cos180A B+ + Γ + =  

cos cos cos 1A B+ + Γ −  

Και επειδή, 
Β + Γ Α

cos = sin
2 2

   
   
   

 , 
Α + Γ Β

cos = sin
2 2

   
   
   

, 
Α + Β Γ

cos = sin
2 2

   
   
   

 

η ( )cos cos cos cos 4cos cos cos
2 2 2

x y y x
x y x y

ω ω
ω ω

+ + +     + + + + + =      
     

 

για κάθε επίπεδο τρίγωνο ΑΒΓ γίνεται 

cos cos cos 1 4sin sin sin
2 2 2

B
A B

Α Γ     + + Γ = + ⋅ ⋅     
     

 

 

Εφαρµογή 23   

Παραγοντοποιήστε την παράσταση ( )2 2 2 2
cos cos cos cos 2α β γ α β γΑ = + + + + + −  

Λύση 

Είναι 2 2cos cosα β+ =  

         
( ) ( )1 cos 2 1 cos 2

2 2

α β+ +
+ =  

         ( ) ( )( )1
1 cos 2 cos 2

2
α β+ + =  

         
1

1 2cos( )cos( )
2

α β α β+ + − =  

         1 cos( )cos( )α β α β+ + −  

Είναι ( )2 2
cos cosγ α β γ+ + + =  

           
( ) ( )1 cos 2 1 cos 2

2 2

γ α β γ+ + + +
+ =  

           ( ) ( )1
1 cos 2γ cos2 α + β + γ

2
+ + =    

           ( ) ( )1 cos α + β cos α + β + γ+  

Άρα,  ( ) ( ) ( ) ( )cos cos cos cos α + β + γα β α β α βΓ = + − + + =  

                    ( ) ( ) ( )cos cos cos 2α β α β α β γ+ − + + + =    

                    ( ) ( ) ( )cos 2cos α + γ cos β + γ =α β+  

                    ( ) ( ) ( )2cos cos cosα β α γ β γ+ + +  

Συνεπώς, 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
cos cos cos cos 2 2cos cos cosα β γ α β γ α β α γ β γ+ + + + + − = + + +  

Σηµείωση 

Αν οι γωνίες , ,x y ω  είναι αντιστοίχως οι γωνίες Α, Β, Γ ενός επίπεδου 

τριγώνου ΑΒΓ, τότε από την προηγούµενη σχέση προκύπτει ότι 
2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosΑ + Β + Γ = − Α ⋅ Β⋅ Γ   
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6.4 Μετασχηµατισµός των γινοµένων σε αθροίσµατα ή σε διαφορές  

Από τις γνωστές ταυτότητες  

� sinΑ cosΒ+sinΒ cosΑ=sin(Α+Β)  και  

� sinΑ cosΒ–sinΒ cosΑ=sin(Α–Β)   

µε πρόσθεση και µε αφαίρεση κατά µέλη, προκύπτουν αντίστοιχα  

� 2sinΑ cosΒ=sin(Α+Β)+sin(Α–Β) και   

� 2sinΒ cosΑ=sin(Α+Β)–sin(Α–Β)   

Επίσης,  από τις γνωστές ταυτότητες 

� cosΑ cosΒ+sinΑ sinΒ=cos(Α–Β)  και  

� cosΑ cosΒ–sinΑ sinΒ=cos(Α+Β)  

µε πρόσθεση και µε αφαίρεση κατά µέλη, προκύπτουν αντίστοιχα  

� 2cosΑ cosΒ=cos(Α+Β)+cos(Α–Β) και    

� 2sinΑ sinΒ=cos(Α–Β)–cos(Α+Β)      

 

Εφαρµογή 24  

Απλοποιήστε το κλάσµα 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

sin 8 cos sin 6 cos 3

cos 2 cos sin 3 sin 4

α α α α
α α α α

−
Α =

−
 

Λύση 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2sin 8 cos 2sin 6 cos 3

2cos 2 cos 2sin 3 sin 4

α α α α
α α α α

−
Α = =

−
 

      
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
sin 9 sin 7 sin 9 sin 3

cos 3 cos cos cos 7

α α α α

α α α α

+ − +
=

+ − −
 

        
( ) ( )
( ) ( )

sin 7 sin 3

cos 3 cos 7

α α
α α

−
=

+
 

        
( ) ( )
( ) ( )

( )
2sin 2 cos 5

tan 2
2cos 5 cos 2

α α
α

α α
= µε  ( )12 1

4
k

π
α ≠ + , ( )22 1

10
k

π
α ≠ +    µε 1 2,k k ∈ℤ  

  

Εφαρµογή 25 

∆είξτε ότι 
7

2 3 4 5 6 7 1
cos cos cos cos cos cos cos

15 15 15 15 15 15 15 2

π π π π π π π             Α = =             
             

 

Λύση 

Είναι ( ) ( )sin 2
sin 2 2sin cos cos

2sin

x
x x x x

x
= ⋅ ⇔ = άρα,  

7

2 4 6 8 10 12 14
sin sin sin sin sin sin sin

115 15 15 15 15 15 15

2 3 4 5 6 7 2
2sin sin sin sin sin sin sin

15 15 15 15 15 15 15

π π π π π π π

π π π π π π π

             
             
             Α = =

             
             
             

 

Εφαρµογή 26 

∆είξτε ότι 
3

sin 20 sin 40 sin 60 sin80
2

Α = =� � � �
 

Λύση 
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Επειδή 2cosΑ cosΒ=cos(Α+Β)+cos(Α–Β) και 2sinΑ sinΒ=cos(Α–Β)–cos(Α+Β) η 

προς απόδειξη σχέση γράφεται ως 
3

2(cos20 cos60)(cos20 cos40)
2

Α = − + =  

Είναι 2(cos20 cos60)(cos20 cos40)Α = − + =  

                ( )22 cos 20 cos20 cos60 cos20 cos40 cos40 cos60− ⋅ + ⋅ − ⋅ =  

                22cos 20 2cos20 cos60 2cos20 cos40 2cos40 cos60− ⋅ + ⋅ − ⋅ =  

                ( ) ( ) ( )1 cos40 cos80 cos40 cos60 cos20 cos100 cos20+ − + + + − + =  

                ( )1 cos80 cos100 cos60− + + =  

                
1

1 2cos90 cos10
2

− ⋅ + =  

                
1 3

1 0
2 2

− + =  

 

7 . Ταυτότητες υπό συνθήκες  

Η παράγραφος περιλαµβάνει αποδείξεις ταυτοτήτων και σχέσεις µεταξύ 

των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, όταν ισχύουν ειδικοί περιορισµοί µεταξύ 

των γωνιών, όπως συµβαίνει µε τις γωνίες ενός επίπεδο τριγώνου.  

 

7.1 Τριγωνοµετρικές σχέσεις µεταξύ των γωνιών ενός τριγώνου ΑΒΓ 

Σε κάθε επίπεδο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ότι Α + Β + Γ = π  άρα, 
2 2 2 2

Α Β Γ π
+ + = , οπότε 

προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις. 

( )

( )

sin

sin
2 2

cos cos

cos sin
2 2

sin

sin

Α + Β = Γ

Α + Β Γ   =   
   

Α + Β = − Γ

Α + Β Γ   =   
   

                 

( )

( )

sin

sin
2 2

cos cos

cos sin
2 2

sin

sin

Β + Γ = Α

Β + Γ Α   =   
   

Β + Γ = − Α

Β + Γ Α   =   
   

     

( )

( )

sin

sin
2 2

cos cos

cos sin
2 2

sin

sin

Γ + Α = Β

Γ + Α Β   =   
   

Γ + Α = − Β

Γ + Α Β   =   
   

 

Με χρήση των παραπάνω σχέσεων και  των τριγωνοµετρικών µετασχηµατισµών, 

αποδεικνύονται διάφορες χρήσιµες τριγωνοµετρικές σχέσεις ανάµεσα στις γωνίες Α, Β, Γ 

ενός επίπεδου τριγώνου ΑΒΓ και στα µισά αυτών των γωνιών. Οι κυριότερες σχέσεις είναι 

οι ακόλουθες. 
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7.1.1 Σχέση 1 

Σε κάθε επίπεδο τρίγωνο ΑΒΓ δείξτε ότι sin sin sin 4cos cos cos
2 2 2

A B
A B

Γ     + + Γ =      
     

 

Απόδειξη 

sin A sin B sin+ + Γ =  

2 cos 2 cos
2 2 2 2

sin sin
Α + Β Α − Β Γ Γ       + =       

       
 

2cos cos 2 cos
2 2 2 2

sin
Γ Α − Β Γ Γ       + =       

       
 

2cos cos
2 2 2

sin
Γ Α − Β Γ      + =            

 

2cos 2cos cos
2 2 2

Γ Α Β      =     
     

 

4cos cos cos
2 2 2

Α Β Γ     
     
     

 

 

7.1.2 Σχέση 2 

Αν 2α β γ νπ+ + = µε *ν ∈ℤ , τότε 1sin sin sin ( 1) 4cos cos cos
2 2 2

A B
A B ν − Γ     + + Γ = −      

     
 

Απόδειξη  

Είναι 2
2 2 2 2

γ α β α β γ
α β γ νπ νπ νπ

+ +
+ + = ⇔ = − ⇔ = −  

Είναι  sin sin 2 cos 2 cos
2 2 2 2

sin sin
α β α β γ α β

α β νπ
+ − −       + = = −       

       
   

και sin 2 cos 2 cos
2 2 2 2

sin sin
γ γ γ α β

γ νπ
+       = = −       

       
   

Επειδή ο ν µπορεί να είναι άρτιος ή περιττός, είναι  

2 2
sin sin

γ γ
νπ   − = ±   

   
 και cos cos

2 2

α β α β
νπ

+ +   − = ±   
   

Άρα, και στις δύο 

περιπτώσεις είναι 1( 1)
2 2

sin sinνγ γ
νπ −   − = −   

   
και 

                                    1
cos ( 1) cos

2 2

να β α β
νπ −+ +   − = − −   

   
 

Άρα,  οι sin sin 2 cos
2 2

sin
γ α β

α β νπ
−   + = −   

   
 και sin 2 cos

2 2
sin

γ α β
γ νπ

+   = −   
   

γίνονται 1
sin sin ( 1) 2 cos

2 2
sin

ν γ α β
α β − −   + = −    

   
 και 

1sin ( 1) 2 cos
2 2

sinν γ α β
γ − +    = − − −         

και µε πρόσθεση κατά µέλη, προκύπτει ότι  
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sin sin sinα β γ+ + =  

1( 1) cos cos
2 2 2

sinν γ α β α β− − +      − − =            
 

1( 1) 2 2
2 2 2

sin sin sinν γ α β−      − =     
     

 

1
( 1) 4 2

2 2 2
sin sin sin

ν α β γ−      −      
     

 

 

7.1.3 Σχέση 3 

Σε κάθε επίπεδο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ότι  

cos cos cos 1 4sin sin sin
2 2 2

A B
A B

Γ     + + Γ = +      
     

 

Απόδειξη 

cos cos cosA B+ + Γ =  

2
2cos cos 1 2

2 2 2
sin

Γ Α − Β Γ     + − =     
     

 

22 cos 2 1
2 2 2

sin sin
Γ Α − Β Γ     − + =     

     
 

2 cos 1
2 2 2

sin sin
Γ Α − Β Α      − + =            

 

1 2 cos cos
2 2 2

sin
Γ Α − Β Α + Β      + − =            

 

1 2 2
2 2 2

sin sin sin
Γ Α Β     + =     

     
 

1 4
2 2 2

sin sin sin
Α Β Γ     +      

     
 

 

7.1.4 Σχέση 4 

Αν cos cos cos 1 4sin sin sin
2 2 2

A B
Α Β Γ     + + Γ = +      

     
, τότε µε ποιες σχέσεις συνδέονται οι 

γωνίες α, β, γ; 

Απόδειξη  

Η ισότητα γράφεται ως εξής:  

21 2 2cos cos
2 2 2

sin
α β γ β γ+ −     − + =     

     
 

1 2 cos cos cos
2 2 2 2 2 2

sin sin sin
α β γ β γ α α β γ− + −              + − − + =                            

 

cos
2 2 2

sin
β γ α β γ+ +      − +            
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Άρα, cos cos 0
2 2 2 2

sin sin
α β γ α β γ− −          − − =                    

 

Η σχέση αυτή ισχύει όταν 

( )

( )

1

2

3

2
2 2 2

cos
2 2 2 2

2
2 2 2

ή

2
2 2 2

cos
2 2 2 2

2 1
2 2 2

k

sin sin

k

k

sin sin

k

α π β γ
π

α β γ π β γ
α π β γ

π

α π β γ
π

α β γ β γ π
α π β γ

π

−  = + −  − −       = = − ⇔        −       = + − +
   
 
 
 −  = − + − −        = = − ⇔        −       = + + −    





 

∆ηλαδή (4 1)α β γ λ π± ± = + , όπου 
1 2 3, , ,k k k λ ∈ℤ  

� Αν 2α β γ νπ+ + = ⇔ cos cos cos 1 ( 1) 4cos cos cos
2 2 2

να β γ
Α Β Γ     + + = − + −      

     
 

� Αν ( )2 1α β γ ν π+ + = + ⇔  

cos cos cos 1 ( 1) 4sin sin sin
2 2 2

να β γ
Α Β Γ     + + = − + −      

     
 

 

7.2 Εφαρµογές 

Εφαρµογή 27 

Σε κάθε επίπεδο µη ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ότι 

tan tan tan tan tan tanA B A B+ + Γ = ⋅ ⋅ Γ  

Λύση 

Έχω Α+Β+Γ=π , οπότε Α+Β=π–Γ και  

( ) ( )tan tan tanπΑ + Β = − Γ = − Γ ⇔  

tan tan
 tan
1 tan tan

Α + Β
= − Γ ⇔

− Α ⋅ Β
 

tan tan tan tan tan tanΑ + Β + Γ = Α ⋅ Β⋅ Γ  

( ) ( )tan tan tanπΑ + Β = − Γ = − Γ ⇔  

tan tan
 tan
1 tan tan

Α + Β
= − Γ ⇔

− Α ⋅ Β
 

tan tan tan tan tan tanΑ + Β + Γ = Α ⋅ Β⋅ Γ  

όπου 
2

π
Α ≠ , 

2

π
Β ≠ , 

2

π
Γ ≠ ,  Α +Β +Γ =π 

Αντιστρόφως 

Αν τρεις γωνίες Α, Β, Γ διαφορετικές από 
2

π 
 
 

, ικανοποιούν την  

tan tan tan tan tan tanA B A B+ + Γ = ⋅ ⋅ Γ τότε είναι  

tanA + tanB tanA tanB tanΓ tanΓ= ⋅ ⋅ − ⇔  
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( )tanA + tanB tanΓ 1 tanA tanB= − − ⋅ ⇔  

tanA tanΒ
tanΓ

1 tanA tanΒ

+
= − ⇔

− ⋅
 

( )tanA tanΒ
tan Γ

1 tanA tanΒ
π

+
= − − ⇔

− ⋅
 

( )tanA + tanB tan Γπ= − ⇔  

νπ πΑ + Β = + − Γ ⇔  

( )1ν πΑ + Β + Γ = +  

 

Εφαρµογή 28  

Σε κάθε  επίπεδο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ότι cot cot cot cot cot cot 1Α ⋅ Β + Β⋅ Γ + Γ ⋅ Α =  

Λύση   

Είναι Α+Β+Γ=π, άρα Α+Β=π–Γ άρα, 

( ) ( )cot cot πΑ + Β = − Γ ⇔  

( )cot cotΑ + Β = − Γ ⇔  

cot cot 1
cot

cot cot

Α ⋅ Β −
= − Γ

Α + Β
, άρα  

cot cot cot cot cot cot 1Α ⋅ Β + Β⋅ Γ + Γ⋅ Α =    

Αντιστρόφως  

Αν τρεις γωνίες Α, Β, Γ  ικανοποιούν την cot cot cot cot cot cot 1Α ⋅ Β + Β⋅ Γ + Γ ⋅ Α =    

τότε  είναι ( )cot cot 1 cot cot cotΑ ⋅ Β − = − Γ Α + Β ⇔  

       
cot cot 1

cot
cot cot

Α ⋅ Β −
= − Γ ⇔

Α + Β
 

      ( )cot cotΑ + Β = − Γ ⇔  

     ( ) ( )cot cot πΑ + Β = − Γ ⇔  

    ( )νπ πΑ + Β = + − Γ  µε ν ∈ℤ  
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