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Τι είναι αριθµητική πρόοδος

Έστω ακολουθία 3, 7, 11, 15, 19, ...

παρατηρώ ότι ο κάθε όρος της, από τον 2ο και µετά, προκύπτει αν προσθέσω στον προηγούµενο
του, έναν σταθερό αριθµό, που στην προκειµένη περίπτωση είναι ο 4

Έστω ακολουθία 10, 7, 4, 1, –2, –5, ...

παρατηρώ πως κάθε όρος της, εκτός από τον 1ο, προκύπτει αν προσθέσω στον προηγούµενό του,
τον -3

2



Αριθµητικός µέσος

Για να είναι  τρεις αριθµοί , ,α β γ   διαδοχικοί όροι µίας αριθµητικής προόδου, 

πρέπει να ισχύει η σχέση 2β α γ= +   

Ο 
2

α γ
β

+
=  ονοµάζεται αριθµητικός µέσος (ή µέσος όρος) των ,α γ  

Αριθµητικός µέσος των ν  το πλήθος αριθµών  1 2, ,..., να α α  ονοµάζεται ο 

αριθµός  1 2 ... να α α
ν

+ + +
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Όροι της αριθµητικής προόδου

Γενικά, µια αριθµητική πρόοδος έχει τη µορφή 

( )1 1 1 1, , 2 ,..., 1α α ω α ω α ν ω+ + + − , όπου: 

� 1α : ο 1ος όρος 

� ω: η κοινή διαφορά 

� ν : η θέση του όρου στην ακολουθία (φυσικός αριθµός) 
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∆ιάρκεια ταξιδιού

Πλοίο διανύει µία διαδροµή χωρισµένη σε πέντε τµήµατα, ίσου µήκους. Για το 

1ο τµήµα θέλει 10 ώρες και για κάθε επόµενο τµήµα προσθέτει από 0,5 ώρα λόγω του 

αυξανόµενου, µε σταθερό ρυθµό, κυµατισµού. Ο συνολικός χρόνος του ταξιδιού,

δίνεται από τον τύπο 
( )1 11

1

2 2
S

ν
ν

α α ν ωα α
ν ν

+ + −+
= =   δηλαδή 

( ) ( )1

5

2 1 2 10 5 1 0,5
5 55

2 2
S

α ν ω
ν

+ − ⋅ + −
= = =  

Τµήµα του 

ταξιδιού

∆ιάρκεια (σε 

ώρες)

1ο 10

2ο 10,5

3ο 11

4ο 11,5

5ο 12

Σύνολο 55 5



Προληπτική συντήρηση

Η προληπτική συντήρηση, προγραµµατίζεται σε σταθερά χρονικά διαστήµατα 

λειτουργίας (π.χ. κάθε 500 ώρες). Αν οι ώρες της συντήρησης ακολουθούν µία 

αριθµητική πρόοδο, τότε από τη σχέση ( )1 1να α ν ω= + −   προκύπτει ότι η 5η

προγραµµατισµένη συντήρηση θα γίνει µετά από 2500 ώρες λειτουργίας, διότι  

( )5 500 5 1 500 500 2000 2500α = + − = + =   

Συντήρηση Χρόνος (σε 

ώρες)

1η 500

2η 1000

3η 1500

4η 2000

5η 2500
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Μισθοδοσία

Υπάλληλος, προσλαµβάνεται µε µηνιαίο µισθό 1.000 €  και  αύξηση του µισθού 

100 € κατ΄ έτος. Ποιος είναι ο µηνιαίος µισθός του, το 5ο έτος; Ποιες οι συνολικές 

µηνιαίες αποδοχές του, την πενταετία; 

Οι κατ΄ έτος µισθοί του υπαλλήλου, σχηµατίζουν αριθµητική πρόοδο µε 

1 1 . 0 0 0α = , 1 0 0ω = Το 1ο έτος λαµβάνει 1.000 € ανά µήνα, το 2ο έτος 1.100 €, το 3ο

έτος 1.200 €, το 4ο έτος 1.300 € και το 5ο έτος 1.400 € διότι από τη σχέση

( )1 1να α ν ω= + −  προκύπτει για το 5ο έτος ότι ο µηνιαίος µισθός του είναι 

( )5 1 0 0 0 5 1 1 0 0 1 0 0 0 4 0 0 1 4 0 0α = + − = + =  

Από 1

2
S

ν
ν

α α
ν

+
=  προκύπτει ότι 1 5

5

1 0 0 0 1 4 0 0
5 5 1 2 0 0 5 6 0 0 0

2 2
S

α α+ +
= = = ⋅ =  

Έτος Μηνιαίος µισθός Ετήσιες αποδοχές 

1ο 1.000 € 12.000 € 

2ο 1.100 € 13.200 € 

3ο 1.200 € 14.400 € 

4ο 1.300 € 15.960 € 

5ο 1.400 € 17.280 € 

Άθροισµα 6.000 € 72.840 € 
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Αξιοσηµείωτα αθροίσµατα

Με χρήση των σχέσεων των αριθµητικών προόδων, αποδεικνύεται ότι: 

( )
1

1
1 2 3 ...

2
S

ν ν
ν

+
= + + + + =   

( ) ( )2 2 2 2

2

1 2 1
1 2 3 ...

6
S

ν ν ν
ν

+ +
= + + + + =  

( )
2

3 3 3 3 2

3 1

1
1 2 3 ...

2
S S

ν ν
ν

+ 
= + + + + = = 

 
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Τι είναι η γεωµετρική πρόοδος

Έστω η ακολουθία 
1 1 1 1

1, , , , ,...
2 4 8 16

 Παρατηρώ  ότι ο κάθε όρος της, από τον 2ο

και µετά, προκύπτει αν πολλαπλασιάσω τον προηγούµενο του επί  το 
1

2
 

Έστω η ακολουθία 2, 4, 8, 16, 32, 64,...− − − − − −  Παρατηρώ  ότι κάθε όρος της, 

εκτός από τον 1ο, προκύπτει αν πολλαπλασιάσω τον προηγούµενό του επί  το 2.  
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Ορισµός γεωµετρικής προόδου

Υπάρχουν ακολουθίες που κάθε όρος τους, από τον 2ο  και µετά, προκύπτει αν 

πολλαπλασιάσω τον προηγούµενο του επί έναν σταθερό αριθµό που λέγεται λόγος 

και συµβολίζεται µε το γράµµα λ . Οι ακολουθίες µε αυτή την ιδιότητα, ονοµάζονται 

γεωµετρικές πρόοδοι. Μία ακολουθία αριθµών 1 2 3, , , ..., , ...να α α α  είναι γεωµετρική 

πρόοδος, αν και µόνο τότε, αν υπάρχει αριθµός λ  έτσι ώστε 1ν να α λ+ = ⋅  

1, 2, 3, ...ν∀ =   
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Γενικός όρος της γεωµετρικής προόδου

Είναι  

1 1

2 1

3 2

1

4 3 1

1 2

1

...

a a

a a

a a

a a
ν

ν

ν ν

ν ν

λ

λ

λα α λ

α λα

α λα

−

− −

−

= 
 = 
 =
 
= ⇒ = 

 
 

= 
 = 
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Αξία µηχανής

Ένα σήµα, σε κάθε κύκλο χάνει το 30% της έντασης του. Αν η αρχική ένταση 

είναι 1 100a =  µονάδες, ποια θα είναι η ένταση µετά από τον 6ο κύκλο; 

Είναι 0,7λ =  και από τη σχέση 
1

1a
ν

να λ −=  προκύπτει ότι 
6 1 5

6

7 7
100 16,807

10 1000
α

−
 = ⋅ = = 
 

 µονάδες 
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Ιατρική

Ένα βακτήριο, διπλασιάζεται κάθε 30 λεπτά. Σε 5 ώρες (δηλαδή σε 10 

κύκλους), πόσα βακτήρια θα υπάρχουν; Είναι 1 1a = , 2λ=  και από τη σχέση 

1

1a
ν

να λ −=  προκύπτει ότι 
10 1 9

10 1 2 2 512α −= ⋅ = =  βακτήρια 
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Κύκλος Χρόνος (h) Βακτήρια

1 0,5 1

2 1 2

3 1,5 4

4 2 8

5 2,5 16

6 3 32

7 3,5 64

8 4 128

9 4,5 256

10 5 512



Κατανάλωση καυσίµου

Πλοίο έχει ηµερήσια κατανάλωση 20 τόνων, όταν κινείται µε ταχύτητα 12 

κόµβων. Ποια θα είναι η ηµερήσια κατανάλωση για ταχύτητα 14 κόµβων; ∆ίνεται ότι,

η αύξηση της ταχύτητας κατά 1 κόµβο συνοδεύεται από αύξηση 10% της 

κατανάλωσης, δηλαδή 1,1λ = .  Από τη σχέση 
1

1a a
ν

ν λ −=  είναι 

3 1 2

3 20 1,1 20 1,1 20 1,21 24,2a
−= ⋅ = ⋅ = ⋅ = τόνοι ανά ηµέρα 
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Ταχύτητα

(σε κόµβους)

Καύσιµα 

(σε τόνους)

12 20

13 22

14 24,2



Κόστος καυσίµων

Πλοίο που κινείται µε την οικονοµική ταχύτητα,  δαπανά ηµερησίως για 

καύσιµα 100.000 €. Αν η αύξηση της ταχύτητας αυξάνει το κόστος των καυσίµων κατά 

15% (δηλαδή 1,15λ = ), ανά επίπεδο ταχύτητας, τότε σύµφωνα µε τον παραπάνω τύπο, 

για 3 επίπεδα  είναι   
3

3

1,15 1 1,52 1 0,52
100.000 100.000 100.000 346.666,6

1,15 1 0,15 0,15
S

− −
= = = =

−
 € 
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Απόδοση κινητήρα

Καινούργιος κινητήρας έχει αρχική απόδοση 100%, η οποία µειώνεται ετησίως 

κατά 5% (δηλαδή 0,95λ = ).  Πόση θα είναι η απόδοση του κινητήρα, µετά από 6 έτη; 

Από τον τύπο 1

1a a
ν

ν λ −=  είναι 6 1 5

6 1 100 0,95 77,378α α λ −= = ⋅ =  
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Έτος Απόδοση

1ο 100

2ο 95

3ο 90,25

4ο 85,737

5ο 81,45

6ο 77,378



∆ιάβρωση µετάλλου

Ετήσια διάβρωση µετάλλου 1 mm , αυξάνεται ετησίως κατά 20% (δηλαδή 

1,2λ = ). Πόσα mm  θα είναι η διάβρωση του µετάλλου, µετά από 5 έτη; 

Από τον τύπο 
1

1a a
ν

ν λ −=  είναι
5 1 4 4

5 1 1 1,2 1,2 1,44 1,44 2,0736α α λ −= = ⋅ = = ⋅ = mm  
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Έτος ∆ιάβρωση

(σε mm)

1ο 1

2ο 1,2

3ο 1,44

4ο 1,728

5ο 2,0736



Αρµονική πρόοδος

          Έστω η ακολουθία 6, 3, 2, ... Παρατηρώ ότι η ακολουθία 
1 1 1

, , ,
6 3 2

... είναι µία 

αριθµητική πρόοδος µε διαφορά  
1

6
ω =  

Βλέπω ότι υπάρχουν ακολουθίες αριθµών που αν πάρω τους αντίστροφους των όρων 

τους, µε την ίδια τάξη, προκύπτει µία νέα ακολουθία, που είναι αριθµητική πρόοδος. 

Οι ακολουθίες µε αυτή την ιδιότητα ονοµάζονται αρµονικές προόδους. Μία 

ακολουθία µη µηδενικών αριθµών 1 2 3 2 1, , , ..., , ,ν ν να α α α α α− −  είναι αρµονική πρόοδος, 

αν και µόνο αν, η ακολουθία 
1 2

1 1 1
, ,...,

να α α
 είναι αριθµητική πρόοδος, δηλαδή αν 

υπάρχει αριθµός ω  τέτοιος, ώστε να ισχύει ότι 
1

1 1

ν ν

ω
α α+

= +  ν∀ ∈ℕ    
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