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Εφαρµογές των διανυσµάτων 

 

1. Φυσική 

Κινηµατική και δυναµική: Τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν 

την ταχύτητα, την επιτάχυνση και τη δύναµη. Για παράδειγµα, η δύναµη F και η 

επιτάχυνση a συνδέονται µέσω του νόµου του Νεύτωνα F=ma, όπου m είναι η µάζα 

του σώµατος. 

Ηλεκτροµαγνητισµός: Τα ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία περιγράφονται µε 

διανύσµατα. Ο νόµος του Κουλόµπ για την ηλεκτρική δύναµη µεταξύ δύο φορτίων 

είναι διανυσµατικός νόµος. 

 

2. Μηχανική 

Στατική και ανάλυση δοµών: Στη µηχανική, τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για 

την ανάλυση των δυνάµεων και των ροπών σε κατασκευές, βοηθώντας στον 

υπολογισµό των φορτίων και της αντοχής των υλικών. 

Κινηµατική µηχανών: Η ανάλυση της κίνησης των µηχανισµών, όπως οι ροµποτικοί 

βραχίονες, γίνεται χρησιµοποιώντας διανύσµατα για να περιγραφούν οι θέσεις, οι 

ταχύτητες και οι επιταχύνσεις των κινούµενων µερών. 

 

3. Γεωγραφία και πλοήγηση 

Χαρτογραφία: Τα γεωγραφικά συστήµατα πληροφοριών (GIS) χρησιµοποιούν 

διανύσµατα για να αποθηκεύουν δεδοµένα σχετικά µε την τοποθεσία, το σχήµα και 

τα χαρακτηριστικά γεωγραφικών αντικειµένων. 

Ναυσιπλοΐα και αεροναυτιλία: Οι πορείες πλοίων και αεροπλάνων καθορίζονται και 

παρακολουθούνται µε τη βοήθεια διανυσµάτων για να προσδιοριστεί η θέση, η 

ταχύτητα και η κατεύθυνση. 

 

4. Υπολογιστική γραφική 

Απεικόνιση 3D: Στα βιντεοπαιχνίδια και τις τρισδιάστατες γραφικές εφαρµογές, τα 

διανύσµατα χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν τις θέσεις, τις κατευθύνσεις και τις 

κινήσεις των αντικειµένων στον τρισδιάστατο χώρο. 

Φωτισµός και σκιές: Η κατεύθυνση του φωτός και η δηµιουργία σκιών 

υπολογίζονται χρησιµοποιώντας διανύσµατα για να αποδοθεί ρεαλιστικά η εικόνα. 
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5. Ροµποτική 

Κίνηση ροµπότ: Η πλοήγηση και ο έλεγχος των ροµπότ γίνονται µε τη χρήση 

διανυσµάτων για να προσδιοριστεί η θέση, η ταχύτητα και η κατεύθυνση της κίνησης. 

Ανίχνευση και αποφυγή εµποδίων: Τα ροµπότ χρησιµοποιούν διανυσµατικές 

αναλύσεις για να ανιχνεύσουν και να αποφύγουν εµπόδια στο χώρο τους. 

 

6. Οικονοµικά και  χρηµατοοικονοµική 

Χαρτοφυλάκιο επενδύσεων: Στη θεωρία χαρτοφυλακίου, τα διανύσµατα 

χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν τις αποδόσεις και τους κινδύνους των 

επενδύσεων. 

Ανάλυση δεδοµένων: Τα διανύσµατα χρησιµεύουν στην ανάλυση πολυδιάστατων 

δεδοµένων και την εφαρµογή τεχνικών µηχανικής µάθησης. 

 

7. Βιολογία και ιατρική 

Μοριακή βιολογία: Τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της 

κίνησης µορίων, όπως πρωτεϊνών και νουκλεϊκών οξέων, στον χώρο. 

Ιατρική απεικόνιση: Οι τεχνικές όπως η µαγνητική τοµογραφία (MRI) και η αξονική 

τοµογραφία (CT) χρησιµοποιούν διανυσµατική ανάλυση για την απεικόνιση του 

εσωτερικού του ανθρώπινου σώµατος. 

 

8. Αθλητισµός 

Ανάλυση κίνησης: Στα αθλήµατα, τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για να 

αναλύσουν και να βελτιστοποιήσουν τις κινήσεις των αθλητών, όπως στη ρίψη 

δίσκου ή στο σκι. 

Πλοήγηση: Σε αθλήµατα όπως η ιστιοπλοΐα και η αεροπορία, η κατεύθυνση και η 

ταχύτητα του ανέµου ή του νερού αναλύονται χρησιµοποιώντας διανύσµατα. 

 

 

∆ιάνυσµα ΑΒ
����

 ονοµάζεται ένα προσανατολισµένο 

ευθύγραµµο τµήµα µε αρχή το σηµείο Α και τέλος το σηµείο Β.  

Το µέτρο του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ ισούται µε το 

µέτρο του διανύσµατος ΑΒ
����

. ∆ηλαδή  ΑΒ
����

 = d(A, B). 

Πάντα ισχύει ότι 0ΑΒ ≥
����

. 

∆ιεύθυνση του ΑΒ
����

 ονοµάζεται η ευθεία γραµµή που ορίζουν τα σηµεία Α,Β. 

Παράλληλα ή συγγραµικά, ονοµάζονται δύο διανύσµατα  αν ανήκουν στην ίδια 

διεύθυνση.  

Τα ΑΒ
����

, Γ∆
����

 είναι συγγραµµικά. 

 

 

 

Τα παράλληλα διανύσµατα διακρίνονται σε: 

� οµόρροπα (αν έχουν την ίδια φορά) και  

� αντίρροπα (αν έχουν αντίθετη φορά). 
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Αν τα σηµεία Α, Β συµπίπτουν, τότε έχουµε το µηδενικό διάνυσµα που δεν έχει 

συγκεκριµένη διεύθυνση και φορά, Επιπλέον 0 0=
�

. 

 

Ιδιότητες της ισότητας των διανυσµάτων 

Η διανυσµατική ισότητα ( ουσιαστικά ισότητα συνόλων) είναι: 

� Ανακλαστική, αφού α∀ ∈
��

E είναι α α=
�� ��

  

� Συµµετρική, αφού µε , βα ∈
�� ��

E   είναι α β β α= ⇒ =
�� ���� ��

 

�  Μεταβατική, αφού µε , βα ∈
�� ��

E είναι ( ) & α β β γ α γ= = ⇒ =
�� �� � ��� ��

 

 

 

Πρόσθεση διανυσµάτων 

 

Αν ,  α β α βΟΑ = ΑΒ = ⇒ΟΒ = + = ΟΑ + ΑΒ
���� ���� �� ���� �� ���� ������ ��

 

 

Σχέση του Chasles ΑΒ+ΒΓ = ΑΓ
���� ���� ����

 

 

 

Ιδιότητες της πρόσθεσης των διανυσµάτων 

 

� ( ) 2,α β∀ ∈
����

E ισχύει  α β β α+ = +
�� ���� ��

 (αντιµεταθετική) 

 

 

 

 

 

� ( , , )α β γ∀ ∈
�� ���

E ισχύει ( ) ( )α β γ α β γ+ + = + +
�� � �� ��� ��

  (προσεταιριστική) 

 

 

 

 

�   το 0  ώστε 0α α α∀ ∈ ∃ + =
� ��� �� ��

E E   (ύπαρξη ουδέτερου 

στοιχείου) 

 

 

�   ώστε 0΄ ΄α α α α∀ ∈ ∃ ∈ + =
��� �� �� ��

E E  (ύπαρξη συµµετρικού 

στοιχείου) 

 

 

Παρατηρήσεις 
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� Ισχύει ότι  ( ) 0α α+ − =
��� ��

,    0 0− =
� �

 

� Ισχύει  ότι τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα δηλαδή α α− =
�� ��

. 

� Ισχύει ότι  ( ) 3  , ,α β α γ β γ α β γ= ⇔ + = + ∀ ∈
�� � �� � �� ��� �� ��

E . 

 

� Ισχύει ότι  ( ) ( ) ( ) ( ) 2  ,α β α β α β− + − = − + ∀ ∈
�� �� ���� �� ��

E  

 

 

Αφαίρεση διανυσµάτων 

Είναι  ( )x xα β β α β α+ = ⇔ = + − = −
� �� � �� ���� �� ��

  

Άρα, για να σχηµατίσω τη διαφορά β α−
�� ��

, αρκεί στο β
��

 να 

προσθέσω το αντίθετο διάνυσµα του α
��

. 

 

 

 

 

Κάθε διάνυσµα AB
����

είναι ίσο µε τη διανυσµατική ακτίνα 

του πέρατος ΟΒ
����

 µείον τη διανυσµατική ακτίνα της αρχής 

ΟΑ
����

. 

∆ηλαδή ΑΒ = ΟΒ−ΟΑ
���� ���� ����

 

 

Η τριγωνική ανισότητα 

Για τα µηδενικά διανύσµατα ,α β
����

ισχύει ότι  α β α β α β− ≤ ± ≤ +
�� �� ���� �� ��

. 

 

 

 

 

 

Πολλαπλασιασµός πραγµατικού αριθµού επί διάνυσµα  

� Αν ( )0 0 ή 0λα λ α= ⇒ = =
� ��� ��

. 

 

� Για κάθε ( , ) *λ α ∈
��
ℝ E ισχύει  ( ) ( ) ( )λ α λ α λα− = − −

�� �� ��
. 

 

� 
2,  ( , )λ α β∀ ∈ ∀ ∈

����
E E  ισχύει ( )λ α β λα λβ+ = +

�� ���� ��
    (1η επιµεριστική)               

 

� 
2( , ) ,Rλ µ α∀ ∈ ∀ ∈
��

E ισχύει ( )λ µ α λα µα+ = +
�� �� ��

 (2η επιµεριστική) 

 

� 
2( , ) ,  ισχύει: λ(µ ) ( )λ µ α α λµ α∀ ∈ ∀ ∈ =
�� �� ��

ℝ E    (προσεταιριστική) 
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�  είναι 1a α α∀ ∈ ⋅ =
�� ��

E  

� { }2( . ) , 0  ισχύει: λλ µ α α µα λ µ∀ ∈ ∀ ∈ − = ⇒ =
��� �� ��

ℝ E  

 

� { } 20 , ( , )  ισχύει: λλ α β α λβ α β∀ ∈ − ∀ ∈ = ⇒ =
�� ���� ��

ℝ E  

 

Βασικές προτάσεις 

�  Η ΑΜ είναι η διάµεσος στο τρίγωνο ΑΒΓ, αν και µόνο αν 2AB + ΑΓ = ⋅ΑΜ
���� ���� �����

 

 

 

 

 

� Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ µε διάµεσους Α∆, ΒΕ, ΓΖ ισχύει 0Α∆ +ΒΕ+ΓΖ =
���� ���� ���� �

 

 

 

 

 

� Αν G είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου 

ΑΒΓ και Μ τυχαίο σηµείο του χώρου τότε 

ισχύει 3 GΜΑ+ΜΒ+ΜΓ = Μ
����� ����� ���� �����

. 

 

 

 

 


