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Τί σηµαίνει πρώτος αριθµός;

• Στα µαθηµατικά, πρώτος αριθµός (ή απλά πρώτος) είναι ένας φυσικός
αριθµός µεγαλύτερος της µονάδας µε την ιδιότητα οι µόνοι
φυσικοί διαιρέτες του να είναι η µονάδα και ο εαυτός του.

• Οι πρώτοι αριθµοί είναι ένα από τα αντικείµενα της θεωρίας
αριθµών και είναι µια πολύ ενεργή ερευνητικά περιοχή
των µαθηµατικών.

• Χρησιµοποιούνται σε πολλούς τοµείς στην τεχνολογία πληροφοριών,
όπως το ηλεκτρονικό ταχυδροµείο, οι τραπεζικές συναλλαγές, οι
πιστωτικές κάρτες ή οι επικοινωνίες µέσω κινητής τηλεφωνία, τα
οποία προστατεύονται µέσω µυστικών κλειδιών, που βασίζονται
απευθείας στις ιδιότητες των πρώτων αριθµών.
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• Η παραγωγή πρώτων αριθµών υπήρξε και εξακολουθεί να είναι ένα
θέµα πραγµατικά ακανθώδες.

• Μια από τις πρώτες γνωστές µεθόδους που εφαρµόστηκαν για αυτό
τον σκοπό, αποδίδεται στον Ερατοσθένη τον Κυρηναίο (273–194
π.Χ.), Έλληνα µαθηµατικό, αστρονόµο και γεωγράφο που διετέλεσε
∆ιευθυντής της Αλεξανδρινής βιβλιοθήκης.

• Η εν λόγω µέθοδος είναι γνωστή ως «το κόσκινο του Ερατοσθένη».
Ας δούµε πώς πραγµατοποιείται το κόσκινο των 100 πρώτων φυσικών
αριθµών.
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• Πρώτα – πρώτα κατασκευάζουµε έναν πίνακα µε όλους τους φυσικούς
αριθµούς από το 1 έως το 100.

• Ξεκινάµε απαλείφοντας τους πολλαπλάσιους του δύο, δηλαδή το 4, το
6, το 8, το 10…, ύστερα εκείνους που είναι πολλαπλάσιοι του τρία
(αυτό έχει ήδη απαλειφθεί), το 9, το 12, το 15…

• Θα ακολουθήσουν τα πολλαπλάσια του 5 και ύστερα του 7. Οι
αριθµοί που απέµειναν είναι όλοι τους πρώτοι.

• Η εν λόγω µέθοδος εξακολουθεί να εφαρµόζεται ως τις ηµέρες µας,
χιλιάδες χρόνια µετά από την εκπόνησή της, προκειµένου να
βρίσκουµε µικρούς πρώτους, µικρότερους από τον
αριθµό δέκα δισεκατοµµύρια.
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• ∆ύο πρώτοι αριθµοί δεν µπορεί να είναι διαδοχικοί, επειδή κάθε
πρώτος αριθµός είναι περιττός και ο επόµενος αριθµός αναγκαστικά
πρέπει να είναι άρτιος, για αυτό και δεν θα µπορούσε να είναι πρώτος.
Ως εκ τούτου, η πλησιέστερη απόσταση στην οποία µπορούν να
βρίσκονται δύο πρώτοι αριθµοί, είναι να χωρίζονται από δύο
µονάδες.

• Εξαίρεση αποτελούν το 2 και το 3, που είναι διαδοχικοί. Επιπλέον
το 2 είναι ο µοναδικός άρτιος πρώτος αριθµός.

• Μεταξύ των πρώτων εκατό φυσικών αριθµών βρίσκουµε τα ακόλουθα
ζεύγη που χωρίζονται από δύο µονάδες:

(3,5) (5,7) (11,13) (17,19) (29,31) (41,43) (59,61) και (71,73)
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Αυτά τα ζεύγη ονοµάζονται «δίδυµοι πρώτοι» ή, απλώς «δίδυµοι».
Γνωρίζουµε ότι, οι δίδυµοι πρώτοι αρχίζουν να σπανίζουν όσο
προχωρά η σειρά των φυσικών αριθµών.

Γνωρίζουµε, χάρη σε σύγχρονες υπολογιστικές µεθόδους, ότι
συναντώνται δίδυµοι πρώτοι ακόµα και σε ασύλληπτα µεγάλους
αριθµούς, γεγονός που µας κάνει να πιστεύουµε ότι υπάρχουν άπειροι
δίδυµοι πρώτοι αριθµοί, εικασία που µέχρι τις ηµέρες µας κανείς δεν
έχει καταφέρει να αποδείξει.



Οι αριθµοί του Mersenne

Το µεγάλο επιστηµονικό, καθαρά µαθηµατικού χαρακτήρα, έργο του
Mersenne ήταν το Cogitata Physico – Mathematica (1644), στο οποίο
περιλαµβάνεται η περίφηµη µελέτη του σχετικά µε τους πρώτους
αριθµούς.

Στον πρόλογό του, ο Mersenne δηλώνει ότι µεταξύ όλων των πρώτων
αριθµών που υπάρχουν ανάµεσα στο 1 και το 257, ο αριθµός 2ᵖ–1 είναι
πρώτος µόνον εφόσον η τιµή του p είναι ένας από τους αριθµούς 2, 3,
5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257.

Oι εν λόγω αριθµοί αποκαλούνται «αριθµοί του Mersenne», αριθµοί
που σήµερα παίζουν σπουδαίο ρόλο στα αποκαλούµενα «τεστ
ιδιότητας πρώτου αριθµού», ένα σύνολο αλγορίθµων που
εκτελούνται, προκειµένου να καθοριστεί αν ένας αριθµός είναι πρώτος
ή όχι.



Το µικρό θεώρηµα του Fermat

• Το θεώρηµα δηλώνει ότι αν το p είναι ένας πρώτος αριθµός και είναι
a ένας άλλος οποιοσδήποτε αριθµός, έτσι ώστε a, p να είναι µεταξύ
τους πρώτοι, τότε το aᵖ–1 διαιρείται µε το p.

• Για παράδειγµα ας πάρουµε τον πρώτο αριθµό 3 και τον αριθµό 8 που
είναι πρώτος µε αυτόν, τότε 8³–8=512–8=504 διαιρείται µε το 3.
Πράγµατι διαπιστώνουµε ότι 504/3 = 168.

• Να τονίσουµε ότι το µικρό θεώρηµα του Fermat αποτελεί µια µέθοδο
για να µάθουµε αν ένας αριθµός δεν είναι πρώτος χωρίς να
χρειάζεται να βρούµε κάποιον παράγοντα του.



Η εικασία του Goldbach

• Ο Christian Goldbach (1690–1764) ήταν Πρώσος µαθηµατικός που
διατηρούσε συχνότατη αλληλογραφία µε τον Euler. Στις 17.11.1752 του
έστειλε µια επιστολή όπου διατύπωνε την ακόλουθη πρόταση:

• «Κάθε άρτιος αριθµός µεγαλύτερος του 2 µπορεί να γραφτεί σαν
άθροισµα δύο πρώτων αριθµών».

• Στην έκφραση «άθροισµα δύο πρώτων» συµπεριλαµβάνεται η περίπτωση
επανάληψης ενός πρώτου αριθµού δύο φορές. Για παράδειγµα 4=2+2,
6=3+3, 8=3+5, 10=3+7, 12=5+7, 14=3+11. Σήµερα, η εικασία έχει
επαληθευτεί µε µεθόδους υπολογιστών για όλους τους άρτιους αριθµούς
που είναι µικρότεροι από δύο χιλιάδες εκατοµµύρια.

• Εντούτοις, δεν έχει ακόµα αποδειχτεί και θεωρείται από τη µαθηµατική
κοινότητα ως ένα από τα δυσκολότερα προβλήµατα στην ιστορία της
επιστήµης.
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• Για ένα µεγάλο χρονικό διάστηµα, οι πρώτοι αριθµοί θεωρούνταν ότι
είχαν εξαιρετικά περιορισµένη εφαρµογή έξω από τα καθαρά
µαθηµατικά.

• Αυτό άλλαξε τη δεκαετία του 1970, όταν οι έννοιες της
κρυπτογραφίας δηµοσίου κλειδιού ανακαλύφθηκαν και σε αυτή την
κρυπτογράφηση, οι πρώτοι αριθµοί αποτελούσαν τη βάση των
πρώτων αλγορίθµων, όπως στον κρυπτογραφικό αλγόριθµο RSA.
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• Το σύστηµα RSA δηµοσιεύτηκε το 1978, αλλά η γενικευµένη του
χρήση ως κρυπτογραφικό κλειδί δεν έλαβε χώρα µέχρι τα τέλη της
δεκαετίας του 1990, µε την καθιέρωση του διαδικτύου.

• Ο προσδιορισµός µεγάλων πρώτων αριθµών ήταν δύσκολος, αφού
απαιτούσε ένα πολύ συγκεκριµένο λογισµικό. Για το λόγο αυτό τους
αγόραζαν από ειδικευµένες εταιρίες ή πανεπιστηµιακά τµήµατα τα
οποία τους διέθεταν ως αποτέλεσµα των ερευνών τους.

• Αλλά η εκθετική αύξηση της υπολογιστικής ικανότητας των
υπολογιστών, µαζί µε τη σταθερή εµφάνιση των πλέον εξελιγµένων
αλγορίθµων εφαρµογής, µετέβαλε την αγορά των πρώτων αριθµών, σε
σύντοµο χρονικό διάστηµα η απόκτησή τους έγινε πολύ πιο προσιτή.


