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Γραφικές παραστάσεις των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων

� Οι γραφικές παραστάσεις των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων, βοηθούν στην κατανόηση της
συµπεριφοράς των ολοκληρωµάτων τους.

� Επειδή πρόκειται για περιοδικές συναρτήσεις, τα ολοκληρώµατά τους σε πλήρη περίοδο έχουν
χαρακτηριστικές ιδιότητες.

� Για παράδειγµα, το ολοκλήρωµα του ηµιτόνου ή του συνηµιτόνου σε µία πλήρη περίοδο, είναι
µηδέν, λόγω της συµµετρίας τους ως προς τον οριζόντιο άξονα.

� Αυτό, αποτελεί σηµαντική παρατήρηση που συχνά αξιοποιείται σε ασκήσεις, ιδίως όταν έχουµε να
κάνουµε µε κυκλικά φαινόµενα.
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Ανάλυση Fourier

� Στην ανάλυση αυτή, πολύπλοκες συναρτήσεις εκφράζονται ως άθροισµα τριγωνοµετρικών
συναρτήσεων.

� Η διαδικασία αυτή, απαιτεί την ολοκλήρωση τέτοιων συναρτήσεων σε καθορισµένα διαστήµατα,
προκειµένου να υπολογιστούν οι συντελεστές της σειράς.

� Η τεχνική αυτή, χρησιµοποιείται ευρέως στην επεξεργασία του σήµατος και στην ακουστική.

� Κατά τη διάρκεια της µετατροπής των αναλογικών σηµάτων σε ψηφιακά (αποτελεί τον πυρήνα
της σύγχρονης τεχνολογίας), τα σήµατα που αρχικά εκφράζονται µε ηµιτονοειδή µορφή, αναλύονται
µέσω της ανάλυσης Fourier που βασίζεται σε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις, η ολοκλήρωση των
οποίων σε καθορισµένα διαστήµατα, είναι απαραίτητη για την εξαγωγή των συνιστωσών του
σήµατος και για την πιστή αναπαραγωγή του, σε ψηφιακή µορφή.
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Εφαρµογές της ολοκλήρωσης των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 
στη ναυτιλία 1/2

Πλοήγηση και προσδιορισµός της θέσης

� Κατά τη διάρκεια ενός ταξιδιού, ένα πλοίο
κινείται σε καµπύλες τροχιές, πάνω στη
σφαιρική επιφάνεια της Γης.

� Η κατεύθυνση του σε σχέση µε τον
γεωγραφικό βορρά, αλλάζει συνεχώς και συχνά
εκφράζεται µε γωνιακές µεταβλητές.

� Οι αλλαγές αυτές, µετρούνται σε χρονική
βάση και µπορούν να µοντελοποιηθούν, µέσω
των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων.

� Η ολοκλήρωση αυτών των συναρτήσεων,
επιτρέπει τον υπολογισµό της συνολικής
διανυθείσας απόστασης ή της τελικής θέσης του
πλοίου, ακόµη και όταν αυτό κινείται µε
µεταβαλλόµενη (κατά µέτρο και διεύθυνση)
πορεία.

Ανάλυση του θαλάσσιου κύµατος

� Τα κύµατα της θάλασσας περιγράφονται µέσω
των περιοδικών συναρτήσεων, δηλαδή των
συναρτήσεων που επαναλαµβάνονται ανά τακτά
χρονικά διαστήµατα.

� Οι πιο κατάλληλες µαθηµατικές συναρτήσεις
για την περιγραφή αυτών των κυµατοµορφών,
είναι οι τριγωνοµετρικές.

� Με τη βοήθεια της ολοκλήρωσης, µπορεί να
υπολογιστεί η µέση ενέργεια ενός κύµατος, η
δύναµη που ασκείται σε ένα πλοίο και ο βαθµός
της ταλάντωσης που θα βιώσει το σκάφος, κατά
την πλεύση του σε τρικυµιώδη θάλασσα.
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Εφαρµογές της ολοκλήρωσης των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 
στη ναυτιλία 2/2

Υπολογισµός των παλιρροιών

� Οι παλίρροιες, δηµιουργούνται από τη
βαρυτική έλξη της Σελήνης και του Ήλιου και
ακολουθούν έναν περιοδικό κύκλο.

� Για την πρόβλεψη του ύψους της θάλασσας σε
ένα λιµάνι, ανάλογα µε την ώρα της ηµέρας και
µε τη θέση των ουρανίων σωµάτων,
χρησιµοποιούνται µοντέλα που βασίζονται σε
τριγωνοµετρικές συναρτήσεις.

� Η ολοκλήρωσή τους, δίνει την αλλαγή της
θαλάσσιας στάθµης σε χρονικά διαστήµατα ή
την αναµενόµενη παροχή σε εκβολές ποταµών,
στοιχεία απαραίτητα για την προσέγγιση των
πλοίων σε λιµάνια, για την ασφάλεια της
ναυσιπλοΐας και για την αποφυγή των
ατυχηµάτων.

Αυτόνοµη πλοήγηση

� Τα αυτόνοµα πλοία µε χρήση ΤΝ και
αισθητήρων (συλλέγουν συνεχώς δεδοµένα),
στοχεύουν στη χάραξη της βέλτιστης
διαδροµής, ελαχιστοποιώντας την κατανάλωση.

� Οι πορείες που ακολουθούν, υπολογίζονται µε
µαθηµατικά µοντέλα που λαµβάνουν υπόψη τις
κινήσεις φυσικών φαινοµένων µε περιοδική ή
ηµιπεριοδική συµπεριφορά (θαλάσσια ρεύµατα,
κύµατα, άνεµοι), την οποία αποδίδουν
κατάλληλα οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις.
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Εφαρµογές της ολοκλήρωσης των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 
στον ηλεκτρισµό 1/2

Το εναλλασσόµενο ρεύµα
ακολουθεί περιοδική κυµατοµορφή
και συνήθως περιγράφεται µε τη
µορφή ηµιτονοειδούς κύµατος, που
επαναλαµβάνεται µε σταθερή
συχνότητα (π.χ. στη δηµόσια
παροχή ρεύµατος 50 ή 60 Hz)
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Εφαρµογές της ολοκλήρωσης των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων
στον ηλεκτρισµό 2/2

� Στα κυκλώµατα µε πυκνωτές (C) και πηνία
(L), δηλαδή µε εξαρτήµατα που αποθηκεύουν
ενέργεια προσωρινά, η ροή του ρεύµατος δεν
είναι σταθερή, αλλά εξαρτάται από τη φάση και
από τη συχνότητα του σήµατος.

� Η ανάλυση τέτοιων κυκλωµάτων, απαιτεί τη
χρήση ολοκληρωµάτων, στα οποία εµπλέκονται
οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις.
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Ολοκληρώµατα των µορφών  ( ) ( ) x x dxηµ α συν β⋅∫ , ( ) ( )  x x dxηµ α ηµ β⋅∫ , 

( ) ( )  x x dxσυν α συν β⋅∫  
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Ολοκληρώµατα των µορφών  ( ) ( ) x x dxηµ α συν β⋅∫ , ( ) ( )  x x dxηµ α ηµ β⋅∫ , 

( ) ( )  x x dxσυν α συν β⋅∫  



Σας ευχαριστώ πολύ για την προσοχή σας

☺
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