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ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ 

Ζ παξνχζα πηπρηαθή εξγαζία έρεη σο ζηφρν λα θάλεη κλεία ζηηο εθαξκνγέο ηεο ζθαηξηθήο 

ηξηγσλνκεηξίαο ζηελ Ναπηηιία θαη ζηελ Αζηξνλνκία. Ζ ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία κέζν 

ησλ παξαθάησ εθαξκνγψλ ηεο ζπλέβαιε ζε ζπλδπαζκφ κε ηα βαζηθά εξγαιεία ηνπ 

λαπηίινπ ηα νπνία ήηαλ ν Δμάληαο θαζψο θαη ην ξνιφη λα θέξνπλ ζηγά ζηγά κε ηελ πάξνδν 

ησλ αηψλσλ θαη ηηο πεξαηηέξσ εμειίμεηο ηεο ηερλνινγίαο ηελ λαπζηπινΐα ζηελ κνξθή πνπ 

είλαη ζήκεξα. Αλάιπζε ησλ ελλνηψλ θαζψο θαη πην εθηελήο πεξηγξαθή ησλ αλσηέξσ 

ππάξρεη εληφο ηεο παξνχζεο πηπρηαθήο εξγαζίαο.  

Δπίζεο απηφ πνπ ζέισ λα επηζεκάλσ είλαη ηελ ζπνπδαηφηεηα ησλ εθαξκνγψλ ηεο 

ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο ζηελ λαπηηιία θαη ζηελ αζηξνλνκία σο εξγαιείν ηνπ λαπηίινπ 

είηε είλαη ζε πινίν είηε ζε πηεηηθφ κέζν δηφηη κέζσ απηήο επηιχνληαη βαζηθά θαζεκεξηλά 

ζέκαηα πάλσ ζηελ βαζηθή ηνπ εξγαζία, δειαδή ηελ πινήγεζε ηνπ πινίνπ. 

 

Γηα ηελ ζχληαμε ηεο παξνχζαο πηπρηαθήο εξγαζίαο ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηφζν πεγέο απφ 

ηελ Διιεληθή βηβιηνγξαθία φζν θαη απφ δηάθνξνπο επηζηεκνληθνχο ηζηφηνπνπο ηεο 

Διιάδαο θαη ηνπ εμσηεξηθνχ. 

Δλ θαηαθιείδη ε ελαζρφιεζε κνπ κε ηελ παξνχζα πηπρηαθή κε έθαλε λα αλαδεηρζεί κέζα 

κνπ θάηη πνπ ήδε γλψξηδα αιιά ε ελαζρφιεζε κνπ κε ην παξψλ ζέκα κε έθαλε λα ην 

αλαδείμσ πεξαηηέξσ, φηη δειαδή φηαλ βξίζθεζαη είηε ζε κία γέθπξα ελφο πινίνπ είηε ζηνλ 

ζάιακν δηαθπβέξλεζεο ελφο αεξνζθάθνπο ε ειηθφπηεξνπ απηφ πνπ ζε πεξηβάιιεη κέζα 

ζηα δηάθνξα κεραλήκαηα είλαη … καζεκαηηθά φπσο ζπκβαίλεη βέβαηα θαη ζε πνιιά 

πξάγκαηα ζηελ θαζεκεξηλφηεηα καο.  

 

ΔΚΠΟΝΖ΢Ζ 

Ζ παξνχζα πηπρηαθή εξγαζία κε ηίηιν «ΥΡΖ΢ΗΜΟΣΖΣΑ ΚΑΗ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΣΖ΢ 

΢ΦΑΗΡΗΚΖ΢ ΣΡΗΓΩΝΟΜΔΣΡΗΑ΢ ΢ΣΖΝ ΝΑΤΣΗΛΗΑ ΚΑΗ ΢ΣΖΝ Α΢ΣΡΟΝΟΜΗΑ» 

εθπνλήζεθε απφ ηελ Καιθάλε Γήκεηξα Διεπζεξία, ΢πνπδάζηξηα ηνπ ΢Σ΄ εμακήλνπ ηεο 

ζρνιήο Πινηάξρσλ ηεο ΑΔΝ Μαθεδνλίαο ππφ ηελ επίβιεςε ηνπ θ. Μαηνχια Αζαλάζηνπ 

θαη νινθιεξψζεθε ηνλ Απξίιην ηνπ 2016  
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1.ΔΝΟΗΟΛΟΓΗΑ 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζε παξαδείγκαηα θαη εθαξκνγέο ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο ζηελ 

λαπηηιία θαη ζηελ αζηξνλνκία ζα ήζεια λα αλαιχζνπκε ιίγν ελλνηνινγηθά ηελ ζθαηξηθή 

ηξηγσλνκεηξία θαζψο θαη ηελ αζηξνλνκία ζηηο παξαθάησ παξαγξάθνπο.   

1.1 ΢ΦΑΗΡΗΚΖ ΣΡΗΓΩΝΟΜΔΣΡΗΑ 

Ζ ΢θαιπική ηπιγωνομεηπία απνηειεί ελ κέξεη αληηθείκελν ηεο νπξάληαο κεραληθήο ζηελ 

αζηξνλνκία θαη αθνξά ζηελ επίιπζε ζθαηξηθψλ ηξηγψλσλ. 

Πην ζπγθεθξηκέλα ε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία είλαη ν θιάδνο ηεο ζθαηξηθή γεσκεηξίαο πνπ 

αζρνιείηαη κε ηηο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ ησλ πιεπξψλ θαη 

ησλ γσληψλ ησλ ζθαηξηθψλ πνιπγψλσλ (εηδηθά ζθαηξηθά ηξίγσλα) πνπ νξίδεηαη απφ έλαλ 

αξηζκφ ηεκλφκελσλ κεγίζησλ θχθισλ ηεο ζθαίξαο. Ζ ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία έρεη 

κεγάιε ζεκαζία γηα ηνπο ππνινγηζκνχο ζηελ αζηξνλνκία, γεσδαηζία θαη πινήγεζεο ζε 

πινία αεξνζθάθε θηι. 

Οη απαξρέο ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο ζηα ειιεληθά καζεκαηηθά θαη ηηο ζεκαληηθέο 

εμειίμεηο ζηα Αξαβηθά καζεκαηηθά ζπδεηήζεθε πιήξσο ζηελ Ηζηνξία ηεο ηξηγσλνκεηξίαο 

θαη ησλ Μαζεκαηηθψλ θαηά ηνλ κεζαίσλα ζηελ Αξαβία. Σν ζέκα θαξπνθφξεζαλ ζηε 

λεφηεξε θνξέο κε ζεκαληηθέο εμειίμεηο απφ ηνλ John Napier, Delambre θαη άιινη, 

επηηπγράλνληαο νπζηαζηηθά πιήξε κνξθή απφ ηα ηέιε ηνπ δέθαηνπ έλαηνπ αηψλα, κε ηε 

δεκνζίεπζε ηνπ Todhunter ζην βηβιίν «΢θαηξηθή ηξηγσλνκεηξία γηα ηε ρξήζε ησλ 

θνιεγίσλ θαη ησλ ζρνιείσλ». Απηφ ην βηβιίν είλαη πιένλ άκεζα δηαζέζηκεο ζην δηαδίθηπν. 

Οη κφλεο ζεκαληηθέο εμειίμεηο απφ ηφηε ήηαλ ε εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ θνξέα γηα ηελ 

παξαγσγή ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηε ρξήζε ησλ ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ γηα λα θέξεη ζε 

πέξαο καθξνζθειείο ππνινγηζκνχο. 

                   Ζ ΢θαηξηθή Γεσκεηξία έρεη εθαξκνγέο ζηελ Αζηξνλνκία, Ναπζηπινΐα, 

Υαξηνγξαθία θαη αιινχ.                         ΢ηελ Αζηξνλνκία, εθαξκφδεηαη ζηε 

κειέηε πξνβιεκάησλ πνπ δελ καο ελδηαθέξεη ε απφζηαζε ησλ νπξαλίσλ ζσκάησλ απφ ηε 

Γε αιιά ε ζέζε ηνπο ζηνλ νπξάλην ζφιν πνπ ζεσξείηαη ζθαηξηθφο κε θέληξν ην θέληξν ηεο 

Γεο. Ζ Γε ζεσξείηαη θαηά πξνζέγγηζε ζθαηξηθή, επνκέλσο ε ζθαηξηθή γεσκεηξία έρεη 

εθαξκνγέο θαη ζηηο επηζηήκεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην ζρήκα ηεο Γεο. Μία απφ απηέο είλαη ε 

Ναπζηπινΐα θαη ρξεζηκεχεη γηα λα γίλνληαη ππνινγηζκνί πνξείαο.  

                Δίλαη γλσζηφ απφ ηελ αξραηφηεηα φηη ε επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο δελ είλαη 

δπλαηφλ λα αλαπηπρζεί ζην επίπεδν. Γειαδή, δελ κπνξνχκε λα αλαπηχμνπκε ηε ζθαίξα 

ζην επίπεδν φπσο θάλακε κε ηνλ θχιηλδξν θαη ηνλ θψλν. Δάλ πξνζπαζήζνπκε λα θάλνπκε 

απηφ ην αλάπηπγκα, ζα ηζαιαθψζνπκε ή ζα ζθίζνπκε ηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο. Απηφ 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9F%CF%85%CF%81%CE%AC%CE%BD%CE%B9%CE%B1_%CE%BC%CE%B7%CF%87%CE%B1%CE%BD%CE%B9%CE%BA%CE%AE
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CF%83%CF%84%CF%81%CE%BF%CE%BD%CE%BF%CE%BC%CE%AF%CE%B1
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ζπκβαίλεη δηφηη ε ζθαίξα έρεη θακππιφηεηα πνπ δηαθέξεη πνηνηηθά απφ απηήλ ηνπ 

θπιίλδξνπ ή ηνπ θψλνπ. Λφγσ απηήο ηεο ηδηφηεηαο νη ράξηεο δελ κπνξεί λα είλαη αθξηβείο. 

 

1.2 ΣΤΠΟΛΟΓΗΟ ΢ΦΑΗΡΗΚΖ΢ ΣΡΗΓΩΝΟΜΔΣΡΗΑ΢    

 

΢ε πνιιά πξνβιήκαηα ηεο Υαξηνγξαθίαο, ηεο Αλψηεξεο Γεσδαηζίαο, ηεο Γεσδαηηηθήο 

Αζηξνλνκίαο θαη ηεο Γνξπθνξηθήο Γεσδαηζίαο εκθαλίδνληαη γεσκεηξηθά κεγέζε πνπ 

αλαθέξνληαη ζε κηα ζθαηξηθή επηθάλεηα. ΢ε αληηζηνηρία κε ηελ (επίπεδε) Σξηγσλνκεηξία, 

ε ΢θαιπική Σπιγωνομεηπία εμεηάδεη ηηο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ βαζηθνχ 

ζρήκαηνο κηαο ζθαηξηθήο επηθάλεηαο, δειαδή ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ. 

Τπελζπκίδεηαη πσο φηαλ έλα επίπεδν ηέκλεη κηα ζθαίξα, ε ηνκή είλαη πάληα έλαο θχθινο. 

Αλ ην επίπεδν πεξλά απφ ην θέληξν ηεο ζθαίξαο, ν θχθινο ιέγεηαη κέγηζηνο θύθινο, ελψ 

ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε ιέγεηαη κηθξόο θύθινο (ζρήκα 1). Απφ δχν ηπραία, κε 

αληηδηακεηξηθά ζεκεία, κηαο ζθαίξαο πεξλνχλ άπεηξνη κηθξνί θχθινη αιιά κφλν έλαο 

κέγηζηνο, πνπ νξίδεη θαη ηελ ζπληνκφηεξε δηαδξνκή κεηαμχ ησλ ζεκείσλ απηψλ. 

Δπνκέλσο, νη γεωδαηζηαθέο γξακκέο ζε κηα ζθαίξα είλαη κέγηζηνη θχθινη. Αλ ηα ζεκεία 

είλαη αληηδηακεηξηθά, ηφηε φινη νη θχθινη πνπ πεξλνχλ απφ απηά είλαη κέγηζηνη. 

 

 

 Έλα συαιπικό τπίγωνο νξίδεηαη απφ ηξία ηπραία ζεκεία κηαο ζθαηξηθήο επηθάλεηαο πνπ 

δελ βξίζθνληαη ζηνλ ίδην κέγηζην θχθιν (θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ) θαη απφ ηα ηξία ηφμα 

κέγηζησλ θχθισλ κεηαμχ ησλ ζεκείσλ απηψλ, αλά δεχγε (πιεπξέο ηνπ ηξηγψλνπ). Αο 

ζεκεησζεί πσο θάζε πιεπξά ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ είλαη ην κηθξφηεξν απφ ηα δχν ηφμα 

ζηα νπνία ρσξίδεηαη θάζε κέγηζηνο θχθινο (ζρήκα 2).  
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Πξέπεη λα γίλεη δηάθξηζε κεηαμχ ηνπ κέηξνπ a θάζε πιεπξάο, πνπ είλαη ην ‘γσληαθφ’ κέηξν 

ηνπ ηφμνπ ηνπ αληίζηνηρνπ κέγηζηνπ θχθινπ (δειαδή ην κέηξν ηεο αληίζηνηρεο επίθεληξεο 

γσλίαο) θαη ηνπ κήθνπο s ηεο πιεπξάο, δειαδή ηνπ πξαγκαηηθνχ κήθνπο ηνπ ηφμνπ ζε 

κνλάδεο κήθνπο (π.ρ. ζε κέηξα). Σα δχν απηά κεγέζε ζπλδένληαη κέζσ ηεο αθηίλαο R ηεο 

ζθαίξαο (ζηηο ίδηεο κνλάδεο κήθνπο):  

s = R ⋅ a  

΢ην εμήο, φηαλ αλαθεξφκαζηε ζηελ πιεπξά ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ζα ελλννχκε ην 

κέηξν ηεο.  

Σα άιια ηξία βαζηθά ζηνηρεία ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ είλαη νη ηξεηο γωλίεο ηνπ, πνπ είλαη 

νη δίεδξεο γσλίεο κεηαμχ ησλ επηπέδσλ ησλ κεγίζησλ θχθισλ πνπ νξίδνπλ ην ηξίγσλν. 

Ηζνδχλακα, νη γσλίεο απηέο είλαη νη αληίζηνηρεο (επίπεδεο) γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη 

εθαπηφκελεο ησλ κέγηζησλ θχθισλ ζε θάζε θνξπθή ηνπ ηξηγψλνπ.  

Παξαδνζηαθά, νη γσλίεο ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ζπκβνιίδνληαη κε θεθαιαία γξάκκαηα, 

π.ρ. A, B, C (φπσο νη αληίζηνηρεο θνξπθέο), ελψ νη πιεπξέο ηνπ κε ηα αληίζηνηρα πεδά 

γξάκκαηα, π.ρ. a, b, c έηζη ψζηε ζηνηρεία κε ην ίδην γξάκκα λα βξίζθνληαη απέλαληη.  

΋πσο ήδε αλαθέξζεθε, νη πιεπξέο θαη νη γσλίεο ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ είλαη αδηάζηαηα 

κεγέζε (θαζαξνί αξηζκνί) θαη κεηξψληαη ζε αθηίληα (rad) ή ζε ζπκβαηηθέο κνλάδεο 

κέηξεζεο γσληψλ (κνίξεο, βαζκνί θιπ.). Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ 

πξνθχπηεη φηη θάζε πιεπξά ηνπ ηξηγψλνπ είλαη κηθξφηεξε απφ π (180°). Απφ ηελ βαζηθή 

ηδηφηεηα ησλ πνιηθψλ ηξηγψλσλ, πνπ αλαθέξεηαη παξαθάησ, ζπλάγεηαη φηη θαη θάζε γσλία 

ηνπ είλαη κηθξφηεξε απφ π.  

Συαιπική ςπεποσή  

Βαζηθή ηδηφηεηα ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ είλαη φηη το άθποισμα των γωνιών τος είναι 

πάντα μεγαλύτεπο από π. Ζ δηαθνξά :  

Δ = (A + B + C) - π  

ιέγεηαη ζθαηξηθή ππεξνρή θαη είλαη ίζε κε ηελ ζηεξεά γσλία πνπ νξίδεη ην ηξίγσλν, φπσο 

θαίλεηαη απφ ην θέληξν ηεο ζθαίξαο. Δπνκέλσο, ε ζθαηξηθή ππεξνρή Δ κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί απφ ην εκβαδφλ Α ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ θαη ηελ αθηίλα R ηεο ζθαίξαο : 

 

Ζ ζθαηξηθή ππεξνρή είλαη θαη απηή αδηάζηαην κέγεζνο (θαζαξφο αξηζκφο), φπσο θαη ε 

ζηεξεά γσλία, ζπλήζσο φκσο εθθξάδεηαη ζε κνίξεο ή βαζκνχο (ή ππνδηαηξέζεηο ηνπο).  

Πολικό τπίγωνο  
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΢ε θάζε κέγηζην θχθιν αληηζηνηρεί κία κφλν δηάκεηξνο ηεο ζθαίξαο πνπ είλαη θάζεηε ζην 

επίπεδφ ηνπ. Σα δχν ζεκεία ηεο ζθαηξηθήο επηθάλεηαο πνπ νξίδεη ε δηάκεηξνο απηή 

ιέγνληαη πόινη ηνπ κέγηζηνπ θχθινπ.  

΢ε θάζε πιεπξά ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ αληηζηνηρνχλ δχν πφινη. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ 

πιεπξά a (BC) αληηζηνηρνχλ νη πφινη P
Α 

θαη P
Α’ 

, φπνπ ν πφινο P
Α 

είλαη ν πιεζηέζηεξνο 

πξνο ηελ θνξπθή Α. Με φκνην ηξφπν νξίδνληαη θαη ηα ζεκεία (πφινη) P
B 

θαη P
C
. Σν 

ζθαηξηθφ ηξίγσλν κε θνξπθέο ηα ζεκεία P
Α 

, P
Β 

θαη P
C 

ιέγεηαη πνιηθό ηξίγωλν ηνπ 

ηξηγψλνπ ABC (ζρήκα 3). 

 

Μεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ ησλ δχν ηξηγψλσλ ηζρχεη ε ζπνπδαία ηδηφηεηα φηη: νη πιεπξέο ελόο 

ζθαηξηθνύ ηξηγώλνπ είλαη παξαπιεξωκαηηθέο ηωλ αληίζηνηρωλ γωληώλ ηνπ πνιηθνύ 

ηξηγώλνπ θαη αληίζηξνθα :  

a = π - Α΄ θαη Α = π - a΄ θιπ.  

Σσέσειρ μεταξύ των στοισείων συαιπικού τπιγώνος  

΢ε φιεο ηηο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, πνπ αθνινπζνχλ, 

κπνξεί λα εθαξκνζζεί θπθιηθή κεηάζεζε ησλ ζπκβφισλ (δειαδή a → b → c → a θιπ). 

 

1. Ανιζώζειρ  

a. A < B ⇔ α < β  
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b. A+B > π ⇔ α+β > π  

c. | β-γ | < α < β+γ  

d. α+π > β+γ  

2. Δξιζώζειρ  

α.  
ημ𝑎

ημ𝐴
=  

ημ𝛽

ημ𝐵
=  

ημ𝛾

ημ𝛤
                           [λφκνο εκηηφλνπ] 

    ζπλ α= ζπλ β * ζπλ γ + εκ β * εκ γ * cos A 

 

β. ζπλ A = -ζπλ B ζπλ Γ + εκ B * εκ Γ * ζπλ α  [λφκνο ζπλεκηηφλνπ ή                        

Gauss] 

    εκ α * ζπλ B = ζπλ β * εκ γ – εκ β * ζπλ γ * ζπλ A 

 

γ. εκ A * ζπλ β = ζπλ B * εκ Γ + εκ B * ζπλ Γ * ζπλ α  [ηχπνο ησλ 5 ζηνηρείσλ] 

 

δ. ζπλ α * ζπλ B = εκ α * ζπλ γ – εκ B * ζπλ Γ  

   εφ =
α

2
= εφ

β−γ

2
∙  
ημ

B +Γ

2

ημ
B−Γ

2

= εφ
β+γ

2
∙  
ςυν

B +Γ

2

ςυν
B−Γ

2

   

ε. εφ
A

2
= ςυν

B−Γ

2
∙  
ημ

β−γ

2

ημ
β+γ

2

= ςυν
B+Γ

2
∙  
ςυν

β−γ

2

ςυν
β+γ

2

      [αλαινγίεο ηνπ Neper] 

   ημ
A

2
= ςυν

α

2
∙  
ςυν

B +Γ

2

ςυν
β+γ

2

= ημ
α

2
∙  
ςυν

B−Γ

2

ημ
β+γ

2

 

 

ζη. ςυν
A

2
= ςυν

α

2
∙  

ημ
B +Γ

2

ςυν
β−γ

2

= ημ
α

2
∙  
ημ

B−Γ

2

ημ
β−γ

2

        [ζπλαινγίεο ηνπ Delambre]  

 

 

3. Άιιεο ζρέζεηο  

Έζησ p ε εκηπεξίκεηξνο ηνπ ηξηγψλνπ, δει. : p = ½ (α + β + γ). Σφηε :  

α. εφ2 E

4
= εφ

p

2
∙ εφ

p−α

2
∙ εφ

p−β

2
∙ εφ

p−γ

2
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β. εφ2 α

2
=

ημ
E

2
∙ημ⁡(A− 

E

2
)

ημ 𝐵−
𝐸

2
 ∙ ημ(Γ−

E

2
)
 , όπου Ε είναι η ςφαιρική υπεροχή.  

 

γ. ςυν2 𝐴

2
=  

ημ p ∙ημ p−α 

ημ 𝛽 ∙ημ γ 
 

 

δ. εφ2 𝐴

2
=  

ημ 𝑝−𝛽 ∙ημ p−γ 

ημ 𝑝 ∙ημ p−α 
          [ηχπνη ηνπ Borda] 

 

Οπθογώνια - οπθόπλεςπα τπίγωνα  

Αλ θάπνηα (-εο) γσλία ή πιεπξά ηνπ ηξηγψλνπ είλαη νξζή (90°) έρνπκε έλα νξζνγώλην (ή 

δηζ- ή ηξηζνξζνγψλην) ή έλα νξζόπιεπξν (ή δηζ- ή ηξηζνξζφπιεπξν) ζθαηξηθφ ηξίγσλν. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή νη ηχπνη πνπ ζπλδένπλ ηα ζηνηρεία ηνπ ηξηγψλνπ απινπνηνχληαη 

ζεκαληηθά, π.ρ.  

 

΢ε οπθογώνιο ζθαιπικό ηπίγωνο ( Α = 90°) :  

 

ςυνα = ςυν β ∙ ςυν γ = ςυνB ∙ ςυν Γ 

ημβ = ημα ∙ ημB = εφγ ∙ ςυνΓ 

ημ γ =ημα ∙ ημ Γ = εφβ ∙ ςυνB 

ςυνB = ςυνβ ∙ ημ Γ = εφΓ ∙ ςυνα 

ςυν Γ = ςυν γ ∙ ημB = εφβ ∙ ςυνα 

 

Με ηε βνήζεηα ηεο βαζηθήο ηδηφηεηαο ησλ πνιηθψλ ηξηγψλσλ κπνξνχλ λα γξαθνχλ 

αληίζηνηρεο ζρέζεηο γηα έλα νξζφπιεπξν ηξίγσλν ( α = 90° ).  

 

Επιλύσειρ συαιπικών τπιγώνων  

Αλ είλαη γλσζηά ηπία απφ ηα βαζηθά ζηνηρεία ελφο ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, κπνξνχκε λα 

ππνινγίζνπκε ηα ππφινηπα. Ζ εξγαζία απηή ιέγεηαη επίιπζε ηνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ θαη 

γίλεηαη κε ρξήζε ησλ θαηάιιεισλ απφ ηνπο ηχπνπο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ. Λφγσ 
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ηνπ πιήζνπο ησλ ηζνδπλάκσλ ηχπσλ, ε δηαδηθαζία επίιπζεο κπνξεί λα γίλεη κε πνιινχο 

ηξφπνπο. Γηα δηεπθφιπλζε, αλαθέξνπκε κεξηθνχο.  

Α. Γενικά: 1) ΋πνπ είλαη δπλαηφλ, ν ππνινγηζκφο ησλ αγλψζησλ λα γίλεηαη απφ ην 

ζπλεκίηνλν ή ηελ εθαπηνκέλε, πνπ δίλνπλ κνλνζήκαληε ιχζε ζηελ πεξηνρή -90° σο +90°. 

2) Δπίζεο, φπνπ είλαη δπλαηφλ, ν ππνινγηζκφο λα γίλεηαη απφ ηελ εθαπηνκέλε ζε κνξθή 

ιφγνπ δχν κεγεζψλ, νπφηε ππνινγίδεηαη κνλνζήκαληα ην ζσζηφ ηεηαξηεκφξην ηεο ιχζεο 

(απφ ηα πξφζεκα αξηζκεηή θαη παξαλνκαζηή).  

3) ΢ηηο πεξηπηψζεηο δηπιψλ ιχζεσλ, ρξήζε ησλ ζρέζεσλ αληζφηεηαο κεηαμχ ησλ 

ζηνηρείσλ επηηξέπεη ηελ απφξξηςε θάπνηαο ιχζεο πνπ δελ είλαη δεθηή.  

Β. Πποηάζειρ για ειδικέρ πεπιπηώζειρ :  

1) Γίλνληαη ηα a , b , c θαη δεηνύληαη ηα A , B , C : Υξεζηκνπνηνχκε ην λφκν ζπλεκηηφλνπ 

(2.b.1)  

2) Γίλνληαη ηα A , B , C θαη δεηνύληαη ηα a , b , c : Υξεζηκνπνηνχκε ην λφκν ζπλεκηηφλνπ 

(2.b.2)  

3) Γίλνληαη ηα A , b , c θαη δεηνύληαη ηα a , B , C : Υξεζηκνπνηνχκε ην λφκν ζπλεκηηφλνπ 

(2.b.1) γηα ηελ πιεπξά a θαη ηνλ ηχπν ησλ 5 ζηνηρείσλ (2.c.1) γηα ηα B θαη C.  

4) Γίλνληαη ηα a , B , C θαη δεηνύληαη ηα A , b , c : Υξεζηκνπνηνχκε ην λφκν ζπλεκηηφλνπ 

(2.b.2) γηα ηελ γσλία A θαη ηνλ ηχπν ησλ 5 ζηνηρείσλ (2.c.2) γηα ηα b θαη c.  

5) Γίλνληαη ηα a , b , A θαη δεηνύληαη ηα c , B , C : Υξεζηκνπνηνχκε ην λφκν εκηηφλνπ (2.a.) 

γηα ηελ γσλία Β (πξνζνρή ζηηο δύν πηζαλέο ιύζεηο !) θαη ηηο αλαινγίεο Neper, (2.e.1) γηα ην 

c θαη (2.e.2) γηα ην C.  

6) Γίλνληαη ηα a , A , B θαη δεηνύληαη ηα b , c , C : Υξεζηκνπνηνχκε ην λφκν εκηηφλνπ (2.a.) 

γηα ηελ πιεπξά b (πξνζνρή ζηηο δύν πηζαλέο ιύζεηο !) θαη ηηο αλαινγίεο Neper, (2.e.1) γηα ην 

c θαη (2.e.2) γηα ην C. 

 

1.3 Α΢ΣΡΟΝΟΜΗΑ                                          

Ζ Αζηπονομία (αγγιηθά Astronomy, δηεζλήο φξνο εθ ησλ ειιεληθψλ ιέμεσλ «ἄζηξνλ» + 

«λέκσ») είλαη ε θπζηθή επηζηήκε πνπ εξεπλά φια ηα νπξάληα ζψκαηα [φπσο άζηξα, 

γαιαμίεο, λεθειψκαηα, πιαλήηεο (ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο Γεο) δνξπθφξνη, 

αζηεξνεηδεηο, θνκήηεο θαη άιια], ηε Φπζηθή, ηε Υεκεία, ηελ πξνέιεπζε θαη ηελ εμέιημε 

ηέηνησλ αληηθεηκέλσλ, ηα θαηλφκελα πνπ ζπκβαίλνπλ ζηνλ ρψξν έμσ απφ ηελ αηκφζθαηξα 

ηεο Γεο, ηα νπνία ζπκπεξηιακβάλνπλ εθξήμεηο ππεξθαηλνθαλψλ αζηέξσλ, εθιάκςεηο 

αθηίλσλ γ θαη θνζκηθή αθηηλνβνιία κηθξνθπκάησλ ππνβάζξνπ. Έλα ζρεηηθφ αιιά 
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δηαθξηηφ ζέκα απνηειεί ε Κνζκνινγία, πνπ αζρνιείηαη κε ηε κειέηε ηνπ ζχκπαληνο σο 

νιφηεηα 

 

Ζ Αζηξνλνκία είλαη κηα απφ ηηο αξραηφηεξεο επηζηήκεο. Γεληθά, ε Αζηξνλνκία γελλήζεθε 

κε ηελ εκθάληζε ηνπ «δηαλννχκελνπ αλζξψπνπ» ζηνλ εκέηεξν πιαλήηε. Οη πξντζηνξηθνί 

πνιηηηζκνί θαη νη πξψηνη ηζηνξηθνί πνιηηηζκνί άθεζαλ αζηξνλνκηθά ηερλνπξγήκαηα, φπσο 

απηά πνπ άθεζαλ νη Αξραίνη Αηγχπηηνη, νη Ννχβηνη, νη Βαβπιψληνη, νη Αξραίνη Έιιελεο, νη 

Αξραίνη Κηλέδνη, νη Αξραίνη Ηλδνί, νη Αξραίνη Ηξαλνί θαη νη Μάγηαο, πνπ δείρλνπλ φηη 

αζρνινχληαλ κε κεζνδηθέο παξαηεξήζεηο ηνπ λπθηεξηλνχ νπξαλνχ. Δηδηθφηεξα, φκσο, γηα 

ηνπο Αξραίνπο Έιιελεο, ε «Αζηξνλνκία» (θαη σο φξνο πνπ επηβίσζε πηα) γελλήζεθε 

αθξηβψο ηελ ίδηα εθείλε ζηηγκή πνπ γελλήζεθε θαη ε ειιεληθή κπζνινγία θαη κάιηζηα ζε 

κηα ακθίδξνκε ζρέζε, γηαηί ε ζεία (γηα ηνπο Έιιελεο ηεο επνρήο) Μνχζα Οπξαλία ήηαλ 

πξνζηάηηδά ηεο. Ωζηφζν, πξαθηηθά απαηηνχληαλ ε εθεχξεζε θαη ε εμέιημε ηνπ 

ηειεζθνπίνπ, ψζηε ε Αζηξνλνκία λα κπνξέζεη λα εμειηρζεί ζε ζχγρξνλε επηζηήκε. 

Ηζηνξηθά, ε Αζηξνλνκία ζπκπεξηιάκβαλε ελαζρνιήζεηο φπσο ε Αζηξνκεηξία, ε 

Αζηξνλνκηθή Ναπηηιία, ε Παξαηεξεζηαθή Αζηξνλνκία, ν ζρεδηαζκφο εκεξνινγίσλ θαη ε 

Αζηξνινγία, ελψ ζηηο κέξεο καο ε επαγγεικαηηθή (ηνπιάρηζηνλ) Αζηξνλνκία ζπρλά 

ζεσξείηαη ζπλψλπκε κε ηελ Αζηξνθπζηθή 

Σαμηλφκηζε ηεο Αζηξνλνκίαο 

Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ 20νχ αηψλα, ην πεδίν ηεο επαγγεικαηηθήο αζηξνλνκίαο 

δηαρσξίζηεθε ζε δχν (2) κεγάινπο θιάδνπο: 

 

΢ηελ Πξαθηηθή Αζηξνλνκία ή Παξαηεξεζηαθή Αζηξνλνκία (ή απιά Αζηξνλνκία) ε νπνία 

θαη πξαγκαηεχεηαη ηηο αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο, γηα ηελ άκεζε ιήςε αζηξνλνκηθψλ 

δεδνκέλσλ, κε ηα φξγαλα θαη ηηο κεζφδνπο πνπ εθηεινχληαη απηέο νη αζηξνλνκηθέο 

παξαηεξήζεηο, θαζψο θαη θάπνηνπο βαζηθνί ππνινγηζκνχο κε βάζε ηα δεδνκέλα πνπ 

ιήθζεθαλ, απφ απηέο ηηο αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο. 

΢ηε Θεσξεηηθή Αζηξνλνκία πνπ εζηηάδεη ζηελ αλάπηπμε αλαιπηηθψλ ή θαη 

ππνινγηζηηθψλ κνληέισλ γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ αζηξνλνκηθψλ αληηθεηκέλσλ θαη ηα 

θαηλφκελα πνπ ζρεηίδνληαη κε απηά. 

Οη δπν απηνί θχξηνη θιάδνη είλαη ζπκπιεξσκαηηθνί κεηαμχ ηνπο, κε ηε Θεσξεηηθή 

Αζηξνλνκία λα αλαδεηά ηξφπνπο γηα λα εμεγήζεη ηα παξαηεξνχκελα δεδνκέλα, αιιά θαη 

αληηζηξφθσο, ε Παξαηεξηζηαθή Αζηξνλνκία ςάρλεη δεδνκέλα γηα λα επηβεβαηψζεη ηα 

θείκελα ζεσξεηηθά ζπκπεξάζκαηα[5]. 
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Οη Αζηξνλνκία είλαη κηα απφ ηηο ιίγεο επηζηήκεο ζηηο νπνίεο εξαζηηέρλεο κπνξνχλ αθφκε 

λα παίδνπλ ελεξγφ ιφγν: Ηδηαίηεξα ζηελ αλαθάιπςε θαη ζηελ παξαηήξεζε κεηαβαηηθψλ 

θαηλνκέλσλ, φπσο ηα κεηαβιεηά αζηέξηα ή νη θνκήηεο, εξαζηηέρλεο αζηξνλφκνη έρνπλ 

ζπλεηζθέξεη πνιιέο θαη ζεκαληηθέο αζηξνλνκηθέο αλαθαιχςεηο. 

 

Άιινη (ζρεηηθά κηθξφηεξνη) θιάδνη ηεο Αζηξνλνκίαο είλαη νη αθφινπζνη: 

 

΢θαηξηθή Αζηξνλνκία ε νπνία ζεσξψληαο ηα νπξάληα ζψκαηα σο καζεκαηηθά ζεκεία 

ζηελ θνίιε επηθάλεηα ηεο νπξάληαο ζθαίξαο απνηειεί ηελ εθαξκνγή ηεο ζθαηξηθήο 

ηξηγσλνκεηξίαο ζηελ Αζηξνλνκία. ΢΄ απηφλ ηνλ θιάδν νθείιεηαη ε δπλαηφηεηα ηεο 

ραξηνγξαθίαο θαη ηεο έθδνζεο αζηξνλνκηθψλ πηλάθσλ. 

Οπξάληα Μεραληθή ε νπνία εμεηάδνληαο ηα νπξάληα ζψκαηα απφ δπλακηθή άπνςε κειεηά 

ηηο δηέπνπζεο απηψλ δπλάκεηο σο θαη ηα απνηειέζκαηα κε βάζε θπζηθνχο λφκνπο (π.ρ. 

παγθφζκηαο έιμεο θ.ά.). Ο θιάδνο απηφο ζηεξίδεηαη ζηελ αλψηεξε καζεκαηηθή Αλάιπζε 

θαη Θεσξεηηθή Μεραληθή. Γηακνξθσηήο απηνχ ήηαλ ν Γάιινο καζεκαηηθφο Λαπιάο ζην 

κλεκεηψδεο ζχγγξακκά ηνπ «Μεθαλίθ ζειέζη». 

Φπζηθή Αζηξνλνκία ή Αζηξνθπζηθή ε νπνία εμεηάδεη ηα νπξάληα ζψκαηα απφ θπζηθήο 

πιεπξάο, δειαδή ρεκηθήο ζχζηαζεο, ζεξκνθξαζίαο, ρξψκαηνο, ιακπξφηεηαο θιπ. Απφ 

απηφλ ην θιάδν γίλεηαη ε θαηάηαμε ησλ νπξαλίσλ ζσκάησλ (π.ρ. αζηέξεο, πιαλήηεο, 

δνξπθφξνη θιπ). Κχξηνη αθφκε επηκέξνπο θιάδνη απηήο είλαη ε «Αζηξηθή Φσηνκεηξία» 

θαη ε «Αζηξηθή Φαζκαηνζθνπία». 

Ναπηηθή Αζηξνλνκία ή Αζηξνλνκηθή Ναπηηιία ε νπνία απνηειεί ζπλδπαζκφ ηεο 

Πξαθηηθήο Αζηξνλνκίαο θαη ηεο ΢θαηξηθήο Αζηξνλνκίαο ηφζν γηα ηηο αλάγθεο ηεο 

λαπζηπινΐαο φζν θαη ηεο αεξνπινΐαο. 

Πεξηγξαθηθή Αζηξνλνκία ή Κνζκνγξαθία ε νπνία πεξηγξάθεη ηα νπξάληα ζψκαηα θαζψο 

θαη ηα δηάθνξα νπξάληα θαηλφκελα. Ο θιάδνο απηφο ραξαθηεξίδεηαη σο «ν μελαγφο ηνπ 

δηαζηήκαηνο». Πεξηιακβάλεη δειαδή ηηο βαζηθέο γλψζεηο ηεο Αζηξνλνκίαο, ηηο νπνίεο θαη 

εθζέηεη ρσξίο απνδείμεηο θαη ρσξίο ηε ρξήζε πνιχπινθσλ καζεκαηηθψλ ηχπσλ. 

Κνζκνγνλία ζθνπφο ηεο νπνίαο είλαη, εθ ηνπ ζπλδπαζκνχ ησλ πνξηζκάησλ ησλ δηαθφξσλ 

άιισλ θιάδσλ ηεο Αζηξνλνκίαο ε απνθάιπςε ησλ λφκσλ ηεο δεκηνπξγίαο θαη ηεο 

εμέιημεο. 

Οπξάληα ζψκαηα 

Ζ Αζηξνλνκία εμεηάδεη ηνπο θπζηθνχο λφκνπο πνπ δηέπνπλ ηα νπξάληα (εθηφο ηεο γήηλεο 

αηκφζθαηξαο) ζψκαηα, ηα νπνία είλαη δπλαηφλ λα παξαηεξεζνχλ κε ηηο θαηάιιειεο 

κεζφδνπο. 
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Αζηέξεο. Οη αζηέξεο, αζηέξηα ή άζηξα, είλαη αέξηα ζψκαηα, ζηα νπνία θπξηαξρεί ζπλήζσο 

ην ζηνηρείν Τδξνγφλν. Οη ζπλζήθεο ζηνπο αζηέξεο είλαη ηέηνηεο ψζηε λα ιακβάλνπλ ρψξα 

ζεξκνππξεληθέο αληηδξάζεηο θαη λα αθηηλνβνινχλ ελέξγεηα ζε κνξθή ειεθηξνκαγλεηηθήο 

αθηηλνβνιίαο. Ο Ήιηνο είλαη ν θνληηλφηεξνο αζηέξαο ζηε Γε. Μία θαζαξή αζέιελε λχρηα 

κπνξνχκε λα δηαθξίλνπκε πεξί ηα 4000 αζηέξηα ρσξίο νπηηθά βνεζήκαηα. Απηά είλαη 

άζηξα πνπ αλήθνπλ ζηνλ Γαιαμία καο. Ο θνληηλφηεξνο αζηέξαο ζην Ζιηαθφ ΢χζηεκα 

είλαη ν Δγγχηαηνο Κεληαχξνπ (Proxima Centauri), ζε απφζηαζε 4,2 εηψλ θσηφο. 

Πιαλήηεο. Οη πιαλήηεο είλαη ζψκαηα (αέξηα φπσο ν Γίαο ή ζηεξεά φπσο ε Γε) ηα νπνία 

δελ έρνπλ δπλαηφηεηα λα ζπληεξήζνπλ ζεξκνππξεληθέο αληηδξάζεηο. Οη πιαλήηεο ηνπ 

Ζιηαθνχ καο ΢πζηήκαηνο πεξηθέξνληαη γχξσ απφ ηνλ Ήιην. Οη πιαλήηεο ζπρλά δηαζέηνπλ 

δνξπθφξνπο, δειαδή ζψκαηα πνπ πεξηζηξέθνληαη γχξσ ηνπο. Ο κνλαδηθφο θπζηθφο 

δνξπθφξνο ηεο γεο είλαη ε ΢ειήλε, ην θεγγάξη. 

Κνκήηεο, Αζηεξνεηδείο. ΢εκαληηθά κηθξφηεξα απφ ηνπο πιαλήηεο ζψκαηα. 

Νεθειψκαηα. ΢ρεκαηηζκνί αεξίσλ θαη ζθφλεο πνπ εθηείλνληαη ζε επξχηεξεο πεξηνρέο ηνπ 

Γαιαμία. Σα λεθειψκαηα ζπρλά είλαη πεξηνρέο δεκηνπξγίαο λέσλ αζηέξσλ. Γλσζηφ 

λεθέισκα είλαη ην «Μεγάιν Νεθέισκα ηνπ Ωξίσλα» (Μ42) ζηνλ αζηεξηζκφ Ωξίσλα. 

΢κήλε αζηέξσλ. ΢ρεκαηηζκνί αζηέξσλ πνπ έρνπλ βαξπηηθή αιιειεπίδξαζε. Γηαθξίλνληαη 

ζε ζθαηξσηά θαη αλνηθηά ζκήλε. Έλα απφ ηα γλσζηφηεξα ζκήλε είλαη νη «Πιεηάδεο» ή 

«Πνχιηα» (Μ45 ζηνλ αζηεξηζκφ Σαχξν). 

Γαιαμίεο. Οη αζηέξεο απνηεινχλ κέξε κεγαιχηεξσλ ζρεκαηηζκψλ, ησλ γαιαμηψλ. Οη 

γαιαμίεο είλαη πνιιέο ηάμεηο κεγέζνπο κεγαιχηεξνη απφ ηνπο αζηέξεο, θαη νξγαλψλνληαη 

ζε ζκήλε γαιαμηψλ. Ο θνληηλφηεξνο γαιαμίαο ζηνλ Γαιαμία καο είλαη ν λάλνο γαιαμίαο 

ηνπ Μεγάινπ Κπλφο, ζε απφζηαζε πεξίπνπ 25.000 εηψλ θσηφο, αιιά ν πιεζηέζηεξνο 

γαιαμίαο νξαηφο κε γπκλφ κάηη είλαη ην Μέγα Νέθνο ηνπ Μαγγειάλνπ (169.000 έηε 

θσηφο). 

Αζηεξηζκνί. Γηα επθνιφηεξε αλαγλψξηζε θαη αλεχξεζε ησλ νπξάλησλ ζσκάησλ, ν 

νπξαλφο ρσξίδεηαη ζε 88 ηκήκαηα, ηζάξηζκσλ αζηεξηζκψλ. Οη αζηεξηζκνί πνπ δηαζρίδεη ν 

ήιηνο θαηά ηελ ελαιιαγή ησλ επνρψλ (ε εθιεηπηηθή) νλνκάδνληαη αζηεξηζκνί ηνπ 

Εσδηαθνχ Κχθινπ. 

Μαχξεο ηξχπεο, Αζηέξεο λεηξνλίσλ. ΢ψκαηα ζηα νπνία ηζρχνπλ αθξφηαηεο ζπλζήθεο ηεο 

Φπζηθήο. ΢πλήζσο πξνέξρνληαη απφ ην ηειηθά ζηάδην ηεο εμέιημεο κεγάισλ αζηέξσλ. 
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2.Η΢ΣΟΡΗΚΖ ΑΝΑΓΡΟΜΖ 

Ζ ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία λαη κελ είλαη έλα μερσξηζηφ θνκκάηη ηεο βαζηθήο 

ηξηγσλνκεηξίαο φκσο νη ζρέζεηο κεηαμχ ηνπο δελ παχνπλ λα είλαη κεγάιεο, νπφηε ζεσξψ 

λα θάλσ κλεία θαη ζηελ ηξηγσλνκεηξία θαζαπηνχ ζηελ παξαθάησ ηζηνξηθή αλαδξνκή.  

Ο φξνο ηπιγωνομεηπία θαζηεξψζεθε ην 1595 απφ ηνλ Γεξκαλφ καζεκαηηθφ Bartholomäus 

Pitiscus ζην έξγν ηνπ Trigonometria: sive de solutione triangulorum tractatus brevis et 

perspicuus. Δληνχηνηο ε ηξηγσλνκεηξία αλαπηχρζεθε θαη ήηαλ κέξνο ησλ καζεκαηηθψλ 

απφ ηελ αξραηφηεηα. Ο Αξίζηαξρνο ρξεζηκνπνίεζε νξζνγψληα ηξίγσλα γηα λα ππνινγίζεη 

ηελ απφζηαζε ηεο Γεο απφ ηνλ Ήιην θαη ηελ ΢ειήλε. Οη αζηξνλφκνη Ίππαξρνο θαη 

Πηνιεκαίνο ρξεζηκνπνηνχζαλ θαηαιφγνπο πνπ κεηέηξεπαλ γσλίεο θχθινπ ζε κήθνο 

ρνξδήο, ε γλσζηή ζε καο ηξηγσλνκεηξηθή ζπλάξηεζε ηνπ εκίηνλνπ. 

 

Οη ΢νπκέξηνη αζηξνλφκνη εηζήγαγαλ ην κέηξν ηεο γσλίαο, ρξεζηκνπνηψληαο έλα 

δηαρσξηζκφ ηνπ θχθινπ ζε 360 κνίξεο. Απηνί θαη νη δηάδνρνί ηνπο, νη Βαβπιψληνη 

κειέηεζαλ ηηο αλαινγίεο ησλ πιεπξψλ νκνίσλ ηξηγψλσλ θαη αλαθάιπςαλ θάπνηεο 

ηδηφηεηεο απηψλ ησλ αλαινγηψλ, αιιά δελ ην κεηέηξεςαλ ζε κηα ζπζηεκαηηθή κέζνδν γηα 

ηελ εχξεζε πιεπξψλ θαη γσληψλ ησλ ηξηγψλσλ. Οη αξραίνη Ννπβίνη ρξεζηκνπνηνχζαλ κηα 

παξφκνηα κέζνδν. Οη αξραίνη Έιιελεο κεηέηξεςαλ ηελ ηξηγσλνκεηξία ζε κηα 

δηαηεηαγκέλε επηζηήκε. 

 

Κιαζηθνί Έιιελεο καζεκαηηθνί (φπσο ν Δπθιείδεο θαη ν Αξρηκήδεο) κειέηεζαλ ηηο 

ηδηφηεηεο ησλ ρνξδψλ θαη ησλ ραξαγκέλσλ γσληψλ ζε θχθινπο, θαη απφδεημαλ ζεσξήκαηα 

πνπ ηζνδπλακνχλ κε ζχγρξνλνπο ηξηγσλνκεηξηθνχο ηχπνπο παξφιν πνπ ηα απεδείθλπαλ 

γεσκεηξηθά θαη φρη αιγεβξηθά. Ο Κιαχδηνο ν Πηνιεκαίνο δηεχξπλε ηηο ρνξδέο ηνπ 

Ίππαξρνπ ζε έλα θχθιν ζηελ Αικαγέζηε ηνπ.  

Δδψ ζα πξέπεη λα γίλεη κηα ηδηαίηεξε αλαθνξά ζηνλ παηέξα ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο πνπ δελ 

είλαη άιινο απφ ηνλ Μελέιαν ηνλ Αιεμαλδξηλφ ν νπνίνο έδεζε θαη έδξαζε ηνλ 1-2 αη. κ.Υ.. 

Μαζεκαηηθφο θαη κεηξεηήο αζηξνλφκνο αλαθέξεηαη φηη ην 98 κ.Υ. έθαλε αζηξνλνκηθέο 

παξαηεξήζεηο ζηελ Ρψκε. Απφ ηα γεσκεηξηθά θαη αζηξνλνκηθά έξγα ηνπ ζψζεθε κφλν 

έλα κε ζέκα ηνπ ηε ΢θαηξηθή γεσκεηξία.  

Σν έξγν απηφ είλαη πξντφλ ησλ εθηεηακέλσλ εξεπλψλ ηνπ Μελειάνπ, θέξεη ηνλ 

ηίηιν"΢θαιπική" θαη ζψζεθαλ κφλν νη κεηαθξάζεηο ηνπ ζηελ Αξαβηθή θαη Δβξατθή. 

΢πλνπηηθά νη γλσζηέο καο πξνζθνξέο ηνπ Μελειάνπ ζηα αξραία καζεκαηηθά είλαη: 

Σν έξγν "΢θαηξηθή" ζε 3 βηβιία, κε πεξηερφκελν:  
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Σο ππώηο ζεκειηψλεη ηελ πξψηε μη Δςκλείδεια γεωμεηπία, ηε ΢θαηξηθή, ζηελ νπνία 

πξσηεχνληα ξφιν παίδνπλ νη κέγηζηνη θχθινη ζθαίξαο, ελψ ζηελ Δπθιείδεηα γεσκεηξία 

ηνλ έπαηδαλ νη επζείεο. Δδψ εηζάγνληαη γηα πξψηε θνξά ζηελ επηζηήκε ηα ζθαιπικά 

ηπίγωνα θαη κειεηψληαη δηάθνξεο πξνηάζεηο ηζφηεηαο θαη αληζφηεηαο ησλ ζηνηρείσλ 

ηνπο.  

Σο δεύηεπο είλαη θαζαξά αζηξνλνκηθνχ πεξηερνκέλνπ, ελψ  

Σο ηπίηο ζεκειηψλεη ηε ΢θαιπική Σπιγωνομεηπία.  

΢ην έξγν ηνπ απηφ ν Μελέιανο παξνπζηάδεη πνιιέο νκνηφηεηεο θαη αληηζηνηρίεο ησλ 

ζθαηξηθψλ ηξηγψλσλ κε ηα επίπεδα, ηνλίδνληαο ηηο 

εμαηξέζεηο.  

Σν πεξίθεκν Θεώπημα ηων διαηεμνοςζών, πνπ θέξεη ην 

φλνκά ηνπ. Σν ζεψξεκα απηφ εκθαλίδεηαη ζηα ζθαηξηθά 

ηξίγσλα, σο ζρέζε ρνξδψλ ησλ ηφμσλ-πιεπξψλ ηνπο. Σνπ 

ζεσξήκαηνο απηνχ ν Μελέιανο δίλεη πνιιέο εθαξκνγέο. 

Δθηφο απηνχ φκσο ηνπ ζεσξήκαηνο, ηνπ νπνίνπ ην 

αληίζηνηρν επίπεδν πηζηεχεηαη φηη ππήξρε ζηα 

"Πνξίζκαηα" ηνπ Δπθιείδε, ν ζνθφο καο δίλεη ηα ζθαηξηθά 

ζεσξήκαηα ησλ ηφμσλ-δηρνηφκσλ ησλ ηφμσλ-πςψλ θαη 

άιια.  

Ζ ζπγθξφηεζε πινάκων σοπδών κύκλος είλαη ε ηξίηε γλσζηή πξνζθνξά ηνπ, αλ θαη 

πξνυπήξρε ν αληίζηνηρνο πίλαθαο ηνπ Ηππάξρνπ. Οη πίλαθεο απηνί πεξηέρνληαη ζην ρακέλν 

έξγν ηνπ "Πεπί ςπολογιζμού ηων σοπδών κύκλος" ζε 6 βηβιία, απφ ην νπνίν κάιινλ 

άληιεζε αξγφηεξα ν Πηνιεκαίνο. 

΢ήκεξα ν Μελέιανο ζεσξείηαη σο ν θχξηνο ζεκειησηήο ηεο ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο, κε 

πξν-ζθνξά ηνπ έλα έξγν, ηε "΢θαηξηθή", ην νπνίν απνηειεί ηελ ηειηθή κνξθή ησλ 

πξνγελέζηεξσλ ζθαηξηθψλ, κε κία ζρεδφλ πιήξε αλαινγία ζεσξεκάησλ πξνο ηα 

αληίζηνηρα ηεο ηφηε γεσκεηξίαο ηνπ επηπέδνπ. 

Οη Έιιελεο αζηξνλφκνη Ίππαξρνο, Μελέιανο θαη Πηνιεκαίνο , γλψζηεο ήδε θαη ηεο 

Βαβπισληαθήο Αζηξνλνκίαο, εξγάζζεθαλ επίπνλα γηα λα βειηηψζνπλ ηελ 

Αζηξνλνκία θαη λα ηε κεηαζρεκαηίζνπλ απφ απιή πεξηγξαθηθή ζε καζεκαηηθή, δειαδή 

κε δπλαηφηεηεο αλαιπηηθήο ζπνπδήο ησλ θαηλνκεληθψλ ηξνρηψλ ησλ νπξαλίσλ ζσκάησλ 

δειαδή ησλ απιαλψλ αζηέξσλ, ηνπ Ζιίνπ, ηεο ΢ειήλεο θαη ησλ πέληε ηφηε γλσζηψλ 

πιαλεηψλ, θαζψο θαη ηεο πξφβιεςεο θαηφπηλ ππνινγηζκνχ ηεο ζέζεο ηνπο ζπλαξηήζεη 

ηνπ ρξφλνπ. ΢ηελ πξνζπάζεηα απηή, νη Έιιελεο αζηξνλφκνη αληηκεηψπηδαλ, εθηφο ησλ 

9 άιισλ, αζηξνλνκηθά πξνβιήκαηα ζπλπθαζκέλα κε ηελ επίιπζε ηξηγψλσλ, είηε 

επίπεδσλ 

επζχγξακκσλ, είηε, σο επί ην πιείζηνλ, ζθαηξηθψλ δειαδή επάλσ ζηε ζθαηξηθή 

επηθάλεηα ηνπ νπξαλίνπ ζφινπ. Ζ ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία πξνυπνζέηεη ζθαηξηθή 
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γεσκεηξία, γηα παξάδεηγκα ηηο ηδηφηεηεο ησλ κεγίζησλ θχθισλ θαη ησλ ζθαηξηθψλ 

ηξηγψλσλ, πνιιέο εθ ησλ νπνίσλ ήηαλ ήδε γλσζηέο, είραλ εξεπλεζεί φηαλ ε αζηξνλνκία 

έγηλε καζεκαηηθή επηζηήκε, απφ ηελ επνρή ησλ ηειεπηαίσλ Ππζαγνξείσλ. Σα 

«Φαηλφκελα» ηνπ Δπθιείδε, πνπ βαζίδνληαη ζε πξνγελέζηεξε εξγαζία, πεξηέρνπλ 

αξθεηή ζθαηξηθή γεσκεηξία. Πνιιά ζεσξήκαηα ήηαλ ζρεδηαζκέλα έηζη ψζηε λα 

δηαπξαγκαηεχνληαη κε ηε θαηλφκελε θίλεζε ησλ άζηξσλ. Ο Θενδφζηνο (20 π.Υ) 

ζπγθέληξσζε ηελ ππάξρνπζα γλψζε ηεο ζθαηξηθήο γεσκεηξίαο ζηα «΢θαηξηθά» αιιά ε 

εξγαζία ηνπ δελ ήηαλ αξηζκεηηθή θαη έηζη δελ κπνξνχζε λα δψζεη ιχζε ζην βαζηθφ 

πξφβιεκα ηεο Διιεληθήο αζηξνλνκίαο, δειαδή ηε κέηξεζε ηνπ ρξφλνπ ηε λχρηα κε 

παξαηήξεζε ησλ αζηέξσλ. 

Ζ επίιπζε κε γξαθηθή θαηαζθεπή είλαη κελ δπλαηή ζεσξεηηθά, ζηελ πεξίπησζε 

επίπεδσλ ηξηγψλσλ, αιιά δελ κπνξεί λα γεληθεπζεί ε ρξήζε ηεο ζηελ πξάμε. Ο ιφγνο 

είλαη, φηη πξνθχπηνπλ ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο αλαθξηβείο ηηκέο ιφγσ ζθαικάησλ 

ζρεδηάζεσο, ιφγσ αλεπάξθεηαο ή αηειεηψλ ησλ νξγάλσλ ζρεδηάζεσο θιπ., ηα νπνία ζε 

πνιιέο πεξηπηψζεηο (π.ρ. γσλίεο πνιχ κηθξέο, ή κε ηηκή πνπ πεξηέρεη πξψηα ή δεχηεξα 

ιεπηά ηεο κνίξαο , κηθξή θιίκαθα θ.α.) κπνξνχλ λα ππεξβνχλ θαηά πνιχ ηα αλεθηά φξηα. 

Γηα ηα ζθαηξηθά ηξίγσλα δελ ζπδεηείηαη επίιπζε κε γξαθηθή θαηαζθεπή. 

΋πσο γλσξίδνπκε, κε κφλε ηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία δελ κπνξνχκε λα 

επηιχζνπκε ινγηζηηθά ην θάζε ηξίγσλν επίπεδν ή ζθαηξηθφ. Έηζη, ζηελ Αζηξνλνκία 

ζηελ αξρή, άξρηζε λα δηαθαίλεηαη ε αλάγθε ελφο πξφζζεηνπ καζεκαηηθνχ θιάδνπ, κε ηε 

βνήζεηα ηνπ νπνίνπ ζα κπνξνχζε λα επηιχεηαη ινγηζηηθά ην ηπρφλ ηξίγσλν, επίπεδν ή 

ζθαηξηθφ, έζησ θαη αλ νη πξνθχπηνπζεο ηηκέο ησλ αγλψζησλ ζα ήηαλ πξνζεγγηζηηθέο. Ο 

δξφκνο πξνο ηελ θαηεχζπλζε απηή άλνημε απφ ηε ζηηγκή, φπνπ σξίκαζε ε ηδέα ηεο 

εηζαγσγήο θάπνηνπ ηξηγσλνκεηξηθνχ κεγέζνπο. Οη αξραίνη Έιιελεο ρξεζηκνπνίεζαλ έλα 

κνλάρα ηξηγσλνκεηξηθφ κέγεζνο θαη ζπγθεθξηκέλα ηελ ρνξδή ηφμνπ θχθινπ, ε νπνία 

ζηελ αξραία καζεκαηηθή δηάιεθην αλαθέξεηαη σο «ε ελ θχθισ επζεία». Οη δχν 

Σξηγσλνκεηξίεο δειαδή ε Δπίπεδε θαη ε ΢θαηξηθή γελλήζεθαλ ζπγρξφλσο θαη 

αλαπηχρζεθαλ παξάιιεια. 

Ο αξρηθφο απηφο δεζκφο Σξηγσλνκεηξίαο-Αζηξνλνκίαο ππήξμε θαη 

δηαηεξήζεθε ηφζν ζηελφο, ψζηε επί πνιχ θαηξφ ε Σξηγσλνκεηξία εζεσξείην πξνζάξηεκα 

ηεο Αζηξνλνκίαο. Γείγκα απηήο ηεο αληίιεςεο είλαη ην γεγνλφο, φηη ν Κιαχδηνο 

Πηνιεκαίνο, ζην θαζαξά αζηξνλνκηθφ έξγν ηνπ «Μαζεκαηηθή ΢χληαμηο», πξαγκαηεχεηαη 

ζην πξψην βηβιίν εηδηθά ηελ Σξηγσλνκεηξία (Ζ Αξηζκεηηθή θαη ε Γεσκεηξία 

ζεσξνχληαη γλσζηέο). ΢ηνπο κεηά ην 150 κ.Υ. ρξφλνπο ε Σξηγσλνκεηξία ζα πεξάζεη απφ 

πνιιά θαη δηάθνξα ζηάδηα. Καηαξρήλ ζα παξακείλεη κέζα ζηνλ ξσκαηνθξαηνχκελν θαη 

θζίλνληα ειιεληζηηθφ θφζκν ζηάζηκε ή κε βξαρείεο ζπνξαδηθέο αλαιακπέο. Καηφπηλ ζα 

κεηαλαζηεχζεη ζε άιιεο ρψξεο θαη ζα γλσξίζεη λένπο ζεξάπνληεο. Απφ ηελ Αλαγέλλεζε 

θαη θαηφπηλ ζα κεηεμειηρζεί κε ξαγδαία βήκαηα ,πνιιέο θνξέο κε άικαηα, ζα θνξέζεη 

θαηλνχξγην «έλδπκα» θαη ζα θαηαιάβεη ζπνπδαία θαη επίδειε ζέζε κέζα ζηα ζχγρξνλα 

Μαζεκαηηθά, θαζψο θαη ζε πνιινχο άιινπο επηζηεκνληθνχο θαη ηερλνινγηθνχο θιάδνπο 

φπσο ζηε Φπζηθή, Μεραληθή, Ζιεθηξνηερλία, Γεσδαηζία θαη Σνπνγξαθία, Αζηξνλνκία, 

Ναπηηιία θ.ιπ. 

 

Ζ ζχγρξνλε εκηηνλνεηδήο ζπλάξηεζε νξίζζεθε γηα πξψηε θνξά ζηε Surya Siddhanta, θαη 

νη ηδηφηεηέο ηεο ήηαλ ηεθκεξησκέλεο πεξαηηέξσ απφ ηνλ Ηλδφ καζεκαηηθφ θαη αζηξνλφκν 

ηνπ 5νπ αηψλα Αξηακπάηα. Σα ειιεληθά θαη ηα Ηλδηθά απηά έξγα έρνπλ κεηαθξαζηεί θαη 
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επεθηαζεί απφ Ηζιακηζηέο καζεκαηηθνχο ηνπ κεζαίσλα. Μέρξη ην 10ν αηψλα, νη 

ηζιακηζηέο καζεκαηηθνί ρξεζηκνπνηνχζαλ θαη ηηο έμη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, είραλ 

ηαμηλνκεκέλεο ηηο ηηκέο ηνπο, θαη ηηο ρξεζηκνπνηνχζαλ γηα ηα πξνβιήκαηα ζηε ζθαηξηθή 

γεσκεηξία. Σελ ίδηα πεξίπνπ επνρή, Κηλέδνη καζεκαηηθνί αλέπηπμαλ ηελ ηξηγσλνκεηξία 

αλεμάξηεηα, αλ θαη δελ ήηαλ ζεκαληηθφ πεδίν κειέηεο γηα απηνχο. Ζ γλψζε ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη κεζφδσλ έθηαζε ζηελ Δπξψπε κέζσ ιαηηληθψλ 

κεηαθξάζεσλ ησλ έξγσλ ησλ Πεξζψλ θαη αξάβσλ αζηξνλφκσλ φπσο ν Al Battani θαη 

Nasir al-Din al-Tusi. Έλα απφ ηα πξψηα έξγα ζηελ ηξηγσλνκεηξία απφ έλαλ επξσπαίν 

καζεκαηηθφ είλαη ην De Triangulis απφ ηνλ γεξκαλφ καζεκαηηθφ Regiomontanus ηνπ 15νπ 

αηψλα. Ζ ηξηγσλνκεηξία ήηαλ αθφκα ηφζν ιίγν γλσζηή ζηελ Δπξψπε ηνπ 16νπ αηψλα πνπ 

ν Νηθφιανο Κνπέξληθνο αθηέξσζε δχν θεθάιαηα ηνπ De Revolutionibus orbium 

coelestium γηα λα εμεγήζεη ηηο βαζηθέο έλλνηεο. 

 

Καζνδεγνχκελε απφ ηηο απαηηήζεηο ηεο λαπζηπινΐαο θαη ηελ απμαλφκελε αλάγθε γηα 

αθξηβείο ράξηεο ησλ κεγάισλ πεξηνρψλ, ε ηξηγσλνκεηξία κεγάισζε ζε έλα ζεκαληηθφ 

θιάδν ησλ καζεκαηηθψλ. Ο Bartholomaeus Pitiscus ήηαλ ν πξψηνο πνπ ρξεζηκνπνίεζε ηε 

ιέμε, δεκνζηεχνληαο ηελ trigonometría ηνπ ην 1595. Ζ Gemma Frisius πεξηέγξαςε γηα 

πξψηε θνξά ηε κέζνδν ηεο ηξηγσλνπνίεζεο ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη αθφκα θαη ζήκεξα 

ζηελ ρσξνκέηξεζε. Ήηαλ ν Leonhard Euler ν νπνίνο ελζσκάησζε πιήξσο ηνπο 

κηγαδηθνχο αξηζκνχο ζηελ ηξηγσλνκεηξία.  

Δδψ ζα πξέπεη λα αλαθέξνπκε θαη ηνλ John Napier ή Neper (1550-1617 μ.Υ.) 

Δίρε ζεκαληηθή ζπκβνιή ζηε ΢θαηξηθή Σξηγσλνκεηξία (Αλαινγηθνί ηχπνη Napier 

- Πξαθηηθνί θαλφλεο γηα ηελ επίιπζε νξζνγσλίσλ ζθαηξηθψλ ηξηγψλσλ). Δπηλφεζε 

επίςησ τουσ λογάριθμουσ. 

Σα έξγα ηνπ James Gregory ηνλ 17ν αηψλα θαη ηνπ Colin Maclaurin ηνλ 18ν αηψλα ήηαλ 

κεγάιε επηξξνή ζηελ αλάπηπμε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζεηξψλ. Δπίζεο, ηνλ 18ν αηψλα, ν 

Brook Taylor θαζφξηζε ηε γεληθή ζεηξά Taylor. 

 

Οη Άξαβεο πηνζέηεζαλ ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο κειέηεο ησλ αξραίσλ Διιήλσλ θαη ησλ Ηλδψλ 

θαη αλάπηπμαλ ηελ ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία. Οη καζεκαηηθνί ηεο Δπξψπεο κπήζεθαλ ζηελ 

ηξηγσλνκεηξία ηνλ 15ν αηψλα, φηαλ ηελ επνρή ηεο Αλαγέλλεζεο αζρνιήζεθαλ κε ηνλ 

ππνινγηζκφ βαιιηζηηθψλ ηξνρηψλ. Ο Γεξκαλφο αζηξνλφκνο Ρεγηνκνληάλνο ζχληαμε κηα 

πεληάηνκε δηδαζθαιία ηεο επίπεδεο θαη ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξία κε ηίηιν De triangulis 

omnimodis. ΢ήκεξα ν ηξφπνο γξαθήο ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ βαζίδεηαη θαηά 

κεγάιν βαζκφ ζηα έξγα ηνπ ΋ηιεξ. 
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Απφξεηα ησλ παξαπάλσ είλαη θαη ε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία ε νπνία απνηειεί ελ κέξεη 

αληηθείκελν ηεο νπξάληαο κεραληθήο ζηελ αζηξνλνκία θαη αθνξά ζηελ επίιπζε ζθαηξηθψλ 

ηξηγψλσλ. 

 

Ζ πξφνδνο ηεο Αζηπονομίαρ είλαη ζηελά ζπλδεδεκέλε κε ηελ εμέιημε ησλ παξαηεξήζεσλ. 

Ο άλζξσπνο είλαη ην κφλν πιάζκα ζηε Γε πνπ ζεθψλεη ην θεθάιη ηνπ γηα λα θνηηάμεη 

απεπζείαο ηνλ ήιην θαη ηα νπξάληα ζψκαηα πνπ θαίλνληαη ηε λχρηα. Ζ γνεηεία πνπ αζθεί ν 

νπξαλφο ζηνλ άλζξσπν ηνλ νδήγεζε ζηελ ζπζηεκαηνπνίεζε ησλ παξαηεξήζεψλ ηνπ θαη 

ζηελ δηαηχπσζε λφκσλ πνπ εμεγνχλ θαηλφκελα φπσο νη θάζεηο ηεο ζειήλεο, ε δηάξθεηα 

ηνπ έηνπο θαη ε ελαιιαγή ησλ επνρψλ. Οη πξψηνη αζηξνλφκνη ρξεζηκνπνίεζαλ σο κέζν 

παξαηήξεζεο ην γπκλφ νθζαικφ. 

Αξραηφηεηα 

Ζ αζηξνλνκία ζεσξείηαη θαη' εμνρήλ ειιεληθή επηζηήκε αθνχ ζεκειηψζεθε απφ ηνπο 

αξραίνπο Έιιελεο θηινζφθνπο θαη νη νπνίνη έθαλαλ ζεκαληηθά βήκαηα ζηελ επηζηήκε ηεο 

Αζηξνλνκίαο, φπσο ην ζχζηεκα ηνπ θαηλφκελνπ κεγέζνπο ησλ αζηέξσλ (πνπ εθαξκφδεηαη 

αθφκα), ηελ ζθαηξηθφηεηα ηεο γεο (Ππζαγφξαο, 6νο αηψλαο π.Υ.) ηελ πξφηαζε 

ειηνθεληξηθνχ ζπζηήκαηνο (Αξίζηαξρνο ν ΢άκηνο 310 - 230 π.Υ.), ηελ κέηξεζε ηεο 

αθηίλαο ηεο Γεο (Δξαηνζζέλεο, 276 - 192 π.Υ.), ηελ θαηάξηηζε θαηαιφγνπ νπξαλίσλ 

ζσκάησλ (Ίππαξρνο, 2νο π.Υ. αηψλαο), θ.α. Αξγφηεξα ε Αιεμαλδξηλή ζρνιή δελ αξθείηαη 

ζε απιέο ζεσξεηηθέο έξεπλεο αιιά επηδηψθεη θαη ηελ εθηέιεζε ησλ παξαηεξήζεσλ κε 

πνιχ κεγάιε αθξίβεηα. 

 

Σηο ζεσξίεο θαη ηηο παξαηεξήζεηο ησλ αξραίσλ Διιήλσλ θηινζφθσλ ζπγθέληξσζε θαηά 

ηνλ 16ν αηψλα ν Κνπέξληθνο θαη ηηο εκθάληζε ζαλ δηθφ ηνπ ζχζηεκα. 

 

Άιινη αξραίνη ιανί φπσο νη Βαβπιψληνη, νη Αηγχπηηνη αζρνιήζεθαλ κε ηελ Αζηξνλνκία. 

Γλσξίδνπκε επίζεο ηελ θαηάξηηζε εκεξνινγίσλ απφ ηνπο αξραίνπο Αηγχπηηνπο κε 

πξαθηηθνχο ζθνπνχο, φπσο ηελ ζπζηεκαηνπνίεζε ησλ θαιιηεξγεηψλ πεξί ηνλ Νείιν. 

Δπίζεο ν Κιήκεο Αιεμαλδξείαο καο αθεγείηαη φηη νη πξψηνη πνπ εμάζθεζαλ ηελ 

αζηξνλνκία ήηαλ ε Αηγχπηηνη θαη νη Υαιδαίνη [6] 

 

Μεζαίσλαο 

Ο Μεζαίσλαο ππήξμε πεξίνδνο νπηζζνδξφκεζεο ησλ επηζηεκψλ. Ο θφβνο ηεο ηεξάο 

εμέηαζεο, ν ζθνηαδηζκφο, απέηξεπε θάζε πξφνδν. Ζ εγθαηάιεηςε ηνπ ειηνθεληξηθνχ 

ζπζηήκαηνο θαη ε θαζηέξσζε ελφο γεσθεληξηθνχ ήηαλ επηβεβιεκέλε απφ ηε «Υξηζηηαληθή 
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Ζζηθή». Ωζηφζν θαηά ηελ πεξίνδν ηνπ Μεζαίσλα πξφνδνο ζηελ Αζηξνλνκία ππήξμε απφ 

Άξαβεο αζηξνλφκνπο (φπσο ν al-Farghani, 9νο αηψλαο κ.Υ.), θείκελά ηνπο 

κεηαθξάζηεθαλ ζηα ιαηηληθά πεξί ηνλ 12ν Αηψλα. 

 

Αλαγέλλεζε 

Ζ Αλαγέλλεζε ππήξμε ε πεξίνδνο εθξεθηηθήο εμέιημεο ηεο Αζηξνλνκίαο κε ηελ 

δηαηχπσζε ηνπ ειηνθεληξηθνχ ζπζηήκαηνο ηνπ Κνπέξληθνπ (1473-1543), ηνπο λφκνπο 

θίλεζεο ηνπ Κέπιεξ (1571-1630), ηηο εξγαζίεο ηνπ Γαιηιαίνπ (1564-1642) θαη ηέινο ηνπο 

λφκνπο ηεο δπλακηθήο ηνπ Νεχησλα (1642-1727). Οη παξαηεξήζεηο ηνπ Σπρφ Μπξαρέ ή 

Σχρσλνο (1546-1601) ήηαλ νη ζπνπδαηφηεξεο πξηλ ηελ εηζαγσγή ηνπ ηειεζθνπίνπ θαη 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε δηαηχπσζε ησλ λφκσλ ηνπ Κέπιεξ. Έλα απφ ηα ζπνπδαηφηεξα 

βήκαηα ζηελ Αζηξνλνκία είλαη ε εηζαγσγή ηνπ ηειεζθνπίνπ απφ ηνλ Γαιηιαίν. Σν 

ηειεζθφπην έδσζε κεγάιε πξνψζεζε ζηελ Αζηξνλνκία επηηξέπνληαο παξαηεξήζεηο 

αθξηβείαο ζε νπξάληα ζψκαηα πνπ δελ είρακε ηελ δπλαηφηεηα λα παξαηεξήζνπκε κε ηνλ 

γπκλφ νθζαικφ. 

 

΢χγρξνλε Ηζηνξία 

Ζ Παξαηεξεζηαθή Αζηξνλνκία εμαθνινχζεζε λα δίλεη πιηθφ κε ηελ θαηαζθεπή 

ηζρπξφηεξσλ ηειεζθνπίσλ. Ο Messier (1730-1817) θαηήξηεζε θαηάινγν κε ηα 

απνκαθξπζκέλα αληηθείκελα φπσο Γαιαμίεο, Νεθειψκαηα, θ.ά.. Ζ εμέιημε ζπλέρηζε κε 

επηηαγρπλφκελα βήκαηα ζηελ ζχγρξνλε επνρή ηνπ Γηαζηεκηθνχ Σειεζθνπίνπ Hubble. 

Μπνξνχκε λα αλαθέξνπκε σο νξφζεκα ηνλ λφκν ηνπ Υακπι (1889-1953) γηα ηελ 

επέθηαζε ηνπ ΢χκπαληνο, ηηο ζεσξίεο ηεο ζρεηηθφηεηαο (εηδηθή θαη γεληθή) ηνπ Άικπεξη 

Ατλζηάηλ (1879-1955), ηελ εθεχξεζε ηνπ ξαδηνηειεζθνπίνπ θαη ηελ έλαξμε ηεο 

εμεξεχλεζεο ηνπ δηαζηήκαηνο. 
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3.ΔΠΗΛΤ΢ΔΗ΢ ΢ΦΑΗΡΗΚΩΝ ΣΡΗΓΩΝΩΝ 

 

Δπίιπζε ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ιέγεηαη ν ππνινγηζκφο ησλ θχξησλ ζηνηρείσλ ηνπ, φηαλ 

δίλνληαη νξηζκέλα απφ απηά. 

 

 

 

3.1 ΔΠΗΛΤ΢Ζ ΟΡΘΟΓΩΝΗΩΝ ΢ΦΑΗΡΗΚΩΝ ΣΡΗΓΩΝΩΝ 

Γλσξίδνληαο φηη οπθογώνιο συαιπικό τπίγωνο ιέγεηαη εθείλν ηνπ νπνίνπ κία γσλία είλαη 

νξζή. 

΢ε έλα ηέηνην ηξίγσλν ΑΒΓ ζεσξνχκε ζπλήζσο σο νξζή ηε γσλία Α θαη ηζρχνπλ γη’ απηφ 

νη δέθα βαζηθνί ηχπνη, ηνπο νπνίνπο κειεηήζακε. 

Οη ηχπνη απηνί καο βνεζνχλ λα ππνινγίζνκε ηα άγλσζηα ζηνηρεία ελφο νξζνγσλίνπ 

ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ, φηαλ καο δνζνχλ δχν ζηνηρεία ηνπ (εθηφο βέβαηα ηεο νξζήο γσλίαο). 

Νσξίηεξα αλαθεξζήθακε ζηνπο κλεκνληθνχο θαλφλεο (θαλφλεο Napier) πνπ καο βνεζνχλ 

λα βξίζθνκε θάζε ηχπν ρσξίο λα είκαζηε αλαγθαζκέλνη λα ηνπο απνκλεκνλεχνκε. 

Ζ ζεσξία ηνπ νξζνγσλίνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ παξνπζηάδεη νξηζκέλεο δπζθνιίεο πνπ δελ 

ηηο ζπλαληνχκε ζηα επίπεδα νξζνγψληα ηξίγσλα, φπσο π.ρ. ην πξφβιεκα ηεο εθινγήο 

κεηαμχ δχν γσληψλ κηθξφηεξσλ απφ 180° πνπ αληηζηνηρνχλ ζε έλα εκίηνλν θαη ην εκίηνλν 

απηφ είλαη απφ ηα δεηνχκελα ζηνηρεία θαη ην ππνινγίδνκε. Γη’ απηφ παξαζέηνκε εδψ δχν 

βαζηθά ζεσξήκαηα, ηα ιεγάκελα θεωπήματα των τεταπτημόπιων, ηα νπνία καο βνεζνχλ 

λα εθιέμνκε π.ρ. ηελ νμεία ή ηελ ακβιεία γσλία, νη νπνίεο αληηζηνηρνχλ ζε έλα 

ππνινγηδφκελν εκίηνλν. 

3.2 ΘΔΩΡΖΜΑΣΑ ΣΩΝ ΣΔΣΑΡΣΖΜΩΡΗΩΝ 

   Θεψξεκα 1, 

΢ε θάζε νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν κία γσλία (φρη βέβαηα ε νξζή) θαη ε απέλαληη ηεο 

πιεπξά αλήθνπλ ζην ίδην ηεηαξηεκφξην. 

Έηζη ε γσλία Β θαη ε πιεπξά β (θαη αληίζηνηρα ε γσλία Γ θαη ε πιεπξά γ) αλήθνπλ ζην ίδην 

ηεηαξηεκφξην. 

Απφδεημε. 

Ο πέκπηνο ηχπνο απφ ηνπο βαζηθνχο καο δίλεη: 
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  Δπεηδή Γ <180° => εκΓ > 0. Άξα ηα ζπλβ θαη ζπλΒ είλαη ή θαη ηα δχν ζεηηθά (νπφηε β 

θαη Β κηθξφηεξα απφ 90°) ή θαη ηα δχν αξλεηηθά (νπφηε 6 θαη Β κεγαιχηεξα απφ 180°). 

Παξαηήξεζε: Γελ πξέπεη λα μερλάκε φηη νπνηαδήπνηε πιεπξά ή γσλία ζθαηξηθνχ 

ηξηγψλνπ είλαη κηθξφηεξε απφ 180° ζπλεπψο αλήθεη ή ζην πξψην ή ζην δεχηεξν 

ηεηαξηεκφξην. 

Θεψξεκα 2. 

Αλ ε ππνηείλνπζα νξζνγσλίνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ αλήθεη ζην πξψην ηεηαξηεκφξην, ηφηε 

νη δχν άιιεο πιεπξέο ηνπ (αληίζηνηρα νη δχν άιιεο γσλίεο ηνπ) αλήθνπλ ζην ίδην 

ηεηαξηεκφξην θαη αληίζηξνθα. 

΋ηαλ φκσο ε ππνηείλνπζα αλήθεη ζην δεχηεξν ηεηαξηεκφξην, ηφηε νη δχν άιιεο πιεπξέο 

ηνπ (αληίζηνηρα νη δχν άιιεο γσλίεο ηνπ) αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθά ηεηαξηεκφξηα θαη 

αληίζηξνθα. 

Γειαδή: Αλ α < 90° =?> β < 90° θαη γ < 90° (αληίζηνηρα Β < 90° θαη Γ < 90°) ή β > 90° θαη 

γ > 90° (αληίζηνηρα Β > 90° θαη Γ > 90°). Αλ φκσο α > 90° => β > 90° θαη γ < 90° 

(αληίζηνηρα Β > 90° θαη Γ < 90°. 

Απφδεημε. 

Ο ηέηαξηνο ηχπνο απφ ηνπο βαζηθνχο καο δίλεη: 

ζπλα = ζπλβζπλγ 

α) Αλ α < 90° => ζπλα > 0 άξα ηα ζπλβ θαη ζπλγ είλαη ή θαη ηα δχν ζεηηθά (νπφηε 8 < 90° 

θαη γ < 90°) ή θαη ηα δχν αξλεηηθά (νπφηε β > 90° θαη γ > 90°) δειαδή θαη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο ηα α θαη 6 αλήθνπλ ζην ίδην ηεηαξηεκφξην. 

β) Αλ α > 90° => ζπλα < 0 άξα ηα ζπλβ θαη ζπλγ έρνπλ δηαθνξεηηθά πξφζεκα ζπλεπψο ηα 

α θαη β αλήθνπλ ζε δηαθνξεηηθά ηεηαξηεκφξηα. 

                     

 

3.3 ΚΑΝΟΝΔ΢ ΣΟΤ NAPIER 

Δπεηδή ε απνκλεκφλεπζε ησλ δέθα βαζηθψλ ηχπσλ ησλ νξζνγψληψλ ζθαηξηθψλ ηξηγψλσλ 

είλαη θάπσο δχζθνιε, ν NAPIER επηλφεζε έλα κλεκνληθφ ηέρλαζκα, κε ην νπνίν 

κπνξνχκε λα βξίζθνκε νπνηνλδήπνηε απφ απηνχο θαη κάιηζηα εθείλνλ αθξηβψο ν νπνίνο 



22 
 

καο ρξεηάδεηαη ζε θάζε ζπγθεθξηκέλε επίιπζε.Σν ηέρλαζκα απηφ απνηειείηαη απφ δχν 

θαλφλεο νη νπνίνη νλνκάδνληαη θαλφλεο ηνπ NAPIER. Γηα ηελ εχθνιε δηαηχπσζε ηνπο 

ζρεκαηίδνκε πξψηα έλα νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν [ζρ. 5.3(α)] ΑΒΓ θαη θαηφπηλ δίπια 

ηνπ έλα θχθιν πνπ ηνλ δηαηξνχκε ζε πέληε ηνκείο [(ζρ. 5.3(6)]. 

                                    

΢ε θάζε ηνκέα ηνπνζεηνχκε θαη απφ έλα ζηνηρείν ηνπ ηξηγψλνπ θαηά ηνλ ίδην θπθιηθφ 

ηξφπν, θαηά ηνλ νπνίν ηα ζηνηρεία απηά αλαγξάθνληαη θαη ζην ηξίγσλν. Αγλνψληαο 

εληειψο ηελ νξζή γσλία Α θαη αληί ησλ πξνζθεηκέλσλ ηεο πιεπξψλ 6 θαη γ ζέηνκε ηα 

ζχκβνια ζπ-β θαη ζπ-γ, φπνπ ζπ-β ζεκαίλεη 90° - β θαη ζπ-γ ζεκαίλεη 90° - γ. Απηφ 

ζεκαίλεη φηη αληί ησλ β θαη γ ιακβάλνκε ηα ζπκπιεξσκαηηθά ηνπο. 

 

Αλ ηψξα ζεσξήζνκε νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ελφο ηνκέα, ην νπνίν νλνκάδνκε κεζαίν 

ζηνηρείν, ηφηε ηα ζηνηρεία ησλ ηνκέσλ πνπ βξίζθνληαη εθαηέξσζέλ ηνπ ηα νλνκάδνκε 

πξνζθείκελα ζηνηρεία ηνπ, ελψ ηα ζηνηρεία ησλ άιισλ δχν ηνκέσλ, πνπ δελ είλαη 

εθαηέξσζέλ ηνπ, ηα νλνκάδνκε απέλαληη ζηνηρεία. Έηζη π.ρ. ηνπ ζηνηρείνπ Β [ζρ. 5.3(6)] 

πξνζθείκελα ζηνηρεία είλαη ηα α θαη ζπ-γ, ελψ απέλαληη ζηνηρεία ηνπ είλαη ηα Γ θαη ζπ-β. 

Σν ζηνηρείν Β φπσο είπακε ην νλνκάδνκε κεζαίν. 

Οη θαλφλεο ηνπ NAPIER είλαη νη εμήο: 

Κανόναρ 1ορ. 

Σν ζπλεκίηνλν νπνηνπδήπνηε ζηνηρείνπ (κεζαίν) ηζνχηαη κε ην γηλφκελν ησλ 

ζπλεθαπηνκέλσλ ησλ πξνζθεηκέλσλ ζηνηρείσλ. 

Κανόναρ 2ορ. 

Σν ζπλεκίηνλν νπνηνπδήπνηε ζηνηρείνπ (κεζαίν) ηζνχηαη κε ην γηλφκελν ησλ εκηηφλσλ 

ησλ απέλαληη ζηνηρείσλ. 
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Παξαδείγκαηα. 

Παξάδεηγκα 1. 

Αλ ιάβνκε ην ζηνηρείν α [ζρ. 5.3(6)] σο ηπρφλ ζηνηρείν (κεζαίν), ηφηε πξνζθείκελα 

ζηνηρεία ηνπ είλαη ηα Β θαη Γ θαη απέλαληη ηα ζπ-β, ζπ-γ. Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ 1ν θαλφλα 

έρνκε: 

ζπλα = ζθΒζθΓ (1) 

Υξεζηκνπνηψληαο ην 2ν θαλφλα έρνκε: 

ζπλα = εκ(ζπ-β)εκ(ζπ-γ) => 

ζπλα = ζπλβζπλγ (2) 

 

Παξάδεηγκα 2. 

Αλ ιάβνκε ην ζηνηρείν ζπ-γ σο ηπρφλ (κεζαίν), ηφηε πξνζθείκελα ζηνηρεία ηνπ είλαη ηα Β 

θαη ζπ-β θαη απέλαληη ηα α θαη Γ. 

Απφ ηνλ 1ν θαλφλα έρνκε: 

ζπλ(ζπ-γ) = ζθ(ζπ-β)ζθΒ =>  

εκγ = εθβζθΒ (3) 

Απφ ην 2ν θαλφλα έρνκε:  

ζπλ(ζπ-γ) = εκαεκΓ =>  

εκγ = εκαεκΓ (4) 

Παξαηεξνχκε φηη νη ηχπνη (1), (2), (3), (4) πνπ πξνέθπςαλ απφ ηα παξαδείγκαηα 1 θαη 2, 

είλαη κεξηθνί απφ ηνπο δέθα βαζηθνχο ηχπνπο νξζνγσλίσλ ζθαηξηθψλ ηξηγψλσλ. ΢πλεπψο 

ελεξγψληαο φπσο ζηα παξαδείγκαηα απηά γηα θάζε έλα ζηνηρείν (ζεσξψληαο ην ζαλ 

κεζαίν) κπνξνχκε, κε ηνπο θαλφλεο ηνπ NAPIER, λα βξνχκε θαη ηνπο δέθα βαζηθνχο 

ηχπνπο. 
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3.4_ΓΔΝΗΚΟΗ ΚΑΝΟΝΔ΢ ΓΗΑ ΣΖΝ ΔΠΗΛΤ΢Ζ ΟΡΘΟΓΩΝΗΩΝ 

΢ΦΑΗΡΗΚΩΝ ΣΡΗΓΩΝΩΝ 

Γηα λα επηιπζεί έλα νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν, αξθεί λα καο δνζνχλ δχν ζηνηρεία ηνπ, 

αθνχ ε κία γσλία ηνπ είλαη γλσζηή (νξζή). Σα ππφινηπα ηξία ζηνηρεία κπνξνχλ λα 

ππνινγηζζνχλ κε ηε βνήζεηα ησλ δέθα βαζηθψλ ηχπσλ ησλ νξζνγσλίσλ ζθαηξηθψλ 

ηξηγψλσλ. 

Καηά ηελ επίιπζε νθείινκε λα έρνκε ππφςε καο ηνπο παξαθάησ θαλφλεο: 

1) ΢ρεδηάδνκε έλα νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν αλαγξάθνληαο ηα ζηνηρεία ηνπ θαη 

δίπια ζρεδηάδνκε έλα θχθιν κε ηνπο πέληε ηνκείο βάδνληαο κέζα ηα ζηνηρεία ηνπ 

ηξηγψλνπ, φπσο αθξηβψο ζηα ζρήκαηα [5.3(α)] θαη [5.3(6)]. 

2) Δθαξκφδνληαο ηνλ θαηάιιειν θαλφλα ηνπ ΝΑPIER, εθιέγνκε ηξεηο ηχπνπο, απφ 

ηνπο νπνίνπο ν θαζέλαο λα πεξηέρεη έλα απφ ηα άγλσζηα ζηνηρεία θαη δχν απφ ηα γλσζηά. 

Σν κεζαίν κεηαμχ ησλ αγλψζησλ ζηνηρείσλ ην ππνινγίδνκε ηειεπηαίν. 

3) Απνθεχγνκε λα ρξεζηκνπνηνχκε έλα ζηνηρείν πνπ ππνινγίζακε, γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ελφο άιινπ ζηνηρείνπ. 

4) Δθιέγνκε έλα ηχπν, ν νπνίνο λα πεξηέρεη ηα ηξία άγλσζηα ζηνηρεία θαη ν νπνίνο ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επαιήζεπζε ηνπ ππνινγηζκνχ πνπ θάλακε (ηχπνο επαιεζεχζεσο). 

5) Απεπζπλφκαζηε ζηα ζεσξήκαηα ησλ ηεηαξηεκφξησλ εηδηθά, φηαλ πξέπεη λα 

πξνζδηνξίζνκε έλα ζηνηρείν απφ ην εκίηνλν ηνπ. 

Γίλνκε παξαθάησ νξηζκέλα παξαδείγκαηα-αζθήζεηο επηιχζεσο νξζνγσλίσλ ζθαηξηθψλ 

ηξηγψλσλ θαζψο θαη ηνλ ηξφπν αλαγξαθήο ησλ πξάμεσλ θαη απνηειεζκάησλ ζην θχιιν 

ππνινγηζκνχ. 

Παξάδεηγκα 1. 

 Να επηιπζεί νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΑΒΓ φηαλ δίλνληαη β = 46° 12,3' θαη α = 

75° 48,6'. 

Λχζε. 

΢ρεκαηίδνκε έλα νξζνγψλην ηξίγσλν θαη ηνλ αληίζηνηρν θχθιν κε ηνπο πέληε ηνκείο (ζρ. 

5.4α). 

 



25 
 

 

 

1) Τπνινγηζκφο ηεο Β. 

Πξέπεη λα ζπλδπάζνκε ηα γλσζηά ζηνηρεία α θαη ζπ-ζ κε ην άγλσζην Β. Βιέπνκε απφ ηνπο 

ηνκείο φηη ην ζηνηρείν ζπ-β πξέπεη λα ζεσξεζεί κεζαίν κε απέλαληη ηνπ ζηνηρεία ηα α θαη 

Β. Άξα ζάζεη ηνπ 2νπ θαλφλα ηνπ NAPIER ζα έρνκε: 

ζπλ(ζπ-ζ) = εκαεκΒ =τ> 

εκβ = εκαεκΒ 

θαη ιχλνληαο σο πξνο ην άγλσζην ζηνηρείν Β παίξλνκε: 

εκΒ = εκβζηεκα 

=τ> ινγεκΒ = ινγεκβ + ινγζηεκα 

2) Τπνινγηζκφο ηεο Γ. 

Πξέπεη λα ζπλδπάζνκε ηα γλσζηά ζηνηρεία α θαη ζπ-6 κε ην άγλσζην Γ. Βιέπνκε απφ ηνπο 

ηνκείο φηη ην ζηνηρείν Γ πξέπεη λα ζεσξεζεί κεζαίν κε πξνζθείκελα ηνπ ζηνηρεία ην α θαη 

ζπ-β. Άξα βάζεη ηνπ 1νπ θαλφλα ηνπ NAPIER ζα έρνκε: 

ζπλΓ = ζθαζθ(ζπ-β) => ζπλΓ = ζθαεθβ (2) 

=> ινγζπλΓ = ινγζθα + ινγεθβ (2') 

3) Τπνινγηζκφο ηεο γ. 

Πξέπεη λα ζπλδπάζνκε ηα γλσζηά ζηνηρεία α θαη ζπ-β κε ην άγλσζην γ. Βιέπνκε απφ ηνπο 

ηνκείο φηη ην ζηνηρείν α πξέπεη λα ζεσξεζεί κεζαίν κε απέλαληη ηνπ ζηνηρεία ηα ζπ-β θαη 

ζπ-γ. Άξα βάζεη ηνπ 2νπ θαλφλα ηνπ NAPIER ζα έρνκε: 

ζπλα = εκ(ζπ-β)εκ(ζπ-γ) => ζπλα = ζπλβζπλγ 
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θαη ιχλνληαο σο πξνο ην άγλσζην ζηνηρείν ζα έρνκε: 

 

 

Σύπορ επαληθεύζεωρ. 

Γηα λα βξνχκε ηνλ ηχπν επαιεζεχζεσο ζπλδπάδνκε ηα ηξία άγλσζηα ζηνηρεία Β, Γ, γ. Απφ 

ηνπο ηνκείο παξαηεξνχκε φηη ην ζηνηρείν Γ πξέπεη λα ζεσξεζεί κεζαίν κε απέλαληη ηνπ 

ζηνηρεία ηα Β θαη ζπ-γ, νπφηε βάζεη ηνπ 2νπ θαλφλα ηνπ NAPIER ζα έρνκε: 

ζπλΓ = εκΒεκ(ζπ-γ) => 

ζπλΓ = εκΒζπλγ (4) 

=> ινγζπλΓ = ινγεκΒ + ινγζπλγ (4') 

Ζ θαηάηαμε ηψξα ησλ πξάμεσλ ζην θχιιν ππνινγηζκνχ γίλεηαη φπσο θαίλεηαη ακέζσο 

παξαθάησ. ΢ε πξψηε ζηήιε ηνπνζεηνχκε πξψηα ηα γλσζηά ζηνηρεία θαη θαηφπηλ ηα 

άγλσζηα. ΢ε επφκελεο ζηήιεο κε επηθεθαιίδεο ηα άγλσζηα ζηνηρεία ηνπνζεηνχκε ηνπο 

ινγάξηζκνπο ησλ αληίζηνηρσλ ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ πνπ καο ππνδεηθλχνπλ νη ηχπνη 

(1), (2), (3) θαη (4) έηζη, ψζηε πξνζζέηνληαο θαη απνινγαξηζκίδνληαο λα βξίζθνκε ηα 

δεηνχκελα. 

 

Μφλν ε ηηκή Β = 48°7,2' είλαη απνδεθηή (θαη φρη ε παξαπιεξσκαηηθή ηεο) δηφηη ηα β θαη Β 

αλήθνπλ ην ίδην ηεηαξηεκφξην. 

Παξαηήξεζε: Βιέπνκε φηη ε επαιήζεπζε γίλεηαη θαζψο δηαπηζηψλνκε φηη ην άζξνηζκα 

ησλ γξακκψλ ηεο ηειεπηαίαο ζηήιεο είλαη ίδην κε ην άζξνηζκα ηεο ηξίηεο θαη ηέηαξηεο 

γξακκήο ηεο δεχηεξεο ζηήιεο. 
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Παξάδεηγκα 2. 

Να επηιπζεί νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν, ηνπ νπνίνπ γλσξίδνκε ηε γσλία Β = 65° θαη ηε 

γσλία Γ = 118° (ζρ. 5.4β). 

Λχζε. 

1) Τπνινγηζκφο ηεο β. 

Δξγαδφκαζηε φπσο θαη ζην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα. Θεσξνχκε ηα ζηνηρεία ζπ-β, Β, Γ. 

Μεζαίν είλαη ην Β, άξα: 

ζπλΒ = εκΓεκ(ζπ-β) => ζπλΒ = εκΓζπλζ 

Λχλνκε σο πξνο ζπλβ:  

 

 

=> ινγζπλζ = ινγζπλΒ + ινγζηεκΓ (1') 

2) Τπνινγηζκφο ηεο γ. 

Θεσξνχκε ηα ζπ-γ, Β, Γ. Μεζαίν είλαη ην Γ θαη ηα άιια απέλαληη, άξα: 

ζπλΓ = εκΒεκ(ζπ-γ) -> ζπλΓ = εκΒζπλγ 

Λχλνκε σο πξνο ζπλγ: 

ζπλΓ 

ζπλγ = ζπλΓ/εκΒ  => ζπλγ = ζπλΓζηεκΒ (2) 

=> ινγζπλγ = ινγζπλΓ + ινγζηεκΒ (2') 

3) Τπνινγηζκφο ηεο α. 
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ζεσξνχκε ηα ζηνηρεία α, Β, Γ. Μεζαίν είλαη ην α θαη ηα άιια πξνζθείκελα. Άξα: 

ζπλα = ζθΒζθΓ (3) 

=> ινγζπλα = ινγζθΒ + ινγζθΓ (3') 

4) Σχπνο επαιεζεχζεσο. 

΢πλδπάδνκε ηα ηξία άγλσζηα ζηνηρεία α, ζπ-β, ζπ-γ. Μεζαίν είλαη ην α θαη ηα άιια 

απέλαληη, άξα: 

ζπλα = εκ(ζπ-β)εκ(ζπ-γ) => ζπλα = ζπλβζπλγ 

 

Παξαηήξεζε 1, Σν ζχκβνιν (-) πνπ παξαηίζεηαη ζε έλα ινγάξηζκν ζεκαίλεη φηη ν 

αληηινγάξηζ- κνο είλαη αξλεηηθφο. Ζ απνπζία απηνχ ηνπ ζπκβφινπ ζεκαίλεη φηη ν 

αληίινγφξηζκνο είλαη ζεηηθφο. Δδψ ζην παξάδεηγκα καο απφ ηνλ ηχπν (1) παξαηεξνχκε φηη 

επεηδή ην ζπλΒ θαη ε ζηεκΓ είλαη ζεηηθφ, θαη ην γηλφκελν ηνπο ζα είλαη ζεηηθφ, άξα θαη ην 

ζπλβ είλαη ζεηηθφ θαη ζπλεπψο 6 < 90°. Απφ ηνλ ηχπν (2) παξαηεξνχκε φηη ην ζπλΓ είλαη 

αξλεηηθφ (δηφηη Γ = 11β° > 90°), ελψ ε ζηεκΒ είλαη ζεηηθή, άξα ην γηλφκελν ηνπο αξλεηηθφ, 

ζπλεπψο θαη ην ζπλγ είλαη αξλεηηθφ, άξα γ > 0. 

Απφ ηνλ ηχπν (3) παξαηεξνχκε φηη ε ζθ Β είλαη ζεηηθή, ελψ ε ζθΓ είλαη αξλεηηθή, άξα ην 

γηλφκελν ηνπο είλαη αξλεηηθφ, δειαδή ην ζπ λα < 0 θαη άξα α > 90°. 

Παξαηήξεζε Ε Με ηελ παξαπάλσ παξαηήξεζε 1 κπνξνχκε λα έρνκε ππφςε καο ηνλ εμήο 

πξαθηηθφ θαλφλα: «Αλ ζην ςχιιν ππνινγηζκνχ θαη κφλν ζηα δεδνκέλα ζηνηρεία ππάξρεη 

ην ζχκβνιν (-) ζε έλα απ' απηά, ελψ ζην άιιν δελ ππάξρεη [άξα ππνηίζεηαη φηη ππάξρεη ην 

{+)], ηφηε είλαη ζαλ λα ιέκε (+) επί (-) ίζνλ (-). ΢ην απνηέιεζκα ινηπφλ παξαζέηνκε δίπια 

ην (-) θαη ε πξνο ππνινγηζκφ γσλία (ή πιεπξά) ιακβάλεηαη κεγαιχηεξε απφ 90°». 

Βέβαηα απηφ δελ ηζρχεη φηαλ πξφθεηηαη ην άγλσζην ζηνηρείν λα ππνινγηζζεί κε εκίηνλν 

(γηαηί απφ 0° έσο 180° ππάξρνπλ δπν γσλίεο κε ην ίδην εκίηνλν). 

Παξαηήξεζε 3. Μπνξνχκε γεληθά λα παξαηεξήζνκε φηη θαηά ηηο επηιχζεηο ησλ 

νξζνγσλίσλ ζθαηξηθψλ ηξηγψλσλ, φηαλ έλα άγλσζην ζηνηρείν παξέρεηαη απφ ζπλεκίηνλν, 
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εθαπηνκέλε ή ζπλεθαπηνκέλε, βξίζθνκε κία κφλν ηηκή ηνπ. ΋ηαλ φκσο παξέρεηαη απφ 

εκίηνλν, βξίζθνκε δχν ηηκέο ηνπ. 

 

 

4. ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΢ΣΖΝ ΝΑΤΣΗΛΗΑ 

4.1 Σπίγωνο οπθοδπομίαρ (ή γήινο ηπίγωνο). 

Ζ ζεσξία ηεο ΢θαηξηθήο Σξηγσλνκεηξίαο έρεη άκεζε εθαξκνγή ζε πξνβιήκαηα ηεο γήηλεο 

ζθαίξαο θαζψο θαη ηεο νπξάληαο. 

Μηα πξψηε εθαξκνγή ηεο είλαη ζην ιεγφκελν ηξίγσλν νξζνδξνκίαο (ή γήηλν ηξίγσλν). 

Σξίγσλν νξζνδξνκίαο (ή γήηλν ηξίγσλν) είλαη ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΠΑΒ (ζρ. 6.1), ην 

νπνίν βξίζθεηαη επάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο γεο θαη ζρεκαηίδεηαη κεηαμχ ηνπ ηφπνπ 

εθθηλήζεσο Α ελφο πινίνπ, ηνπ ηφπνπ αθίμεσο Β θαη ηνπ πφινπ Π ηεο γεο ν νπνίνο είλαη 

νκψλπκνο πξνο ην πιάηνο εθθηλήζεσο. 

 

 

Οη πιεπξέο ηνπ ηξηγψλνπ νξζνδξνκίαο πξέπεη βεβαίσο λα είλαη ηφμα κεγίζησλ θχθισλ θαη 

επεηδή νη πιεπξέο ηνπ ΠΑ θαη ΠΒ σο ηφμα ησλ κεζεκβξηλψλ ησλ αληηζηνίρσλ ηφπσλ Α θαη 

Β, είλαη ηφμα κεγίζησλ θχθισλ, γηα λα είλαη θαη ε πιεπξά ΑΒ ηφμν κεγίζηνπ θχθινπ ζα 

πξέπεη ν πινχο λα είλαη νξζνδξνκηθφο (§ 6.2). 

΢ηνηρεία ηνπ ηξηγψλνπ νξζνδξνκίαο είλαη ινηπφλ ηα εμήο:  
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 α)Σν ηφμν ΠΑ ηνπ κεζεκβξηλνχ ηνπ ηφπνπ εθθηλήζεσο, ην νπνίν ηζνχηαη κε 90°-θε (φπνπ 

θε ην πιάηνο ηνπ ηφπνπ εθθηλήζεσο Α). 

6) Σν ηφμν ΠΒ ηνπ κεζεκβξηλνχ ηνπ ηφπνπ αθίμεσο, πνπ ηζνχηαη κε 90°-θα (φπνπ θα 

ην πιάηνο ηνπ ηφπνπ αθίμεσο Β), αλ ηα θε θαη θα είλαη νκψλπκα θαη κε 90° + θα αλ θε θαη 

θα είλαη εηεξψλπκα. γ) Ζ νξζνδξνκηθή απφζηαζε γ (§ 6.2) ησλ δχν ηφπσλ. 

Γψληεο. 

α) Ζ γσλία Π, ε νπνία ηζνχηαη κε ηε δηαθνξά κεθψλ Γι κεηαμχ ησλ ηφπσλ Α θαη Β. 

β) Ζ γσλία Α, πνπ απνηειεί ηελ αξρηθή πιεχζε. 

γ) Ζ γσλία Β, απφ ηελ νπνία βξίζθεηαη ε ηειηθή πιεχζε. (Ζ ηειηθή πιεχζε είλαη ζηνηρείν 

άρξεζην ζηελ πξάμε θαη ζπάληα ρξεζηκνπνηείηαη απφ ηνπο λαπηηθνχο). 

4.2 Οπθοδπομία (GREAT CIRCLE SAILING). 

Λέγεηαη ην κηθξφηεξν απφ 180° ηφμν ηνπ κέγηζηνπ θχθινπ, πνπ ζπλδέεη δπν ηφπνπο 

(ζεκεία). 

΋πσο γλσξίδνκε απφ ηε ΢θαηξηθή Σξηγσλνκεηξία, ην ηφμν απηφ ηνπ κέγηζηνπ θχθινπ είλαη 

ην ειάρηζην απφ ηα άπεηξα ηφμα πνπ ζπλδένπλ ηνπο δπν απηνχο ηφπνπο. Ζ νξζνδξνκία 

ινηπφλ απνηειεί ηε ζπληνκφηεξε απφζηαζε κεηαμχ δπν ηφπσλ επάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο 

γεο. Σν ηφμν απηφ ιέγεηαη θαη νξζνδξνκηθφ ηφμν θαη θαηά ηελ νξζνδξνκηθή πιεχζε 

πξνζπαζνχκε λα θηλεζνχκε φζν ην δπλαηφ επάλσ ζ' απηφ. 

Σν κέηξν ηνπ νξζνδξνκηθνχ ηφμνπ ζε πξψηα κνίξαο καο δίλεη ηελ νξζνδξνκηθή απφζηαζε 

ζε λαπηηθά κηιηά. Υαξαθηεξηζηηθφ ηεο νξζνδξνκίαο είλαη φηη ζηξέθεη ην θπξηφ ηεο πξνο 

ηνπο πφινπο θαη ην θνίιν ηεο πξνο ηνλ ηζεκεξηλφ. 

Δπεηδή νη κεζεκβξηλνί ηεο γεο δελ είλαη παξάιιεινη κεηαμχ ηνπο, αιιά ζπγθιίλνπλ 

θαηηέκλνληαη ζηνπο πφινπο, ε νξζνδξνκία ηνπο ηέκλεη κε δηαξθψο κεηαβαιιφκελε γσλία 

(θάζε κηα απφ απηέο αληηπξνζσπεχεη ηελ αληίζηνηρε νξζνδξνκηθή πιεχζε). Δπνκέλσο, γηα 

λα αθνινπζήζνκε νξζνδξνκηθή πιεχζε, πξέπεη λα κεηαβάιινκε ζπλερψο ηελ πνξεία ηνπ 

πινίνπ. Δπεηδή φκσο απηφ ζηελ πξάμε είλαη αδχλαην, αθνινπζνχκε κηα ηεζιαζκέλε 

γξακκή πνπ εγγξά- θνκε ζην νξζνδξνκηθφ ηφμν (ζρ. 6.2). Φπζηθά φζν πεξηζζφηεξεο είλαη 

νη πιεπξέο ηεο ηεζιαζκέλεο γξακκήο, ηφζν πεξηζζφηεξν απηή πξνζεγγίδεη ην 

νξζνδξνκηθφ ηφμν. Ο πινχο επάλσ ζηελ ηεζιαζκέλε απηή γξακκή, θνληά ζην 

νξζνδξνκηθφ ηφμν, ιέγεηαη νξζνδξνκηθφο πινχο. 
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4.3 Λοξοδπομία (RHUMBLINE). 

Λέγεηαη ε θακπχιε πνπ ζπλδέεη δπν ηφπνπο (ζεκεία) ηεο γήηλεο επηθάλεηαο θαη ηέκλεη 

ηνπο κεζεκβξηλνχο ππφ ζηαζεξή γσλία. Υαξαθηεξηζηηθφ ηεο είλαη φηη αλέξρεηαη 

ζπεηξνεηδψο ζε πςειφηεξα πιάηε, ρσξίο πνηέ λα θζάλεη ζηνπο πφινπο, γηαηί παξακέλεη 

αζχκπησηε πξνο απηνχο. Θεσξεηηθά έρεη απνδεηρζεί φηη κεηαμχ δπν ζεκείσλ ηεο γεο 

δηέξρνληαη άπεηξεο ινμνδξνκίεο. ΋ηαλ ε απφζηαζε δπν ηφπσλ κεηξείηαη επί ηεο 

ινμνδξνκηθήο θακπχιεο, νλνκάδεηαη ινμνδξνκηθή απφζηαζε ησλ ηφπσλ απηψλ. Ζ 

ζηαζεξή γσλία, κε ηελ νπνία ηέκλνληαη νη κεζεκβξηλνί απφ ηελ θακπχιε απηή, ιέγεηαη 

ινμνδξνκηθή ή κεξθαηνξηθή πνξεία. 

Δπεηδή ε ινμνδξνκία δελ είλαη ηφμν κέγηζηνπ θχθινπ, νη ππνινγηζκνί ζρεηηθά κε απηήλ 

δελ απαζρνινχλ ηε ΢θαηξηθή Σξηγσλνκεηξία. 

4.4 Τπολογιζμόρ οπθοδπομικήρ αποζηάζεωρ ΑΒ και απσικήρ 

πλεύζεωρ Ελε. 

Έζησ δπν ηφπνη Α θαη Β επάλσ ζηε γε, απφ ηνπο νπνίνπο ν Α είλαη ην ζεκείν εθθηλήζεσο 

κε ζπληεηαγκέλεο θε θαη ιε θαη ν Β ην ζεκείν ζθίμεσο κε ζπληεηαγκέλεο θα θαη ια. Αλ 

ζέινκε λα ππνινγίζνκε ηελ νξζνδξνκηθή απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Α θαη Β θαζψο 

θαη ηελ αξρηθή πιεχζε Ειε, ζην ζρεκαηηδφκελν ηξίγσλν νξζνδξνκίαο ΠΑΒ (ζρ. 6.4α) 

γλσξίδνκε: 

α) Σελ πιεπξά ΠΑ ίζε κε 90°- θε. 

β) Σελ πιεπξά ΠΒ ίζε κε 90°- θα αλ θε θαη θα είλαη νκψλπκα ή κε 90°+θα αλ θα θαη θε 

είλαη εηεξψλπκα. 

γ) Σε γσλία Γι ίζε κε ηε δηαθνξά κήθνπο ησλ δπν ηφπσλ. 

Δπνκέλσο καο δίλνληαη δπν πιεπξέο θαη ε πεξηερφκελε γσλία (πεξίπησζε III), νπφηε 

επηιχνληαο ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΠΑΒ ππνινγίδνκε ηα δεηνχκελα ζηνηρεία. 
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Παξάδεηγκα. 

Να επξεζεί ε νξζνδξνκηθή απφζηαζε θαη ε αξρηθή πιεχζε απφ ηε Υνλνινπινχ (πιάηνο θε 

= 21° 18,3' Β, κήθνο ιε = 157° 52,3' Γ) ζην ΢αλ Φξαληδίζθν (πιάηνο θα = 37° 47,5' Β 

κήθνο ι„ = 122° 25,7' Γ). 

Λχζε. 

1νο ηξφπνο. 

΢ην ζρήκα 6.46 έζησ φηη ζην Α βξίζθεηαη ε Υνλνινπινχ θαη ζην Β ην ΢αλ Φξαληδίζθν. 

Έρνκε: 

α = 90°- 37° 47,5' = 52° 12,5' ( ) β = 90°- 21° 18,3' = 68° 41,7' θαη Γ = Γι = 157° 

52,3-122° 25,7' = 35°26,6' 

Δθαξκφδνληαο ηνπο ηχπνπο ησλ εκηπαξεκηηφλσλ πιεπξψλ θαη εξγαδφκελνη φπσο θαη ζηελ 

πεξίπησζε III (§ 5.7.4, 2νο ηξφπνο) ππνινγίδνκε ακέζσο ηελ πιεπξά γ, δειαδή ηελ 

νξζνδξνκηθή απφζηαζε. Έρνκε: 

εκπξγ = εκπξ(α - β) + εκαεκβεκπξΓ (1) 

φπνπ ηα α, 6, Γ είλαη γλσζηά. 

Θέηνκε: εκπξΥ = εκαεκβεκπξΓ (2) 

νπφηε ' εκπξγ= εκπξ(α-β) + εκπξΥ (3) 

Απφ ηελ (2) =?> ινγεκπξΥ = ινγεκα + ινγεκβ + ινγεκπξΓ 
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ινγεκα = 9,89776 ινγεκβ = 9,96926 ινγεκπξΓ = 8,96687 

ινγεκπξΥ = 8,83389 =£> εκπξΥ = 0,06822 

θαη επεηδή βξίζθνκε: 

εκπξ (α~6) = εκπξ (16° 29,2') = 0,02056 ε (3) γξάθεηαη: 

εκπξγ = 0,020506 + 0,06822 => εκπξγ = 0,08878 

=> γ = 34° 40,2* 

Γηα ηελ αξρηθή πιεχζε ζα πάξνκε ηνλ ηχπν: 

εκπξΑ = εκ(η-β)εκ(η-γ)ζηεκβζηεκγ 

 

Χξεζηκνπνηήζακε (-) γηαηί ηα πιάηε Φε Φα είλαη νκώλπκα. 

 

 

2νο ηξφπνο. 

Σν δεχηεξν απηφλ ηξφπν εθαξκφδνπλ ζπλήζσο νη λαπηηιιφκελνη ζε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο. 

Δίλαη κηα πην ηππνπνηεκέλε κέζνδνο, φπνπ γηα κελ ηελ εχξεζε ηεο νξζνδξνκηθήο 
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απνζηάζεσο εξγαδφκαζηε φπσο αθξηβψο ζηνλ πξνεγνχκελν ηξφπν, γηα δε ηελ εχξεζε ηεο 

αξρηθήο πιεχζεσο ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ηχπν ηνπ εκηπαξεκηηφλνπ γσλίαο. 

Έηζη ζέηνκε (ζρ. 6.46) ζηνπο αληίζηνηρνπο ηχπνπο, φπνπ Α = δ, α = 90 ± θα [ην + γηα πιάηε 

εηεξψλπκα, ην - (πιελ) γηα πιάηε νκψλπκα] θαη ην 6 = 90 - θε, Γ = Γι, γ = ΑΒ θαη έρνκε: 

1) Δχξεζε νξζνδξνκηθήο απνζηάζεσο γ. 

Θεσξνχκε ηνλ ηχπν: 

εκπξγ = εκπξ(α~β) + εκπξΓεκαεκβ 

θαη αληηθαζηζηψληαο παίξλνκε: 

εκπξγ = εκπξ[(90 - θα) - (90 -θε)] + εκπξΓιεκ(90 - θα)εκ(90 - θε) 

=τ> εκπξγ = εκπξ(θε~θα) + εκπξΓιζπλθαζπλθε (1) 

Θέηνκε: εκπξΥ = εκπξΓιζπλθαζπλθε (2) 

νπφηε εκπξγ = εκπξ(θε~θα) + εκπξΥ (3) 

απφ ηε (2) => ινγεκπξΥ = ινγεκπξΓρ + ινγζπλθα + ινγζπλθε 

Άξα: 

Γι = 35°26,6' =τ> ινγεκπξΓρ = 8,96687 ινγζπλθα = 9,89776 ινγζπλθε = 9,96926 

ινγεκπξΥ = 8,83389 => εκπξΥ = 0,06822 

θαη επεηδή βξίζθνκε: 

εκπξ(θε~θα) = εκπξ(16° 29,2') = 0,02056 ε (3) γξάθεηαη: 

εκπξγ = 0,02056 + 0,06822 => εκπξγ = 0,08878 

=> γ = 34° 40,2' = 2080,2' = 2080,2 κίιηα. 

2) Δχξεζε αξρηθήο πιεχζεσο. ζεσξνχκε ηνλ ηχπν: 

εκπξΑ = [εκπξα ~ εκπξ(β ~ γ)] ζηεκβζηεκγ 

ζηνλ νπνίν ζέηνκε ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία, νπφηε απηφο γξάθεηαη: 

εκπξδ = [εκπξ(90-θα) ~ εκπξ[(90 - θε) - γ]ζηεκ(90 - θε)ζηεκγ εκπξδ = [εκπξ(90 - θα) ~ 

εκπξ [ ( 90 - θε) - γ] ] ηεκθεζηεκγ (1) 

ζέηνκε: 

εκπξΥ = εκπξ(90 - θα) ~ εκπξ[(90 - θε) - γ] (2) 

Δπεηδή 90-θα= 52° 12,5' θαη εκπξ 52° 12,5' = 0,19360 90 - θε = 68° 41,7' 
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(90-θε)-γ = 34° 1,5' θαη εκπξ 34° 1,5' = 0,08560 ε (2) γξάθεηαη: 

εκπξΥ = εκπξ(52° 12,5') ~ εκπξ34° 1,5' 

=> εκπξΥ = 0,19360 - 0,08560 = 0,10800 νπφηε ε (1) γξάθεηαη: 

εκπξδ = εκπξΥηεκθε ζηεκγ => (3) 

ινγεκπξδ = ινγεκπξΥ + ινγηεκθε + ινγζηεκγ (4) 

Άξα: 

εκπξΥ = 0,10800 => ινγεκπξΥ = 9,03343 

ινγηεκθε = 0,03074 ινγζηεκγ = 0,24500 

ινγεκπξδ = 9,30917 

=> δ. = 53° 40,2' 

 

4.5 ΚΟΡΤΦΑΗΟ ΢ΖΜΔΗΟ ΟΡΟΓΡΟΜΗΑ΢ (VERTEX) 

 

Έζησ ην ηξίγσλν νξζνδξνκίαο ΠΑΒ (ζρ. 6.5). Αλ ζεσξήζνκε ην κέγηζην θχθιν ΠΚΠ', 

πνπ δηέξρεηαη απφ ηνλ πφιν Π θαη είλαη θάζεηνο ζην νξζνδξνκηθφ ηφμν ΑΒ, ην ζεκείν 

ηνκήο Κ νλνκάδεηαη θνξπθαίν (VERTEX) ηνπ νξζνδξνκηθνχ ηφμνπ. Σν ζεκείν Κ απέρεη 

θπζηθά ηε κηθξφηεξε απφζηαζε ΠΚ απφ ηνλ πφιν Π, άξα ηε κεγαιχηεξε απφζηαζε ΚΡ 

απφ ηνλ ηζεκεξηλφ. Δπνκέλσο, απφ φια ηα ζεκεία ηνπ νξζνδξνκηθφπ ηφμνπ, ην Κ έρεη ην 

κεγαιχηεξν γεσγξαθηθφ πιάηνο. (Αλάινγα βέβαηα κε ην άλνηγκα ησλ γσληψλ Α θαη Β 

κπνξεί ην Κ λα βξίζθεηαη θαη ζηελ πξνέθηαζε ηνπ ΑΒ). 

Ο ππνινγηζκφο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπ θνξπθαίνπ ζεκείνπ Κ ηεο νξζνδξνκίαο είλαη πνιχ 

ρξήζηκνο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ελδηάκεζσλ ζεκείσλ, ψζηε λα 

ραξάμνκε ην νξζνδξνκηθφ ηφμν. 
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4.6 ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΢ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΩΝ (Φκ – Λκ ) ΣΟΤ 

ΚΟΡΤΦΑΗΟΤ ΢ΖΜΔΗΟΤ 

 

Δπεηδή ν κεζεκβξηλφο ΠΚΠ' είλαη θάζεηνο ζην νξζνδξνκηθφ ηφμν, ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν 

ΠΚΑ (ζρ. 6.5) είλαη νξζνγψλην. Σνπ ηξηγψλνπ απηνχ γλσξίδνκε ηελ πιεπξά ΠΑ = 90°- θε 

θαη ηε γσλία Α = δ (αξρηθή πιεχζε). Αλ ην επηιχζνκε, ππνινγίδνκε ηελ πιεπξά ΠΚ θαη ηε 

γσλία ΑΠΚ, πνπ ηζνχηαη κε ηε δηαθνξά κήθνπο Γιθ κεηαμχ ηνπ ζεκείνπ εθθηλήζεσο Α 

θαη ηνπ θνξπθαίνπ Κ. 

Δπνκέλσο, αλ αθαηξέζνκε απφ 90° ηελ πιεπξά ΠΚ, βξίζθνκε ην πιάηνο θθ ηνπ 

θνξπθαίνπ, ελψ αλ πξνζζέζνκε (ή αθαηξέζνκε) ζην κήθνο ιε ηνπ ζεκείνπ εθθηλήζεσο ηε 

Γιθ, βξίζθνκε ην κήθνο ιθ ηνπ θνξπθαίνπ. 

 

Παξάδεηγκα. 

Έλα πινίν πιέεη απφ Α (πιάηνο 41° 30' Β, κήθνο 65° 40' Γ) ζην Β (πιάηνο 52° 18' Β, κήθνο 

4° 8' Γ) εθηειψληαο νξζνδξνκηθφ πινχ. Αλ ε αξρηθή πιεχζε είλαη Β 53° 23' Α, λα 

ππνινγηζζνχλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ θνξπθαίνπ ζεκείνπ ηεο νξζνδξνκίαο (ζρ. 6.6). 
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Λύζη. 

1νο ηξφπνο. 

Σνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ΑΠΚ γλσξίδνκε ηε γσλία Α = δ= 53° 23' θαη ηελ πιεπξά ΠΑ = 

90°-θε = 48° 30'. 

Σν επηιχνκε θαηά ηα γλσζηά. Δδψ βέβαηα ηα ζηνηρεία πνπ καο ελδηαθέξνπλ είλαη ε γσλία 

Γιθ θαη ε πιεπξά ΠΚ. 

1) Τπνινγηζκφο Γιθ. 

ζπλΠΑ = ζθΓιθζθδ => 

ζθΓιθ = ζπλΠΑζθδ (1) 

2) Τπνινγηζκφο ΑΚ. 

ζπλδ = ζθΠΑζθ(ζπ - ΑΚ) 

=> ζπλδ = ζθΠΑεθΑΚ 

=> εθΑΚ = ζπλδεθΠΑ (2) 

3) Τπνινγηζκφο ΠΚ. 

ζπλ(ζπ - ΠΚ) = εκΠΑεκδ 

=> εκΠΚ = εκΠΑεκδ (3) 

4) Σχπνο επαιεζεχζεσο. 
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ζπλ(ζπ - ΠΚ) = ζθΓιθ(ζπ - ΑΚ) => εκΠΚ = ζθΓιθεθΑΚ 

 

Άξα πιάηνο ζην Κ = 90° - (36° 57 ) = 53° 3'Β 

Δπεηδή ην κήθνο ζην Α είλαη 65° 40'Γ θαη ην Κ είλαη αλαηνιηθά ηνπ Α, άξα ην κήθνο ζην Κ 

= (65° 40') - (48° 16,7') = 17° 23,3'Γ. 

2νο ηξφπνο. 

Οη λαπηηιιφκελνη ρξεζηκνπνηνχλ θαη εδψ κηα πην ηππνπνηεκέλε κέζνδν ππνινγηζκνχ ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ηνπ θνξπθαίνπ, εθαξκφδνληαο απεπζείαο ηνπο εμήο ηχπνπο: 

1) Γηα ηελ εχξεζε ηνπ πιάηνπο: 

ζπλθθ = ζπλθεεκδ (1) 

2) Γηα ηελ εχξεζε ηεο Γιθ (δηαθνξά κήθνπο αξρηθνχ ζηίγκαηνο θαη θνξπθαίνπ): 

 

Έηζη αληηθαζηζηψληαο έρνκε: 

Απφ ηνλ ηχπν (1): 

ινγζπλθθ =ινγζπλθε + ινγεκδ  

ινγζπλθε = ινγζπλ 41° 30' = 9,87446 

ινγεκδ = ινγεκ 53° 23' = 9,90452 

ινγζπλθθ = 9,77898 

==> θθ = 53° 3' 

Απφ ηνλ ηχπν (2): 

ινγζθΓιθ =ινγεκθε + ινγεθδ  

ινγεκθ = ινγεκ 41 30' = 9,82126 
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ινγεθδ = ινγεθ 53° 23' = 0,12894 

ινγζθΓιθ = 9,95020 

=τ> Γιθ = 48° 16,7' 

Άξα βξήθακε: Πιάηνο ζην Κ = 53° 3'Β 

Μήθνο ζην Α = (65° 40') - (48° 16,7') = 17° 23,3'Γ 

 

4.7 ΠΛΟΤ΢ ΔΠΗ ΠΑΡΑΛΛΖΛΟΤ 

΋ηαλ ην πινίν εθηειεί πινχ επάλσ ζηνλ ίδην παξάιιειν, απφ ηνλ ηφπν Α ζηνλ ηφπν Β (ζρ. 

6.7) νη δπν ηφπνη έρνπλ ην ίδην πιάηνο θ ηνπ παξαιιήινπ θαη δηαθνξεηηθά κήθε ι1 θαη ι2 

θαη ε πνξεία ηνπ πινίνπ είλαη ζηαζεξή ή πξνο Αλαηνιή ή πξνο Γχζε. 

 

 

Έζησ π ε απφζηαζε απφ Α ζε Β ζε κίιηα. Δλψλνκε ηα Α θαη Β κε ην θέληξν Γ ηνπ κηθξνχ 

θχθινπ (παξάιιεινπ πιάηνπο) θαη ηα Ε, Θ, Α κε ην θέληξν Ο ηεο γεο· 

Φέξνκε απφ ην Α ηελ θάζεηε ΑΖ ζηελ ΟΕ. Ζ γσλία ΑΟΕ είλαη θ, δειαδή ίζε κε ην πιάηνο 

ησλ Α θαη Β. 

Δπεηδή <): ΕΟΘ = <): ΑΓΒ ηα ηφμα ΕΘ θαη ΑΒ είλαη αλάινγα κε ηηο αθηίλεο ηνπο. Άξα: 

ηφμν ΕΘ/ ηφμν ΑΒ = ΟΕ / ΓΑ = ΟΑ / ΟΖ = ηεκθ => 
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ηφμν ΕΘ = (ηφμν ΑΒ) ηεκθ δειαδή Γι = πηεκθ (1) 

θαη π = Γιζπλθ (2) 

Γηλαδή ηο μήκορ ηόξος ενόρ παπάλληλος ιζούηαι με ηο γινόμενο ηος ανηίζηοισος 

ηόξος ηος Ηζημεπινού επί ηο ζςνημίηονο ηος πλάηοςρ ηος παπάλληλος. 

0 ηχπνο (1) κπνξεί λα γξαθεί θαη έηζη: 

Γιαθοπά μήκοςρ (ππώηα λεπηά) - Μήκορ ηόξος (ζε μίλια) σ ηέμνοςζα πλάηοςρ  

Παξάδεηγκα. 

Έλα πινίν πνπ βξίζθεηαη ζε πιάηνο 44° 33'Β, πιέεη θαηά 55 κίιηα Αλαηνιηθά (επάλσ ζηνλ 

ίδην παξάιιειν). Να επξεζεί ε αιιαγή κήθνπο πνπ πξνθχπηεη. 

Λχζε. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ πξνεγνχκελν ηχπν, έρνκε: 

Γι = 55 . ηεκ44° 33' = 55 . 1,4032 = 77,1 κίιηα Αλαηνι. = 77,1' Α δειαδή 1° 17,1 Ά 

 

4.8 ΠΑΡΑΛΛΖΛΟ΢ Α΢ΦΑΛΔΗΑ΢ (Limiting parallel) 

Ο πινχο (ζηηο πνιηθέο θπξίσο πεξηνρέο) πνιιέο θνξέο γίλεηαη επηθίλδπλνο, ιφγσ δπζκελψλ 

θαηξηθψλ ζπλζεθψλ θαη ιφγσ ηεο πηζαλφηεηαο πξνζθξνχζεσο ζε επηπιένληα παγφβνπλα ή 

ζε μεξά. Γη’ απηφ ππάξρνπλ εηδηθνί ράξηεο πνπ αλαθέξνπλ απφ πνην ζεκείν θαη πέξα ν 

πινχο είλαη επηθίλδπλνο. Ο παξάιιεινο πιάηνπο πνπ δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν απηφ ιέγεηαη 

παξάιιεινο αζθαιείαο 

Αλ ινηπφλ πιένκε νξζνδξνκηθά θαη πξφθεηηαη λα δηέιζνκε απφ ην θνξπθαίν ζεκείν Κ, 

πξέπεη λα ειέγμνκε, αλ ην ζεκείν απηφ, πνπ ην πιάηνο ηνπ είλαη ην κεγαιχηεξν ηεο 

νξζνδξνκίαο, βξίζθεηαη πέξα απφ απηφλ ηνλ παξάιιειν αζθαιείαο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή 

δελ αθνινπζνχκε νξζνδξνκηθφ πινχ, αιιά εθηεινχκε ηνλ ιεγφκελν κηθηφ πινχ. 

4.9 ΜΗΚΣΟ΢ ΠΛΟΤ΢ 

Πνιιέο θνξέο δηάθνξεο ηνπηθέο ή θαηξηθέο ζπλζήθεο δελ επηηξέπνπλ λα ππεξβνχκε ηνλ 

πξνθαζνξηζκέλν παξάιιειν αζθαιείαο, ελψ ζπγρξφλσο ζέινκε λα πιεχζνκε απφ ηε 

ζπληνκφηεξε νδφ. Αθνινπζνχκε ηφηε ηνλ ιεγφκελν κηθηφ πινχ. 

Έηζη, αλ ζέινκε λα πιεχζνκε απφ ηνλ ηφπν Α ζηνλ ηφπν Β θαη Ρ΢ είλαη ν παξάιιεινο 

αζθαιείαο (ζρ. 6.9α) θέξνκε απφ ηα Α θαη Β ηφμα κεγίζησλ θχθισλ εθαπηφκελα ζηνλ 

παξάιιειν αζθαιείαο ζηα ζεκεία Ρ θαη ΢ (ζεκεία επαθήο). Έηζη ν κηθηφο πινχο 

απνηειείηαη απφ ηξεηο θιάδνπο: Απφ ηα δπν νξζνδξνκηθά ηφμα ΑΡ = γ, θαη ΒΓ = γ2 θαη 
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απφ ην κεηαμχ ηνπο ηκήκα Ρ΢ = π ηνπ παξάιιεινπ αζθαιείαο. Γειαδή πιένκε απφ ην Α 

ζην Ρ νξζνδξνκηθά, απφ ην Ρ ζην ΢ ινμνδξνκηθά θαη απφ ην ΢ ζην Β νξζνδξνκηθά. 

 

 

 

Τπολογιζμόρ ηων ζηοισείων ηος μικηού πλού. 

Αλ καο δίλνληαη ην κήθνο θε θαη ην πιάηνο ιε ηνπ ζεκείνπ εθθηλήζεσο Α, ην κήθνο θα θαη 

ην πιάηνο ια ηνπ ζεκείνπ αθίμεσο θαζψο θαη ην πιάηνο θζ ηνπ παξάιιεινπ αζθαιείαο, 

ηφηε ππνινγίδνκε: 

1ν. Σελ νξζνδξνκηθή απφζηαζε γ1. Δπηιχνκε ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΠΑΡ πνπ είλαη νξζνγ. 

ζην Ρ θαη ηνπ νπνίνπ γλσξίδνκε ηηο πιεπξέο ΠΑ = 90° - θε θαη ΠΡ = 90° - θζ. 

2ν. Σελ νξζνδξνκηθή απφζηαζε γ2· Δπηιχνκε ηψξα ην νξζνγψλην ζην ΢ ζθαηξηθφ ηξίγσλν 

ΠΒ΢, ηνπ νπνίνπ γλσξίδνκε ηηο πιεπξέο ΠΒ = 90°±θα (+ γηα εηεξψλπκα, - γηα νκψλπκα 

πιάηε θε, θα) θαη Π΢ = 90° - θζ. 

3ν. Σηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ επαθήο Ρ θαη ΢. Καη’ αξρήλ ην πιάηνο ησλ Ρ θαη ΢ 

είλαη θζ ίζν κε ην πιάηνο ηνπ παξάιιεινπ αζθαιείαο. Γηα ην κήθνο ππνινγίδνκε πξψηα 

ηα Γιη θαη Γι2, πνπ είλαη νη δηαθνξέο κήθνπο κεηαμχ ησλ ζεκείσλ εθθηλήζεσο θαη 

αθίμεσο θαη ησλ ζεκείσλ επαθήο αληίζηνηρα. 

4ν. Σε ινμνδξνκηθή απφζηαζε π ζε κίιηα. Έρνκε π = Γι'ζπλθζ, φπνπ Γι' είλαη ε δηαθνξά 

κήθνπο κεηαμχ ησλ ζεκείσλ Ρ θαη ΢. 

5ν. Σελ αξρηθή πιεχζε δ. Καη απηή πξνθχπηεη, φπσο είλαη θαλεξφ, απφ ηελ επίιπζε ηνπ 

νξζνγψληνπ ζθαηξηθνχ ηξηγψλνπ ΠΑΡ κε ηα ίδηα γλσζηά ζηνηρεία. 

Παπάδειγμα. 
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 Γίλνληαη νη γεσγξαθηθέο ζπληεηαγκέλεο θε = 33° 10'Ν θαη ιε = 71° 45'Γ ηνπ 

ζεκείνπ αλαρσξήζεσο Α θαη θα = 41° 58'Ν, ι<, = 174° 57Ά ηνπ ζεκείνπ αθίμεσο Β. 

Γίλεηαη θαη ην πιάηνο θζ = 50° Ν ηνπ παξάιιεινπ αζθαιείαο. Εεηείηαη ε επίιπζε ηνπ 

κηθηνχ πινχ. 

Λύζη. 

Αθνχ απφ ηα ζεκεία Α θαη Β θέξνκε ηα εθαπηφκελα ζηνλ παξάιιειν 

αζθαιείαο ηφμα ΑΡ θαη Β΢ (ζρ. 6.9α) εξγαδφκαζηε σο εμήο: 

 

1νο ηξφπνο. 

α) Δπηιχνκε ην νξζνγψλην ζθαηξηθφ ηξίγσλν ΠΑΡ (ζρ. 6.96). 

1) Τπνινγηζκφο δ. 

ζπλ[ζπ - (90 - θα)] = εκ(90-θε)εκδ  

=> εκ(90 - θζ) =ζπλθεεκδ 

=> ζπλθζ = ζπλθεεκδ 

=*> εκδ = ζπλθζηεκθε 

2) Τπνινγηζκφο γ1 

ζπλ(90 - θε) = εκΗζπ-(-90-θο)]εκ(ζπ-γ1) 

 => εκθε = ζπλ(90 - θζ)ζπλγ1 

=> εκΦε = εκθζζπλγ1 

=*> ζπλγ1 = εκθεζηεκθο 

 

3) Τπνινγηζκφο Γι,. 

ζπλΓι1 = ζθ(90 - θε)ζθ[ζπ - (90 - θζ)] 
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=τ> ζπλΓι1 = εθθεεθ(90 - θζ) 

=> ζπλΓι1 = εθθεζθθζ (3) 

4) Σχπνο επαιεζεχζεσο. 

ζπλΓι1 = εκδεκ(ζπ-γ1) 

=> ζπλΓι1 = εκδζπλγ1 
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5. ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΢ΣΖΝ Α΢ΣΡΟΝΟΜΗΑ 

 

5.1 ΓΖ ΚΑΗ ΟΤΡΑΝΗΑ ΢ΦΑΗΡΑ 

Οπξάληα ζθαίξα νλνκάδνκε ηε ζθαίξα επάλσ ζηελ νπνία θαίλνληαη θαζεισκέλα ηα 

άζηξα θαη ε νπνία πεξηβάιιεη ηε γε. Κέληξν απηήο ηεο ζθαίξαο είλαη ην θέληξν Ο ηεο γεο. 

Δπεηδή φκσο ε αθηίλα ηεο νπξάληαο ζθαίξαο κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη έρεη άπεηξν κήθνο, γη' 

απηφ ε αθηίλα ηεο γήηλεο ζθαίξαο ζεσξείηαη ακειεηέα θαη ην ηπρφλ ζεκείν Σ ηεο 

επηθάλεηαο ηεο γεο, φπνπ κπνξεί λα βξίζθεηαη έλαο παξαηεξεηήο, κπνξεί λα ιεθζεί σο 

θέληξν ηεο νπξάληαο ζθαίξαο. Ο παξαηεξεηήο απηφο βιέπεη φια ηα νπξάληα ζψκαηα λα 

θηλνχληαη απφ ηελ Αλαηνιή πξνο ηε Γχζε. 

Ζ νπξάληα ζθαίξα νλνκάδεηαη επίζεο οςπάνιορ βόλορ ή οςπανόρ. Σν κπιε ρξψκα ηνπ 

νπξαλνχ νθείιεηαη θπξίσο ζηε δηάρπζε ηεο κπιε αθηηλνβνιίαο ηνπ ειηαθνχ θσηφο απφ ηα 

κφξηα ηεο γήηλεο αηκφζθαηξαο. 

 

5.2 ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΣΖ΢ ΟΤΡΑΝΗΑ΢ ΢ΦΑΗΡΑ΢ 

Καηαθφξπθνο ηφπνπ (ή γξακκή θαηαθνξχθνπ) ελφο ηφπνπ ιέγεηαη ε δηεχζπλ¬ζε ηεο 

βαξχηεηαο ζηνλ ηφπν απηφλ. Ωο θαηαθφξπθνο ηνπ ηφπνπ Σ νξίδεηαη θαη ε δηεχζπλζε ηεο 

γήηλεο αθηίλαο πνπ δηέξρεηαη απφ απηφλ (ζρ. 7.2α). 
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Αλ πξνεθηείλνκε λνεξά ηελ θαηαθφξπθν ελφο ηφπνπ πξνο ηα επάλσ, απηή ζπλαληά ηελ 

νπξάληα ζθαίξα ζην ζεκείν Ε, πνπ νλνκάδεηαη Ζελίζ ηνπ ηφπνπ. Δάλ ηελ πξνεθηείλνκε 

πξνο ηα θάησ, ζπλαληά ηελ νπξάληα ζθαίξα ζην ζεκείν Ν, εθ δηακέηξνπ αληίζεην ηνπ Ε, 

πνπ νλνκάδεηαη Ναδίξ ηνπ ηφπνπ. 

Καηαθόξπθα επίπεδα νλνκάδνληαη ηα άπεηξα επίπεδα πνπ δηέξρνληαη απφ ηελ θαηαθφξπθν 

ελφο ηφπνπ. Κάζε έλα απφ ηα επίπεδα απηά ηέκλεη ηελ νπξάληα ζθαίξα θαηά έλα κέγηζην 

θχθιν, πνπ νλνκάδεηαη θαηαθόξπθνο θύθινο ή θάζεηνο θύθινο (VERTICAL CIRCLE). 

Πξώηνο θάζεηνο (PRIME VERTICAL) νλνκάδεηαη ν θάζεηνο, ηνπ νπνίνπ ην επίπεδν είλαη 

θάζεην πξνο ην επίπεδν ηνπ κεζεκβξηλνχ ηνπ ηφπνπ. 

Οξίδνληεο: Κάζε επίπεδν θάζεην πξνο ηελ θαηαθφξπθν νλνκάδεηαη νξίδνληαο. Ο 

νξίδνληαο πνπ δηέξρεηαη απφ ην θνηλφ θέληξν γεο θαη νπξάληαο ζθαίξαο νλνκάδεηαη 

Αιεζήο ή Οπξάληνο ή Μαζεκαηηθόο νξίδνληαο (CELESTIL HORIZON). 

Οξαηόο ή ζαιάζζηνο νξίδνληαο (VISIBLE HORIZON) είλαη ν νξίδνληαο, πνπ βιέπεη γχξσ 

ηνπ ν λαπηηιιφκελνο (εθεί δειαδή πνπ ε νπξάληα ζθαίξα θαίλεηαη λα ζπλαληά ηελ 

ζάιαζζα). 

Φαηλόκελνο νξίδνληαο (APPARENT HORIZON) είλαη απηφο πνπ ην επίπεδφ ηνπ δηέξρεηαη 

απφ ηνλ νθζαικφ ηνπ παξαηεξεηή. 
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Αηζζεηόο νξίδνληαο (SENSIBLE HORIZON) είλαη απηφο πνπ ην επίπεδν ηνπ εθάπηεηαη 

ζηε γήηλε επηθάλεηα ζην ζηίγκα ηνπ παξαηεξεηή. 

Βάζνο νξαηνύ νξίδνληα (DIP OF HORIZON) νλνκάδεηαη ε γσλία πνπ έρεη θνξπθή ηνλ 

νθζαικφ ηνπ παξαηεξεηή θαη ζρεκαηίδεηαη απφ ηε δηεχζπλζε ηνπ νξαηνχ νξίδνληα θαη ηε 

δηεχζπλζε ηνπ θαηλνκέλνπ. 

Αμνλαο ηνπ θόζκνπ (CELESTIAL AXIS) νλνκάδεηαη ν άμνλαο ηεο γεο, φηαλ ζεσξεζεί φηη 

πξνεθηείλεηαη έσο φηνπ ζπλαληήζεη ηελ νπξάληα ζθαίξα. 

Πόινη ηνπ άμνλα ηνπ θόζκνπ ή νπξάληνη πόινη (CELESTIAL POLES) είλαη ηα ζεκεία ζηα 

νπνία ν άμνλαο ηνπ θφζκνπ ζπλαληά ηελ νπξάληα ζθαίξα. 

Βόξεην πόιν Π ηεο νπξάληαο ζθαίξαο νλνκάδνκε ηνλ αληίζηνηρν ηνπ γήηλνπ βφξεηνπ πφινπ 

(ή ηνλ επξηζθφκελν θνληά ζηνλ πνιηθφ αζηέξα). 

Νόηην πόιν Π' ηεο νπξάληαο ζθαίξαο νλνκάδνκε ηνλ αληίζηνηρν ηνπ γήηλνπ λφηηνπ πφινπ. 

Οπξάληνο Ιζεκεξηλόο (CELESTIAL EQUATOR) νλνκάδεηαη ν κέγηζηνο θχθινο ηεο 

νπξάληαο ζθαίξαο πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ ηνκή ηεο κε ην επίπεδν ηνπ ηζεκεξηλνχ ηεο γεο. 

Οπξάληνη κεζεκβξηλνί (CELESTIAL MERIDIANS) ιέγνληαη νη κέγηζηνη θχθινη ηεο 

νπξάληαο ζθαίξαο πνπ δηέξρνληαη απφ ηνπο νπξάληνπο πφινπο. Απηνί απνηεινχλ 

πξνεθηάζεηο ησλ γήηλσλ κεζεκβξηλψλ. 

Ωξηθνί ή ωξηαίνη θύθινη θαινχληαη νη κέγηζηνη θχθινη ηεο νπξάληαο ζθαίξαο, πνπ έρνπλ 

γηα δηάκεηξφ ηνπο ηνλ άμνλα ηνπ θφζκνπ. 

 

Παπαηήπηζη. 

Οη νπξάληνη κεζεκβξηλνί, φπσο θαη νη σξηθνί θχθινη, είλαη κέγηζηνη θχθινη ηεο νπξάληαο 

ζθαίξαο δηεξρφκελνη απφ ηνπο πφινπο. Ζ δηαθνξά ηνπο είλαη φηη νη κελ νπξάληνη 

κεζεκβξηλνί απνηεινχλ πξνεθηάζεηο ησλ γήηλσλ κεζεκβξηλψλ, δηαηεξνχλ ζηαζεξή ηε 

ζέζε ηνπο σο πξνο ηε γε θαη παξαθνινπζνχλ ηελ πεξηζηξνθή ηεο, ελψ νη σξηθνί θχθινη 

παξαθνινπζνχλ ηελ νπξάληα ζθαίξα, ζηελ νπνία βέβαηα αλήθνπλ, θαηά ηε θαηλφκελε 

πεξηζηξνθή ηεο. 

Μεζεκβξηλφο ηνπ ηφπνπ Σ (OBSERVER’S MERIDIAN) ή νπξάληνο 

κεζεκβξηλφοθαιείηαη ν κέγηζηνο θχθινο ηεο νπξάληαο ζθαίξαο πνπ νξίδεηαη απφ ηελ ηνκή 

απηήο κε ην επίπεδν πνπ νξίδεηαη απφ ηνλ άμνλα ηνπ θφζκνπ ΠΠ' θαη ηεο θαηαθφξπθνπ ΕΝ 

ηνπ ηφπνπ Σ (ζρ. 7.26.). 

Μεσημβπινή γπαμμή νλνκάδεηαη ε γξακκή βλ (ζρ. 7.2γ), πνπ νξίδεηαη απφ ηελ ηνκή ηνπ 

επηπέδνπ ηνπ νξίδνληα θαη ηνπ κεζεκβξηλνχ ηνπ ηφπνπ θαη καο δείρλεη ηελ θαηεχζπλζε 

Βνξξά-Νφηνπ ηνπ ηφπνπ. 
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Παξαηήξεζε. 

Ζ θάζεηε αδ πξνο ηε κεζεκβξηλή γξακκή βλ είλαη θνηλή δηάκεηξνο ηνπ ηζεκεξηλνχ θαη ηνπ 

νξίδνληα θαη νλνκάδεηαη γξακκή ηνπ πξψηνπ θαζέηνπ ή άμνλαο ηνπ κεζεκβξηλνχ (ζρ. 

7.2γ). Σα άθξα ηεο απνηεινχλ ηνλ Απειηψηε (δεμηά ηνπ Βνξξά) θαη ηνλ Εέθπξν (αξηζηεξά 

ηνπ Βνξξά). 

Κιίζε (DECLINATION) ελφο ζεκείνπ ή ελφο αζηέξα ΢ είλαη ε γσληψδεο απφζηαζή ηνπ 

απφ ηνλ νπξάλην ηζεκεξηλφ δειαδή ην ηφμν Α΢ (ζε κνίξεο απφ 0° έσο 90°) ηνπ σξηθνχ ηνπ 

θχθινπ πνπ πεξηιακβάλεηαη κεηαμχ ηζεκεξηλνχ θαη ηνπ αζηεξηνχ ΢ (ζρ. 7.2δ). Ζ δ 

ραξαθηεξίδεηαη σο βφξεηα ή λφηηα αλάινγα κε ηε ζέζε ηνπ αζηέξα πξνο Β ή πξνο Ν ηνπ 

νπξάληνπ ηζεκεξηλνχ. 
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Οξζή αλαθνξά (RIGHT ASCENSION) ελφο ζεκείνπ ή ελφο αζηέξα ΢ ηεο νπξάληαο 

ζηξαίξαο είλαη ε δίεδξε γσλία, πνπ ζρεκαηίδεη ν σξηθφο θχθινο ηνπ κε ηνλ σξηαίν ηνπ 

ζεκείνπ γ {εαξηλφ ζεκείν)- δειαδή ην ηφμν γΑ ηνπ νπξάληνπ ηζεκεξηλνχ πνπ 

πεξηιακβάλεηαη κεηαμχ ηνπ γ θαη ηνπ ζεκείνπ Α (ζρ. 7.2δ), φπνπ ν σξηθφο θχθινο ηνπ 

αζηεξηνχ ΢ ηέκλεη ηνλ Ηζεκεξηλφ. 

Ζ νξζή αλαθνξά κεηξείηαη απφ 0° έσο 360° επη ηνπ Ηζεκεξηλνχ κε αθεηεξία ην εαξηλφ 

ζεκείν γ (Απνε) θαη θαηά ηελ νξζή θνξά (δειαδή εθ δπζκψλ πξνο αλαηνιάο). 

Ωξηθή ή Ωξηαία γσλία ΖΑ (HOUR ANGLE) είλαη ε δίεδξε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ν σξηθφο 

(ή σξηαίνο) θχθινο ηνπ αζηέξα κε ηνλ κεζεκβξηλφ ηνπ ηφπνπ, φπνπ βξηζθφκαζηε. 

Μεηξείηαη πάληνηε επί ηφμνπ ηνπ Ηζεκεξηλνχ θαηά ηελ αλάδξνκε, ζπλήζσο, θνξά κε αξρή 

έλα νξηζκέλν κεζεκβξηλφ ηεο γεο απφ 0°-360°. 

Iζεκεξηλέο ή Οπξαλνγξαθηθέο ζπληεηαγκέλεο (CELESTIAL EQUATOR SYSTEM OF 

COORDINATES) νλνκάδνληαη ε θιίζε (ή απφθιηζε) δ θαη ε νξζή αλαθνξά α ελφο 

ζεκείνπ επάλσ ζηελ νπξάληα ζθαίξα. 

Παξαηήξεζε 1. 

Οη Ηζεκεξηλέο ή Οπξαλνγξαθηθέο ζπληεηαγκέλεο παξνπζηάδνπλ κηα ζρεδφλ πιήξε 

αληηζηνηρία κε ηηο γεσγξαθηθέο ζπληεηαγκέλεο. Πξάγκαηη ε κελ θιίζε είλαη εληειψο 

αληίζηνηρε πξνο ην γεσγξαθηθφ πιάηνο, ε δε νξζή αλαθνξά είλαη αλάινγε πξνο ην 

γεσγξαθηθφ κήθνο. 

Παξαηήξεζε 2. 
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Με ηηο ζπληεηαγκέλεο απηέο κπνξεί λα θαζνξηζζεί εληειψο ε ζέζε ελφο αζηέξα ΢ ζηελ 

νπξάληα ζθαίξα, γηαηί απηέο είλαη αλεμάξηεηεο θαη απφ ηνλ ηφπν παξαηεξήζεσο θαη απφ 

ηνλ ρξφλν. 

Όςνο ή αιεζέο χςνο Ζι (ALTITUDE) ελφο ζεκείνπ ή ελφο αζηέξα νλνκάδεηαη ε 

γσληψδεο απφζηαζή ηνπ απφ ηνλ αιεζή νξίδνληα ηνπ ηφπνπ ζηνλ νπνίν βξηζθφκαζηε, 

δειαδή ην ηφμν ηνπ θάζεηνπ θχθινπ ηνπ αζηέξα, πνπ πεξηιακβάλεηαη κεηαμχ απηνχ θαη 

ηνπ αιεζνχο νξίδνληα. Σν ΖΑ κεηξείηαη απφ 0° έσο 90° κε αξρή κεηξήζεσο ηνλ νξίδνληα. 

  

  

Αιεζέο αδςνχζ Αδι (AZIMUTH) είλαη ην ηφμν ηνπ νξίδνληα πνπ πεξηιακβάλεηαη κεηαμχ 

ηνπ κεζεκβξηλνχ ηνπ παξαηεξεηή θαη ηνπ θάζεηνπ θχθινπ ηνπ αζηέξα. Σν Αδ* κεηξείηαη: 

α') Απφ 0°-360° κε αξρή κεηξήζεσο ηνλ Βνξξά θαηά ηελ αλάδξνκε θνξά, β') Απφ 0°-180° 

εθ ηνπ Β ή Ν (αλάινγα κε ηνλ άλσ πφιν ηνπ παξαηεξεηή) πξνο Α ή Ε. 

γ') Απφ 0°-90° απφ Β ή Ν πξνο Α ή Ε. 

Οξηδφληηεο ή ηνπηθέο ζπληεηαγκέλεο (horizon system of cordinates) είλαη ην αιεζέο χςνο 

θαη ην αιεζέο αδηκνχζ. 

5.3 Σπίγωνο θέζεωρ ή Αζηπονομικό ηπίγωνο. 

Αλ ζεσξήζνκε επάλσ ζηελ νπξάληα ζθαίξα (ζρ. 7.3α) ην ζθαηξηθφ ηξίγσλν πνπ 

ζρεκαηίδεηαη κε θνξπθέο: α) Σν δελίζ ηνπ παξαηεξεηή, β) Σνλ άλσ πφιν ηνπ παξαηεξεηή 

θαη γ) ηε ζέζε ελφο αζηέξα ζηελ νπξάληα ζθαίξα, ηφηε ην ζθαηξηθφ απηφ ηξίγσλν ιέγεηαη 

ηξίγσλν ζέζεσο (ή αζηξνλνκηθφ ηξίγσλν). 

Σν αληίζηνηρφ ηνπ επάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο γεο είλαη ην ηξίγσλν πνπ έρεη θνξπθέο ηηο 

ηνκέο κε ηε γήηλε ζθαίξα ησλ ηξηψλ αθηίλσλ πνπ ζπλδένπλ ην θέληξν ηεο γεο κε ηηο 

θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ ζέζεσο. 

Σα κύπια ζηοισεία ηος ηπιγώνος θέζεωρ είναι: 

ΠΛΔΤΡΔ΢ 

α) Ζ ΠΕ πνπ θαιείηαη πνινδεληζηαθή απφζηαζε θαη κεηξάεη ηελ απφζηαζε ηνπ ηφπνπ, 

επάλσ ζηνλ κεζεκβξηλφ, απφ ηνλ άλσ πφιν. Ηζνχηαη κε ην ζχκπιαηνο 90-θ. 

β) Ζ Π΢ θαιείηαη πνιηθή απφζηαζε Ρ θαη κεηξάεη ηελ απφζηαζε ηνπ αζηέξα επάλσ ζηνλ 

σξηθφ θχθιν, απφ ηνλ άλσ πφιν. Δίλαη Ρ = 90° ± δ [ην + γηα εηεξψλπκα θ θαη δ θαη ην - 

(πιελ) γηα νκψλπκα θ θαη δ],  

γ) Ζ Ε΢ πνπ θαιείηαη δεληζηαθή απφζηαζε Ερ θαη κεηξάεη ηελ απφζηαζε ηνπ αζηέξα απφ 

ην δελίζ, επάλσ ζηνλ θάζε θχθιν ηνπ. Δίλαη Ει = 90 -Ζι. 
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ΓΩΝΗΔ΢. 

α) Ζ γσλία Ε πνπ θαιείηαη αδηκνχζ Αδρ ηνπ αζηέξα, 

β) Ζ γσλία ΢ κε θνξπθή ηνλ αζηέξα, πνπ νλνκάδεηαη παξαιιαθηηθή γσλία ή γσλία ζέζεσο 

(δελ ελδηαθέξεη ην λαπηηιιφκελν).  

γ) Ζ γσλία Ω κε θνξπθή ηνλ πφιν Π θαη πιεπξέο ην κεζεκβξηλφ ηνπ ηφπνπ θαη ηνλ σξηθφ 

θχθιν ηνπ αζηέξα), πνπ νλνκάδεηαη σξηθή γσλία ΖΑ (ίηνπΓ εεξίζ) ηνπ αζηέξα. 

Παξαηήξεζε. 

Ζ σξηθή γσλία κεηξείηαη κε αξρή νξηζκέλν κεζεκβξηλφ ηεο πξνο ηνλ σξηθφ θχθιν ηνπ 

αζηέξα απφ 0°-360° πξνο αλαηνιάο (αλαηνιηθή σξηθή γσλία) ή πξνο δπζκάο (δπηηθή 

σξηθή γσλία). 

΢ήκεξα ρξεζηκνπνηείηαη ζε φια ηα πξνβιήκαηα ηεο λαπηηιίαο ε δπηηθή σξηθή γσλία. Αλ 

ελφο νπξάληνπ ζψκαηνο ζεσξήζνκε ηε δπηηθή σξηθή ηνπ γσλία, απηή ιακβάλεηαη κε αξρή 

ην κεζεκβξηλφ ηνπ ηφπνπ θαη θαιείηαη ηνπηθή δπηηθή σξηθή γσλία ί-ΖΑ (Local hour 

angle). Αλ σο αξρή κεηξήζεσο ιακβάλεηαη ν κεζεκβξηλφο ηνπ Greenwich, ηφηε θαιείηαη 

δπηηθή σξηθή γσλία Greenwich GHA (Greenwich Hour Angle). Πξνθαλψο ηζρχεη LΖΑ ~ 

GΖΑ = ι, φπνπ ι ην κήθνο ηνπ ηφπνπ. 

Ζ δπηηθή σξηθή γσλία ηνπ θέληξνπ ηνπ ειίνπ, φηαλ εθθξάδεηαη ζε ψξεο (h), πξψηα ιεπηά 

(min) θαη δεπηεξφιεπηα (sec), αληηζηνηρεί ζηνλ αιεζή ρξφλν Α.Σ. (Apparent time). Αλ ν 

αιεζήο ρξφλνο αλαθέξεηαη ζην κεζεκβξηλφ ηνπ ηφπνπ, νλνκάδεηαη αιεζήο ηνπηθφο ρξφλνο 

LΑΣ (Local Apparent Time). Αλ αλαθέξεηαη ζην κεζεκβξηλφ ηνπ Greenwich, νλνκάδεηαη 

αιεζήο ρξφλνο Greenwich GAT (Greenwich Apparent Time). 
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Δπεηδή ε αιεζήο εκέξα αξρίδεη θαηά ηελ θάησ κεζεκβξηλή δηάβαζε ηνπ ειίνπ, δειαδή ην 

κεζνλχθηην φπνπ ππάξρεη ειάρηζηε αλζξψπηλε δξαζηεξηφηεηα, ν αιεζήο ειηαθφο ρξφλνο 

ζα δηαθέξεη απφ ηελ αληίζηνηρε δπηηθή σξηθή γσλία ηνπ ειίνπ θαηά 12 ψξεο ή 180°. Άξα 

γηα ηπρφληα κεζεκβξηλφ ζα έρνκε: 

LΑΣ = LΖΑ ± 180° 

φπνπ (+) φηαλ ε LΖΑ, δειαδή ε Ω, είλαη κηθξφηεξε απφ 180° ή 12 ψξεο θαη (-) φηαλ είλαη 

κεγαιχηεξε. 

Δπίζεο κπνξνχκε λα πνχκε φηη ν αιεζήο ηνπηθφο ρξφλνο ηνπ παξαηεξεηή ζε κηα 

νπνηαδήπνηε ζηηγκή είλαη ίζε κε 12H - Ω (ηνπ ηξηγψλνπ ζέζεσο), φηαλ ν ήιηνο βξίζθεηαη 

ζην Αλαηνιηθφ σο πξνο εκάο εκηζθαίξην ή 12H - Ω (ηνπ ηξηγψλνπ ζέζεσο), φηαλ ν ήιηνο 

βξίζθεηαη ζην Γπηηθφ σο πξνο εκάο εκηζθαίξην). 

Αλ ε δπηηθή σξηθή γσλία αλαθέξεηαη ζην εαξηλφ ζεκείν γ (ARIES), ηφηε κεηξάεη αζηξηθφ 

ρξφλν (Sideral time). Αλ αλαθέξεηαη ζηνλ ήιην κεηξάεη ειηαθφ ρξφλν (Solar time). 

Ο ρξφλνο θαηά ζπλέπεηα είλαη ηνπηθφο (Local time) ή Greenwich), αλ αληίζηνηρα σο αξρή 

κεηξήζεσο ιακβάλεηαη ν κεζεκβξηλφο ηνπ ηφπνπ ή ηνπ Greenwich. 

Σα ζπλεζέζηεξα πξνβιήκαηα πνπ εκθαλίδνληαη ζην ηξίγσλν ζέζεσο είλαη ηα εμήο: 

α) Γίλεηαη ην πιάηνο, ε θιίζε θαη ε σξηθή γσλία θαη δεηνχληαη ην χςνο θαη ην αδηκνχζ ηνπ 

αζηέξα (επζείεο ζέζεσο). β) Γίλεηαη ην πιάηνο, ην χςνο θαη ην αδηκνχζ θαη δεηείηαη ε 

θιίζε θαη ε σξηθή γσλία (αλαγλψξηζε αζηέξα). 

γ) Γίλεηαη ε σξηθή γσλία, ε θιίζε θαη ην χςνο θαη δεηείηαη ην αδηκνχζ (παξαιιαγή). 

δ) Γίλεηαη ην χςνο, ε θιίζε θαη ε σξηθή γσλία θαη δεηείηαη ην πιάηνο. 7.3.1 

Παπαδείγμαηα. 

Παπάδειγμα 1. 

 Σν πιάηνο ηνπ ΢αλ Φξαληδίζθν είλαη 37° 48'Ν (βφξεην). Μηα πξνκεζεκβξηλή  

παξαηήξεζε δείρλεη χςνο ειίνπ 22° 30'. Αλ ε θιίζε ηνπ ήιηνπ είλαη 12° 40'Ν (βφξεην), 

πνηνο είλαη ν ρξφλνο παξαηεξήζεσο; 

Λύζη. 

΢ην ηξίγσλν ζέζεσο ΠΕ΢ (ζρ. 7.3β) έρνκε: 

Π΢ = 90° - δ = 90°- (12° 40’) = 77° 20' [βάδνκε - (πιελ) γηαηί 

θ θαη δ νκψλπκα]. 

ΠΕ = 90° - θ = 90°- (37° 48 ) = 52° 12' 
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Ε΢ = 90° - Ζι = 90°- (22° 30') = 67° 30' 

Δδψ γλσξίδνκε θαη ηηο ηξεηο πιεπξέο (πεξίπησζε I επηιχζεσο ηπρφλησλ ηξηγψλσλ) θαη καο 

ελδηαθέξεη λα ππνινγίζνκε κφλν ηε γσλία Ω. Δξγαδφκαζηε αθξηβψο φπσο ζηελ 

πεξίπησζε I, 1νο ηξφπνο, ζπληάζζνληαο ην εμήο θχιιν ππνινγηζκνχ, κε 

 

 

 

Άξα, αθνχ βξήθακε Ω = 71° 12,7', δηαηξνχκε δηα 15 (θάζε γσλία 15° παξηζηά ρξφλν 1   

ψξαο) 
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 θαη έρνκε: 4h 44
min

 55sec 

 
Άξα ν ρξφλνο παξαηεξήζεσο είλαη: 12:00 — 4h 44

min
 51

sec
 = 7h 15

min 
9

sec 

 

 

Παξάδεηγκα 2. 

Να βξεζεί ην πιάηνο ελφο παξαηεξεηή πνπ βξίζθεηαη ζην Βφξεην εκηζθαίξην, αλ θαηά ηε 

θαηλφκελε ηνπηθή ψξα Η0h 25
min

 36sec ην χςνο ηνπ ειίνπ είλαη 40° 10’ θαη ε θιίζε 15° 38 

Ν (βφξεηα). 

Λχζε. 

΢ην ηξίγσλν ζέζεσο ΠΕ΢ (ζρ. 7.3γ) έρνκε: 

Ε΢ = α = 90° - Ζι = 90° - (40° 10 ) = 49° 50’ 

Π΢ =β = 90° - δ = 90° - (15° 38 ) = 74° 22’ 

θαη γσλία Ω = 12h – 10h 25min  36sec = 1h 34min 24
sec0

 = 23° 36’ 

 

 

 

Άξα έρνκε πξνο επίιπζε έλα ηξίγσλν ηεο πεξηπηψζεσο V, ζην νπνίν καο ελδηαθέξεη κφλν 

ε πιεπξά γ = ΠΕ. 

Ζ πιεπξά γ = ΠΕ δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν (βι. 1ν ηξφπν πεξηπηψζεσο V): 
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φπνπ φια δίλνληαη εθηφο απφ ηε γσλία Ε, πνπ ππνινγίδεηαη απφ ηνλ ηχπν (λφκνο 

εκηηφλσλ): 

εκΕ = εκβεκΩζηεκα (2) 

Γηα λα κε ζπληάμνκε εδψ θχιιν ππνινγηζκνχ, γηαηί δελ καο ελδηαθέξνπλ φια ηα ζηνηρεία 

ηνπ ηξηγψλνπ, ππνινγίδνκε απφ ηνλ ηχπν (2) ηελ γσλία Ε: 

ινγεκβ = 9,98363  

ινγεκΩ = 9,60244  

ινγζηεκα =0,11681 

ινγεκΕ =9,70288 => Ε = 30° 18’  

Δπεηδή φκσο ν παξαηεξεηήο βξίζθεηαη ζην Βφξεην εκηζθαίξην ζα πάξνκε: 

Ε = 180° - 30° 18' 

άξα Ε = 149° 42' 

Αληηθαζηζηνχκε ηψξα ζηνλ ηχπν (1): 

 

Άξα : 

ινγεκ86° 39' =9,99926  

ινγεθ12° 16' =9,33731  

ινγζηεκ63° 3' =0,04993 

ινγεθ Y/2 =9,38650 

Y/2 = 13° 41,1 -> γ = ΠΕ = 27°  22,2’ 

Άξα πιάηνο παξαηεξεηή: 

θ = 90° - ΠΕ = 62° 37,8' Βφξεην. 
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5.4 ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΢ΣΖΝ ΔΠΗΛΤ΢Ζ ΟΡΘΟΓΩΝΗΟΤ ΣΡΗΓΩΝΟΤ 

ΘΔ΢ΔΩ΢ 

Δθαπμογή 1η. 

Να ππνινγηζζεί ε σξηθή γσλία Ω ελφο αζηέξα ΢, ηνπ νπνίνπ ε απφθιηζε είλαη δ = 47° 50' 

Ν (Βφξεην), ζε έλα ηφπν πιάηνπο θ = 50° 38'Ν (Βφξεην) ηε ζηηγκή πνπ ν αζηέξαο δηέξρεηαη 

απφ ηνλ πξψην θάζεην. 

Λύζη. 

΋ηαλ ν αζηέξαο βξίζθεηαη ζηνλ πξψην θάζεην, ηφηε ην ζρεκαηηδφκελν ηξίγσλν ζέζεσο 

είλαη νξζνγψλην ζην Ε θαη άξα Αδι = 90° (ζρ. 7.5α). Δπνκέλσο ζην ηξίγσλν ζέζεσο ΠΕ΢ 

ηνπ αζηέξα γλσξίδνκε: 

Σε γσλία Ε = Αδι = 90°, ηελ πιεπξά ΠΕ = γ = 90° - θ = 90° - (50° 38 ) = 39° 22' θαη ηελ 

πιεπξά Π΢ = α = 90° - δ = 90° - (47° 50') = 42° 10'. Εεηείηαη ε γσλία Π = Ω.  

 

Γηα λα ππνινγίζνκε ηελ Ω εξγαδφκαζηε φπσο έρνκε κάζεη ζηα νξζνγψληα ζθαηξηθά 

ηξίγσλα. Απφ ηνπο πέληε ηνκείο έρνκε, ζεσξψληαο ην Ω σο κεζαίν ζηνηρείν θαη 

πξνθείκελα ηνπ ηα α θαη ζπ-γ: 

 

 

 

ζπλΩ = ζθαζθ(ζπ - γ) => 

ζπλΩ = ζθαεθγ       => 

=Ϊ> ινγζπλΩ = ινγζθα + ινγεθγ 

=τ> ινγζπλΩ = ινγζθ(42° 10') + ινγεθ(39° 22') 
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=τ> ινγζπλΩ = 0,04302 + 9,91404 

=τ> ινγζπλΩ = 9,95706 

=>Ω = 25° 3,7' 

Δθαξκνγή 2ε. 

Να ππνινγηζζεί ην χςνο αζηέξα κε θιίζε δ = 18° 48'Ν (Βφξεην), ζε ηφπν πιάηνπο θ = 36° 

48'Ν (Βφξεην), φηαλ ε σξηθή γσλία ηνπ αζηέξα είλαη 6h. 

Λχζε. 

Δπεηδή ε γσλία Ω είλαη 6h = 90°, ην ζρεκαηηδφκελν ηξίγσλν ζέζεσο ΠΕ΢ ζα είλαη 

νξζνγψλην (ζρ. 7.56). 

Άξα εδψ ζα έρνπκε : 

 

            

 Πιεπξά ΠΕ = ζ = 90° - θ = 90° - (36° 48 ) = 53° 12' 

Π΢ = γ = 90° - δ = 90° - (18° 48') = 71° 12' 

Θα ππνινγίζνκε ηελ πιεπξά α = Ε΢. Με α κεζαίν ζηνηρείν, ηα ζπ-β, ζπ-γ είλαη 

αληηθείκελά ηνπ. Άξα: 

 ζπλα = εκ(ζπ-β) εκ{ζπ-γ) 

 ινγζπλα = ινγζπλζ + ινγζπλγ 

 ινγζπλα = ινγζπλ(53° 12') + ινγζπλ(71° 12')  

 ινγζπλα = 9,77744 + 9,50821  
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 ινγζπλα = 9,28565 

 α = 78° 52,2' 

 

‘Αξα :  

  

 Ζι = 90° - Ε΢ = 90° - α = 11° 7,8' 
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6. ΔΠΗΛΟΓΟ΢ 

 

Φηάλνληαο ζην ηέινο απηήο ηεο εξγαζίαο ζα ήζεια λα αλαθέξσ γηα άιιε κηα θνξά πφζν 

ζεκαληηθή είλαη ε ζθαηξηθή ηξηγσλνκεηξία κε ηεξάζηηα ζπκβνιή ζηελ λαπηηιία θαη ζηελ 

αζηξνλνκία. Ζ εμέιημε ηεο έρεη ζπκβεί θαη έρεη θηάζεη ζε απηφ πνπ γλσξίδνπκε κέζα απφ 

ηελ πάξνδν ησλ αηψλσλ, έρνληαο ζαλ αθεηεξία ηελ αξραία Διιάδα φπνπ κέζσ ηεο ρξήζεο 

ελφο θαλφλα θαη ελφο δηαβήηε γηλφηαλ ε πξνζπάζεηα γηα επίιπζε πξνβιεκάησλ έσο ηνλ 16 

– 17o αηψλα φπνπ κε ζεκαληηθέο αλαθαιχςεηο πήξε ηελ κνξθή πνπ γλσξίδνπκε ζήκεξα. 

Γεληθά ε γλψζε ζθαηξηθήο ηξηγσλνκεηξίαο θαη εηδηθά ησλ εθαξκνγψλ ηεο είλαη 

απαξαίηεηε γηα έλαλ λαπηίιν θαη δελ κεηψλεηαη απηή ε αλαγθαηφηεηα ε ππνβαζκίδεηαη απφ 

ηε ρξήζε ησλ ζχγρξνλσλ κεραλεκάησλ. 
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