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ΠΕΡΕΧΟΜΕΝΑΠΕΡΕΧΟΜΕΝΑ

Τεύχος 241

Τιμή Τεύχους Εύρω3,00
e-mail: info@hms.gr, www.hms.gr

Απρίλιος - Μάϊος - Ιούνιος 2022

Πανεπιστημίου 34

Τηλ 210

Ιωάννης Εμμανουήλ

Ιωάννης Τυρλής

.: 210 3617784 - 3616532

Fax: 210 3641025

Εκδότης:

Διευθυντής:

Συντονιστές:

Μέλη:

Δρούτσας Παναγιώτης

Χριστόπουλος Παναγιώτης

Καραμπάτσας Κωνσταντίνος

Κεΐσογλου Στέφανος

Παπαϊωάννου Δημήτριος

Ρίζος Ιωάννης

Ρουσούλη Μαρία

Σιούλας Ιωάννης

Χριστόπουλος Θανάσης

Αρδαβάνη

Διαμαντίδης Δημήτριος

Ζιώγας Χρήστος

Κόσυβας Γεώργιος

Κουτσούρης Λέων

Κυριακοπούλου Αθανασία

Κωστοπούλου Καλλιόπη

Λαγός Γεώργιος

Λυμπερόπουλος Γεώργιος

Μαγουλάς Αντώνιος

Μάλλιαρης Χρήστος

Μπερδούσης Γεώργιος

Νικολόπουλος Ιωάννης

Ντόρβας Νικόλαος

Σίσκου Μαρία

Τζίφας Νικόλαος

Τριανταφύλλου Ανδρέας

Τσαπακίδης Γεώργιος

Φερεντίνος Σπύρος

Καλλιόπη

Βαρβεράκης Ανδρέας

Γεωργιάδου - Καμπουρίδη Βαρβάρα

Επιμέλεια Έκδοσης:

Μαραγκάκης Στυλιανός

ΙΔΙΟΚΤΗΣΙΑ της

ΕΛΛΗΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΤΑΙΡΕΙΑΣ

Εκτύπωση:

ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ

Στοιχειοθεσία – Σελιδοποίηση:

ROTOPRINT ( ).

: 210 6623778 - 358ΤΗΛ

A. Προύσαλη & ΣΙΑ ΕΕ

Δ. Παπαδόπουλος

Υπεύθυνος Τυπογραφείου:

�

�

Τα διαφημιζόμενα βιβλία δε σημαίνει ότι προτείνονται σπό την Ε.Μ.Ε.

Οι συνεργασίες, τα άρθρα, οι προτεινόμενες ασκήσεις, οι λύσεις ασκήσεων κτλ. πρέπει να

στέλνονται έγκαιρα, στα γραφεία της Ε.Μ.Ε. με την ενδειξη «Για τον Ευκλείδη Α΄. Τα χειρόγραφα

δεν επιστρέφονται. Όλα τα άθρα υπόκειται σε κρίση

(10,00+2,00 Ταχυδρομικά=12,00 ευρώ)

10,00 ευρώ

Το αντίτιμο για τα τεύχη που παραγγέλνονται στέλνεται:

Ετήσια συνδρομή

Ετήσια συνδρομή για Σχολεία
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1. ΕΘΝΙΚΗ Τράπεζα
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EUROBANK
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λογαριασμός όψεως080/48002300 ΙΒΑΝ GR 87 0110 0800 0000 0804 8002 300

2. , 10100200201998 ΙΒΑΝGR8601401010101002002019988

3. , 0026.0201.94.0201575138 ΙΒΑΝGR9002602010000940201575138

4. Mε σεδιαταγήΕ.Μ.Ε. Ταχ Γραφείο54Τ.Θ. 30044

5. Πληρώνεταιστα τηςΕ.Μ.Ε

Αγαπητές και αγαπητοί μαθητές και συνάδελφοι, η φετινή σχολική χρονιά 2021-22
ολοκληρώνεται σε λίγες μέρες με τις εξετάσεις σας.

Ευχόμαστε σε όλους καλή επιτυχία στις εξετάσεις και καλά αποτελέσματα. Με επαναληπτική
ύλη που δημοσιεύουμε, θέλουμε να βοηθήσουμε όλους τους μαθητές για να έχουν το καλύτερο
αποτέλεσμα. Το καλοκαίρι αυτό μαθητές και καθηγητές να αφήσουμε πίσω όλες τις δυσκολίες που
αντιμετωπίσαμε αυτά τα χρόνια. Να ξεκουραστούμε και να επιστρέψουμε όλοι με μεγαλύτερο ζήλο
για μια νέα δημιουργική χρονιά.

Ευχόμαστε σε όλους ένα ευχάριστο και ξένοιαστο καλοκαίρι.
«

».

Βγάζει η θάλασσα κρυφή φωνή
φωνή που μπαίνει
μες στην καρδιά μας και την συγκινεί
και την ευφραίνει.
Τραγούδι τρυφερό η θάλασσα μας ψάλλει,
τραγούδι που έκαμαν τρεις ποιητές μεγάλοι,
ο ήλιος, ο αέρας και ο ουρανός

Κ.Π.Καβάφης

Η του περιοδικού.ομάδα συντονισμού

ΕΚΔΟΣΗ ΤΗΣ ΕΛΛΗΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΤΑΙΡΕΙΑΣ

Κωδικός ΕΛ.ΤΑ. : 2054

ISSN: 1105 - 7998

Συντακτική Επιτροπή

Η έγκαιρη πληρωμή της συνδρομής Βοηθάει
στην έκδοση του περιοδικού
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• Αν x = 3, παίρνουμε ότι ab = 5, οπότε κάποιος είναι ίσος με 1 και κάποιος ίσος με 5, έστω

ότι a = 5 και b = 1. Τότε,

5c+ 1 = z! και c+ 1 = y!.

Με απαλοιφή του c παίρνουμε

5y! − 4 = z!.

Από την τελευταία συμπεραίνουμε ότι το δεξί μέλος δεν μπορεί να διαιρείται με 5, άρα z ≤ 4.

Για z = 4, παίρνουμε 5y! = 28, αδύνατο. Για z = 3, παίρνουμε y! = 2, άρα y = 2. Τότε

παίρνουμε ως λύση την τριάδα (5, 1, 1).

Σε κάθε περίπτωση, οι λύσεις είναι της μορφής (n! − 1, 1, 1) και οι μεταθέσεις αυτής.

Πρόβλημα 2.

Θεωρούμε οξυγώνιο τρίγωνο ABC, με AB < AC < BC, εγγεγραμμένο σε κύκλο Γ1 κέντρου O. Ο

κύκλος Γ2, που έχει κέντρο το σημείο A και ακτίνα AC, τέμνει την ευθεία BC στο σημείο D και

τον κύκλο Γ1 στο σημείο E. Η ευθεία AD τέμνει τον Γ1 στο σημείο F. Ο περιγεγραμμένος κύκλος

του τριγώνου DEF, έστω Γ3, τέμνει την BC στο σημείο G. Να αποδείξετε ότι:

(α) Το σημείο B είναι το κέντρο του κύκλου Γ3.

(β) Ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου CEG εφάπτεται στην AC.

Λύση. (α) Από το εγγεγραμμένο τετράπλευρο AFBC και το ισοσκελές τρίγωνο DAC έχουμε

DF̂B = DĈA = AD̂C = FD̂B. ΄Αρα DB = BF.

Επίσης, ED̂B = CD̂E =
EÂC

2
, ως εγγεγραμμένη στο τόξο EC του Γ2. Από το άθροισμα των

γωνιών του τριγώνου DBE και το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABEC, έχουμε

DÊB = (180◦ −DB̂E) − ED̂B = EB̂C−
EÂC

2
= EÂC−

EÂC

2
= ED̂B.

΄Αρα DB = BE. Συνεπώς, BE = DB = BF, δηλαδή το B είναι το περίκεντρο του τριγώνου DEF.

(β) Η διχοτόμος της γωνίας B̂1 είναι μεσοκάθετος της EG και διέρχεται από το μέσο, έστω M,

του τόξου CE του κύκλου Γ1. Ισχύουν τώρα οι ισότητες των τμημάτων OC = OE (ακτίνες του

κύκλου Γ1) και AC = AE (ακτίνες του κύκλου Γ2). ΄Αρα η ευθεία OA είναι μεσοκάθετος της CE,

οπότε θα διέρχεται από το μέσο M του τόξου CE του κύκλου Γ1. ΄Επεται ότι το σημείο M είναι

το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου CEG, διότι από το σημείο αυτό διέρχονται

2



οι μεσοκάθετες των EG και CE. ΄Αρα CA ⊥ CM, οπότε η CA εφάπτεται του περιγεγραμμένου

κύκλου του τριγώνου CEG.

2
ος
Τρόπος για το (β). Θεωρούμε την ημιευθεία ACx και αρκεί να δείξουμε ότι EĜC = EĈx.

Καταρχάς, από το εγγραγραμμένο DEGF παίρνουμε

(1) EĜC = 180◦ −DĜE = 180◦ −DF̂E.

Από το εγγεγραμμένο AFEC παίρνουμε

(2) DF̂E = AĈE = 180◦ − EĈx.

Από τις (1) και (2) παίρνουμε το ζητούμενο.

3
ος
Τρόπος για το (β). Αρκεί να δείξουμε ότι GÊC = AĈD. ΄Εστω H το αντιδιαμετρικό

σημείο του A στον Γ1. Είναι DÊG = 90◦, αφού η DG είναι διάμετρος του Γ3 λόγω του (α). Από το

εγγεγραμμένο τετράπλευρο ABEH έχουμε

AB̂E = AB̂H+HB̂E = 90◦ + EÂH = 90◦ +
EÂC

2
= DÊG+GD̂E = EĜC,

αφού EÂH = EÂO =
EÂC

2
. Αλλά, είναι BÂE = BĈE = GĈE, οπότε

GÊC = 180◦ − EĜC−GĈE = 180◦ −AB̂E− BÂE = BÊA = BĈA,

όπως θέλαμε.

3



Πρόβλημα 3.

Οι πραγματικοί αριθμοί x, y, z είναι τέτοιοι, ώστε x + y + z = 4 και 0 ≤ x , y , z ≤ 2. Να βρείτε

την ελάχιστη τιμή της παράστασης

A =
√
2+ x+

√
2+ y+

√
2+ z+

√
x+ y+

√
y+ z+

√
z+ x.

Λύση. ΄Εστω a =
√
2+ x +

√
y+ z =

√
2+ x +

√
4− x. Αφού 0 ≤ x ≤ 2, είναι x(2 − x) ≥ 0,

οπότε

a2 = (2+ x) + (4− x) + 2
√

(2+ x)(4− x)

= 6+ 2
√

8+ x(2− x)

≥ 6+ 2
√
8

= (2+
√
2)2.

Αφού a ≥ 0, παίρνουμε a ≥ 2+
√
2, με την ισότητα να ισχύει αν και μόνο αν x = 0 ή x = 2. ΄Ετσι,

A = (
√
2+ x+

√
y+ z) + (

√
2+ y+

√
z+ x) + (

√
2+ z+

√
x+ y) ≥ 3(2+

√
2),

με την ισότητα να ισχύει για (x, y, z) = (2, 2, 0) ή (2, 0, 2) ή (0, 2, 2).

Πρόβλημα 4.

Για κάθε θετικό ακέραιο n, θεωρούμε μία 3n× 3n σκακιέρα, της οποίας

όλα τα τετράγωνα χρωματίζονται μαύρα και άσπρα ως εξής: Ξεκινώντας

από το πάνω αριστερά τετράγωνο, κάθε τρίτη διαγώνιος είναι μαύρη και

όλα τα άλλα τετράγωνα είναι άσπρα, όπως φαίνεται στο σχήμα. Σε κάθε

κίνηση, επιλέγουμε ένα 2× 2 τετράγωνο και αλλάζουμε τον χρωματισμό

των τετραγώνων του ως εξής: Τα άσπρα τετράγωνα γίνονται πορτοκαλί,

τα πορτοκαλί (αν υπάρχουν) μαύρα και τα μαύρα γίνονται άσπρα. Ο

στόχος είναι, μετά από πεπερασμένες κινήσεις, να φτάσουμε σε έναν

χρωματισμό της σκακιέρας, ώστε όλα τα τετράγωνα που ήταν μαύρα

στον αρχικό χρωματισμό να είναι άσπρα και όλα τα τετράγωνα που ήταν

άσπρα στον αρχικό χρωματισμό να είναι μαύρα. Να αποδείξετε ότι:

(α) Δεν μπορούμε να επιτύχουμε τον στόχο για n = 3.

(β) Μπορούμε να επιτύχουμε τον στόχο για n = 2.

Λύση. Καταρχάς, παρατηρούμε ότι αν αλλάξουμε το χρώμα ενός τετραγώνου 3 φορές, θα απο-

κτήσει το χρώμα που είχε αρχικά. Επομένως, μπορούμε να υποθέσουμε ότι μία κίνηση έχει επηρέασει

ένα τετράγωνο ακριβώς 0, 1 ή 2 φορές. Επιπλέον, για να φτάσουμε στον ζητούμενο τελικό χρω-

ματισμό, θα πρέπει κάθε άσπρο τετράγωνο να αλλάξει χρώμα 2 (mod3) φορές και κάθε άσπρο
τετράγωνο να αλλάξει χρώμα 1 (mod 3) φορές.
(α) Αντιστοιχίζουμε κάθε 2 × 2 τετράγωνο με το πάνω αριστερά μοναδιαίο τετράγωνό του. Θα

εξετάσουμε την πρώτη στήλη. Το πρώτο της τετράγωνο είναι άσπρο και περιέχεται σε ακριβώς ένα

2 × 2 τετράγωνο, άρα το τετράγωνο αυτό πρέπει να χρησιμοποιηθεί σε 2 κινήσεις. Το δεύτερο

τετράγωνο, έστω B, σε αυτή την στήλη είναι επίσης άσπρο και περιέχεται σε ακριβώς δύο 2 × 2

τετράγωνο. Το ένα από αυτά είναι το πάνω αριστερά, που γνωρίζουμε ότι πρέπει να χρησιμοποιηθεί

σε δύο κινήσεις. Επομένως το 2×2 τετράγωνο που έχει σαν πάνω αριστερά τετράγωνο το B πρέπει

4
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      122 
57.         ,R .   1   

  ,      ,   , ,        
 ,           .     
 1    R,   : .  

:     :        R ,                (1) 

          ˆ     ,R
.          ,                 
                                                 .                                    (2) 

   1          : 
                                                                                    (3) 

   (1), (2)  (3)  : ,    
   . 

  O            
             .  

: .  
 1 

70.    x, y     0    : 

3 3 2 2 3 3x y 3x y x y .         
1 1 .
x y

   

:      : 3 33 3 2 2 3 3 2 2x y 3xy x y x y 3x y x y x y 3xy x y 3x y  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

xy 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 2

x y xy x 2xy y x y xy x y 3xy x y xy x y xy x xy y x y xy x y

1 1x y xy 0 x xy y x y xy x y 0 1 2x 2xy 2y 2x y 2xy 2x y 0
x y

1 1 1 11 x y x y 1 y x 1 0 1 x y 1, xy 0.
x y x y

,      1 1
x y

  1  -2. 

   
58.    ,    , , .        

   .             
.   : ( )   , ,     . 

( )    , ,     . 
71.    , ,     , 1 0  3.   : 

( ) 2 3.   

( ) 3 3 3

24 25 14.       . 

72.     , ,     1.    : 

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1
2 6 2 6 2 6 3

. 

73.     , ,       1.
1 1 1

  

  :  1 1 1 1.
1 1 1

  

15.      n n          
       .    ,  

   .        . 
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 1960    «    »1,      
 ,   2      

 .   
       : 

’      
        
     
       . 

  : 
        

     
     

      . 
,      …: 1, 2, 3, 4        .  
, , ,  , 1, 3, 4, 22        . 
             

       .     
    .      (consecutive 

numbers).  
   : 

 

           
        . 

 

       ,   ,   
            

     .         
    .          

   . 
            +1     

        +1    .  ,   

                                                 
1https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A4%CE%B1_%CE%A0%CE%B1%CE%B9%CE%B4%CE%B9%CE%AC_
%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%A0%CE%B5%CE%B9%CF%81%CE%B1%CE%B9%CE%AC 
2               
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    .          

   . 

   ,     . 
6 + 7 + 8 = 21 = 3 x 7              ... 

         (3)! 
     ! 

 :        !   
 . 

,     : , +1, ( +1)+1= +2, ( +2)+1= +3, …    
        . 

. .  =34     34, 35, 36, 37, 38,… 
            

.              
       .  
              

 .      5   10     
 ; : 5=2+3  10=1+2+3+4.  

             
.    12=3+4+5. 

           
;            15=7+8  

 15=4+5+6   15=1+2+3+4+5! 
     :  

          . 
*      4     ; 

            
    A .  

 ’            
:     (even numbers)      (odd 

numbers) .     : 
 

 
 
 

          
   . 

          3   
            

        2,      
   2. 



 ---------------------------------              ---------------  
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         ; , 

   5        ; 
   7        ; 
   9         ; . . . 

    9  . 
11+12+13+14+15+16+17+18+19 = 9 (  ) x 15 (  ) = 135. 

            
. , ,    : 

 

 
,    . 

     .     
  5 = 2 + 3  15 = 7 + 8. ,       

   2  ,     ( ) 
      2  . 

             
 ,            .   5 . . 

    ,   ,       2   
3.               

               
  ( ;).       5.     5 

   ( ;).          
  5–1       2.   (5–1)/2 = 2    

    2   3.      5    
       5 = 2+3.     

   15: (15–1)/2 = 7.  7  8      15 = 7+8. 
     , . .  17   135 . .,     
  « ».  

*      1        ; 
*   ( )         ; 

               
 ,            
   ,    . . 

           
      . 
  ,   ,         

          1/3       
   .        . 

              
      . 



 ---------------------------------              ---------------  
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          . 
         3        

    3.  
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

          3.  ,  ,  
 15  21    .  

 15/3 = 5   15 = 4+ 5 + 6.  21/3 = 7  21 = 6 + 7 + 8.   
15   21,     3,        

           ,  
15 = 3 x 5  21 = 3 x 7. 

          3. 
. .     36  36 : 3 = 12,  36 = 11 +12 + 13. 

   135  135 : 3 = 45,  135 = 44 +45 + 46. 
  5832  5832/3 = 1944,  5832 = 1943+1944+1945. 
 

         3     
   .       . 

 
        .  
        2        .  

 
             . 

   ,        3    
   ,          

    3.     ,     ( . .  
       . .)     

    . ,         
     .   
      .       

   5     .       
         5      

  . 

  
     3   9      

       3   9. 
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    5 
     

    
 

 
 
 

 
 

   15 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5  5 x 3 = 15 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

 
 15       5  .  , 

,  . 

         ,   , +1, +2,… 
  .  ,    ,     …, –2, –1, , +1, 

+2,..  .      . 

     .      3 . .   
      5     1/5    
. ,          5,  

 .  

       .      
    1/5   .           

     –2, –1, , +1, +2. 

, ,        60      5. 

 60/5 = 12.   = 12  –2 = 10, –1 = 11, +1 = 13, +2 = 14. 

  60    5   : 10, 11, 12, 13, 14  : 

60 = 10+11+12+13+14 (=5x12). 

        605.       5 
  ;  

      5.     5.   1/5  
   605/5.  605/5 = 121      5  
   121     : 

  
     5       0  5. 



 ---------------------------------              ---------------  
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(121–2), (121–1), 121, (121+1), (121+2)   119, 120, 121, 122, 123   :  
605 = 119 + 120 + 121 + 122 + 123 (= 5x121). 

        : 

 

 
 

:   
    531   9   . 

  = 531   = 9. 

      = 9 (  ). 

  = /  = 531/9 = 59. 
 

          = 59     
  :  

–4, –3, –2, –1, =59 , +1, +2, +3, +4.  : 
55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63 

 

 : 531 = 55+56+57+58+59+60+61+62+63 (=9x59) 
 

 
               

 7  ; 
 
 

 
 
 

  ,       . . .    
: info@hms.gr        . 

            
     : 

1 :             
 (    3,   5,   7,   9, . .).  

2 :             
    . 

3 :       …, -2, -1, , +1, +2, … 
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  .          

         ,  
      .  

 1  
   2= , 3= , 5=   :  

)       5       
2 4+ 6 8 10  

)     )    200 400+ 600 800 1.000  

  2 

)            : 6 27
8 6

 

)     1
27-

 

 3 

   = 1 1 127+ + -
3 3+ 3 3- 3

  = 1 1 13- + -
3 3- 3 3+ 3

 

)             

)          .  

 4  
      7,8     1,3  

  16 .           
  ,       .  

)             
. 

)             12   
     ;  

 
 5  

       .    
   500   8 .      
           500  

 2 .  x              
 500 .  

)       x      . 

)    . 

 6  
         10    

.       10%      
 74 .  
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)        x    . 
)           . 
)             5    

. 
 

 7  
      600      30%  .    

   400      60%  .     
         40%        60% 

      .  
)        x      

       .. 
)    . 

 
 8  

   ,    ,     1  2   
       1. 

 

 
 

)       
)       
)        

 
 9 

)     + + + + +ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ        
  ; 
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)                
     7.2000 

)        .      
      .   

 
 10 

)                 
    

)       . 

 

 11 
           . 

 

 

)                
 . 

)         . 
 

 12 
 .         2m    

 .  10lt      4       
   .  
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)     ( )        . 
(         3,14) 

)               
. 

 
   

 1.   ) 3 +2 + · + · +2   ) 30 +20 +10 · +10 · +20 

 2.   ) = 2
3

  =6       ) 2 3 1
3

 

 3.  ) = 27   = 3     ) = 3 1=
327

  . 

 4.  ) x 1,3=7,8
16

  x=96   ) x 1,3=4,2
16

  x=52 ( )  

2022+52=2074 

 5.  ) 500 500+ 250
8 x

    ) 1 1 1+
8 x 2

  1 1 1 3
x 2 8 8

  x= 8
3

 (2   40 ) 

 

 6.   )  10x x x 10=74
100

     ) x 21x2x =84  84 
10 10

 21x=840  x=40 

)      5            
       . 

 
 7.   )         180      240,  

   420 .  x         

    ,    60 40(400-x)+ (600+x) 420
100 100

 

)     x=300 
 

 8.  )      1    5
4

=1,25      2  -1,25  

)     1  y=1,25x+5      2  y=-1,25x+5 
)       (-2 ,  7,5)        

   2,5        4        5  
. 

 9.    ) 5400   ) 41    ) ( -1)·1800      

 10.    )         )      8+4 2  

 11.    )      ,       
   ,          

      . 
) =10·0,8=8  2=102-82=36   =6.     

     28      48  
. 

 12.    )              
4- 0,86 43

3,14 157
            ) 43 10lt=2,75lt

157
. 
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1.      4    64 .    

     ,   ( )   ( ); 
 
 
 
 
 

)  0, 6     )  4      )  64     )  16 
 
2.         .  
 

     : 

)      )  =      

)     )  =   

(     ): 

)        

 
)   =     

 

)     

 
)  =   
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3.    –   '      2  3.   
  54,       ' ; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)  108     )  80     )  100     )  90 
 

4.             
( )      (x).  
 

    

             ;  
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5.             
  .      . 

 

 
 

       cm; 
 

)  66 
) 186 
) 150 
)     
 

 
6.          .     

 13,50       4,3 .      
  . 

)  13,  50
2,1 5

      )  2,1 5
13,  50

    )  13,  50
4,3

    )  4,  3
13,  50

 

 

 
1.     8,50   .        

        ; 
) x = 8,50 +    ) x = 8,50.    )  = 8,50 + x   )  = 8,50 .x 

 

2.       : – 5x – 13  2   
)  x  –3     ) x  –3    ) x  2     ) x  2 

 

3.        3,3  – 9 > – 22,2 
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4.           
          = –

7x –3,             
      x     

     .    
     : 

.    7       ,    3 
/ . 

.    7       ,    3 
/ . 

.    3       ,    7 
/ . 

.    3       ,    7 
/ . 

 

5.     .      x; 

 
) x = 3          ) x = 15              ) x = 5          ) x = 1 

 

6.        : 240  24z + 42 
.       24 .   42    

 z  .     z      240 ; 
.       42 .   24    

 z  .     z      240 ; 
.       42 .   24    

 z  .     z       240 ; 
.       24 .   42    

 z  .     z       240 ; 
 
7.   = –25,      ; 

)  3  – 25 = – 50 
)  – 63 + 4  = 37 

)  
5

27 22   

)  12, ,
5

5 2 5  

 
8.      Venn 

    ,   
 ; 
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(    ( )     ) 

, 4 -3  . .   
 

           
     2 ,  ,      

.  

 
 

                
 . 

               
       x x  y y . 

 

 
 

 1  
   (-4,0) , (-2,-2)   ,           

y y, .      . 



 ________________________________           _______________________________  
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 2   
               :  

x²-15x+54=0  
 

)  :  
     )     
     )        
     )         
      )    ,       
      )        

)    //   =2cm.    
      )        . 

      )       ( )
( )

 

)             1
3

    

 . 
 

 3   
              :  

 
= 2 3 0(2 8 3 ) 5(2 6) 10 : ( 2) 4 13   cm. 

 
      ( , )           

 ( , ) 
 

 4   
  150B      =4,66cm.     . 
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 1  

(4,0) , (2,-2)       ( )= 8 4 2 12
2 2

cm2 

 
 2  

) x²-15x+54=0  =(-15)2- 4 1 54 =225-216=9  1
15 9 9

2
x    2

15 9 6
2

x   

)  =6  =9 
)       : 2  = 2+ 2= 62+92 =36+81=117   

= 117 10,8  
 

)  ( )= 6 9 27
2 2

. .           = + + =6+9+10,8=25,8 
 

)  = 9 1 5
10,8 1,2 6

         = 6 1 5
10,8 1,8 9

      = 6 2
9 3

 
 

)  ( )=
2

= 10,8
2

 =27      10,8 54   = 54 5
10,8

 
 

)  )        :  

  2 18    2 9 6    
6 9 6

x x    =3   =9-3 =6 

) ( ) 6 9 92
( ) 4 6 4

2

                 

= 3
2

   

  
2

2( ) 3 9
( ) 2 4

 
 

)       ,   
2 = 2

3
( ) = 1

3
27 = 9 

  2 9   =3 
 

 3   
= 2 3 0(2 8 3 ) 5(2 6) 10 : ( 2) 4 13 =(16-9)-5(8-6)+5+4 1=7-5 2+5+4 1=7-10+5+4=6 

 =3cm  = 6 3
2 2

  L=2 = 2 3,14 3 18,84 cm   

= 2 2 23,14 3 3,14 9 28,26cm  
 

 4   
3,14 4,66 150=2 12,19cm

360 180 180
l  



  

  
===========================================================================    

   “ ”          
           

      ,       
               

, ,         
.  

              
            

    ,     
        . 

             
             

           ,   
               

     ,      
         .   

             
    ,    .    

             
      . 

           
          

             
     ,        

     ,     . 
           
: 

 
 ,     ,  , 

, ,         
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  . 
            

        :  
    
    
  
  
          

   :  
   , 
     
    

           
    . 

 
 1.  

              
        (  1)     

      80 cm, 20 cm  20 cm,  
   2.     2 m  80 cm.       

    ( )    ,   
  ,       10    ,  

   3.  
 

 
            

(  1)  

 

(  2) 
 

                     
1    2    3    4    

(  3) 

 
(  4) 
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 1.         5  ; 

 2.         7  ; 

 3.          ; 

 4.             ; 

 5.          ( );  

 6.          ( );  

 7.              (m3)   
   1.410 ; 

 8.             25   
      0,82 .       ;  

 9.       ;  

 10.         ; 

 11.         ; 

 12.              
 4. 

  
 1  

      15 .  
: 1+2+3+4+5=15 

 2  
      28 .  

: 1+2+3+4+5+6+7=28 

 3  
      105 . 

     2 m  80 cm,       2 m  80 
cm = 200 cm +80 cm = 280 cm. ,      20 cm     

    280:20=14 . ,    
1+2+3+…+14=105 . 

 4 

      ( 1)
2

 .  

: ( 1)1 2 3
2

. 

 5  
       720 cm2.  
        ,       

: =2( . + . + . )=2(80.20+20.20+20.80)=2.360=720 cm2. 

 6  
      32.000  cm3=0,032 m3 .  
       ,       :  

V= . . =80.20.20=32.000  cm3 . 
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 7  
     45,12 . 

     (m3)   1.410 ,  32.000 cm3 =0,032 m3  
  45,12 . 

 8 
     41 . 

     0,82.25=20,50 .     2.20,50= 41 . 

 9  
     4778,6 . 
   105.45,12=4737,6     41 .  4737,6+41= 

4778,6 . 

 10  
        : 

1)    
2)   ,    
3)      =2( . + . + . ) 
4)    V= . .  
5)       

 11  
        : 

1)     

2)    ( 1)1 2 3
2

. 

 12  
             

  (  5).           .  
            

 (  ).  

 
(  5) 

 
 2  

    – .    –  ( )     
     3         2 .  

   –  ( )   8         1 .  
 1.            
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(  5).  ; 

   
(  5) 

 2.            –
 ( )     x ; 

 3.            –
 ( ),     x ; 

 4.            
     1  ; 
 5.     –      ,    3 ; 
 6.     –      ,    8 ; 
 7.     –      ,       5 

; 
 8.     –     ,    8 ; 
 9.             –    
    ;   
 10.           –        

  ; 
 11.          : )  

                  
 –   )    –  ( )     2     –

 ( ).    ; 
 12.        11      

      ;        
       ( ). 

 
  

 1 
  2     x (  )       

  y (  )     . 
 2 

 x                 
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  Ay 2x 3 .   

 3 
 x                 

  By 1x 8 .  

 4 
O      2  3    (  6). 

 
(  6) 

 5 
 3       –  ( ). 

   –  ( )   Ay 2 3 3 9      –  ( ) 
  y 1 3 8 11 .         . 

 6 
 8       –  ( ). 

   –  ( )   Ay 2 8 3 19      –  
( )   By 1 8 8 16  .         

. 

 7 
 4       5      –  (A). 

   –  ( )   Ay 2 4 3 11     –  
( )   By 1 4 8 12  .  

        . 
      : A By y 2x 3 1x 8 x 5 . 

,    5       –  (A).  
 8 

 8       5       
  –  (A). 

   –  ( )   Ay 2 8 3 19      –  
( )   By 1 8 8 16  .  
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        . 
      : 

A By y 2x 3 1x 8 x 5 . 

,    5         
 –  (A). 

 9 
 5              – . 

   –  ( )   Ay 2 5 3 13      –  
( )   By 1 5 8 13  .  

        .  

      : 

A By y 2x 3 1x 8 x 5  

,  5          –  (A). 

 10 
       –             
     .  

: 
 A          –  (A)   –  ( )  A  

    .   : A A Ay x     y x  
          –   : 

A B A Ay y x x   (1) 

     (1)   A    A . 
,     –             

 . 

 11 
      –              
  –  ( )        –  ( ).  

:  

A B A A A Ay y 2 x x 2 x x ( 2)    (2) 

     (2)    A     A 2 .  

   . 

 12 
               

  .  

:  
     A  ,      . 

,  A 2    A      . 
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1)        ,   1,5 =0,04    

    . 

2)    : = =   

= = .     . 

:     
 2– 2 =( + )·( – ). 

 
 
3)       

   (      
).    ,      

   , ,    
     . 

 
 
 
 
4)       

      
 2+ 2= 2 

 

5)    : 3 5 7 17 19...
4 36 144 5.184 8.100

 

:   3 1 5 1 1 7 1 11 ,   ,    
4 4 36 4 9 144 9 16

 . .  

 
   123 

1)       v        v . 
         d  (v  + v )·24=d (1)   

v ·60=d (2).           t      
              

  .    v ·t=d        d
v

. 
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    (1)  (2)    v  + v  = d
24

   v = d
60

    

v = d
24

– d
60

  v = 3d d
120 40

     d
v

=40. 

2)                 
 = 2.      ,       0  

 32  99. 
      : ·1000+ ·100+ ·10+ = 2   

1100 +11 = 2  11·(100 + )= 2   2    11  
          11. 

               :  
33, 44, 55, 66, 77, 88, 99     =88  2=7744. 
3)             t .  

   ,    ·t,      
: ( +2)·(t–3)= ·t  ( +4)·(t–5)= ·t.     : 

2t–3 =6 
4t–5 =20          =8  t=15. 
4)       9           

9
       .         5 

   68         5×68=340,   
      44          

5×44=220.     340   220      9 , 
  ,   2   .     ,     

    
9

,   +
9

=340+220=560.       

=504 
5)        ,     

,       ( )  30. 
           . 

 
         

1  
 5 5 5 5 5 5 0 30 

2  
 5 5 5 5 5 3 2 30 

3  
 5 5 5 5 5 4 1 30 

4  
 5 5 5 5 4 4 2 30 

5  
 5 5 5 5 4 3 3 30 

6  
 5 5 5 4 4 4 3 30 

7  
 5 5 4 4 4 4 4 30 

 
       5        

      5.      3  
.    
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1)        , ,     : 

+ =1–      3+ 3=1– 2    1. 
 
2)           10cm.      

         .     
    . 

 
 

3)    : 
3 3 32 2 2 2 2 2

3 3 3  

 
4)        5   ; 
 

 
 
5)      x, y, z  , ,   2 2, 2 2, 2 2 : 

2 2 2 2 2 2

x y z     x=y=z. 
 

   123 
1)            ,  

    . 
3 + 2x+ y+z=0 (1) 
3 + 2x+ y+z=0 (2) 
3 + 2x+ y+z=0 (3) 

 (1)–(2)   (1)–(3)   : 

( 3– 3)+( 2– 2)x+( – )y=0 
( 3– 3)+( 2– 2)x+( – )y=0  

    ( – )( – )( – ) 0        
  ( – )     ( – )    : 
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( 2+ + 2)+( + )x+y=0 
( 2+ + 2)+( + )x+y=0 

     ( – + 2– 2)+( – )x=0 :  
2 2

x ( ) ,  y= + + ,  z=–  

 
2)                 

    . 
      
 ·5cm=50cm2  =10cm. 

    : 

= 8 8 0,8
10

.    

     
        540 (  

 ) 
 
3)    +             

   1.  
: 

= 0,123451234512345………….  
= 0,987659876598765…………. 

     1,11111111111111…… 
 

     ,     0,111111111…… 

 1 =0,333333333.......
3

   1 10,111111111.......= 3
3 9
:     

 : 1,11111111111111……= 1 101
9 9

 
 

4)    1 1 1 1
+ +  

  1 1 1 1      

   ( )
( )

         

: 
·( + + )·( + )+ · · ( + )=0   ( + )·( + )·( + )=0  =–   =–   =– . 

   =–         =–   1 1   

     1 1 1 1
+ +

.  

           =–   =– .  
 
5)    2           
(   ),      2  .    

    8+15=23    9   , 
 23+9=32  .       2 

      32:2=16. 
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Mezirow, J. (1990). Fostering critical reflection in adulthood. San Francisco: Jossey Bass Publishers.
Mezirow, J. (2007). . . , .
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         ,     

  .        .  
         . 
        

        
       . 

        
      . 

      
  ,       

       . 
   :     

  .     10    
     5.      
  7.       

  : 
2x 10 7

5
.     

    2  3 ;    
    .  

   « + »  « – » 
  « + »       ( )    

           
Johannes Widmann  1489      «      

  »,        . 
      « + »      p  

  plus ( )          
 : 

p   p  + 
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       « – »       
.       m,    
 minus ( )        : 

m m             – 
   « »  « : » 
           

.        « x ».   
           ,  

  Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1710)      
         .    « x »   

  « / »            
  . 

  « = »  «  » 
     Robert Record, 16  ,     

  .        «  
»,                

   : « = ».         
           

.       « = »,    «  »,   
     . 

  « < »  « > » 
      .  « < »     

 « > »             
 Thomas Harriot (1560-1621).    « < »     

  « > »    . 
  « »    

            
 x           . 

  2x,   x   ,  x 0.  
   Christoph Rudolff  1525   
    .      

    r   radix ( ). 
r r  

           
 .             

       . 
           1978: 

: 0 0  ( ) :  .  ; 
             

          « », 
« », «    », «  », « », . . . 
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: , 2
100 : 200

5 ,
2 .

;
:
( . .42) 5,

50 20
1022 .

.
:

4 23, .
2 22 .

;
: 0,911 .

0,790 . 500 500
, ;

: 800 .
800 ;

: 5 6
;

:
;

   . 123 
: , , ,

: , 18: 15: : = 18:
=15: : =20: . :20= : : =18:15

:20=18:15 =24 .
: . .

: 64 = 8^2 = 4^3. 729 = 27^2 = 9^3
5 5 : 1=5555 5

2=5 (5+5+5)/5
3=5 5/5 5/5
4=(5+5+5+5)/5
5=5+(5 5)/55
6=5+(5+5 5)/5
7=5+5/5+5/5
8=5+(5+5+5)/5
9= 5 5+5 5/5
10=55/5 5/5

: 
(

).
.

L=2 , : L: :
(3,14159…) : .

L .
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,
.

L=2 L+1=2 .
L 1 L 1 1
2 2 2 2

0,16. 0,16

1 . ( , ,
). 1/8x40.000.000=5.000 .

4 :0,16=25 25:8=3,125 5.000 +3,125 . 8 :0,16=50
50:8=6,25 . 5.000 6,25 .

222 3 : : 735+753+375+357+537+573=
=2(7+3+5).100+ 2(7+3+5).10+2(7+3+5)=2(7+3+5)(100+10+1)=2.15.111=3330=
=222.15= 222x( ).

: 153=13 +53 +33 371 = 33 +73 +13

407=43 +03 +73

163+503+333=165033
1663+5003+3333=166500333
16663+50003+33333=166650003333

: x+14 14 x
x
2

.

x 50 2 50 200
2

. x=250 125 .

: .

,
.

. .
.

. .

,

.

. , ,
, .

3 :
, 1
, 9.

, 9 6 3 . 193.

: 10
1 , 2, 3 . . 10 .

, : 1+2+3+4+5+5+7+8+9+10=55 .
5+7+8+9=29 .

: 33+39+48=120. 3
.
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