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ΕΛΤΑ
Hellenic PostHellenic Post

Το για τα τεύχη που παραγγέλνονται στέλνεται:
Με κατάθεση του αντιτίμου της συνδρομής στους παρακάτω λογαριασμούς

ΕΘΝΙΚΗ Τράπεζα λογαριασμός όψεως 080/48002300 ΙΒΑΝ GR 87 0110 0800 0000 0804 8002 300
ALPHA , 10 100 200 20 19 98 ΙΒΑΝ GR 86 0140 1010 1010 0200 2019 988
EUROBANK , 0026.0201.94.0201575138 ΙΒΑΝ GR 90 0260 2010 0009 4020 1575 138
Mε απλή ταχυδρομική επιταγή σε διαταγή Ε.Μ.Ε. Ταχ Γραφείο 54, Τ.Θ. 30044
Πληρώνεται στα γραφεία της Ε.Μ.Ε

αντίτιμο

1.
2.
3.
4.
5.

Αγαπητοίφίλοι,
μαθητέςκαισυνάδελφοι,
πολλέςευχέςγιαμιακαλήχρονιά,
πεισματικάαισιόδοξη
καιχαρούμενηπαντού,
πουθάχειπεριεχόμενοζωής,
μεελευθερίαψυχήςκαιμυαλού ...
κόντραστουςδύσκολουςκαιρούς
τηςεποχήςμας ...,
μεπροσπάθεια, επιμονή,αισιοδοξία,
ελπίδα,όνειρο,χιούμορ ...

καιόπωςλέεικαιο“ποιητής” ...
... δενέχουμετίποτα,
μαςμένουνταχέριαμας,
αςγίνουνδείκτες
στουςδρόμουςτουμέλλοντος ...

ΝικηφόροςΒρεττάκος[1911-1991]
ποιητής ,συγγραφέας,ακαδημαϊκός,

ΚροκεέςΛακωνίας

Σας ευχαριστούμεπολύ και απόαυτή τη θέση, για τις πολλές εργασίες

που λάβαμε. Προσπαθήσαμε να αξιοποιήσαμε τις . Σε

επόμενα τεύχη θαδημοσιευτούν και οι υπόλοιπες. Ταπολλά , η

, μαζί με τις της έκδοσης, έκαναν την προσπάθεια

αυτήναφαίνεταιόλοκαιπιομακρινή…

Σας ευχαριστούμε για την και να είστε πάντα καλά.

περισσότερες

απρόοπτα

επικαιρότητα δυσκολίες

κατανόηση

H ó íôá òεπιτροπή ύ ξη
τουπεριοδικού

Υ.Γ.

Υπεύθυνοι για την επιμέλεια της ύλης των τάξεων είναι οι συνάδελφοι:
[Γ. Κατσούλης, Λ. Κουτσούρης, Χρ. Λαζαρίδης, Χρ. Τσιφάκης, Χ. Τσίτος],
[Β. Καρκάνης, Σ. Λουρίδας, Μ. Σίσκου, Χρ. Τσιφάκης],
Ν. Αντωνόπουλος, Δ. Αργυράκης, Κ. Βακαλόπουλος, Ι. Λουριδάς]
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  Wikipedia:      

   Coldplay 
(https://en.wikipedia.org/wiki/Music_of_the_Spheres_ 

(Coldplay_album)) 
    : «  ,   

     ;».  
    ,      «    (sounds 

of the stars)». ,   . , ,        
   ;     ;  

      ,      
    ;       

   « » ;       
    ;       

«  », «     »,  «  
»,      ,   

         
 ,   ,     .   

           
; 

   «   »,    
           

      .    
    .     

CNRS (Centre national de la recherche scientifique), Observatoire de Paris-
Meudon.     ,       ,   

    :         , 
 ,   (“Dominique Proust,” n.d.).    “The Harmony of the Spheres from 

Pythagoras to Voyager”   «   (532-497; . .),       
      .         



 ---------------------------------------------------------------------------------------------------------   :      ------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  122 (2021)  .2/4 

          (geometric beauty).  
              

        ,        
  .    ,          

             
    : 
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       .      

    ,         .  
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           (Brackenridge, 

1982).         ,       
    .       

       .      
      ,        

             
        (Brackenridge, 1982).     

           (J. Bruce Brackenridge) 
 «        ,        ,  

      (elipsi)! ...         
   ,           
» (Brackenridge, 1982). 
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(Shakerimova, Z.S. et al., 2016).     «      
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     1.         
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        » (Shakerimova, Z.S. et al., 2016). 
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1.      ; 
    (American Music Therapy Association, AMTA) 

  1998        (    1950) 
     (    1971),     
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       (American Music Therapy Association, n.d.).  
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    . 

 

1  Akyns  aqyns            
.  Akyns    zhirau   manaschi,       
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     .   1985  

           
       .   
        (“World 

Federation of Music Therapy,” n.d.)  «      
          ,  

    , ,     
            , 

, , ,    .  ,  ,  
             

  ,     (WFMT, 2011)». 
 
3.     

     ,      
   .         Louisville, USA

https://library.louisville.edu/music/therapy/journals,       
      (Music Therapy Journals, n.d.).   

  40   !         
             

.  ,         Music Therapy 
(Wheeler, 1981)           

. ,    ,           
            

     (Wheeler, 1981). 
 

:             
 «   »   .  ,     (  ), 
               

 . ,  ,    /   . 
                

  «   ». 
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American Music Therapy Association. (n.d.). https://www.musictherapy.org/ 
Brackenridge, J. B. (1982). Kepler, elliptical orbits, and celestial circularity: A study in the persistence of metaphysical 

commitment: Part I. Annals of Science, 39(2), 117–143. https://doi.org/10.1080/00033798200200151 
Butterton, M. (2008). Listening to music in psychotherapy. Radcliffe publ. 
Diogenes Laertius, & Mensch, P. (2018). Lives of the eminent philosophers. Oxford University Press. 
Dominique Proust. (n.d.). Wikipedia, the Free Encyclopedia.  
https://en.wikipedia.org/wiki/French_National_Centre_for_Scientific_Research 
Iamblichus, & Clark, G. (1989). On the Pythagorean life. Liverpool University Press. 
Mitchell, S. D., & Zanker, A. (1948). The use of Music in Group Therapy. Journal of Mental Science, 94(397), 737–748. 

https://doi.org/10.1192/bjp.94.397.737 
Music Therapy Journals. (n.d.). https://library.louisville.edu/music/therapy/journals 
Proust, D. (2009). The Harmony of the Spheres from Pythagoras to Voyager. Proceedings of the International Astronomical 

Union, 5(S260), 358–367. https://doi.org/10.1017/S1743921311002535 
Shakerimova, Z.S., Nussupova, A.S., Burambaeva, M.N., Yermanov, Z.R., Emreyeva, A.E., & Janseitova, S.S. (2016). 

Psychotherapeutic Function of the Kazakh Traditional Music. International Journal of Environmental and Science 
Education, 11(17), 10321–10335. 

Wheeler, B. (1981). The relationship between music therapy and theories of psychotherapy. Music Therapy, 1(1), 9–16. 
World Federation of Music Therapy. (n.d.). About WFMT. https://wfmt.info/wfmt-new-home/about-wfmt/ 
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     2021 
            
   9  15  2021.  213   55 .    

        « »  
        .   

 
      

 1.       2021  .     
    m,2m 1,3m        

 m,       .    20212021  ; 
 

.    .   
1   .     : m,3m,6m 1,12m 3,4m 1,2m.   

      ,    ,     
,     m   ,    ,   2m   
.  

 m  2m 1 ,   m 1 mf m
2

 

.    f         n  
 :  n  1 . ,      2021  

    1         20212021  . 
2  .    : 

3
2 1 6 3 3 1
2 1 4 3 12 9 36 27 18 13 9 6 3 2

 

  : 3  3 , 3 1 3 2  .   : 
3  .. . 

    2021  ,       2  1 
   : 

2021 673 224 74 24 8 2 5 1.  

      f
3

       

 1  2  ,      ,    20212021
 . 

 
 2.      f :        

                                      2f xf x y f y x ,                                  (1) 

     x  y   
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.  xf x A   2 .x B     (1) : f A y f y B.   
,   y A y    f A A y f A y B,   

                                                                f A y f y B.                                        
        n   : 

                                                                   f nA y f y nB.                                  (2) 
,   (2)     0n          

 n ,      
f (n 1)A y f A y nA f nA y B f y nB B f y (n 1)B

f (n 1)A y f A y nA f nA y B f y nB B f y (n 1)B,
 

         (2)     .n    
   (2)     xf x A   2x B       n   

:                                                          2f nxf x y f y nx .                              (3) 

  y,    2f y nx      ,   2nx     

  p ,q 0.
q

   ,   n pq  1x , q 0.
q

 , 

  f   « »  ,    c    f c 0.  ,   

x c   (1)  2f cf c y f y c ,       ..,  f 0 0.

, : f x 0 x 0.   
   n       ,x y   : 

                       
(1)22 2 2f n xf x y f y n x f y nx f nxf nx y .              (4) 

   (4) y nxf nx  ,    2n xf x nxf nx 0  ,     x 0  , 

  nf x f nx  .       ... ,    px
q

 

: 

1f q
qp 1 1 pf x f f p p f p f 1 xf 1 ,

q q q q q
       

k f 1    f x kx.       
                                                 2 2k xkx y ky x k 1 k 1 k 1,   

      f x x   f x x.  
 

 3.  ABC     ˆ  .  E  F     
   ˆ       ABC      C, . 
         EC   FB, ,   
ˆBCA   ˆ ˆANF ABC .      E, F, N, M   . 

  
           AC    C   , 

.    BXYC         . 
     EC          D        
 .    : 

                                    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆMAC AME MCA XCB XCE ZCB ZXB.                          (1) 

   BXYC  DEXA  ,     
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                                       ˆ ˆ ˆACY XBA=XBY ,   ˆ ˆˆEXD EAD FAC ,                                     (2) 

                                 ˆ ˆZCX ZBX   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆCAF = XAE = EAD = EXD = BXD                           (3) 

       BZXD  AMCF  .   

                                                                 ˆ ˆFMC DZB .                                                            (4) 

   ZEDB  ,    

                                                                ˆˆ ˆDZB DEB XAB                                                         (5) 

  
 1 

 
   (4)  (5)  : ˆˆFMC XAB . 

,    : ˆˆENB YAC    ˆ ˆXAB YAC  (   ),   
0 0ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆFMC 180 FMC 180 EMF ENF,  

    E, F, N, M                         
 

 4.  BC      D      BC.  
      D        CI  .      

   D    C     BI  F.       
       EF     BC. 

 
              EFD.  

       .  
           AEC  AFB.  

        BC           
  EF.  
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 3 



 --------------------------------------------------------------------------------     –     -----------------------------------------------------------------------------  

  122 (2021)  .2/18 

       AEIF  . ,    
     DF    AC.  CI   DF CI      

  D     CI. , ˆ ˆINA IDB      BDF : 

0 0
ˆ ˆˆC B Aˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆIFD NDC IBC 90 ICB IBC 90 IAN.
2 2 2

 

   A, I, N  F  , : ˆ ˆ ˆAFI INA IDB.   
   ˆ ˆA IDC   : 0ˆ ˆ ˆ ˆAFI+A IDB IDC=180 ,   AEIF  

 .   
 

0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ATC F AEC = F AE =180 ,  
 

   B,   C  . 
 CI    ˆACB    AETC 

,   .     
FA FT.         

      EF.  
 4 

 
 5.           .     2021 

    : 
( )             
( )             . 

         ,        
.       . 

 
             .  F  

     S        .  XYZ S ,   
     ,    OY        .  ,  

AS S               .  
 : 

                                                                     A
A P

2 S S                                                             (1) 

 ,   AR P   AL P            
 .       S       ,   

A A, R , L .  ,  A A, R , L ,   S    
    . ,  

                                                                A A
A

R L
S .

2 2
                                                   (2)  

    (2)    

                           
2

x y x y 1x x 1 y y 1 x y2 22
2 2 2 4

                        (3) 

  

                                                   
A A

A

R L 1010
S 2 1010 10092 2
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                            (4) 
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     A AR L 1010 . ,  

                                               A
A P

1 2021 1010 1009S S 2021 505 337.
2 2

                    (5) 

      2021-      (4), (5)  (6)  
.     2021 505 337 . 

 
 6.                  

                                                         2m m m m
.... n a

1 2 3 m
                                 (1) 

       m,n ,  m  n  . 

(   [x]          x   . 2 1,

22 3, 42 42 0 0.
7

)  

 
    L m      (1).    7q 10   

   3m q  : 

                                             
3 3 33 3q q q

3 3 3 4

k 1 k 1 k 1

q q 1L q q q q q .
k k k

                   (2) 

,         :     

 
3

1

1q

k k
   .  j 0,   j    j2    

1

1 1,..., .
2 2 1j j      j      

1
2 j ,    

 j        1.    q     .
q 32 1 q . ,        q       

      q.  
   m ,   : 41 L m q .    g m 1   

          L m ,    : 
2 2g(m) L m g(m) 1 .  
 2g m q       ,m   : 

                          
2 22 20 L m g(m) g m 1 g(m) 2g m 1 2q 1.                (3) 

   (2)      ( )L m     
 3q   .    (3)        

2 20 L m g(m) 2q 1 . 

   ,  
3

6
2

q 10
2q 2

         

2L m g(m) .           ,    

  610   m,g m    (1),       
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  HEMATICUS
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    : 1)    , 2)     , 3)   

         , 4)     , 5)  
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I.      
 

    «    x»,  Steven 
Strogatz, : 
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,      
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    .   
     .     

         
      
. [...]        

      , 
       

 », : 
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;        
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     ; 

      
;        

    '  
;       

  ,    
      

   ;   
      ». 

 Steven Strogatz,   
      , 

 ,  ,  ,    
 ,     
       . 

 
I .    

.           
  «   »  Emil Lemoine (     ).   

  
•      ( 1),( 2) 

: )    , )   
( 1)  ,    )   ( 2) 

 ,  .  . = . ,  
    ( 1),( 2)   

   ( 1),( 2) [   ( 1),( 2)  
   ( 1),( 2)] 

•    [  Neuberg]   
        

  ,    .  
. = . ,,   ,   

 
•   [  Maurice D’ 

Ocagne]   ,   
 ,      

  , ’   
•  Lemoine  [Emil Lemoine]   

     

   [   
   L]

•   Lemoine      
   ,   

   Lemoine ,   
.      

"    Lemoine" [   
 CL1 ]

•   Lemoine     
     , 

     Lemoine , 
  .     

 "    Lemoine" 
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       Lemoine 
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    . 
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. 

•    Lemoine      
      

 . 

•    Lemoine      
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   . 

•   Lemoine    
      

,       
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•       
      Lemoine 

,        
 . 
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IV.  «     - » 
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  Samuel Eilenberg,         
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      ,  
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       ,   
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     25 
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     .  Moise 
       : 
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. 
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 . 
   

    ,   
       : 

    ,   
      

  . 
  ,      

     
   Moise ’     

1950   .   « »  
;     Moise.  
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   Moise;    « ».  
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       («  
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. Eliabeth Smith  Friedman (1892-1980),    
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   Elizebeth Smith Friedman (1892 – 1980).   ,  
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   Enigma    
  . 

    Elizebeth Smith Friedman 
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.   (  ,  ),  
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 120 .           
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 (   ).  
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. 

Lothar Collatz  , (6/07/1910 
1910 – 26/09/1990).  "   " 
(Collatz conjecture)     

        
   (Lothar Collatz),    

    1937     
  : "  3n+1", "  
" (    , Stanislaw 

Ulam),  "  " (    
, Shizuo Kakutani),  "  " 

(    , Bryan Thwaites),  
"   " (    , 
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(   Nature  - )
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V.  ...  
1.       «       »

 Ennead Architects     
    , 

  «  »    , 
   Global Times. 

    «   
 

  
» 

 
 

 
 

  
18 

,       

     . 
«    ,   

       
      

 ,    
      

  »,   Thomas J. Wong, 
 nnead Architects. 

«        
       

   ,     
    .     

 ,      
   »     

.
 

2.     
      ,   

   ...     
 . 

   ,       
  «  »,    

  ,    . ’  
   . ,     

,        
 

 

3.   ( ,  ;) 
       

       
 ,   ,    

  . ,    

  45    ,   
    ,  

 100  ,      
     

 

4.    
   «       . 

        
 ,     

,       
  ».   ,  
,     , 

    (Karl Gustav Jacob 
Jacobi, 10/12/1804 – 18/2/1851),     

     . (  
     ,  

)

 

5.        
 27/11/2021     

  : 
•  ,   :«  

     
 », •  , 
   : «  

:      », • 

 ,   
: «        

  », •  14   
: «     

 ,     
  » 

 

VI.   "   "; 
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 -       . 
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       ; 
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ˆ  , 

   
  

ˆ  ; 
 - 90°    60°   

45°  30°. 
  , ,  = .   

;  

«   ,  ,      ;»   
Shing-Tung You (   Harvard),   , . . 
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 -    ,          . 
,    ;   -        . 

         ;      ; 

 - 2BE B
3

.  ’             . 

       ;   -        ,    
               . 

1E B
3
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   ;    -     . 

: 1BH HE E B
3

      .  , : 

          , 
 // , 

            
       ,   

      .  
       ,  
= = ,        

,         
ˆ 90, ’        ,  . 

 3: AO 60    = =   .   . 
:    ; 

 -     . 
  ; 

 -   . 
  ,   =  (  = )    .   

;  , ; 
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     .       
 . 

:   ,    
E AO 60 ,  = = = .  , 

      ,  = = . 
     , ,    ,   

BE B E A B  :  
   , ,    :  + = + = = . 

,    : . 
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ˆ ˆ       ,   //   =  . 
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 ; 
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       ; 
 -   .  1, 2            1, 2  
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2 2 1 1EE EE ,     ,       
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 -           ,        
    . 
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 -        
ˆ      ,   

      ,  
       . 

:          

     .   
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  , ’  =  (1) 
      . , 
=  (2)       .  
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 ' 'E / / E E / /B   

 
' ' ' 'E B B E AB B AE
2 2 2
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      . 
:       .     

    ,  // ,  
,  ,         
   (    ), ’    

 ,         , ’ 
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  ,  //     (1)   . 
 6:  ,        .     
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:     ; 

 -         
. 

     ,   
           

  ,     ; 
 -         

 ,    ,  
    . 

:       .  

3
3

H / /EH
H

H B
E B 3

3

HE/ / H
H

HE A
A

  ,   

  , ’   (1). ,  (2).   (1)  (2) 
     ,  .       

  ,              
, ’   . 

 7:     <       
   .   < . 

:     ; 
 -        ,  

MB M B    . 
        ; 

 -         
    . 

MB M B            
         ; 

 -       .  
       ,   

     ABM    , 
   . 

:  < ,       , 
 = ,      A    (  

BAM MAE AMB AME= ,    ),  (1)  
ME=  (2).        

ME AME AMB M B AMB,   (   (1))>  (   
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A A B     )>  (        )>
E M E M A ME E M (      ),      ,  >  
(           ) =  (   (2) ). 

 8:            .  
            ,       

  . 
:           ,      

   .     
,       

 ,      
,        

.       . 
    ; 

 -          
  (          

  ).       
        

      , 
   ,   

      . 
:      = ,  

   ,  = = (1) 
B Z B 60 B    (2).         ,  =  (3) 
OA O A 30 ˆ ˆO Z O A A B B Z 30 60 B ˆ ˆ90 B  (4).   (  (2), (4))  (5).

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAO 360 AB A OA 360 60 A 30 270 A 90 180 A 90 B   (6)  

O Z AO  (5)  (6)  , =  (   (1) )  =  (   (3) ),   
     ,  = ,          

OM 90     ,  . 
 9:      ( = )    ,       

AB BE , , ,  ,  =   .         
I  ,       ; 

:              
   ; 

 - ˆ ˆ,            (  2)       

  BI  .        ,  

1 1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆBI A B 1

ˆ   (        )= 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA B A A B A 180 A A90
2 2 2 2 2 2 2 2 2

. 

B BEI
2 2

   1: . 

  ; 
 -      

ˆBE B 2  . 
:     
EB E B 2 B E .    

     
ˆ ˆB E A BA 2 A,    

 1  2 
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ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA B 180 A B B 180 ˆ ˆ ˆˆ( B ) 180 2B(1).        
ˆ2 180 2B 180 2(2 2 ) 180 4 3(2).  (1), (2)  , 

2 180 4 3 6 3 180 2 60 B 60  (3). 

B 60I 90 90
2 2

         (   (3))=120°. 

 10:              
     (      

     ),     
     (       

      ,    , 
     ). 

:       ,    
BAZ B A E.  ,        

 . 
:           

      ,        
        . 

            ; 
 - = =  

    ; 
 -   . 

: AZ       ,   
ˆAZ B Z B AZE 60 60 Z B  (          

B̂ 60 EZ AZE Z B ˆ ˆA B 60) ,   = ,         . 
         , = = ,   = =   

OAZ OB O E 30  (              
          ),    , ,  

 ,  = = ,           . 
:            , 

   . ,        
        
  ,         

      ,      
. 

:  ,        ,   
  .        ,  

ˆ ˆ ˆA K K A 60 K K 60 ˆ ˆ60 M,  
,      . 

        
 ,          . 

        
,          . , 

     . 
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2 2x 1 x 1 x 1 x 1  
2 2x 1 x 2x 1 x 1 x 2x 1  

2 2x 3x 2 0 x x 0  
x 1 (x 2) 0 x(x 1) 0  

x 0 x 1 x 2 . 
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« P x x x P » 

5) H  «     P x x  

  P x » 
6)  : «  ,   ,  

 ,       
 »    : 

«  P x  ,   ,  
      oi   

  »  
7)   Horner        

        
 x  

8)     2     
        Horner 
 ’      

. 
 1 .  (x)      
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 . 
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2022( 2) 1 ,  2 1  3   

1.  3    
2021 2022Q x =P(x 1) x (2 x)    
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q i)   P x     

x 1  P 1 0 ,  1 1 2 3 0  
1   (1)     
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  (1 )    . . .      

    ,  f (x) 0  x , 
    f(x)    .    

,    , b   b,  f( )<0=m<f(b), 
    f ( ) 0 m     ( , b) b, )(  
   . 
  (2 )        

 ,    : «    1-1     ,  
   ».   L – ,   . 
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1)    f : R R ,          

   f (x) f (y) M x y  (1)  x, y R .      f  «1-1»  
    R. 

:  x, y R  x = y,     (1)  M x y 0 x y,   f  «   
».   L -      f    ,    .  y = 0 < x, 

   (1)  f (x) f (0) x fM M(x) x f (0),  
x
lim f (x)   y = 0 > x 

   (1)  f (0) f (x) M x f (x) x f (0),M
x
lim f (x) . 

 f , =
x x
lim f(x) , lim f(x) R,    .      

. 
2)     f :R R,      f f(x) x,   x R . 

   f(x) = x,   x R .                                                           [  , 2003] 
:  x, y R  f(x)=f(y)  f f (x) f f y f f f (x) f f f (y) x y .   L – 

     f     .     f   ,  
     f f     (       

      ),    f f f     .   
  g(x) = x   . .   f   .     

 R,  f ,   f( )> .    f f f   

f f f f f f f .  . 

3)  ,  .       ; 
:  2t x  x R ,   0 t 1. , t 1 tm 144 144 f (t).  

      f.  t 1 t 1f (t) ln144 144 144 0 t .
2

  f 

   [0, 1]    ,       max=f(0)=f(1)=145 

 1min f 24.
2

   . . .  f        (    )   

      .         145–24+1=122. 
4)     f : 0,1 R     f(0) = f(1) = 0  f ( ) 3

  (0 , 1).           f   
      x x .  

[14th Annual International «Vojtech Jarnik» Mathematical Competition, Ostrava 31/3/2004] 
: ,      1 2x , x  1 2f (x ) f (x ) 3,     

          ,      
        .      

   ,    ,       

 1 (0, )    2 ( ,1),   1
f ( ) f (0) 3f ( )

0
, 

2
f (1) f ( ) 3f ( ) .

1 1
    2 1f ( ) m 3 f ( )     (f  

)   1m 3 f (x )   . 1 1 2x ( , ).   2 1f ( ) n 3 f ( ),   

2n 3 f (x )   2 1 2x ( , ).  
5)         30 .        

        5 .        
     30 . 

 [L.C. Larson, Problem-Solving Through Problems, Springer-Verlag, 1990] 
:  x ( )             f(x) o 
           x   x + 1       
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.     f (0) f (1) f (2) f (3) f (4) f (5) 30, x [0,5].     
       f(i)   5     5 i 0,1,2,3,4,5 .   

 , b 0,1,2,3,4,5   f ( ) 5 f (b).    f(a) = 5  f(b) = 5    .   
f( )<5<f(b)   . . .  ( , b)   f ( ) 5,         

      +1 (  )   5 . 
6)     f : 0,1 0,1     2f f x x    x 0,1 .

  2x f (x) x    x (0,1).                                                  [   1990] 
:    f x x   2f x x    . x 0,1 .

.
     

x  f(x) = x.   f f x f (x) x.      2f f x x . , 2x x,  . 

     x  2f x x .           
2 2f x x .       2 2x f f x f x .  . ,    1    

. . .   g(x) = f (x) – x  2h(x) f (x) x       

(0,1).     g(x) > 0  h(x) < 0   x (0,1).  f(x) > x  f f x f (x) x ,  
2x x,    x (0,1).  2f (x) x    2f f x f (x) .       

 22 4x f f x f (x) x ,   x (0,1).   g(x) < 0  h(x) > 0  x (0,1).                               

        
1)       0,       22f (x) lnx x 1 ,  

 x (0, ).  
:  g(x) = lnx – x+1  g(x) 0  x (0, ),          x = 1 (  

   lnx   y = x-1      . ).   f   
  x=1   f (x) g(x) g(x),    1     4  f. ( ;)  

2)     g : R R     ,     gC   
     y = x.

:   h(x) = g(x) - x     . ( ;)          
  1    . . .;      

x
lim g(x)  

x
lim g(x) ; 

3) H  f : R R       R.     
x f (y), y f (z), z f (x)       R.  [«Putnam and Beyond», Celca – Andreescu, 2007] 

Y :      g(x) f f f x . ( ;) 

4)      P(x) = x3 – 2nx + n  n  N*, n 2 
  ( )         (x) = 0     n < bn < cn 
  ( )   nn

lim b                           

Y :   P(0) > 0, P(1) < 0  
x
lim P(x)

x
lim P(x) ,   k 0 m  

 P(k)<0<P(m).       n, . .  nP b 0   

3
n0 b 1  n

1 n 1b
2 2n

( ;) 

5)     0, b, c  .  x1     x2 + bx + c = 0  x2   

 - x2 + bx + c = 0,      x3   •
2

x2 + bx + c = 0   x1 

 x2.                                                                                                      [Croatia, Math Olympiad 2005] 

:  1 2g(x ) • g x 0 ,  2g(x) x bx c
2

.  2
1x +b +c=0  - 2

2ax + bx2+c=0. 

6)     x1, x2, ….xn   [0,1].         [0,1]  
n

i
i 1

1 1x
n 2

.                                                              [      1985] 
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:   1 2 n
1 1f (x) x x x x .... x x
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x x

f(x) f(x)lim 0 lim
x x

.     g: R R  
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x
lim g(x)  

x
lim g(x)  ( ;).        
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x
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Πανεπιστημίου 34 - Αθήνα

fax: 210 3641025

www.hms.gr e-mail: info@hms.gr

Κεντρική Διάθεση:

τηλ.: 210 3616532, 210 3617784

της Ελληνικής Μαθηματικής ΕταιρείαςΕκδόσεις

Τιμή 12€βιβλίου: Τιμή 12€βιβλίου: Τιμή 12€βιβλίου:

Τιμή τεύχους: 10€ Τιμή τεύχους: 10€Τιμή τεύχους: 10€

Τιμή βιβλίου: 30€ Τιμή βιβλίου: 20€ Τιμή βιβλίου: 25€
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Τιμή τεύχους: 10€ Τιμή τεύχους: 10€ Τιμή τεύχους: 10€
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