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Εισαγωγή. Ο Ευκλείδης, θεωρούσε ότι το πέµπτο αίτηµα του ήταν 

αναπόδεικτο. Οι µαθηµατικοί, στην προσπάθεια τους να βρουν µία απόδειξη για το 

αίτηµα αυτό, ανακάλυψαν νέες γεωµετρίες στις οποίες δεν ισχύει ότι το άθροισµα 

των γωνιών ενός τριγώνου είναι 
0180 . Επίσης ανακάλυψαν ότι είναι δυνατόν από 

σηµείο εκτός ευθείας να διέρχονται άπειρες ευθείες  παράλληλες προς την ευθεία.   

Επειδή η Γη µπορεί να θεωρηθεί κατά προσέγγιση σφαιρική, η σφαιρική (ή 

ελλειπτική) γεωµετρία βρίσκει άφθονες εφαρµογές σχετιζόµενες µε το σχήµα της 

Γης, όπως είναι η ναυσιπλοΐα (υπολογισµοί πορείας), η αστρονοµία (µελέτη κίνησης 

ουρανίων σωµάτων) και η χαρτογραφία (λόγω της καµπυλότητας της σφαίρας η 

επιφάνεια της δεν είναι δυνατό να αναπτυχθεί στο επίπεδο, άρα οι χάρτες δε µπορεί 

να είναι ακριβείς). 

Ορισµός σφαίρας. Η σφαίρα, παρόλο που από την εποπτεία είναι γνωστό 

στερεό σώµα, µπορεί να ορισθεί γεωµετρικά ως στερεό εκ περιστροφής αλλά και ως 

γεωµετρικός τόπος. Σύµφωνα µε τον πρώτο ορισµό, σφαίρα ονοµάζεται το στερεό 

σώµα του οποίου η επιφάνεια διαγράφεται από ηµικύκλιο που περιστρέφεται πλήρως 

περί τη διάµετρο του (σχήµα 1). Η επιφάνεια που διαγράφει το ηµικύκλιο ονοµάζεται 

σφαιρική επιφάνεια ή επιφάνεια της σφαίρας. Το µέσον Ο  του ηµικυκλίου 

ονοµάζεται κέντρο της σφαίρας. Το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει το κέντρο της 

σφαίρας µε οποιοδήποτε σηµείο της σφαιρικής της επιφάνειας ονοµάζεται ακτίνα της 

σφαίρας.  

Σύµφωνα µε τον δεύτερο ορισµό, σφαίρα ονοµάζεται το σύνολο των σηµείων 

του χώρου που απέχουν σταθερή απόσταση ρ  από ένα σταθερό σηµείο Ο  (σχήµα 2). 

Το σηµείο Ο  ονοµάζεται κέντρο της σφαίρας και το ευθύγραµµο τµήµα ρΟΑ =  

ακτίνα της σφαίρας. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα του οποίου τα άκρα είναι δύο τυχαία 

σηµεία µίας σφαιρικής επιφάνειας, ονοµάζεται χορδή της αντίστοιχης σφαίρας.  

Αν µία χορδή διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας, τότε ονοµάζεται 

διάµετρος της σφαίρας. Στο σχήµα 2 το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ  είναι χορδή της 

σφαίρας, ενώ το  ευθύγραµµο τµήµα ′ΑΑ  διάµετρος της σφαίρας. Κάθε σηµείο της 

σφαιρικής επιφάνειας είναι άκρο µίας µοναδικής διαµέτρου της σφαίρας. Όλες οι 

διάµετροι της σφαίρας έχουν µήκος ίσο µε το διπλάσιο της ακτίνας της. Στο σχήµα 1 

για τη διάµετρο ′ΑΑ  ισχύει ότι 2ρ′ΑΑ = . Κάθε ευθεία διερχόµενη από το κέντρο Ο  

της σφαίρας (σχήµα 2) τέµνει τη σφαίρα σε δύο σηµεία , ′Α Α τα οποία ονοµάζονται 

αντιδιαµετρικά. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1 . Η σφαίρα ως στερεό                       Σχήµα 2. ΑΒ: Χορδή, ΑΑ΄ διάµετρος. 

εκ περιστροφής.  

 

Προτάσεις. Οι παρακάτω προτάσεις είναι άµεση απόρροια των ορισµών της 

σφαίρας.  

� Κάθε σφαίρα έχει ένα µόνο κέντρο Ο . 

� Κάθε χορδή σφαίρας είναι µικρότερη από τη διάµετρο. 

� Τέσσερα µη συνεπίπεδα σηµεία του χώρου ορίζουν πάντα µία και µοναδική 

σφαιρική επιφάνεια. 
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� Αν ΑΒ  είναι χορδή σφαίρας και Μ το µέσον της χορδής, τότε το ευθύγραµµο 

τµήµα ΟΜ  είναι κάθετο στη χορδή (σχήµα 2).  

Παρατήρηση. Επειδή µία ευθεία δε µπορεί να έχει περισσότερα από δύο 

κοινά σηµεία µε έναν κύκλο και επειδή όλα τα σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας 

ισαπέχουν από το κέντρο της, έπεται ότι σε µία σφαιρική επιφάνεια δεν υπάρχουν 

τρία ή περισσότερα συνευθειακά σηµεία. 

Μέγιστος κύκλος. Κάθε κύκλος της σφαιρικής επιφάνειας ο οποίος έχει ως 

κέντρο του το κέντρο της σφαίρας (σχήµα 3), έχει µεγαλύτερη διάµετρο (άρα και 

ακτίνα) από κάθε άλλον κύκλο της ίδιας σφαιρικής επιφάνειας ο οποίος έχει ως 

διάµετρο µία χορδή της σφαίρας. Μέγιστοι κύκλοι ονοµάζονται οι κύκλοι µε την 

παραπάνω ιδιότητα. ∆ύο µέγιστοι κύκλοι είναι πάντα ίσοι και τέµνονται σε δύο 

αντιδιαµετρικά σηµεία (σχήµα 4). Από δύο αντιδιαµετρικά σηµεία της σφαιρικής 

επιφάνειας διέρχεται µοναδικός µέγιστος κύκλος. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 3. Μέγιστος κύκλος σφαίρας.            Σχήµα 4. Τοµές µεγίστων κύκλων.  

 

Σχετικές θέσεις ευθείας και σφαίρας. Οι σχετικές θέσεις ευθείας και 

σφαίρας ανάγονται στις σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου (σχήµα 5). Αν δ  είναι η 

απόσταση της ευθείας από το κέντρο Κ  της σφαίρας ( ),RΚ  τότε υπάρχουν οι 

ακόλουθες τρεις περιπτώσεις. 

� Αν Rδ >  τότε τα δύο σχήµατα δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. 

� Αν Rδ =  τότε τα δύο σχήµατα έχουν µόνο ένα κοινό σηµείο, οπότε λέµε ότι η 

ευθεία µε τη σφαίρα εφάπτονται στο κοινό τους σηµείο. 

� Αν Rδ < τότε τα δύο σχήµατα έχουν δύο κοινά σηµεία. 

 
Σχήµα 5. Σχετικές θέσεις ευθείας και σφαίρας. 

 

Σχετικές θέσεις επιπέδου και σφαίρας. Οι σχετικές θέσεις επιπέδου και 

σφαίρας (σχήµα 6) καθορίζονται από την ελάχιστη απόσταση δ  του επιπέδου p  από 

το κέντρο Κ της σφαίρας ( ),RΚ . Υπάρχουν οι ακόλουθες τρεις περιπτώσεις. 

� Αν Rδ >  τότε τα δύο σχήµατα δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. 

� Αν Rδ =  τότε τα δύο σχήµατα έχουν µόνο ένα κοινό σηµείο, οπότε λέµε ότι το 

επίπεδο p  µε τη σφαίρα ( ),RΚ  εφάπτονται στο κοινό τους σηµείο Α το οποίο 

ονοµάζεται σηµείο επαφής.  
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� Αν Rδ <  τότε η τοµή του επιπέδου p  και της σφαίρας 

( ),RΚ  είναι κύκλος ακτίνας 2 2r R δ= − . 

Ειδική περίπτωση. Αν 0δ = , δηλαδή το επίπεδο 

p  περιέχει το κέντρο της σφαίρας ( ),RΚ  τότε η τοµή της 

σφαίρας µε το επίπεδο είναι µέγιστος κύκλος διότι r R= . 

 

Σχήµα 6. Σχετικές θέσεις επιπέδου και σφαίρας. 

 

Αν ένα επίπεδο τέµνει µία σφαίρα, η τοµή τους 

πάντα είναι ένας κύκλος. Αν το επίπεδο διέρχεται από το 

κέντρο της σφαίρας ο κύκλος ονοµάζεται µέγιστος, ενώ σε 

αντίθετη περίπτωση ονοµάζεται ελάχιστος κύκλος. Ένας 

µέγιστος κύκλος είναι και ο Ισηµερινός (Equator). Από 

δύο τυχαία, µη αντιδιαµετρικά σηµεία µίας σφαίρας (σχήµα 7) διέρχονται άπειροι 

µικροί κύκλοι, αλλά µόνο ένας µέγιστος (σχήµα 9), που ορίζει και τη συντοµότερη 

διαδροµή µεταξύ των σηµείων αυτών. Απόσταση δύο σηµείων µίας σφαίρας 

ονοµάζεται το µικρότερο από τα δυο τόξα του µεγίστου κύκλου που διέρχεται από τα 

σηµεία αυτά (σχήµα 8). 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 7. Μέγιστος κύκλος & µικρός         Σχήµα 8. Απόσταση 2 σηµείων σφαίρας. 

κύκλος σφαίρας.  

 

Όλοι οι µέγιστοι κύκλοι της σφαίρας είναι ίσοι µεταξύ τους.  

Οι µέγιστοι κύκλοι διχοτοµούν ο ένας τον άλλο. 

Κάθε µέγιστος κύκλος χωρίζει τη σφαίρα σε δύο ίσα µέση που ονοµάζονται 

ηµισφαίρια.  

Η τοµή δύο µεγίστων κύκλων είναι πάντα η κοινή τους διάµετρος. 

Η συντοµότερη διαδροµή µεταξύ δύο σηµείων µίας σφαίρας είναι το τόξο του 

µεγίστου κύκλου το οποίο ορίζεται από αυτά τα σηµεία (σχήµα 8). Το γεγονός αυτό 

εκµεταλλεύονται οι αεροπορικές και ναυτιλιακές εταιρείες κατά το σχεδιασµό των 

δροµολογίων. 

Από δύο αντιδιαµετρικά σηµεία της σφαίρας διέρχονται άπειροι µέγιστοι κύκλοι 

(σχήµα 9). Πχ. Από τους πόλους της Γης διέρχονται άπειροι µέγιστοι κύκλοι που 

είναι όλοι οι µεσηµβρινοί της γήινης σφαίρας. 

Πίνακας 1. Ιδιότητες των µέγιστων κύκλων της σφαίρας. 

 

Στον ευκλείδειο χώρο των δύο διαστάσεων, η συντοµότερη απόσταση µεταξύ 

δύο σηµείων είναι η ευθεία γραµµή, ενώ  µεταξύ δύο σηµείων µίας σφαιρικής 

επιφάνειας είναι το τόξο το οποίο ορίζεται επί του µέγιστου κύκλου του διερχόµενου 

από αυτά τα δύο σηµεία. Για το λόγο αυτό τα πλοία και τα αεροπλάνα ταξιδεύουν επί 

µεγίστων κύκλων. Συνεπώς δεν είναι αφύσικο να αναµένουµε να έχουν οι µέγιστοι 

κύκλοι της σφαίρας  ιδιότητες ανάλογες µε αυτές που έχουν οι ευθείες γραµµές στην 

επιπεδοµετρία. ∆ύο µέγιστοι κύκλοι σφαίρας τέµνονται κάθετα, όταν τα επίπεδα στα 
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οποία ανήκουν (και διέρχονται από το κέντρο της σφαίρας) είναι κάθετα µεταξύ τους. 

Πχ. στη γήινη σφαίρα οι µεσηµβρινοί τέµνουν κάθετα τον Ισηµερινό. 

Σφαιρικό τµήµα ονοµάζεται εκείνο το τµήµα του µέγιστου κύκλου που 

συνδέει δύο σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας (σχήµα 10). Τα σηµεία αυτά 

ονοµάζονται άκρα του σφαιρικού τµήµατος.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 9. Μόνο ένας µέγιστος κύκλος              Σχήµα 10. Τα σφαιρικά τµήµατα         

διέρχεται από τα σηµεία Α, Β και Γ.                                  ΑΠ & ΒΠ. 

 

Αξίωµα ευκλείδειας γεωµετρίας. Αντίστοιχο αξίωµα στη σφαίρα. 

Από δύο σηµεία του επιπέδου διέρχεται 

µία µοναδική ευθεία. 

Από δύο σηµεία της σφαίρας διέρχεται 

τουλάχιστον ένας κύκλος. 

Από σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µόνο 

µία παράλληλη προς την ευθεία. 

∆ύο µέγιστοι κύκλοι της σφαίρας 

τέµνονται πάντα. 

Πίνακας 2. Προσαρµογή αξιωµάτων ευκλείδειας γεωµετρίας στη σφαίρα. 

 

∆ύο µικροί κύκλοι ονοµάζονται παράλληλοι όταν τα επίπεδα τους είναι παράλληλα 

(σχήµα 11). 

∆ύο µικροί κύκλοι είναι ίσοι όταν ισαπέχουν από το κέντρο της σφαίρας. 

Όταν δύο µικροί κύκλοι δεν ισαπέχουν από το κέντρο της σφαίρας, τότε µικρότερος 

είναι αυτός που απέχει περισσότερο από το κέντρο της σφαίρας.  

Τρία σηµεία της σφαιρικής επιφάνειας ορίζουν πάντα ένα µικρό κύκλο.  

Η ευθεία που ενώνει το κέντρο της σφαίρας µε το κέντρο ενός µικρού κύκλου είναι 

κάθετη στο επίπεδο του µικρού κύκλου (σχήµα 12).  

Πίνακας 3. Ιδιότητες των µικρών κύκλων της σφαίρας. 

 

Άξονας του κύκλου ονοµάζεται η ευθεία που διέρχεται από το κέντρο του 

κύκλου και είναι κάθετη στο επίπεδο του (σχήµα 13). Τα σηµεία που ο άξονας τέµνει 

τη σφαίρα ονοµάζονται πόλοι του κύκλου. Σφαιρική ακτίνα ενός κύκλου 

ονοµάζεται το τόξο που συνδέει ένα σηµείο του κύκλου µε τον κοντινότερο πόλο. Η 

σφαιρική ακτίνα κάθε µεγίστου κύκλου είναι 
090 . 

 

Όλα τα σηµεία ενός τυχαίου κύκλου ισαπέχουν από τους πόλους του (σχήµα 14). 

Τα τόξα των µεγίστων κύκλων που ξεκινούν από τους πόλους του κύκλου και 

καταλήγουν στα σηµεία του, είναι ίσα (σχήµα 15). 

Πίνακας 4. Ιδιότητες των πόλων του κύκλου. 
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Σχήµα 11. Παράλληλοι κύκλοι                       Σχήµα 12. ΡΡ΄ κάθετο στο επίπεδο του  

                                                                                  µικρού κύκλου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 13. Άξονας κύκλου.                                        Σχήµα 14.  Είναι ΡΑ=ΡΒ. 

 

 

 

.                  

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 15. Ίσα τόξα P F P T′ ′= .                 Σχήµα 16. ΡΑ= πολική απόσταση. 

 

Η απόσταση κάθε σηµείου του κύκλου της σφαίρας από τον πλησιέστερο 

πόλο του κύκλου, είναι σταθερή και ονοµάζεται πολική απόσταση (σχήµα 16). 

Μέτρηση σφαίρας. Για πρώτη φορά από τον Αρχιµήδη υπολογίστηκαν ο 

όγκος και το εµβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας καθώς και οι όγκοι και τα εµβαδά 

των κυρτών επιφανειών κυλίνδρου, κώνου και κόλουρου κώνου.   Αποδεικνύεται ότι 

ο όγκος σφαίρας ακτίνας R  δίνεται από τον τύπο 34

3
V Rπ=  και το εµβαδόν της 

σφαιρικής της επιφάνειας δίνεται από τον τύπο 
24 RπΕ =  δηλαδή ισούται µε το 

εµβαδόν τεσσάρων µέγιστων κύκλων.  

Σφαιρική άτρακτος & σφαιρικός όνυχας. Έστω σφαίρα ( ),ρΟ και ϕ  το 

µέτρο µίας δίεδρης γωνίας που έχει ως ακµή τη διάµετρο ΑΒ  (σχήµα 17). Σφαιρική 

άτρακτος ονοµάζεται εκείνο το τµήµα της σφαιρικής επιφάνειας που βρίσκεται 

µεταξύ των εδρών της δίεδρης γωνίας. Η γωνία µεταξύ των ηµιπεριφερειών 

ονοµάζεται γωνία του ατράκτου. Σφαιρικός όνυχας ονοµάζεται το στερεό που 

περικλείεται από τις έδρες της δίεδρης γωνίας και τη σφαιρική άτρακτο. Βάση του 

στερεού όνυχα ονοµάζεται ο άτρακτος που περιέχεται µεταξύ των ηµικυκλίων. 

Αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι παρακάτω προτάσεις. 

� ∆ύο άτρακτοι µε ίσες γωνίες, στην ίδια σφαίρα ή σε σφαίρες ίδιας ακτίνας, είναι 

ίσοι. 
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�  Ο λόγος των εµβαδών δύο ατράκτων, στην ίδια σφαίρα ή σε σφαίρες ίδιας ακτίνας, 

ισούται µε το λόγο των γωνιών τους. 

� Το εµβαδόν ενός ατράκτου ισούται µε το διπλάσιο της γωνίας του. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 17. Σφαιρική άτρακτος &                                   Σχήµα 18. Σφαιρική γωνία Α . 

σφαιρικός όνυχας. 

 

Σφαιρική γωνία ονοµάζεται το τµήµα της σφαίρας το ευρισκόµενο µεταξύ 

δύο τεµνόµενων τόξων µέγιστων κύκλων (σχήµα 18). Τα τόξα αυτά ονοµάζονται 

πλευρές της γωνίας και το σηµείο τοµής τους ονοµάζεται κορυφή της γωνίας. Τα 

τόξα αυτά τέµνονται και σε ένα άλλο σηµείο της σφαίρας, αντιδιαµετρικό της 

κορυφής. Κάθε σφαιρική γωνία κορυφής Α  έχει µέτρο ίσο µε το µέτρο της γωνίας 

βΑγ όπου Αβ,  Αγ είναι οι εφαπτόµενες της σφαίρας στο σηµείο Α . Αφού ως µέτρο 

της σφαιρικής γωνίας ΒΑΓ∡ ορίσαµε το µέτρο της ευθύγραµµης γωνίας βΑγ∡ , 

ισχύει ότι βΑγΑ = = ΒΑΓ∡ ∡ ∡ . ∆ηλαδή το µέτρο µίας σφαιρικής γωνίας είναι το 

µέτρο της γωνίας που σχηµατίζουν οι ηµιευθείες που είναι εφαπτόµενες στις πλευρές 

της γωνίας, στην κορυφή της.  

Παρηµίτονο (versine) & ηµιπαριµήτονο (haversine). Η παράσταση 

1 συνω−  ονοµάζεται παρηµίτονο της γωνίας  ω . Στο σχήµα 19 γεωµετρικά η 

παράσταση του παρηµιτόνου είναι ( )ΡΑ . Η παράσταση 
1

2

συνω−
 ονοµάζεται 

ηµιπαρηµίτονο της γωνίας ω . ∆ηλαδή 
1

2

συνω
ηµπρω

−
= . Από τον ορισµό του 

προκύπτει ότι το ηµιπαρηµίτονο είναι πάντα θετικό (σχήµα 20). Στο ίδιο σχήµα για 

τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς της γωνίας ω  ισχύουν: συνω = ΟΡ , ηµω = ΟΛ , 

εϕω = ΑΤ , σϕω = ΒΣ , 
1

τεµω
συνω

= = ΟΤ , 
1

στεµω
ηµω

= = ΟΣ . 

 

 

Σχήµα 19. 

ηµπρ ω=ΡΑ.        

 

 

 

 

 

Σχήµα 20. 

Καµπύλη του 

ηµιπαρηµιτόνου.  
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Πίνακας 5. Τριγωνοµετρικοί 

όροι & συντµήσεις τους. 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 6. Τιµές 

ηµιπαρηµιτόνου, 

τέµνουσας & 

συντέµνουσας. 

 

Σφαιρικό τρίγωνο ονοµάζεται το τµήµα της σφαίρας που περικλείεται 

µεταξύ των τριών, τεµνοµένων ανά δύο, τόξων µεγίστων κύκλων, υπό τον όρο ότι τα 

τόξα είναι µικρότερα από ηµικύκλια. Στο σφαιρικό τρίγωνο του σχήµατος 21, τα 

σηµεία τοµής , ,A B C  των µεγίστων κύκλων  ονοµάζονται κορυφές και τα τόξα 

, ,AB BC CA  ονοµάζονται πλευρές του σφαιρικού τριγώνου.  

Οι γωνίες που σχηµατίζουν οι τρεις µέγιστοι κύκλοι ανά δύο, ονοµάζονται 

γωνίες του σφαιρικού  τριγώνου, µετρώνται σε µοίρες και συµβολίζονται µε τα 

γράµµατα των κορυφών , ,A B C . Οι πλευρές του σφαιρικού τριγώνου συµβολίζονται 

µε τα µικρά γράµµατα των απέναντι κορυφών δηλαδή 

, ,AB c BC a CA b= = = . Στη σφαιρική γεωµετρία, η 

σφαίρα δεν επηρεάζεται από την ακτίνα της, διότι όλα τα 

µετρούµενα µεγέθη (µήκη πλευρών και γωνίες κορυφών) 

µετρώνται µε τόξα µεγίστων κύκλων και όχι µε µήκη. 

 

Σχήµα 21. Σφαιρικό τρίγωνο ABC. 

 

 

 

Ιδιότητες κάθε σφαιρικού τριγώνου ΑΒC. 

Για τις πλευρές του είναι  
00 180a< < , 

00 180b< < , 
00 180c< < . 

Για το άθροισµα των πλευρών του είναι 
0360a b c+ + < . 

Κάθε πλευρά του τριγώνου είναι µικρότερη από το άθροισµα των άλλων δύο 

πλευρών και µεγαλύτερη από τη διαφορά τους. 

Κάθε γωνία του τριγώνου είναι µικρότερη των 
0180 . 

Για το άθροισµα των γωνιών του είναι 
0 0180 540A B C< + + < . 

Κάθε γωνία του τριγώνου αν αυξηθεί κατά 
0180 γίνεται µεγαλύτερη από το άθροισµα 

των άλλων δύο. ∆ηλαδή κυκλικά είναι 
0180A B C+ > + , 

0180B A C+ > + , 
0180C A B+ > + . 

Απέναντι από τη µεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου βρίσκεται η µεγαλύτερη γωνία 

του και αντίστροφα, απέναντι από τη µεγαλύτερη γωνία του τριγώνου βρίσκεται η 

µεγαλύτερη πλευρά του. 

Απέναντι από άνισες πλευρές βρίσκονται οµοιότροπα άνισα γωνίες. 

Αν είναι ισόπλευρο το τρίγωνο τότε είναι και ισογώνιο. 

Αν είναι ισοσκελές το τρίγωνο τότε έχει ίσες τις γωνίες που βρίσκονται απέναντι των 

Ελληνικοί όροι. Αγγλικοί όροι Συντµήσεις 

Ηµίτονο Sine sin 

Συνηµίτονο Cosine  cos  

Εφαπτοµένη Tangent tan 

Συνεφαπτοµένη Cotangent cot 

Τέµνουσα Secant sec 

Συντέµνουσα Cosecant cosec 

Παρηµίτονο Versine ver 

Ηµιπαριµήτονο Haversine hav 

Τιµές γωνίας 00  
090  

0180  
0270  

0360  

Τιµές ηµιπαρηµιτόνου 0 0,5 1 0,5 0 

Τιµές τέµνουσας 1 ∞  1−  ∞  1 
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ίσων πλευρών του. Επίσης, η διάµεσος είναι ύψος και διχοτόµος. 

Τα κάθετα τόξα µεγίστων κύκλων στα µέσα των πλευρών του τριγώνου 

(µεσοκάθετοι), διέρχονται από το ίδιο σηµείο, το οποίο ισαπέχει από τις κορυφές του 

τριγώνου. 

Τα τόξα µεγίστων κύκλων που διχοτοµούν τις γωνίες του τριγώνου (διχοτόµοι) 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο το οποίο ισαπέχει από τις πλευρές του τριγώνου. 

Τα τόξα µεγίστων κύκλων που διέρχονται από τις κορυφές του και είναι κάθετα στις 

απέναντι πλευρές (ύψη) διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

Ισχύει το θεώρηµα ηµιτόνου 
a b c

A B C

ηµ ηµ ηµ
ηµ ηµ ηµ

= = . 

Ισχύει το θεώρηµα συνηµιτόνου (κυκλικά) 

a b c b c Aσυν συν συν ηµ ηµ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ , 

b c a c a Bσυν συν συν ηµ ηµ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ ,   

c a b a b Cσυν συν συν ηµ ηµ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ . 

Αν 090
2

a b+
>  τότε 090

2

A B+
> . Αν 090

2

a b+
<  τότε 090

2

A B+
< .  

Πίνακας 7. Ιδιότητες κάθε σφαιρικού τριγώνου ABC. 

 

Είδη σφαιρικών τριγώνων. Το κάθε σφαιρικό τρίγωνο ανάλογα µε τις 

γωνίες του χαρακτηρίζεται (σχήµατα 22, 23) ως:  

� (µονο)ορθογώνιο, όταν µία σφαιρική γωνία του είναι ορθή ( )090 . 

� δισορθογώνιο, όταν δύο σφαιρικές γωνίες του είναι ορθές. 

� τρισορθογώνιο, όταν και οι τρεις σφαιρικές γωνίες του είναι ορθές. 

Το κάθε σφαιρικό τρίγωνο ανάλογα µε τις πλευρές του (σχήµα 24) 

χαρακτηρίζεται ως:  

�  (µονο)ορθόπλευρο, όταν µία πλευρά του είναι ορθή. 

� δισορθόπλευρο, όταν δύο πλευρές του είναι ορθές. 

� τρισορθόπλευρο, όταν και οι τρεις πλευρές του είναι ορθές. 

� ισοσκελές, όταν δύο πλευρές του είναι ίσες µεταξύ τους. 

� ισόπλευρο, όταν οι τρεις πλευρές του είναι ίσες µεταξύ τους. 

� σκαληνό, όταν οι τρεις πλευρές του είναι άνισες µεταξύ τους 

Τυχαίο (ή πλάγιο ή κοινό) ονοµάζεται το σφαιρικό τρίγωνο που δεν έχει 

αναγκαστικά µία πλευρά του ή µία γωνία του ίση µε 
090 . Ως µονάδα µέτρησης των 

γωνιών και των πλευρών (σχήµα 25) θεωρούµε την ορθή γωνία. Ως µονάδα µέτρησης 

των εµβαδών θεωρούµε το εµβαδόν του τρισορθογώνιου τριγώνου, δηλαδή το 1/8 της 

σφαίρας. Κάθε πλευρά ενός σφαιρικού τριγώνου ίση µε  a rad έχει µήκος a R⋅ . 

Σχήµα 22. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις σφαιρικών τριγώνων. 
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Σχήµα 23. , ,Α Β Γ  οι γωνίες του               Σχήµα 24. , ,α β γ  οι πλευρές του     

                  τριγώνου.                                                   τριγώνου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 25. 0360α β γ+ + < .                                 Σχήµα 26. Πολικό τρίγωνο ′ ′ ′Α Β Γ . 

 

Πολικό σφαιρικό τρίγωνο. Το σφαιρικό τρίγωνο ′ ′ ′Α Β Γ  που έχει ως 

κορυφές τους πόλους των µεγίστων κύκλων των τόξων των πλευρών του τριγώνου

ΑΒΓ , ονοµάζεται πολικό τρίγωνο του τριγώνου ΑΒΓ  (σχήµα 26) όπου Α΄, Β΄, Γ΄ 

είναι ο πόλος του µεγίστου κύκλου ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ ο ευρισκόµενος στο ίδιο ηµικύκλιο 

µε την κορυφή Α, Β, Γ, αντίστοιχα. Επειδή σε κάθε πλευρά ενός σφαιρικού τριγώνου 

αντιστοιχούν δύο πόλοι, επιλέγεται την κάθε φορά  ο πλησιέστερος στην κορυφή Α, 

Β, Γ οπότε προκύπτουν οι Α΄, Β΄, Γ΄. 

 

Αν ένα σφαιρικό τρίγωνο είναι πολικό ενός άλλου, τότε και το δεύτερο είναι πολικό 

του πρώτου. 

Στα πολικά τρίγωνα οι πλευρές του ενός είναι παραπληρώµατα των γωνιών του 

άλλου. ∆ηλαδή ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
0180 ( 2 ορθές)α β γ′ ′ ′Α + = Β+ = Γ + = =   & 

 0180 ( 2 ορθές)α β γ′ ′ ′Α + = Β + = Γ + = =  

Οι τρίεδρες γωνίες που αντιστοιχούν σε δύο πολικά τρίγωνα είναι 

παραπληρωµατικές. 

Το πολικό τρίγωνο ενός ορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου είναι ένα 

(µονο)ορθόπλευρο σφαιρικό τρίγωνο και αντιστρόφως. 

Ένα τρισορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο είναι πολικό του εαυτού του, δηλαδή συµπίπτει 

µε το πολικό του. 

Πίνακας 8. Ιδιότητες πολικών τριγώνων. 

 

Σφαιρική υπεροχή. Βασική ιδιότητα ενός σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ είναι ότι 

πάντα το άθροισµα των γωνιών του είναι µεγαλύτερο από π . Η διαφορά 

( )2S π= Α + Β+ Γ −  ονοµάζεται σφαιρική υπεροχή του τριγώνου ΑΒΓ , είναι 

αδιάστατο µέγεθος (καθαρός αριθµός) και ισούται µε τη στερεά γωνία που ορίζει το 

τρίγωνο, όπως φαίνεται από το κέντρο της σφαίρας. Επίσης ισχύει ότι 
( )

2
2S

R

ΑΒΓ
=

όπου  ( )ΑΒΓ το εµβαδόν του σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ και R  η ακτίνα της σφαίρας. 
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Για τη σφαιρική υπεροχή ενός  τρισορθογώνιου σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ  

ισχύει ότι ( ) ( )0 0 0 02 90 90 90 90S π π= Α + Β+ Γ − = + + − = . Το εµβαδόν ( )ΑΒΓ του 

ανωτέρω τριγώνου ισούται µε το 1/8 του εµβαδού της επιφάνειας της σφαίρας. 

Πόρισµα 1. Αν ως µονάδα µέτρησης των εµβαδών ληφθεί το εµβαδόν του 

τρισορθογώνιου σφαιρικού τριγώνου τότε η σφαιρική υπεροχή κάθε σφαιρικού 

τριγώνου ισούται µε το εµβαδόν του. 

Πόρισµα 2. Το εµβαδόν ( )ΑΒΓ ενός σφαιρικού τριγώνου, σε τετραγωνικά 

µέτρα, ισούται µε το γινόµενο της σφαιρικής του υπεροχής 2S  επί το 1/8  του 

εµβαδού της επιφάνειας της σφαίρας. ∆ηλαδή ισχύει ότι 

( )
2 24

2 2 2
8 8 2

R R
S S S

π πΕ
ΑΒΓ = = =  µε τις γωνίες , ,Α Β Γ να µετρώνται σε µοίρες. 

             

Κάθε µία από τις γωνίες σφαιρικού τριγώνου είναι µεγαλύτερη από το S .  

Σε τυχαίο σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ µε ηµιπερίµετρο 2τ , σφαιρική υπεροχή 2S  και Ε
το εµβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας ισχύει ο τύπος 

2 2 2 2 2

Sτ
σϕ σϕ εϕ εϕ εϕ

Α −Ε Β− Ε Γ − Ε
= ⋅ ⋅ ⋅  και διά πολώσεως ο τύπος 

2 2 2 2 2

S τ τ α τ β τ γ
εϕ εϕ εϕ εϕ εϕ

− − −
= ⋅ ⋅ ⋅ . 

 

Πίνακας 9. Ιδιότητες της σφαιρικής υπεροχής. 

 

Σχέσεις µεταξύ των στοιχείων τυχαίων σφαιρικών τριγώνων. 

Σε κάθε σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις. 

Τύποι συνηµιτόνων ή θεµελιώδεις σχέσεις πρώτου είδους. 

συνα συνβ συνγ ηµβ ηµγ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ Α  

συνβ συνγ συνα ηµγ ηµα συν= ⋅ + ⋅ ⋅ Β  

συνγ συνα συνβ ηµα ηµβ συν= ⋅ + ⋅ ⋅ Γ  

Τύποι ηµιτόνων ή θεµελιώδεις σχέσεις δευτέρου είδους. 

ηµα ηµβ ηµγ
ηµ ηµ ηµ

= =
Α Β Γ

 

Πολικοί τύποι των θεµελιωδών. 

συν συνα ηµ ηµ συν συνΑ = ⋅ Β⋅ Γ − Β⋅ Γ  

συν συνβ ηµ ηµ συν συνΒ = ⋅ Γ ⋅ Α − Γ⋅ Α  

συν συνγ ηµ ηµ συν συνΓ = ⋅ Α ⋅ Β− Α ⋅ Β  

Τύποι των µισών γωνιών. 

( )2
εϕ

ηµ τ α
Α Κ
=

−
, 

( )2
εϕ

ηµ τ β
Β Κ
=

−
, 

( )2
εϕ

ηµ τ γ
Γ Κ
=

−
 όπου 

2

α β γ
τ

+ +
=  και 

( ) ( ) ( )ηµ τ α ηµ τ β ηµ τ γ
ηµτ

− ⋅ − ⋅ −
Κ = . 

Τύποι των µισών πλευρών. 

( )2

α
σϕ

συν
Κ

=
Τ − Α

, 
( )2

β
σϕ

συν
Κ

=
Τ −Β

, 
( )2

γ
σϕ

συν
Κ

=
Τ − Γ

 όπου 
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2

Α + Β+ Γ
Τ = , 

( ) ( ) ( )
( )0
180

συν συν συν

συν

Τ − Α ⋅ Τ − Β ⋅ Τ − Γ
Κ =

− Τ
 

Αναλογικοί τύποι του Gauss (ή Dalambre). 

2 2

2 2

α β
ηµ συν

γ
συν συν

Α + Β −

=
Γ

,    2 2

2 2

α β
ηµ ηµ

γ
συν ηµ

Α −Β −

=
Γ

,   2 2

2 2

α β
συν συν

γ
ηµ συν

Α + Β +

=
Γ

,        

2 2

2 2

α β
συν ηµ

γ
ηµ ηµ

Α − Β +

=
Γ

 

Αναλογικοί τύποι του Napier (κυκλική εναλλαγή). 

2 2

2 2

α β
εϕ ηµ

α β
σϕ ηµ

Α − Β −

=
Γ +

 ,    2 2

2 2

α β
εϕ ηµ

γ
εϕ ηµ

− Α − Β

=
Α + Β

,    2 2

2 2

α β
εϕ συν

α β
σϕ συν

Α + Β −

=
Γ +

,  

2 2

2 2

α β
εϕ συν

γ
εϕ συν

+ Α − Β

=
Α + Β

 

Τύποι των τεσσάρων συνεχόµενων στοιχείων. 

σϕα στεµ στεµγ σϕ σϕγ σϕ⋅ Β = ⋅ Α + ⋅ Β ,     σϕα στεµ στεµβ σϕ σϕβ σϕ⋅ Γ = ⋅ Α + ⋅ Γ  

σϕβ στεµ στεµα σϕ σϕα σϕ⋅ Γ = ⋅ Β+ ⋅ Γ ,   σϕβ στεµ στεµγ σϕ σϕγ σϕ⋅ Α = ⋅ Β+ ⋅ Α  

σϕγ στεµ στεµβ σϕ σϕβ σϕ⋅ Α = ⋅ Γ + ⋅ Α ,   σϕγ στεµ στεµα σϕ σϕα σϕ⋅ Β = ⋅ Γ + ⋅ Β  

Τύποι για τα ηµιπαρηµίτονα των γωνιών (κυκλική εναλλαγή). 

( ) ( )ηµπρ ηµ τ β ηµ τ γ στεµβ στεµγΑ = − ⋅ − ⋅ ⋅  

( ) ( )ηµπρ ηµ τ γ ηµ τ α στεµγ στεµαΒ = − ⋅ − ⋅ ⋅  

( ) ( )ηµπρ ηµ τ α ηµ τ β στεµα στεµβΓ = − ⋅ − ⋅ ⋅  

Τύποι για τα ηµιπαρηµίτονα των πλευρών (κυκλική εναλλαγή). 

( )ηµπρα ηµπρ β γ ηµβ ηµγ ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Α  

( )ηµπρβ ηµπρ γ α ηµγ ηµα ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Β  

( )ηµπργ ηµπρ α β ηµα ηµβ ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Γ  

Πίνακας 10. Τύποι για τυχαία σφαιρικά τρίγωνα. 

 

Τυπολόγιο & µέθοδος εργασίας για επίλυση τυχαίων σφαιρικών τριγώνων. 

Επίλυση σφαιρικού τριγώνου ονοµάζεται η διαδικασία εύρεσης όλων των στοιχείων 

του (πλευρές, γωνίες) όταν δίνονται τρία στοιχεία του. Προς τούτο γίνεται χρήση 

τριγωνοµετρικών τύπων και πινάκων Norie’s. 

1
η
 περίπτωση. Όταν δίνονται οι τρεις πλευρές. 

Α΄ τρόπος. Χρήση τύπων των µισών γωνιών 
( )2

εϕ
ηµ τ α

Α Κ
=

−
 όπου 

2

α β γ
τ

+ +
=  

και 
( ) ( ) ( )ηµ τ α ηµ τ β ηµ τ γ

ηµτ
− ⋅ − ⋅ −

Κ = . 
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Β΄ τρόπος. Κυκλική χρήση των τύπων ηµιπαρηµίτονων των γωνιών 

( ) ( )ηµπρ ηµ τ β ηµ τ γ στεµγΑ = − ⋅ − ⋅ . 

2
η
 περίπτωση. Όταν δίνονται οι τρεις γωνίες. 

Α΄ τρόπος. Χρήση τύπων των µισών πλευρών 
( )2

α
σϕ

συν
Κ

=
Τ − Α

όπου 

2

Α + Β+ Γ
Τ =  και 

( ) ( ) ( )
( )0
180

συν συν συν

συν

Τ − Α ⋅ Τ − Β ⋅ Τ − Γ
Κ =

− Τ
 

Β΄ τρόπος. Εργαζόµαστε µε το πολικό τρίγωνο. 

3
η
 περίπτωση. ∆ίνονται δύο πλευρές και η περιεχόµενη γωνία. 

Α΄ τρόπος. Χρήση των αναλογικών τύπων του John Napier. 

2 2 2 2

α β α β
εϕ συν τεµ σϕ
Α + Β − + Γ

=  για τον υπολογισµό του αθροίσµατος 
2

Α + Β
, 

2 2 2 2

α β α β
εϕ ηµ στεµ σϕ
Α − Β − + Γ

=  για τον υπολογισµό της διαφοράς 
2

Α − Β
, 

2 2 2 2

γ α β
εϕ εϕ ηµ στεµ

− Α + Β Α − Β
=  για τον υπολογισµό της πλευράς γ  

Β΄ τρόπος. Χρήση των τύπων ηµιπαρηµιτόνων των πλευρών

( )ηµπργ ηµπρ α β ηµα ηµβ ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Γ  

Έλεγχος. Ο παρακάτω τύπος χρησιµοποιείται σε όλες τις περιπτώσεις. 

ηµα ηµβ ηµγ
ηµα στεµ ηµβ στεµ ηµγ στεµ

ηµ ηµ ηµ
= = ⇒ ⋅ Α = ⋅ Β = ⋅ Γ

Α Β Γ
 

4
η
 περίπτωση. ∆ίνονται µία πλευρά και οι προσκείµενες γωνίες ( ),  ,  α Β Γ . 

Α΄ τρόπος. Χρήση των αναλογικών τύπων του John Napier.  

2 2 2 2

β γ α
εϕ συν τεµ εϕ

+ Β − Γ Β + Γ
=  για τον υπολογισµό του αθροίσµατος 

2

β γ+
, 

2 2 2 2

β γ α
εϕ ηµ στεµ εϕ

− Β− Γ Β+ Γ
=  για τον υπολογισµό της διαφοράς 

2

β γ−
, 

2 2 2 2

β γ β γ
σϕ ηµ στεµ εϕ

Α + − Β − Γ
=  για τον υπολογισµό της γωνίας Α  

Β΄ τρόπος. Εργαζόµαστε µε το πολικό τρίγωνο. Με χρήση των τύπων 
0180 α′Α = − , 

0180β ′ = − Β , 0180γ ′ = − Γ  επιλύουµε το πολικό τρίγωνο σύµφωνα µε τον α΄ τρόπο 

της περίπτωσης 3. 

5
η
 περίπτωση. ∆ίνονται δύο πλευρές και η γωνία απέναντι από µία από αυτές 

( ),  ,  α β Β . 

Χρησιµοποιούµε το νόµο των ηµιτόνων σε συνδυασµό µε τους αναλογικούς τύπους 

του Napier.   

ηµα ηµ
ηµ ηµ ηµα ηµ στεµβ

ηµβ
⋅ Β

Α = ⇒ Α = ⋅ Β ⋅  για τον υπολογισµό της γωνίας Α , 

2 2 2 2

α β α β
σϕ ηµ εϕ στεµ

Γ + Α − Β −
=  για τον υπολογισµό της γωνίας Γ , 

2 2 2 2

γ α β
εϕ ηµ εϕ στεµ

Α + Β − Α − Β
=  για τον υπολογισµό της πλευράς γ , 
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Υπολογισµοί αθροίσµατος 
2

Α + Β
 και διαφοράς 

2

Α − Β
. 

6
η
 περίπτωση. ∆ίνονται δύο γωνίες και η πλευρά η απέναντι σε µία από αυτές 

( ),  ,  αΑ Γ . 

Α΄ τρόπος. Χρήση του νόµου των ηµιτόνων σε συνδυασµό µε τους αναλογικούς 

τύπους του Napier. 

ηµγ ηµ στεµ ηµα= Γ ⋅ Α ⋅  για τον υπολογισµό της πλευράς γ , 

2 2 2 2

β α γ
εϕ ηµ στεµ εϕ

Α + Γ Α − Γ −
=  για τον υπολογισµό της πλευράς β , 

2 2 2 2

α γ α γ
σϕ ηµ στεµ εϕ

Β + − Α − Γ
=  για τον υπολογισµό της γωνίας Β . 

Β΄ τρόπος. Χρησιµοποιούµε τους τύπους 
0180α′ = − Α , 0180γ ′ = − Γ , 

0180 α′Α = −
και επιλύουµε το πολικό τρίγωνο ′ ′ ′Α Β Γ  σύµφωνα µε την περίπτωση 5. 

Πίνακας 11. Μεθοδολογία επίλυσης τυχαίων σφαιρικών τριγώνων. 

 

Τυπολόγιο & µέθοδος εργασίας για επίλυση ορθογωνίων & ορθόπλευρων 

σφαιρικών  τριγώνων.  Γίνεται χρήση των παρακάτω δύο θεωρηµάτων των 

τεταρτηµορίων και των δύο  µνηµονικών κανόνων του Napier. 

1
ο
 θεώρηµα των τεταρτηµορίων. Σε κάθε ορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο µία 

γωνία (πλην της ορθής) και η απέναντι πλευρά της ανήκουν στο ίδιο τεταρτηµόριο, 

δηλαδή είναι και οι δύο αµβλείες ή και οι δύο οξείες.  

2
ο
 θεώρηµα των τεταρτηµορίων. Αν η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου 

σφαιρικού τριγώνου ανήκει στο 1
ο
 τεταρτηµόριο (οξεία) τότε οι άλλες δύο πλευρές 

και οι δύο γωνίες (πλην της ορθής) ανήκουν στο ίδιο τεταρτηµόριο, δηλαδή είναι και 

οι δύο αµβλείες ή και οι δύο οξείες.  

∆ηλαδή 

0

0

0

, , , 90

90 ή

, , , 90

ΑΓ ΑΒ Β Γ <


ΒΓ < ⇔ 
ΑΓ ΑΒ Β Γ >

 

Αν η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου ανήκει στο 2
ο
 

τεταρτηµόριο (οξεία) τότε οι άλλες δύο πλευρές και οι δύο γωνίες (πλην της ορθής) 

ανήκουν σε διαφορετικά τεταρτηµόρια (η µία οξεία και η άλλη αµβλεία). 

∆ηλαδή 

0 0

0

0 0

, 90  &  , 90

90 ή

, 90  &  , 90

ΑΓ Β < ΑΒ Γ >


ΒΓ > ⇔ 
ΑΓ Β > ΑΒ Γ <

 

Τα δύο αυτά θεωρήµατα µας βοηθούν στην επιλογή της σωστής γωνίας από τους 

πίνακες, όταν είναι γνωστός κάποιος τριγωνοµετρικός της αριθµός. 

Τύποι Napier. Σε κάθε ορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ µε 
090Α =

ισχύουν 

 

Πίνακας 12. Τύποι του Napier. 

 

 

 

 

 

1 ηµβ ηµα ηµ= ⋅ Β  6 ηµβ εϕγ σϕ= ⋅ Γ  

2 ηµγ ηµα ηµ= ⋅ Γ  7 ηµγ εϕβ σϕ= ⋅ Β  

3 συνα συνβ συνγ= ⋅  8 συνα σϕ σϕ= Β ⋅ Γ  

4 συν συνγ ηµΓ = ⋅ Β  9 συν εϕβ σϕαΓ = ⋅  

5 συν συνβ ηµΒ = ⋅ Γ  10 συν εϕγ σϕαΒ = ⋅  
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Μνηµονικοί κανόνες Napier. ∆ηµιουργήθηκαν προκειµένου να µπορούµε 

εύκολα να επιλέγουµε ποιον από τους δέκα προηγούµενους τύπους θα χρειαστεί να 

χρησιµοποιήσουµε. Αρχικά κατασκευάζουµε ένα ορθογώνιο σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ
µε 

090Α =  (σχήµα 27) και έναν κυκλικό δίσκο χωρισµένο σε πέντε τοµείς (σχήµα 

28). Ακολούθως, ονοµάζουµε τα στοιχεία του σφαιρικού τριγώνου αλλάζοντας την 

πλευρά α  σε 
090 α− και τις γωνίες ,Β Γσε 

090 − Β  και 
090 − Γ αντίστοιχα (σχήµα 

29).  

Σχήµα 27. 
090Α = .    Σχήµα 28.                Σχήµα 29.                           Σχήµα 30. 

 

Ξεκινώντας από έναν κυκλικό τοµέα (σχήµα 30) στον κύκλο µεταφέρουµε τα 

στοιχεία από το σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ στον κυκλικό δίσκο, κυκλικά και 

αριστερόστροφα πλην της ορθής γωνίας Α . Κάθε στοιχείο του κυκλικού δίσκου έχει 

δύο γειτονικά ή προσκείµενα στοιχεία (πχ. το 
090 α−  έχει προσκείµενα τα 

090 − Γ  

& 
090 − Β ). Κάθε στοιχείο στον κυκλικό δίσκο έχει δύο απέναντι στοιχεία (πχ. το 

090 α−  έχει απέναντι τα ,β γ ). 

1
ος

 µνηµονικός κανόνας. Το ηµίτονο κάθε στοιχείου στον κυκλικό δίσκο ισούται µε 

το γινόµενο των εφαπτοµένων των προσκείµενων στοιχείων του. Ενδεικτικά 

( ) ( )0 090 90ηµ εϕ α εϕγ συν σϕα εϕγ− Β = − ⋅ ⇔ Β = ⋅ (τύπος 10, πίνακα 12) 

2
ος

 µνηµονικός κανόνας. Το ηµίτονο κάθε στοιχείου στον κυκλικό δίσκο 

ισούται µε το γινόµενο των συνηµιτόνων των απέναντι στοιχείων του. Ενδεικτικά 

( ) ( )0 090 90ηµ συν συνβ συν ηµ συνβ−Β = − Γ ⋅ ⇔ Β = Γ⋅  (τύπος 5, πίνακα 12). 

Προς επίλυση ορθογωνίου σφαιρικού τριγώνου επιλέγουµε µε τη βοήθεια του 

κυκλικού δίσκου τρεις από τους δέκα τύπους, έτσι ώστε να περιέχουν έναν άγνωστο 

και δύο γνωστά στοιχεία. ∆ε χρησιµοποιούµε ένα στοιχείο το οποίο υπολογίσαµε για 

τον υπολογισµό ενός άλλου. Για την επιλογή της σωστής γωνίας από τους πίνακες 

γίνεται χρήση των θεωρηµάτων των τεταρτηµορίων. Τέλος, για την επιλογή του 

τύπου επαλήθευσης διαλέγουµε έναν τύπο που συνδυάζει και τα τρία στοιχεία που 

βρήκαµε.  

Τρίγωνο ορθοδροµίας (ή Γήινο τρίγωνο) ονοµάζεται το σφαιρικό τρίγωνο  

ΠΑΒ (σχήµα 31) το οποίο βρίσκεται στην επιφάνεια της Γης µε Α  να είναι το 

σηµείο εκκίνησης, Β  να είναι το σηµείο άφιξης και Π τον πόλο της Γης τον 

ευρισκόµενο στο ίδιο ηµισφαίριο µε το σηµείο εκκίνησης Α .  

 

Σχήµα 31. Τρίγωνο 

ορθοδροµίας. 
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Για την πλευρά ΠΑ  είναι 090 εϕΠΑ = − , όπου εϕ  το γεωγραφικό πλάτος του 

σηµείου εκκίνησης Α . 

Για την πλευρά ΠΒ  είναι 090 αϕΠΒ = − , αν τα ,Α Β  βρίσκονται στο ίδιο ηµισφαίριο 

(οµώνυµα) και 090 αϕΠΒ = +  σε διαφορετική περίπτωση (ετερώνυµα), όπου αϕ  το 

γεωγραφικό πλάτος του σηµείου άφιξης Β .  

Ορθοδροµική απόσταση ονοµάζεται η πλευρά γΑΒ = . 

∆ιαφορά µηκών των σηµείων ,Α Β  ονοµάζεται η γωνία λΠ = ∆ . 

Αρχική πλεύση ονοµάζεται η γωνία λεΑ = Ζ . 

Τελική πλεύση ονοµάζεται η γωνία Β . 

Πίνακας 13. Τα στοιχεία του τριγώνου ορθοδροµίας. 

 

Ορθοδροµικό τόξο ονοµάζεται εκείνο το τόξο µεγίστου κύκλου που συνδέει 

δύο σηµεία της επιφάνειας της Γης και είναι µικρότερο από 0180 (σχήµα 32). Το 

µέτρο αυτού του τόξου είναι η ορθοδροµική 

απόσταση στο τρίγωνο ορθοδροµίας και αν 

υπολογιστεί σε πρώτα λεπτά της µοίρας, δίνει 

την απόσταση σε ναυτικά µίλια.  

 

Σχήµα 32. Ορθοδροµικό τόξο. 

 

Η πλεύση πλοίου πάνω στο 

ορθοδροµικό τόξο (Great circle sailing) 

συνεπάγεται τη συνεχή µεταβολή της πορείας του. Επειδή αυτό πρακτικά είναι 

αδύνατο, η πλεύση γίνεται πάνω σε µία τεθλασµένη γραµµή, οι κορυφές της οποίας 

είναι σηµεία του ορθδροµικού τόξου. Αυτός ο πλους ονοµάζεται ορθοδροµικός 

πλους και οι κορυφές του ενδιάµεσα σηµεία.  

Υπολογισµός ορθοδροµικής απόστασης ΑΒ  & αρχικής πλεύσης λεΖ . Για 

τον υπολογισµό της ορθοδροµικής απόστασης ΑΒ  ανάµεσα στα σηµεία 

( ) ( ), ,  ,ε ε α αϕ λ ϕ λΑ Β   της επιφάνειας της Γης και την αρχική πλεύση λεΖ , θα γίνει 

επίλυση του τριγώνου ΠΑΒ  χρησιµοποιώντας τους τύπους ηµιπαριµητόνων διότι 

είναι γνωστές οι δύο πλευρές και η περιεχόµενη γωνία ( )ΠΓΠ . 

Επίλυση ορθόπλευρων σφαιρικών τριγώνων. Ορθόπλευρο ονοµάζεται 

εκείνο το σφαιρικό τρίγωνο που έχει µία του πλευρά µέτρου 090 . Το πολικό τρίγωνο 

κάθε ορθόπλευρου τριγώνου είναι ορθογώνιο, διότι αν 090α =  από τη σχέση 
0180α′Α + =  έπεται ότι 090′Α = . Συνεπώς, για την επίλυση ενός ορθόπλευρου 

σφαιρικού τριγώνου αρκεί να γίνει επίλυση του πολικού του µε χρήση των γνωστών 

τύπων και στη συνέχεια να προσδιορισθούν τα άγνωστα στοιχεία του δοθέντος 

τριγώνου µε εφαρµογή ελαφρά αλλαγµένων των τύπων του Napier. Το συνηµίτονο 

ενός στοιχείου ισούται µε το γινόµενο των συνεφαπτοµένων των προσκείµενων 

στοιχείων ή µε το γινόµενο των ηµιτόνων των αντικειµενικών στοιχείων, αν αντί των 

στην ορθή πλευρά προσκείµενων γωνιών λάβουµε τα συµπληρώµατα τους. 

Θα γίνει τοποθέτηση των στοιχείων σε πέντε τοµείς κύκλου, παραλείποντας 

την ορθή γωνία και ακολούθως θα εργασθούµε όπως στα ορθογώνια σφαιρικά 

τρίγωνα.  
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Εφαρµογή 1. Επίλυση σφαιρικού τριγώνου 

ΑΒΡ  αν 26  21ob ′= , 52  22o ′Β = , 104  44o ′Α = . 

Λύση. Για τον υπολογισµό του a  είναι 

sin sin
sin sin sin cos

sin sin

a b
a b A ecB

A B
= ⇔ = ⋅ ⋅ ⇔      

logsin logsin logsin log cosa b A ecB= + + = 9 64724⋅ +

9 98548⋅ +10 10131⋅ 9 73403= ⋅ άρα, 32  50oa ′= . 

 

Εφαρµογή 2. Αν στο σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΡ  αν Ρ είναι πόλος, τα Α,Β 

βρίσκονται στο βόρειο ηµισφαίριο και 
068  00A ′=∢ , 060  30AB ′= , 080  16P ′=∢  

βρείτε το γεωγραφικό πλάτος (latitude) της B . 

Λύση.  

sin sin
sin sin sin cos

sin sin

p
p ecP

P

α
α= ⇔ = ⋅ Α ⋅ ⇔

Α
 

logsin logsin logsin log cosp ecPα = + Α + =  

                  9,93970 9,96717 10,00630 9,91317+ + = .  Άρα, 054  58a ′= , συνεπώς 

latitude 035  02B N′= διότι αφού P είναι µεγαλύτερο από A  πρέπει p µεγαλύτερο 

από a  και εφόσον 060  30p ′=  η µόνη δυνατή τιµή είναι 054  58a ′=  και όχι 
0125  02a ′= . 

 

Εφαρµογή 3. Σε σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ µε 
030Α =∢ , 

0100β = , 
040α = , υπολογίστε την γωνία Β∢ . 

Λύση. Είναι  
0 0 0 0

0 0

40 100 40 100
log log

30 30

ηµα ηµβ ηµ ηµ ηµ ηµ
ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ

= ⇒ = ⇒ = ⇒
Α Β Β Β

 

 
0 0 0log 40 log 30 log 100 logηµ ηµ ηµ ηµ− = − Β⇒  

0 0 0log log 100 log 30 log 40 9,99335 9,69887 9,80807 9,88425ηµ ηµ ηµ ηµΒ = + − = + − =
050Β =∢  ή 

0130Β =∢ δεκτή. Απέναντι από γωνία µεγαλύτερη των 
090  βρίσκεται 

πλευρά µεγαλύτερη από 
090  και αντίστροφα. 

  

Εφαρµογή 4. Βρείτε τις γωνίες σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ  µε 
0113  02α ′= , 

082  40β ′= , 074  54γ ′= . 

Λύση. Είναι, 02 135  18τ α β γ τ ′= + + ⇔ = ,   052  38τ β ′− = ,  060  24τ γ ′− =  

�  Είναι  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0

52  38 60  24

82  40 74  54

ηµ ηµηµ τ β ηµ τ γ
ηµπρ

ηµβ ηµγ ηµ ηµ

′ ′⋅− ⋅ −
Α = = ⇒

′ ′⋅ ⋅
 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

52  38 60  24
log log

82  40 74  54

ηµ ηµ
ηµπρ

ηµ ηµ

′ ′⋅
Α = =

′ ′⋅
 

                     ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0log 52  38 60  24 log 82  40 74  54ηµ ηµ ηµ ηµ   ′ ′ ′ ′⋅ − ⋅ =     

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0log 52  38 log 60  24 log 82  40 log 74  54ηµ ηµ ηµ ηµ′ ′ ′ ′+ − − =  

9,90024 9,93927 9,99643 9,98474 19,83951 19,98117+ − − = − =  
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( )29,83951 10 19,98117 9,85834+ − = . Άρα, 
0116  19A ′=∢   

 

� Είναι  ( ) ( )ηµπρ ηµ τ α ηµ τ β στεµα στεµβΓ = − ⋅ − ⋅ ⋅ ⇒  

( ) ( )log log log log logηµπρ ηµ τ α ηµ τ β στεµα στεµβΓ = − + − + + =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0log 22 16 log 52  38 log 113  02 log 82  40ηµ ηµ στεµ στεµ′ ′ ′ ′+ + + =  

( )9,57855 9,90024 10,03608 10,00357 39,51844 30 9,51844+ + + = − = .  

Άρα, 
070  07′Γ =∢  

 

� Είναι  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0

60  24 22  16

74  54 113  02

ηµ ηµηµ τ γ ηµ τ α
ηµπρ

ηµγ ηµα ηµ ηµ

′ ′⋅− ⋅ −
Β = = ⇒

′ ′⋅ ⋅
 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0log log 60  24 22  16 log 74  54 113  02ηµπρ ηµ ηµ ηµ ηµ   ′ ′ ′ ′Β = ⋅ − ⋅ =     

                    ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0log 60  24 log 22  16 log 74  54 log 113  02ηµ ηµ′ ′ ′ ′+ − − =  

( )9,93927 9,57855 9,98474 9,96392 19,51782 10 19,94866+ − − = + − =  

29,51782 19,94866 9,56916− = .  

Επειδή το 9,56916 δεν υπάρχει στους πίνακες των ηµιπαρηµιτόνων θα γίνει 

παρεµβολή από την οποία προκύπτει ότι 075  0,1 625B ′=∢ . 

Παρεµβολή.  

Σε διάστηµα πλάτους 16d =  αντιστοιχεί τόξο 

1′ . 
Σε διάστηµα πλάτους 10d =  αντιστοιχεί τόξο 

1 10
0,62

16
x

⋅
= ≅ . 

 

Εφαρµογή 5. Βρείτε την πλευρά β  σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ αν 
0112  10′Β =∢ , 072  13γ ′=  και 035  03α ′= . 

Λύση. Είναι ( )ηµπρβ ηµπρ γ α ηµγ ηµα ηµπρ= − + ⋅ ⋅ Β .  

Θέτω ηµπρ ηµγ ηµα ηµπρΚ = ⋅ ⋅ Β . (1) 

Άρα, ( ) ( )037  10ηµπρβ ηµπρ γ α ηµπρ ηµπρ ηµπρ′= − + Κ = + Κ   (2) 

Από τη σχέση  (1) προκύπτει ότι 

 ( )log log log log logηµπρ ηµγ ηµα ηµπρ ηµγ ηµα ηµπρΚ = ⋅ ⋅ Β = + + Β =  

                                   ( ) ( ) ( )0 0 0log 72  13 log 35  03 log 112  10ηµ ηµ ηµπρ′ ′ ′+ + =  

                                   ( )9,9784 9,75913 9,83800 29,57587 9,57587 20+ + = = −  

Άρα, µετά από την παρεµβολή 1, προκύπτει ότι 0,37659ηµπρΚ = . 

Συνεπώς, από τη σχέση (2) προκύπτει ότι 

( ) ( )0 037  10 37  10 0,37659 0,10156 0,37659 0,47815ηµπρβ ηµπρ ηµπρ ηµπρ′ ′= + Κ = + = + =

και µετά από την παρεµβολή 2 προκύπτει ότι 0 087  29 ,73 87  29  44β ′ ′ ′′= = . 

 

Παρεµβολή 1. Σε 16d =  αντιστοιχεί 14d = . 

                       Σε  10d =  αντιστοιχεί 
14 10

8,75 9
16

x
⋅

= = ≅  

              �------ 16d = ------�   

9,56906 < 9,56916 < 9,56922 

         � � 10d = �       � 

   75
0
 01΄                       75

0
 02΄ 
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0,37650

         9

0,37659

+  

 

 

 

Παρεµβολή 2. Σε 15d =  αντιστοιχεί 1d ′= . 

                         Σε  11d =  αντιστοιχεί 
1 11

0,73 0,73 60 43,8 44
15

x
⋅

′ ′′ ′′ ′′= = = ⋅ = ≅  

              �-------- 15d = -------�   

0,47804 < 0,47815 < 0,47819 

         �  �- 11d = -�       � 

   87
0
 29΄ 44΄΄                 87

0
 30΄ 

           �----- 1d ′= ------� 

 

Εφαρµογή 6. Χωρίς χρήση τύπων ηµιπαρηµιτόνων βρείτε το p αν δίνονται 
050P =∢ , 070  45z ′= , 062  10x ′= .  

Λύση. Είναι 08  35z x ′− = . Θα γίνει χρήση του τύπου  

( ) ( )0

9,25190

logcos 8  35logcos
logcos

0,30103 9,97501 9,94660log 2 logsin logsin 2logsin
2

2 9,62595
z x

p
P

z x

′−
= = =

+ + ++ + + ⋅

9,47454 , log 0,29823anti , ( )cos 0,98880nat z x− = , cos 0,69057nat p = , 

046  19 5p ′= . 

 

Εφαρµογή 7. Επιλύστε το σφαιρικό τρίγωνο PZX  αν 055  14x ′= , 
054  01P ′=∢ , 0121  25Z ′=∢ . ∆ηλαδή δίνονται µία πλευρά και οι προσκείµενες σε 

αυτή την πλευρά γωνίες.  

Λύση. Από το πολικό τρίγωνο είναι 0124  46X ′ ′= , 
0125  59p′ ′= , 058  35z′ ′= , 067  24p z′ ′ ′− = , δηλαδή δύο 

πλευρές και η περιεχόµενη τους γωνία. Συνεπώς, 

( )sin sinhavx havX p z hav p z′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ + −  άρα 

0134  26x′ ′= , οπότε 045  34X ′= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 8. Υπολογίστε την πλευρά a  

σφαιρικού τριγώνου ΑΒΓ  µε 
040Α =∢ , 030γ = , 

080β = . 

Λύση. Είναι ( ) 050β γ− =  και 

              �-------- 16d = -----�   

 9,57577 < 9,57587 < 9,57593 

         �  �- 10d = -�       � 

    0,37650                  0,37664 

           �----- 14d = ------� 

LoghavX΄ 9,89493 

Logsinp΄ 9,93115 

Logsinz΄ 9,90805 

log 9,73413 

  

nat 0,54217 

nathav 0,30785 

nathavx΄ 0,85002 
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 ( )ηµπρα ηµπρ ηµβ ηµγ ηµπρ β γ= Α ⋅ ⋅ + −  (1). 

Θέτω ηµπρ ηµπρ ηµβ ηµγΚ = Α⋅ ⋅ , άρ η (1)  γράφεται ως 

( ) 0,05760 0,17861 0,23621ηµπρα ηµπρ ηµπρ β γ= Κ + − = + = .  

Άρα, 0 1
58  09  

2
a ′= . 

Επεξήγηση. 

[ ]log log

                                                                      log log log

ηµπρ ηµπρ ηµβ ηµγ ηµπρ ηµπρ ηµβ ηµγ

ηµπρ ηµβ ηµγ

Κ = Α ⋅ ⋅ ⇒ Κ = Α ⋅ ⋅ =

Α + + =
 

                                                                        9,06810 9,99335 9,69897 8,76042+ + =  

Άρα, 0,05760ηµπρΚ = . 

 

Εφαρµογή 9. Υπολογίστε τις πλευρές ,p y

σφαιρικού τριγώνου PXY αν 0118  20x ′= , 024  05Y ′= .  

Εύρεση p .  Είναι 
090x > άρα πρέπει 090y < διότι 

αφού είναι 
090Y < θα ισχύει ότι 090p > . Η Y  είναι στη 

µέση µε γειτονικές πλευρές ,x p .  

Είναι cos tan cot tan cos tan log tan logcos log tanY p x p Y x p Y x= ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ = + =  

                                                                           ( ) ( )0 0log cos 24  05 log tan 118  20′ ′+ =  

                                                                                    9,96045 10,26825 10,22870+ =  

Οπότε 
059  26′ , άρα 0120  34p ′= . 

Εύρεση y . Είναι ,x Y  µαζί. Το y  είναι µόνο του άρα είναι το µεσαίο τµήµα. 

Τα ,x Y  είναι αντίθετα. Ισχύει ότι:  

( ) ( )0 0sin sin sin logsin logsin logsin logsin 118  20 logsin 24  05y x Y y x Y ′ ′= ⋅ ⇒ = + = + =

                                                                                          9,94458 9,61073 9,55531+ =  

Οπότε 
021  03′ , άρα 021  03y ′= . 

 

Εφαρµογή 10. Για δεδοµένο 

µέγιστο κύκλο από το σηµείο Α στο 

σηµείο Β  το αρχικό ίχνος της γωνίας 

είναι 0042  16′  και το τελικό ίχνος της 

γωνίας είναι 0116  44′  και η διανυθείσα 

απόσταση είναι 2356 . .ν µ .  

Αν το µήκος του σηµείου Α είναι 
002  16  ′ Ε , βρείτε τις συντεταγµένες του 

σηµείου Β. 

Λύση. ∆ίνονται µία πλευρά και οι δύο προσκείµενες της γωνίες. Από το 

πολικό τρίγωνο είναι 0137  44α ′ ′= , 0116  44b′ ′= , 0140  44P′ ′=  και 

( )sin sinhavp havP b hav bα α′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ + −  

                                      ( ) ( ) ( )0 0 0 0140  44 sin 137  44 sin 116  44 21hav hav′ ′ ′= ⋅ ⋅ + .  

Είναι 097  36p′ ′= , άρα 082  24P ′= οπότε το γεωγρ. µήκος του Β είναι 084  40  ′ Ε . 
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Είναι 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

0 0

137  44 19  08
154  34 25  26

sin sin sin 116  44 sin 97  36

hav havhav hav b p
havA A a

b p

α ′ ′−′ ′ ′− −
′ ′ ′ ′= = ⇒ = ⇒ =

′ ′ ′ ′⋅ ⋅

Άρα, το γεωγραφικό πλάτος του σηµείου Β  είναι 064  34  N′ . 

 

Εφαρµογή 11. Πλοίο που ταξιδεύει προς τα 

δυτικά πάνω σε µέγιστο κύκλο, ξεκινά από σηµείο  

( )0 025 ,120  N W προς σηµείο µε γεωγραφικό 

πλάτος 058 N .  

Αν το η διαφορά µήκους ισούται µε την 

απόσταση µεγίστου κύκλου, βρείτε το γεωγραφικό 

µήκος του σηµείου άφιξης και την τελική πορεία.  

Λύση. Στο σφαιρικό τρίγωνο ABP  ισχύει 

( )sin sinhavAB havP PA PB hav PA PB= ⋅ ⋅ + − και 

επειδή AB P=  είναι 
0

0 0 0

0 0

33
sin 65 sin32 33

1 sin65 sin32

hav
havP havP hav havP= ⋅ ⋅ + ⇒ =

− ⋅
 και λύνοντας µε 

χρήση λογαρίθµων, προκύπτει ότι 046  24P ′= , άρα το ζητούµενο γεωγραφικό µήκος 

του σηµείου άφιξης είναι 0166  24  W′ . 

Από τον τύπο 0

0

sin sin
1 sin sin 65

sin 65 sin

B P
B

AB
= = ⇒ = . Άρα, 065B =  καιη 

τελική πορεία είναι 0 65  N W . 

 

Εφαρµογή 12. Αεροπλάνο πετά κατά µήκος 

µεγίστου κύκλου από σηµείο A  γεωγραφικού 

πλάτους 049  30  N′ , µε κατεύθυνση 

βορειοανατολική, για απόσταση 1.440 . .ν µ  προς 

σηµείο B  γεωγραφικού πλάτους 02  N Eθ .  

Βρείτε την αρχική πορεία και το γεωγραφικό 

πλάτος του σηµείου B .  

Λύση. Από τύπο των 4 τµηµάτων είναι

( )0cot sin cot 180 2 sin cos cosPA AB ABθ θ θ⋅ = − ⋅ + ⋅   

και θέτοντας cot sinPA AB Q⋅ =  προκύπτει ( ) 0cot 2 sin cos cos24Q θ θ θ= − ⋅ + ⋅  

2 2 2 0 2 2
0 cos sin 2cos cos24 cos 1 cos

cos cos24 sin
2sin cos 2cos

θ θ θ θ θ
θ θ

θ θ θ
− ⋅ − + −

= ⋅ − = ⇒
⋅

 

( )2 0 2 02cos cos 2cos24 2 1 0,173cos 0,952cos 1 0 25  36Q θ θ θ θ θ ′⋅ = − + ⇒ + − = ⇒ =

 Άρα, η αρχική πορεία είναι 025  36  N E′ .  

Από τον τύπο των ηµιτόνων προκύπτει ότι 

( )
0

0

00

sin sin 40  30
111  06

sin128  48sin 25  36  

PB
PB

′
′= ⇒ =

′′
. 

  Άρα, το γεωγραφικό πλάτος του σηµείου B  είναι 068  54  ′ . 
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Εφαρµογή 13. Βρείτε την πλευρά a  σφαιρικού τριγώνου ABC περιµέτρου 
0146  02′  µε 090A = , 0108  04B C ′+ = . 

Λύση. Είναι 0 02 146  02 73  01S S′ ′= ⇒ =  όπου 2s a b c= + +  και 

0

0

2
cos cos cos cos cos sin sin

cos54  022 2 2 2 2
sin 45sin cos cos cos

2 2 2 2

B C b c s a a a
s s

A a a a

+ + −
⋅ + ⋅′

= ⇒ = = =  

 

0 0cos sin tan 29  23 58  46
2 2

a a
s s a′ ′+ ⋅ ⇒ = ⇒ = . 

 

 

Εφαρµογή 14. Να επιλυθεί ορθόπλευρο σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ µε 090α = , 
0115β =  και 062γ = . 

Λύση. Για τον υπολογισµό των στοιχείων του πολικού τριγώνου ′ ′ ′Α Β Γ  είναι: 
0 0180 65β ′ ′+ Β = ⇔ Β =  και 0 0180 118γ ′ ′+ Γ = ⇔ Γ = . 

Άρα, πρέπει να επιλυθεί το ορθογώνιο τρίγωνο ′ ′ ′Α Β Γ µε 090′Α = , 065′Β = , 
0118′Γ = . Από την επίλυση του (εφαρµογή 15) προκύπτουν 0104  21α ′ ′= , 

061  24β ′ ′= , 0121  12γ ′ ′= . Άρα, 0 0180 75  39α ′ ′Α + = ⇔ Α = , 
0 0180 118  36β ′ ′Β + = ⇔ Β = , 0 0180 58  48γ ′ ′Γ + = ⇔ Γ = . 

 

Εφαρµογή 15. Να επιλυθεί ορθογώνιο 

σφαιρικό τρίγωνο ΑΒΓ  µε 090Α = , 065Β =  και 
0118Γ = . 

Υπολογισµός της α . Επειδή η 090 α−  έχει 

προσκείµενες τις 090 − Γ  και 090 − Β  είναι 

( ) ( ) ( )0 0 090 90 90ηµ α εϕ εϕ− = − Γ ⋅ − Β ⇔   

log log logσυνα σϕ σϕ συνα σϕ σϕ= Β⋅ Γ ⇔ = Β+ Γ =  

9,66867 9,72567 9,39434+ = . Από τους πίνακες 

προκύπτει ότι 075  49a ′=  ή 0104  21a ′= . Αφού η Γ είναι αµβλεία και η Β είναι 

οξεία πρέπει 090α > , συνεπώς επιλέγεται η λύση 0104  21a ′= . 

Υπολογισµός της γ . Επειδή η 090 − Γ  έχει απέναντι τις γ και 090 − Β  είναι  

( ) ( )0 090 90ηµ συνγ συν συν συνγ ηµ− Γ = ⋅ − Β ⇔ Γ = ⋅ Β⇔  

log log log
συν

συνγ συν στεµ συνγ συν στεµ
ηµ

Γ
= = Γ ⋅ Β⇔ = Γ + Β =

Β
 

0 0log 118 log 65 9,67161 0,04272 9,71433συν στεµ+ = + = . Από τους πίνακες 

προκύπτει ότι 058  48γ ′=  ή 0121  12γ ′= . Επειδή 090Γ >  επιλέγεται η λύση 
0121  12γ ′= .  

Υπολογισµός της β . Επειδή η 090 − Β έχει απέναντι τις 090 − Γ , β  είναι  

( ) ( )0 090 90ηµ συν συνβ συν συνβ ηµ συνβ συν στεµ− Β = − Γ ⋅ ⇔ Β = ⋅ Γ ⇔ = Β⋅ Γ  
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0 0log log 65 log 118 9,62595 0,005407 9,68002συνβ συν στεµ⇔ = + = + = . Από 

τους πίνακες προκύπτει ότι 061  24β ′=  ή 0118  36β ′= . Επειδή η Β  είναι οξεία 

επιλέγεται η λύση 061  24β ′= . 

Τύπος επαλήθευσης. Η 090 α−  έχει απέναντι τις ,β γ  και είναι 

( )090ηµ α συνβ συνγ συνα συνβ συνγ− = ⋅ ⇔ = ⋅ ⇔  

( ) ( ) ( )0 0 0log 104  21 log 61  24 log 121  12συν συν συν′ ′= + ⇔

9,39418 9,68006 9,71435 9,394 9,394− + ⇔ = µε στρογγυλοποίηση στο χιλιοστό. 

 

Ιστορικό σηµείωµα. Η σφαιρική τριγωνοµετρία εµφανίστηκε πολύ νωρίτερα 

από την επίπεδη τριγωνοµετρία. Οι ιδιότητες των ορθογωνίων σφαιρικών τριγώνων 

και οι διάφορες περιπτώσεις επίλυσης τους ήταν γνωστές ήδη στους Μενέλαο (1
ος

 

αιώνας π.Χ.) και Πτολεµαίο (2
ος

 αιώνας π.Χ.). Τη λύση σκαληνών σφαιρικών 

τριγώνων, οι αρχαίοι Έλληνες την ανήγαγαν στη λύση ορθογωνίων.  

Ο Νασιρεντίν Τουσί (13
ος

 αιώνας) από το Αζερµπαϊτζάν (ή την Περσία 

σύµφωνα µε τον G. Loria) εξέτασε συστηµατικά όλες τις περιπτώσεις επίλυσης 

σκαληνών σφαιρικών τριγώνων και πρώτος έδωσε τη λύση σε δύο εξαιρετικά 

δύσκολες περιπτώσεις. Οι θεµελιώδεις τύποι των σκαληνών σφαιρικών τριγώνων 

ανήκουν στον Άραβα Αµπού–αλ–Βέφα (10
ος

 αιώνας), στον Γερµανό µαθηµατικό 

Regiomontanus (µέσα 15
ου

 αιώνα µ.Χ.),  στον Γάλλο F. Viete (2
ο
 µισό του 16

ου
 αιώνα 

µ.Χ.) και στον Ελβετό Euler (από 1753 έως 1779) ο οποίος έδωσε όλο το σύστηµα 

των τύπων της σφαιρικής τριγωνοµετρίας. Σηµαντική υπήρξε η προσφορά του 

Σκωτσέζου θεολόγου και µαθηµατικού John Napier στην εύρεση τύπων για 

πρακτικές εφαρµογές.  Υπερβολικές ονοµάζονται εκείνες οι γεωµετρίες στις οποίες 

τα τρίγωνα τους έχουν άθροισµα µικρότερο των 
0180 , που ισοδυναµεί µε την ύπαρξη 

πολλών παράλληλων ευθειών που άγονται από σηµείο εκτός ευθείας. 

 

 

 

 

 

 


