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Κεφάλαιο 2  Τριγωνομετρία 

 
2.1 Ορισμοί τριγωνομετρικών αριθμών 

Ορισμός 1 

Σε κάθε οξεία γωνία ενός ορθογωνίου τριγώνου 

ορίζουμε 6 τριγωνομετρικούς αριθμούς ως εξής : 

 

 

=
𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά 

𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶
=

𝛢𝛤

𝛣𝛤
 

 

=
𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά 

𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶
=

𝛢𝛣

𝛣𝛤
 

 

=
𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά 

𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿𝜶𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆𝜶
=

𝛢𝛤

𝛢𝛣
 

=
𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆ά 

𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆𝜶 
=

𝛢𝛣

𝛢𝛤
 

 

=
𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶 

𝝅𝝆𝝄𝝈𝜿𝜺ί𝝁𝜺𝝂𝜼 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆𝜶 
=

𝛣𝛤

𝛢𝛣
=

1

𝜎𝜐𝜈𝛣
 

 

=
𝝊𝝅𝝄𝝉𝜺ί𝝂𝝄𝝊𝝈𝜶 

𝜶𝝅έ𝝂𝜶𝝂𝝉𝜾 𝜿ά𝜽𝜺𝝉𝜼 𝝅𝝀𝜺𝝊𝝆𝜶 
=

𝛣𝛤

𝛢𝛤
=

1

𝜂𝜇𝛣
 

Από τους ορισμους των τριγωνομετρικών αριθμών σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με 

Α=900 ισχύει ότι : 

ημΒ=συνΓ, συνΒ=ημΓ, εφΒ=σφΓ, σφΒ=εφΓ, τεμΒ=στεμΓ, στεμΒ=τεμΓ. 

2.2 Μονάδες μέτρησης γωνιών  

Οι γωνίες συνήθως εκφράζονται με μοίρες. Υποδιαιρέσεις της μοίρας είναι τα λεπτά και τα 

δεύτερα ιχύει ότι : 

10 = 60′ = 3600′′,   1′ = 60′′ 

‘Αλλη μια μονάδα μέτρησης είναι τα ακτίνια (rad) και ισχύει ότι : 

1 𝑟𝑎𝑑 =
1800

𝜋
,   10 =

𝜋

1800
 

Πχ. 

1.  Να μετατραπεί σε δεκαδική μορφή η γωνία 80 12′ 15′′ 

80 12′ 15′′ = 80 + 12′ + 15′′ = 80 + 12′ +  
15′

60
= 80 + 12′ + 0,25′ = 80 + 12,25′

= 80 +
12,250

60
= 80 + 0,2040 = 8,2040 
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Α Β 

Γ 

2.3 Τριγωνομετρικοί αριθμοί 𝟑𝟎𝟎, 𝟒𝟓𝟎, 𝟔𝟎𝟎 

Σε ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο θεωρούμε ΑΒ=ΑΓ=1, Α=900, Β=Γ=450.  Με το Πυθ. 

Θεώρημα βρίσκουμε την ΒΓ : 

𝛣𝛤2 = 𝛢𝛣2 + 𝛢𝛤2,    𝛣𝛤2 = 1 + 1 = 2,   𝛣𝛤 = √2  

Από τους ορισμούς των τριγωνομετρικών αριθμών έχουμε : 

𝜂𝜇450 = 𝜎𝜐𝜈450 =
1

√2
=

√2

2
 

𝜀𝜑450 = 𝜎𝜑450 = 1  ,  𝜏𝜀𝜇450 = 𝜎𝜏𝜀𝜇450 = √2. 

Σε ισόπλευρο τριγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΒΓ=ΑΓ=2,  ΑΔ το ύψος του (διάμεσος διχοτόμος). 

Β=Γ=600 και Α1=Α2=300. Από Πυθ. Θεώρημα στο ΑΒΔ βρίσκουμε την πλευρά ΑΔ: 

𝛢𝛣2 = 𝛢𝛥2 + 𝛣𝛥2,    𝛢𝛥2 = 𝛢𝛣2 − 𝛣𝛥2,

𝛢𝛥2 = 4 − 1 = 3 ,    𝛢𝛥 = √3 

Από τους ορισμούς των τριγωνομετρικών αριθμών έχουμε 

:   

 𝜂𝜇300 = 𝜎𝜐𝜈600 =
1

2
 ,   𝜂𝜇600 = 𝜎𝜐𝜈300 =

√3

2
        

𝜀𝜑300 = 𝜎𝜑600 =
√3

3
  , 𝜀𝜑600 = 𝜎𝜑300 = √3  

𝜏𝜀𝜇300 = 𝜎𝜏𝜀𝜇600 =
2√3

3
    , 𝜏𝜀𝜇600 = 𝜎𝜏𝜀𝜇300 = 2   

 

2 
2 

1 
1 
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Πχ. 

1.(Βιβλίο 10.6.4) 

Στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε : 

𝜀𝜑200 =
𝛣𝛤

𝛢𝛤
⇒ 0,364 =

150

𝛢𝛤
⇒ 0,364 ∙ 𝛢𝛤 = 150 ⇒ 𝛢𝛤 =

150

0,364
= 412,09 

2.(Βιβλίο 10.6.7)  

Ας θεωρήσουμε ότι το ύψος ΒΓ=h και η απόσταση ΔΓ=x . 

Στο τρίγωνο ΒΔΓ έχουμε : 

𝜀𝜑400 =
𝛣𝛤

𝛥𝛤
⇒ 0,84 =

ℎ

𝑥
⇒ ℎ = 0,84 ∙ 𝑥  ή   𝑥 =

ℎ

0,84
   

Στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 

𝜀𝜑200 =
𝛣𝛤

𝛢𝛤
⇒ 0,364 =

ℎ

𝑥 + 75
⇒ ℎ = 0,364 ∙ (𝑥 + 75)  

ℎ = 0,364𝑥 + 27,3 ⇒ ℎ = 0,364
ℎ

0,84
+ 27,3 ⇒ ℎ = 0,43ℎ + 27,3 

0,57ℎ = 27,3 ⇒ ℎ = 47,9𝑓𝑡 

3.(Βιβλίο 10.6.8) 

Απο το τρίγωνο ΑΒΓ θα υπολογίσουμε πρώτα την ΑΒ 

𝜀𝜑500 =
𝛢𝛣

20
,   1,192 =

𝛢𝛣

20
,   𝛢𝛣 = 1,192 ∙ 20 = 23,84 

Το συνολικό ύψος του δέντρου όμως είναι η ΑΒ+ΒΓ. Θα βρούμε τη ΒΓ απο 

το Πυθ. Θεώρημα. 

   𝛣𝛤2 = 𝛢𝛣2 + 𝛢𝛤2,    𝛣𝛤2 = 400 + 568,35 = 968,35,   𝛣𝛤 = √968,35 = 31,12  . Άρα 

το ύψος του δέντρου είναι 23,84+31,12=54,96 

4. (Βιβλίο 10.6.9) 

Απο το τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: 

𝜀𝜑400 =
𝛢𝛤

𝛢𝛣
⇒ 0,839 =

𝛢𝛤

60
⇒ 𝛢𝛤 = 0,839 ∙ 60 

𝛢𝛤 = 50,34 

          Αρα το συνολικό ύψος είναι   40+50,34=90,34ft. 



Α.Ε.Ν. Οινουσσών  
Μαθηματικά 1 

5 
 

2.4 Βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες – Μετασχηματισμοί 

 

𝜼𝝁𝟐𝒙 + 𝝈𝝊𝝂𝟐𝒙 = 𝟏 
 

 

𝜺𝝋𝒙 =
𝜼𝝁𝒙

𝝈𝝊𝝂𝒙
=

𝟏

𝝈𝝋𝒙
 

 

 

𝝈𝝋𝒙 =
𝝈𝝊𝝂𝒙

𝜼𝝁𝒙
=

𝟏

𝜺𝝋𝒙
 

 

𝟏 + 𝝈𝝋𝟐𝒙 = 𝝈𝝉𝜺𝝁𝟐𝒙 
 

 

𝟏 + 𝜺𝝋𝟐𝒙 = 𝝉𝜺𝝁𝟐𝒙 

 

 

Αντίθετες γωνίες (x, -x ή 2π-x) 

𝜂𝜇(−𝑥) = 𝜂𝜇(2𝜋 − 𝑥) = −𝜂𝜇𝑥,   𝝈𝝊𝝂(−𝒙) = 𝝈𝝊𝝂(𝟐𝝅 − 𝒙) = 𝝈𝝊𝝂𝒙,

𝜀𝜑(−𝑥) = 𝜀𝜑(2𝜋 − 𝑥) = −𝜀𝜑𝑥, 𝜎𝜑(−𝑥) = 𝜎𝜑(2𝜋 − 𝑥) = −𝜎𝜑𝑥 

 Παραπληρωματικές γωνίες (x, π-x) 

𝜼𝝁(𝝅 − 𝒙) = 𝜼𝝁𝒙,   𝜎𝜐𝜈(𝜋 − 𝑥) = −𝜎𝜐𝜈𝑥, 𝜀𝜑(𝜋 − 𝑥) = −𝜀𝜑𝑥,

𝜎𝜑(𝜋 − 𝑥) = −𝜎𝜑𝑥 

 Γωνίες με άθροισμα 1800 (x, π+x) 

𝜂𝜇(𝜋 + 𝑥) = −𝜂𝜇𝑥,   𝜎𝜐𝜈(𝜋 + 𝑥) = −𝜎𝜐𝜈𝑥, 𝜺𝝋(𝝅 + 𝒙) = 𝜺𝝋𝒙,

𝝈𝝋(𝝅 + 𝒙) = 𝝈𝝋𝒙 

 Άθροισμα και Διαφορά γωνιών. 

𝜂𝜇(𝜔 + 𝜑) = 𝜂𝜇𝜔𝜎𝜐𝜈𝜑 + 𝜂𝜇𝜑𝜎𝜐𝜈𝜔           𝜎𝜐𝜈(𝜔 + 𝜑) = 𝜂𝜇𝜔𝜂𝜇𝜑 − 𝜎𝜐𝜈𝜔𝜎𝜐𝜈𝜑 

𝜀𝜑(𝜔 + 𝜑) =
𝜀𝜑𝜔 + 𝜀𝜑𝜑

1 − 𝜀𝜑𝜔 ∙ 𝜀𝜑𝜑
      𝜎𝜑(𝜔 + 𝜑) =

𝜎𝜑𝜔 ∙ 𝜎𝜑𝜑 − 1

𝜎𝜑𝜔 + 𝜎𝜑𝜑
 

𝜂𝜇(𝜔 − 𝜑) = 𝜂𝜇𝜔𝜎𝜐𝜈𝜑 − 𝜂𝜇𝜑𝜎𝜐𝜈𝜔           𝜎𝜐𝜈(𝜔 − 𝜑) = 𝜂𝜇𝜔𝜂𝜇𝜑 + 𝜎𝜐𝜈𝜔𝜎𝜐𝜈𝜑 

𝜀𝜑(𝜔 − 𝜑) =
𝜀𝜑𝜔 − 𝜀𝜑𝜑

1 + 𝜀𝜑𝜔 ∙ 𝜀𝜑𝜑
      𝜎𝜑(𝜔 − 𝜑) =

𝜎𝜑𝜔 ∙ 𝜎𝜑𝜑 + 1

𝜎𝜑𝜑 − 𝜎𝜑𝜔
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2.4 Επίλυση Τριγώνων 

Επίλυση τριγώνου είναι η διαδικασία υπολογισμού των αγνώστων στοιχείων ενός 

τριγώνου (Γωνίες – Πλευρές) όταν γνωρίζουμε κάποια από αυτά.  

 Νόμος Ημιτόνων 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ότι : 

 

 

 

Τον νόμο των ημιτόνων τον χρησιμοποιούμε όταν είναι γνωστές δύο γωνίες και μία 

πλευρά ενός τριγώνου ή δύο πλευρές και μια απο τις μη περιεχόμενες γωνίες του(ΓΓΠ, 

ΓΠΓ,ΠΠΓ) 

Π.χ.  

1. Να επιλυθούν τα τρίγωνα  

 α. ΑΒΓ με α=46, Β=350, Γ=750 

 β. ΑΒΓ με α=47, β=50, Α=620 
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Νόμος Συνημιτόνων 

Σέ κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ότι  

Τον νόμο των ημιτόνων τον χρησιμοποιούμε όταν είναι 

γνωστές δύο πλευρές και μία περιεχόμενη γωνία ενός 

τριγώνου ή τρείς πλευρές του(ΠΓΠ, ΠΠΠ) 

Πχ. 

1. Να επιλυθούν τα τρίγωνα 

α. ΑΒΓ με α=24, β=30, γ=20 

β. ΑΒΓ με α=24, β=30, Γ=420 

Πχ. Βιβλίο 
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2.5 Εφαρμογές στη Ναυτιλία 

 Διόπτευση 

α. Τεταρτοκυκλική Διόπτευση 

Είναι η γωνία που σχηματίζει η ευθεία μεταξύ της θέσης μας με τον Bορά (Ν) ή τον Νότο 

(S) και της ευθείας μεταξύ της θέσης μας και του αντικειμένου παρατήρησης στην 

ανατολή (Ε) ή τη δύση (W). Οι τιμές της γωνίας είναι απο 00 έως 900. 

-Υπάρχουν 4 περιπτώσεις : (η θέση μας το σημείο Ο και το αντικείμενο παρατήρησης το Π) 
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β. Απόλυτη  Διόπτευση 

Είναι η γωνία που σχηματίζει η ευθεία μεταξύ της θέσης μας με τον Bορά (Ν) και της 

ευθείας μεταξύ της θέσης μας και του αντικειμένου παρατήρησης με φορά των δεικτών 

του ρολογιού. Οι τιμές της γωνίας είναι απο 00 έως 3600.  

  

Πχ. (Βιβλίο) 

 

 

 

 

 

 

 

Μετά από 2h το πλοίο Π1 έχει διανύσει  ΑΠ1=50 νμ και το Π2 , ΑΠ2=40 νμ. Εφαρμόζω τον νόμο 

των συνημιτόνων στο ΑΠ1Π2  για την Π1Π2=d έχουμε : 

𝑑2 = 502 + 402 − 2 ∙ 40 ∙ 50 ∙ 𝜎𝜐𝜈470 ⇒  𝑑2 = 2500 + 1600 − 4000 ∙ 0,682 ⇒ 𝑑2 = 1272 ⇒

   𝑑 = √1272 = 35,67. 
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Η γωνία 𝛢𝛣𝛫 = 900 − 65010′ = 24050′ 

Εφαρμόζω τον νόμο των ημιτόνων : 

𝛼

𝜂𝜇𝛢
=

𝜷

𝜼𝝁𝜝
=

𝜿

𝜼𝝁𝜥
⇒

5,1

𝜂𝜇24050′
=

7,2

𝜂𝜇𝛫

⇒             𝜂𝜇𝛫 = 0,593 

Άρα Κ=36021′  ή   143039′ όμως Κ οξεία γωνία άρα 

Κ=36021′. Οπότε Α=1800 − 24050′ − 36021′ =

118049′. Εφαρμόζουμε ξανά τον νομο των ημιτόνων 

και έχουμε : 

𝜶

𝜼𝝁𝜜
=

𝜷

𝜼𝝁𝜝
=

𝜅

𝜂𝜇𝛫
⇒

𝛼

𝜂𝜇118049′
=

5,2

𝜂𝜇36021′
⇒ 𝛼 = 10,64 𝐾𝑚 

 

γ. Τρίγωνο Πλεύσεως 

Είναι το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΒΑ  που έχει κορυφές : Ε το σημείο αναχώρησης, Α το σημείο 

αφίξεως, Β το σημείο του Βορρά ιδιου μήκους με το Α. Η πλευρά ΒΕ=Δφ ονμάζεται διαφορά 

πλάτους (Από βορρά προς νότο), η ΕΑ=d δίαρμα και ΒΑ=ε αποχώρηση (Από ανατολή προς δύση). 

Η γωνία ΒΕΑ=Ζλ ονομάζεται αληθής πορεία. 
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Ασκήσεις (Βιβλίο σελ. 431-433) 
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