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Κεφάλαιο 2  Όρια Συναρτήσεων 

2.1 Πεπερασμένο Όριο 𝒙 → 𝒙𝟎 

Όταν οι τιμές μιας συνάρτησης f πλησιάζουν σε έναν αριθμό 𝑙𝜖ℝ καθώς το x προσεγγίζει 

με οποιοδήποτε τρόπο τον αριθμό x0 τότε λέμε ότι το όριο της συνάρτησης όταν το x τείνει 

στο x0 είναι το 𝑙 και συμβολίζουμε  

Σχηματικά έχουμε : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γενικά ισχύουν τα εξής : 

α. Για να έχει νόημα η αναζήτηση του ορίου στον αριθμό x0 πρέπει αυτό να ανήκει σε ένα 

διάστημα της μορφής (𝛼, 𝑥0) ∪ (𝑥0, 𝛽) το οποίο να είναι υποσύνολο του D(f). Δηλαδή θα 

πρέπει να υπάρχουν τιμές του πεδίου ορισμού της f κοντά στο x0 ώστε να μπορούμε να το 

προσεγγίσουμε. Το σημείο x0 δεν ανήκει υποχρεωτικά στο D(f). 

β. Όταν προσεγγίζουμε την τιμή x0 από μικρότερες τιμές δηλαδή 𝑥 < 𝑥0 τότε λέμε ότι 

βρίσκουμε το αριστερό όριο στο 𝒙𝟎 ή 𝒙𝟎
− δηλαδή:  

Αντίστοιχα αν 𝑥 > 𝑥0 βρίσκουμε το δεξί όριο στο 𝒙𝟎 ή 𝒙𝟎
+ δηλαδή:  

Τα δύο αυτά όρια τα ονομάζουμε πλευρικά όρια στο x0 και ισχύει ότι : 

Αυτό σημαίνει ότι αν τα πλευρικά όρια δεν είναι ίσα τότε το όριο της f όταν x→ 𝑥0 δεν 

υπάρχει. 

 Ιδιότητες ορίων  

1.  lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙 ⇔ lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) − 𝑙) = 0 

2.  lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙 ⇔ lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) = 𝑙 

3.  lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) > 0  𝜏ό𝜏휀 𝑓(𝑥) > 0 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 

4.  𝛢𝜈 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 𝜅𝛼𝜄 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜊𝜐𝜈 𝜏𝛼 𝜊𝜌𝜄ά 𝜏𝜊𝜐𝜍 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 𝜏ό𝜏휀    

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ≤ lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) 
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Όρια και πράξεις 

Έστω δύο συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 για τις οποίες υπάρχουν τα όρια στο 𝒙𝟎 με  

 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙1  𝜅𝛼𝜄   lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑙2 

Τότε ισχύουν τα παρκάτω : 

1.  lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ± lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑙1 ± 𝑙2 

2.  lim
𝑥→𝑥0

( 𝑐 ∙ 𝑓(𝑥)) = 𝑐 ∙ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑐 ∙ 𝑙1 

3.  lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) ∙ lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑙1 ∙ 𝑙2 

4.  lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)
=
𝑙1
𝑙2
  𝛼𝜈  𝑙2 ≠ 0 

5.  lim
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)| = | lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)| = |𝑙1| 

6.  lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥))
𝑛
= ( lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥))

𝑛

= 𝑙1
𝑛 

7.  lim
𝑥→𝑥0

√𝑓(𝑥)
𝑛

= √ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)𝑛 = √𝑙1
𝑛

   𝜇휀 𝑙1 ≥ 0 

 Κριτήριο Παρεμβολής 

Έστω 𝑓, 𝑔, ℎ τρείς συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει  ℎ(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) κοντά στο x0, και  

lim
𝑥→𝑥0

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑙 

Τότε : 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙 

 Υπολογισμός Ορίων. 

Α. Με αντικατάσταση 

Η εύρεση ενός ορίου επιτυγχάνεται πολλές φορές αντικαθιστώντας το x με x0 αλλά και 

χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ορίων. Αυτό συμβαίνει μονο όταν αντικαθιστώντας δεν 

οδηγούμαστε σε απροσδιόριστη μορφή.  

Πχ. 

lim
𝑥→1
(𝑥3 + 1) = 13 + 1=1+1=2 

 

lim
𝑥→1

𝑥5 − 5

𝑥2 + 1
=
15 − 5

12 + 1
=
−4

2
= −2 

 

lim
𝑥→3

√𝑥2 + 7 + 𝑥 − 2

𝑥2 − 2𝑥 + 2
=
√32 + 7 + 3 − 2

32 − 2 ∙ 3 + 2
=
5

5
= 1 

 

lim
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥 + 1

𝑥2 + 1
=
𝜂𝜇20 + 1

0 + 1
=
1

1
= 1 
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Β. Απροσδιόριστη Μορφή (
𝟎

𝟎
)  

Όταν κατά την αντικατάσταση βρεθούμε σε μορφή (
𝟎

𝟎
) τότε πρέπει να άρουμε την 

απροσδιοριστία. Ξεχωρίζουμε τις περιπτώσεις : 

1η Περίπτωση (Ρητή) 

lim
𝑥→𝑥0

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 

Σε αυτή τη περίπτωση παραγοντοποιούμε τον αριθμητή και τον παρονομαστή, 

απλοποιούμε τον κοινό παράγοντά τους και στη συνέχεια αντικαθιστούμε : 

Πχ. 

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2
(𝑥 + 2) = 2 + 2 = 4 

 

lim
𝑥→1

𝑥2 − 𝑥

𝑥2 − 1
= lim
𝑥→1

𝑥 ∙ (𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
= lim
𝑥→1

𝑥

𝑥 + 1
=
1

2
 

 

lim
𝑥→2

𝑥2 − 3𝑥 + 2

𝑥2 − 4
= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)
= lim
𝑥→2

𝑥 − 1

𝑥 + 2
=
1

4
 

 2η Περίπτωση (Άρρητη) 

lim
𝑥→𝑥0

√𝑃(𝑥) ± √𝑄(𝑥)

√𝑇(𝑥) ± √𝑆(𝑥)
 

Πολλαπλασιάζουμε αριθμητή και παρονομαστή με την συζηγή παράσταση του αριθμητή ή 

του παρονομαστή ή και των δύο δηλάδη : 

Παράσταση Συζηγής Αποτέλεσμα γινομένου 

√𝛼 + √𝛽 √𝛼 − √𝛽 𝛼 − 𝛽 

√𝛼 − √𝛽 √𝛼 + √𝛽 𝛼 − 𝛽 

√𝛼 + 𝛽 √𝛼 − 𝛽 𝛼 − 𝛽2 

√𝛼 − 𝛽 √𝛼 + 𝛽 𝛼 − 𝛽2 

𝛼 + √𝛽 𝛼 − √𝛽 𝛼2 − 𝛽 

𝛼 − √𝛽 𝛼 + √𝛽 𝛼2 − 𝛽 

Στη συνέχεια παραγοντοποιούμε , απλοποιούμε και τέλος αντικαθιστούμε. 

lim
𝑥→1

√𝑥 − 1

𝑥2 − 1
= lim
𝑥→1

(√𝑥 − 1) ∙ (√𝑥 + 1)

(𝑥2 − 1) ∙ (√𝑥 + 1)
= lim
𝑥→1

√𝑥
2
− 12

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(√𝑥 + 1)

= lim
𝑥→1

𝑥 − 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(√𝑥 + 1)
= lim
𝑥→1

1

(𝑥 + 1)(√𝑥 + 1)
=

1

(1 + 1)(1 + 1)

=
1

4
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lim
𝑥→2

2𝑥 − √𝑥2 + 12

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(2𝑥 − √𝑥2 + 12)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)

(𝑥 − 2)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)

= lim
𝑥→2

4𝑥2 − √𝑥2 + 12
2

(𝑥 − 2)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)
= lim
𝑥→2

4𝑥2 − (𝑥2 + 12)

(𝑥 − 2)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)

= lim
𝑥→2

4𝑥2 − 𝑥2 − 12

(𝑥 − 2)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)
= lim
𝑥→2

3𝑥2 − 12

(𝑥 − 2)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)

= lim
𝑥→2

3(𝑥2 − 4)

(𝑥 − 2)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)
= lim
𝑥→2

3(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

(𝑥 − 2)(2𝑥 + √𝑥2 + 12)

= lim
𝑥→2

3(𝑥 + 2)

(2𝑥 + √𝑥2 + 12)
=
3 ∙ 4

4 + 4
=
12

8
=
3

2
 

 3η Περίπτωση (Τριγωνομετρικά) 

Με τη βοήθεια του κριτηρίου παρεμβολής αποδεικνύεται ότι : 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝜼𝝁𝒙

𝒙
= 𝟏   𝜿𝜶𝜾   𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝟎

𝝈𝝊𝝂𝒙 − 𝟏

𝒙
= 𝟎 

Επίσης χρησιμοποιώντας την ιδιότητα : |𝜂𝜇𝑥| ≤ 1 και |𝜎𝜐𝜈𝑥| ≤ 1 και εφαρμόζοντας το 

κριτήριο παρεμβολής μπορούμε να βρούμε όρια όπως : 

lim
𝑥→0

(𝑥2 ∙ 𝜂𝜇
1

𝑥3
) 

Γνωρίζουμε ότι |𝜂𝜇
1

𝑥3
| ≤ 1 ⇒ |𝑥2𝜂𝜇

1

𝑥3
| ≤ |𝑥2| ∙ 1 ⇒ |𝑥2𝜂𝜇

1

𝑥3
| ≤ |𝑥2| = 𝑥2 άρα  

−𝑥2⏞
ℎ(𝑥)

≤ 𝑥2𝜂𝜇
1

𝑥3

⏞    
𝑓(𝑥)

≤ 𝑥2⏞
𝑔(𝑥)

 

Όμως  

lim
𝑥→0
(−𝑥2) = 0 = lim

𝑥→0
𝑥2 

Άρα απο Κριτ. Παρεμβολής: 

lim
𝑥→0

(𝑥2 ∙ 𝜂𝜇
1

𝑥3
) = 0 

Γ. Συναρτήσεις με πολλαπλό τύπο. 

Έστω ότι θέλουμε το όριο μιας συνάρτησης με πολλαπλό τύπο για 𝑥 → 𝑥0. Τότε  

 Α. Αν η f έχει τον ίδιο τύπο κοντά στο 𝑥0 βρίσκουμε το όριο με τον τύπο αυτό. 

 Β. Αν η f  αλλάζει τύπο στο 𝑥0 τότε βρίσκουμε τα πλευρικά όρια. Αν αυτά είναι ίσα 

τότε αυτό είναι το όριο της συνάρτησης, αν είναι άνισα τότε η συνάρτηση δεν έχει όριο 

στο 𝑥0.  



Α.Ε.Ν. Οινουσσών  
Μαθηματικά 2 

6 
 

Πχ.1 

Στην συνάρτηση : 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 𝑥2 − 1    , 𝑥 ≤ 0

𝑥2 − 𝑥

𝑥
     ,    0 < 𝑥 ≤ 2

√𝑥2 + 5       ,     𝑥 > 2

 

Να βρείτε τα όρια : 

𝑎.  lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥)          𝛽.    lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)  

𝛾.  lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)        𝛿.   lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) 

α.  Για την πρώτη περίπτωση αφού 𝑥 → −1 και η f έχει τον ίδιο τύπο κοντά στο -1 έχουμε : 

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1

(𝑥2 − 1) = (−1)2 − 1 = 1 − 1 = 0 

β. Στην δεύτερη περίπτωση το 𝑥 → 0 και η f αλλάζει τύπο κοντα στο 0 άρα θα 

υπολογίσουμε τα πλευρικά όρια : 

𝛤𝜄𝛼 𝑥 < 0 έ𝜒𝜊𝜐𝜇휀    lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(𝑥2 − 1) = 0 − 1 = −1 

𝛤𝜄𝛼 𝑥 > 0 έ𝜒𝜊𝜐𝜇휀 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥2 − 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑥(𝑥 − 1)

𝑥
= lim
𝑥→0+

(𝑥 − 1) = 0 − 1

= −1 

Ισχύει ότι : 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −1     ά𝜌𝛼    lim
𝑥→0
𝑓(𝑥) = −1  

γ. Στην Τρίτη περίπτωση το 𝑥 → 2 και η f αλλάζει τύπο κοντα στο 2 άρα θα υπολογίσουμε 

τα πλευρικά όρια : 

𝛤𝜄𝛼 𝑥 < 2 έ𝜒𝜊𝜐𝜇휀 lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑥2 − 𝑥

𝑥
=
4 − 2

2
= 1 

𝛤𝜄𝛼 𝑥 > 2 έ𝜒𝜊𝜐𝜇휀 lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

√𝑥2 + 5 = √22 + 5 = √9 = 3 

Ισχύει ότι : 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)     ά𝝆𝜶    𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙) 𝜹𝜺𝝂 𝝊𝝅ά𝝆𝝌𝜺𝜾  

δ. Για την τέταρτη περίπτωση αφού 𝑥 → 3 και η f έχει τον ίδιο τύπο κοντά στο 3 έχουμε : 

lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→3

√𝑥2 + 5 = √32 + 5 = √14 
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Το παραπάνω παράδειγμα μπορούμε να το δούμε και γραφικά : 

Πχ.2 (Βιβλίο 3.5.5 σελ. 155) 

 

Ασκήσεις Βιβλίο σελ. 155-158 

3.5.1, 3.53, 3.5.5, 3.5.7, 3.5.8, 3.5.9, 3.5.10, 3.5.11, 3.5.12, 3.5.13, 3.5.14 
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l 

2.2  Όρια στο Άπειρο (𝒙 → ±∞) 

Έστω μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού της μορφής (𝛼,+∞) ή (−∞,𝛼). Αντικαθιστώντας 

πολύ μεγάλες τιμές ή αντίθετα πολύ μικρές, μπορούμε να μελετήσουμε τη συμπεριφορά 

της στο +∞ ή στο −∞ αντίστοιχα. Τότε λέμε ότι βρίσκουμε το όριο της συνάρτηση στο +∞ 

ή −∞, και γράφουμε : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   ή   lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

Όταν x→ +∞ έχουμε τις εξής περιπτώσεις : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ∈ ℝ 

Οι τιμές της συνάρτησης πλησιάζουν στον αριθμό l 

όσο μεγαλύτερες τιμές αντικαθιστούμε. Στη 

περίπτωση αυτή η ευθεία y=l είναι οριζόντια 

ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f. 

 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

Οι τιμές της συνάρτησης αυξάνουν  όσο μεγαλύτερες 

τιμές αντικαθιστούμε. 

 

 

 

 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

 

Οι τιμές της συνάρτησης φθίνουν όσο μεγαλύτερες τιμές αντικαθιστούμε. 
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Ομοίως όταν 𝑥 → −∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙 ∈ ℝ 

 

 

 

 

 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

 

 

 

 

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

l 
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Από τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων προκύπτει ότι : 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒄 = 𝒄    ,   𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒄 = 𝒄     

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒙𝝂 = +∞   ,   𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒙𝝂 = {
+∞   𝜶𝝂 𝝂 ά𝝆𝝉𝜾𝝄𝝇

−∞   𝜶𝝂 𝝂 𝝅𝜺𝝆𝜾𝝉𝝉ό𝝇
     

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒂

𝒙𝝂
= 𝟎   ,   𝐥𝐢𝐦

𝒙→−∞

𝒂

𝒙𝝂
= 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒆𝒙 = +∞   ,    𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒆𝒙 = 𝟎 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒍𝒏𝒙 = +∞ 

Για τον υπολογισμό των άπειρων ορίων χρησιμοποιούμε και τις παρακάτω ιδιότητες : 

 

 

 

 

+ 
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 Όριο Πολυωνυμικής Συνάρτησης στο±∞ 

Το όριο μιας πολυωνύμικής συνάρτησης 𝑓(𝑥) = 𝑎𝜈𝑥
𝜈 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝛼0 στο ±∞  ισούται 

με το όριο του μεγιστoβάθμιου όρου της δηλαδή : 

lim
𝑥→±∞

(𝑎𝜈𝑥
𝜈 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝛼0) = lim

𝑥→±∞
(𝑎𝜈𝑥

𝜈) 

Πχ.  

lim
𝑥→+∞

(5𝑥3 + 7𝑥 − 3) = lim
𝑥→+∞

(5𝑥3) = 5 lim
𝑥→+∞

(𝑥3) = +∞ 

lim
𝑥→−∞

(5𝑥3 + 7𝑥 − 3) = lim
𝑥→−∞

(5𝑥3) = 5 lim
𝑥→−∞

(𝑥3) = −∞ 

 Όριο Ρητής Συνάρτησης στο±∞   

Τό όριο μιας Ρητής  Συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑎𝜈𝑥

𝜈+⋯+𝑎1𝑥+𝛼0

𝛽𝜇𝑥𝜇+⋯+𝛽1𝑥+𝛽0
 στο ±∞  ισούται με το όριο των 

μεγιστοβάθμιων όρων τους δηλαδή: 

lim
𝑥→±∞

𝑎𝜈𝑥
𝜈 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝛼0

𝛽𝜇𝑥𝜇 +⋯+ 𝛽1𝑥 + 𝛽0
= lim
𝑥→±∞

𝑎𝜈𝑥
𝜈

𝛽𝜇𝑥𝜇
 

Πχ. 

lim
𝑥→+∞

6𝑥2 − 4

𝑥3 − 4
= lim
𝑥→+∞

6𝑥2

𝑥3
= lim
𝑥→+∞

6

𝑥
= 0 

lim
𝑥→−∞

6𝑥3 + 𝑥 − 7

3𝑥3 − 𝑥 + 1
= lim
𝑥→−∞

6𝑥3

3𝑥3
= lim
𝑥→−∞

6

3
= 2 

lim
𝑥→+∞

2𝑥4 − 1

𝑥3 + 𝑥 + 2
= lim
𝑥→+∞

2𝑥4

𝑥3
= lim
𝑥→+∞

2𝑥 = +∞ 

Ασκήσεις Βιβλίο σελ 174 

3.6.1, 3.6.2, 3.6.3, 3.6.5 

2.3 Μη πεπερασμένοα όρια (𝒙 → 𝒙𝟎) 

Έστω μια συνάρτηση f για την οποία όταν οι τιμές του x πλησιάζουν στο x0, οι τιμές της 

συνάρτησης αυξάνονται απεριόριστα ή μειώνονται απεριόριστα. Τότε θα λέμε ότι το όριο 

της f όταν x τείνει στο x0 είναι +∞ ή -∞ αντίστοιχα. Δηλαδή 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞  ή  lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞   
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Σχηματικά έχουμε τις εξής περιπτώσεις : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στις περιπτώσεις αυτές ισχύουν και τα πλευρικά όρια δηλαδή : 

Όταν το x τείνει από αριστερά στο x0 η συνάρτηση να αυξάνεται ή να μειώνεται 

απεριόριστα οπότε : 

 

 

 

 

 

 

 

 

ή αντίστοιχα  

 

 

 

 

 

 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞   lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞   
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Σε κάθε μια από τις παραπάνω περιπτώσεις θα λέμε ότι η ευθεία x=x0 είναι κατακόρυφη 

ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f. 

Ισχύει ότι : 

Και 

Ιδιότητες 

1.  𝛢𝜈 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞  𝜏ό𝜏휀 𝑓(𝑥) > 0 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 

2.  𝛢𝜈 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞  𝜏ό𝜏휀 𝑓(𝑥) < 0 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 

3.  𝛢𝜈 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = ±∞  𝜏ό𝜏휀 lim
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)
= 0 

4.  𝛢𝜈 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 0  𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝑥) > 0 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 𝜏ό𝜏휀 lim
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)
= +∞   

5.   𝛢𝜈 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 0  𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝑥) < 0 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 𝜏ό𝜏휀 lim
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)
= −∞   

 Υπολογισμός ορίου  (
𝜶

𝟎
) 

Για να υπολογίσουμε τέτοιας μορφής όρια πρέπει να μελετήσουμε το πρόσημο του 

παρονομαστή κοντα στο x0 και να χρησιμοποιήσουμε τις ιδιότητες 4, 5. Αν το πρόσημο 

αλλάζει πρέπει να βρόυμε τα πλευρικά όρια  

Πχ. 

lim
𝑥→0

1

𝑥4
 

Το όριο είναι της μορφής (
𝟏

𝟎
) θα μελετήσουμε το πρόσημο του παρονομαστή : 

x 0 

𝑥4 + + 
Άρα σύμφωνα με την ιδιότητα 4 το όριο είναι : 

lim
𝑥→0

1

𝑥4
= +∞ 
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lim
𝑥→2

3

𝑥 − 2
 

Το όριο είναι της μορφής (
𝟑

𝟎
) θα μελετήσουμε το πρόσημο του παρονομαστή : 

x 2 

𝑥 − 2 − + 
Το πρόσημο αλλάζει άρα θα πάρουμε πλευρικά όρια : 

lim
𝑥→2−

3

𝑥 − 2
= −∞   𝜅𝛼𝜄 lim

𝑥→2+

3

𝑥 − 2
= +∞ 

Άρα το όριο δεν υπάρχει. 

lim
𝑥→2

−2𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥2 − 4𝑥 + 4
 

Το όριο είναι της μορφής (
−𝟏𝟏

𝟎
) θα μελετήσουμε το πρόσημο του παρονομαστή : 

H Διακρίνουσα του παρονομαστή είναι Δ=0 άρα έχει μια διπλή ρίζα x0=2 και διατηρεί 

σταθερό πρόσημο : 

x 2 

𝑥2 − 4𝑥 + 4 = (𝑥 − 2)2 + + 
Άρα : 

lim
𝑥→2

−2𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥2 − 4𝑥 + 4
= lim
𝑥→2
 [(−2𝑥2 − 2𝑥 + 1)

1

𝑥2 − 4𝑥 + 4
] =⏞
−11∙+∞

−∞ 

Ασκήσεις (Βιβλίο σελ 175) 

3.6.7, 3.6.9, 3.6.10 

 

 

 


