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Κεφάλαιο 3  Συνέχεια Συναρτήσεων 

3.1 Όρισμός Συνεχούς Συνάρτησης 

  

Ορισμός 

Μια συνάρτηση f ονομάζεται συνεχής στο 𝑥0 ∈ 𝐷𝑓 αν υπάρχει το                     είναι 

πραγματικός αριθμός και  

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

Γραφικά μια συνάρτηση είναι συνεχής όταν δεν διακόπτεται η γραφική της παράσταση : 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Αποδεινύεται ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους 

Πολυωνυμικές – Ρητές – Τριγωνομετρικές – Εκθετικές – Λογαριθμικές . 

Ισχύει επίσης : 

Αν f, g δύο συνεχείς συναρτήσεις στο x0 τότε είναι συνεχείς στο x0 και οι παρακάτω 

πράξεις τους: 

1.  𝑓 + 𝑔     2.  𝑓 − 𝑔      3.  𝑓 ∙ 𝑔     4.  
𝑓

𝑔
     5.  𝑐 ∙ 𝑓     6.  √𝑓      7.  |𝑓|     8.  𝑓 ∘ 𝑔 

Π.χ. 

1. Βιβλίο 3.7.2 β) 

𝑓(𝑥) = {
1 − 𝑥    ,   𝑥 < 1

0     ,     𝑥 = 1

𝑥2 − 2𝑥 + 1  ,   𝑥 > 1
 

Η f είναι συνεχής για x<1 ως πολυωνυμική 

H f είναι συνεχής για x>1 ως πολυωνυμική 

Θα εξετάσουμε τη συνέχεια στο x0=1 βρίσκοντας αρχικά τα πλευρικά όρια και το f(0) : 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

(1 − 𝑥) = 1 − 1 = 0 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

(𝑥2 − 2𝑥 + 1) = 1 − 2 + 1 = 0 

f(1)=0 

Αφού  

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) = 0 

H f είναι συνεχής στο x0=1  άρα είναι συνεχής σε όλο το πεδίο ορισμού της. 

 

 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), 

Συνεχής στο x0 Μη Συνεχής 

στο x0 υπάρχει 

το όριο 

Μη Συνεχής 

στο x0  δεν 

υπάρχει το 

όριο 
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2. Βιβλίο 3.7.3 γ) 

𝑓(𝑥) = {
    𝑙𝑛𝑥    ,           𝑥 ≥ 𝑒
−2𝑥 + 2     ,     𝑥 < 𝑒

 

H f είναι συνεχής για x<e ώς πολυωνυμική. 

Η f είναι συνεχής για x>e ως λογαριθμική. 

Θα εξετάσουμε τη συνέχεια στο x0 : 

lim
𝑥→𝑒−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑒−

(−2𝑥 + 2) = −2𝑒 + 2 

lim
𝑥→𝑒+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑒+

(𝑙𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝑒 = 1 

f(e)=lne=1 

Η f δεν είναι συνεχής στο e αφού: 

lim
𝑥→𝑒−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→𝑒+

𝑓(𝑥) 

και άρα δεν υπάρχει το όριο. 

 

3. Βιβλίο 3.7.4 β) 

𝑓(𝑥) = {

𝑎𝑥10 − 1    ,    𝑥 ≥ 1
1

√𝑥2 + 3
    ,    𝑥 < 1

 

Αφού f είναι συνεχής στο x0=1 πρέπει : 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1)     (1) 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

(𝛼𝑥10 − 1) = 𝑎 ∙ 1 − 1 = 𝑎 − 1 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

1

√𝑥2 + 3
=

1

√1 + 3
=

1

2
 

f(1)=α-1 

Από την (1) προκύπτει : 

𝛼 − 1 =
1

2
⇔ 𝛼 =

3

2
 

4. Να βρεθούν τα α, β αν η f είναι συνεχής στο x0=2 

𝑓(𝑥) = {

𝑥

𝑥 + 1
   ,   𝑥 > 2

𝑎    ,     𝑥 = 2

𝑥2 + 𝛽   ,   𝑥 < 2

 

Αφού f είναι συνεχής στο x0=2  πρέπει : 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 𝑓(2)     (1) 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(𝑥2 + 𝛽) = 4 + 𝛽 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

𝑥

𝑥 + 1
=

2

3
 

f(2)=α 

Απο την (1) προκύπτει : 

4 + 𝛽 =
2

3
⇔ 𝛽 = −

10

3
 

𝛼 =
2

3
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3.2 Θεώρημα Bolzano Θεώρημα Ενδιαμέσων Τιμών 

Ορισμός  

Μιά συνάρτηση f λέγεται συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα [𝛼, 𝛽] αν : 

1. Είναι συνεχής για κάθε 𝑥 ∈ (𝑎, 𝛽) 

2.  

 

Θεώρημα Bolzano (Τσεχία 1781-1848) 

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη στο [𝛼, 𝛽] αν : 

1. Η f είναι Συνεχής στο [𝛼, 𝛽] 

2. 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝛽) < 0 

Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(𝛼, 𝛽) τέτοιο ώστε f(ξ)=0. Δηλαδή η f έχει μια 

τουλάχιστον ρίζα στο ανοικτό διάστημα (𝛼, 𝛽). 

Το Θεώρημα Bolzano μας εξασφαλίζει την ύπαρξη μιας τουλάχιστον ρίζας μιας 

συνάρτησης σε ένα διάστημα. Δεν μας δίνει το πλήθος των ριζών σε ένα διάστημα ούτε 

ποιες είναι οι ρίζες της συνάρτησης.  

 Πρόσημο Συνάρτησης 

Από το θεώρημα Bolzano προκύπτει άμεσα ότι μια συνεχής συνάρτηση αν δεν  

μηδενίζεται σε ένα διάστημα τότε διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα αυτό. 

Άρα αν βρούμε τις ρίζες μιας συνεχούς συνάρτησης μπορούμε να βρούμε το προσημό της 

βρίσκοντας τυχαίες τιμές της. 

Π.χ. 

1. Βιβλίο 3.81 δ) 

𝑓(𝑥) = 4𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥 − 2     𝛥 = [0,1] 

Εφαρμόζω το θεώρημα Bolzano στο διάστημα Δ 

 Η f είναι συνεχής στο [0,1] ώς αθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

 𝑓(0) = 40 − 30 + 20 − 2 = 1 − 1 + 1 − 2 = −1 < 0 

𝑓(1) = 41 − 31 + 21 − 2 = 4 − 3 + 2 − 2 = 1 > 0 

Άρα 𝑓(0) ∙ 𝑓(1) < 0 οπότε ισχύει το Θεωρ. Bolzano δηλαδή η 𝑓(𝑥) = 0 έχει μια 

τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)       𝜅𝛼𝜄     lim
𝑥→𝛽−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝛽) 
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3. Βιβλίο 3.8.3 γ) 

√|𝑥| + 2

𝑥 + 2
+

𝑥3 + 1

𝑥 − 2
= 0     (−2,2) 

Δεν μπορούμε να αντικαταστασήσουμε το 2 και το -2 στην εξίσωση άρα θα βρούμε μια 

ισοδύναμη της : 

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
√|𝑥| + 2

𝑥 + 2
+ (𝑥 + 2)(𝑥 − 2)

𝑥3 + 1

𝑥 − 2
= 0  

 

(𝑥 − 2)(√|𝑥| + 2) + (𝑥 + 2)(𝑥3 + 1) = 0 

Θέτουμε 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)(√|𝑥| + 2) + (𝑥 + 2)(𝑥3 + 1) και εφαρμόζω θεώρημα Bolzano 

στο [-2,2] 

 Η f συνεχής στο[-2,2] ώς πράξεις συνεχών. 

 𝑓(−2) = (−2 − 2)(√|−2| + 2 + (−2 + 2)(−8 + 1) = −8 < 0 

 𝑓(2) = (2 − 2)(√|2| + 2 + (2 + 2)(8 + 1) = 36 > 0 

Άρα f(-2)∙f(2)<0 οπότε ισχύει το Θεωρ. Bolzano δηλαδή η f(x)=0 έχει μια τουλάχιστον ρίζα 

στο (-2,2). 

 

3.  Βιβλίο 3.8.4 γ) 

𝑓(𝑥) = (√𝑥 − 1) ∙ (𝑥4 − 16) 

Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι 𝑥 ≥ 0 άρα Df=[0,+∞) 

H f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού ως πράξη συνεχών. 

Θα βρούμε τις ρίζες της f: 

𝑓(𝑥) = 0 ⇔ (√𝑥 − 1) ∙ (𝑥4 − 16) = 0 ⇔ (√𝑥 − 1) ∙ (𝑥2 − 4) ∙ (𝑥2 + 4) = 0 

√𝑥 − 1 = 0 ⇔ √𝑥 = 1 ⇔ 𝑥 = 1 

𝑥2 − 4 = 0 ⇔ 𝑥 = ±2 ⇔ {
2

−2    𝛢𝜋𝜊𝜌ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄
 

𝑥2 + 4 = 0  𝛢𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜂 

Άρα οι ρίζες της f είναι x1=1, x2=2. 

Από τον ακόλουθο πίνακα και με τυχαίες δοκιμές βρίσκουμε το πρόσημο της f 

 

 3

2
 4 

 
f(α) 

 

𝑓 (
3

2
) = −2,4 < 0 

 

 
𝑓(4) = 48 > 0 

 
Πρόσημο 

 
− 

 

 
+ 

 

 

 

 

 

1 2 +∞ 
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 Θεώρημα Ενδιαμέσων Τιμών (Θ.Ε.Τ.) 

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη στο [α,β] αν : 

1. Η f είναι συνεχής στο [α,β] 

2. 𝑓(𝑎) ≠ 𝑓𝛽) 

Τότε για κάθε αριθμό λ μεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχεί ένα τουλάχιστον x0(α,β) τέτοιο 

ώστε f(x0)=λ. 

 Απόδειξη 

Έστω f(α)<λ<f(β).  Θεωρούμε τη συνάρτηση g(x)=f(x)-λ. Iσχύει ότι : 

 g συνεχής στο [α,β] ως διαφορά συνεχών 

 g(α)=f(α)-λ<0 και g(β)=f(β)-λ>0    οπότε g(α)g(β)<0 

Άρα ισχύει το θεώρημα του Bolzano δηλαδή υπάρχει x0(α,β) τέτοιο ώστε : 

𝑔(𝑥0) = 0 ⇔ 𝑓(𝑥0) − 𝜆 = 0 ⇔ 𝑓(𝑥0) = 𝜆 

Από το Θ.Ε.Τ. συμπεραίνουμε ότι η εικόνα ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη 

σταθερής συνάρτησης είναι διάστημα που το συμβολίζουμε με f(Δ). 

Άρα γνωρίζοντας την μονοτονία μιας συνεχούς συνάρτησης σε ένα διάστημα μπορούμε να 

βρούμε την εικόνα του ως εξής : 

𝑓 ↗    𝑓([𝑎, 𝛽]) = [𝑓(𝑎), 𝑓(𝛽)] 

𝑓 ↘    𝑓([𝑎, 𝛽]) = [𝑓(𝛽), 𝑓(𝛼)] 

𝑓 ↗    𝑓((𝑎, 𝛽)) = ( lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) , lim
𝑥⟶𝛽−

𝑓(𝑥)) 

𝑓 ↘    𝑓((𝑎, 𝛽)) = ( lim
𝑥⟶𝛽−

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥)) 

 

 

΄Π.χ. 

1. Βιβλίο 3.8.6 γ) 

𝑓(𝑥) = 2𝑙𝑛𝑥 + 1    ,    [1, 𝑒2] 

Η f είναι συνεχής ώς λογαριθμική και Γνησιως Αύξουσα στο [1, 𝑒2] άρα  

𝑓([1, 𝑒2]) = [𝑓(1), 𝑓(𝑒2)] = [1,5] 

2. Βιβλίο 3.8.6 ε) 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1      ,      (−∞, 0) 

Η f είναι συνεχής ώς εκθετική και Γνησιως Αύξουσα στο  (−∞, 0). Βρίσκουμε πρώτα τα 

όρια στο -∞ και στο 0. 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑒𝑥 + 1) = 0 + 1 = 1 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(𝑒𝑥 + 1) = 1 + 1 = 2 

𝑓((−∞, 0)) = [ lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)] = (1,2) 

 


