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Κεφάλαιο 4  Παράγωγος Συνάρτησης 

4.1 Έννοια Παραγώγου 

 Ορισμός 

Μια συνάρτηση f ονομάζεται παραγωγίσιμη στο 𝑥0 ∈ 𝐷𝑓 αν υπάρχει το                                

και είναι πραγματικός αριθμός. Στην περίπτωση αυτή το όριο αυτό ονομάζεται πρώτη 

παράγωγος (κλίση, ρυθμός μεταβολής) της f στο x0 και συμβολίζουμε : 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= 𝑓′(𝑥0) 

Π.χ.(Βιβλίο 4.1.1β, 4.1.2 β) 
 
1. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f(x)=𝑥2 + 2, στο x0=4. 
Θα βρούμε το όριο: 

lim
𝑥→4

𝑓(𝑥) − 𝑓(4)

𝑥 − 4
= lim

𝑥→4

𝑥2 + 2 − 18

𝑥 − 4
= lim

𝑥→4

𝑥2 − 16

𝑥 − 4
= lim

𝑥→4

(𝑥 − 4)(𝑥 + 4)

𝑥 − 4
= 8 ∈ ℝ 

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 4 και f’(4)=8. 
 

2. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f(x)={
3𝑥 − 2     ,    𝑥 ≤ 1

2𝑥2     ,     𝑥 > 1
, στο x0=1 

Αφού η συνάρτηση αλλάζει τύπο στο 1 θα βρούμε τα πλευρικά όρια : 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

3𝑥 − 2 − 1

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

3𝑥 − 3

𝑥 − 1
= 3 

 
To                                        ονομάζεται αριστερή παράγωγος της f στο 1 και  
 
συμβολίζουμε    𝑓𝑎

′(1)=3. 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

2𝑥2 − 1

𝑥 − 1
=⏞

1
0+

+ ∞ 

Το δεξί όριο είναι +∞ άρα η δεξιά παράγωγος 𝑓𝛿
′ δεν υπάρχει οπότε η f δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο x0=1.  
 Θεώρημα  

Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0𝐷𝑓 τότε είναι και συνεχής σε 

αυτό. 

Απόδειξη 

Αφού f παραγωγίσιμη στο x0 ιχύει ότι : 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= 𝑓′(𝑥0) 

Θα υπόλογίσουμε το όριο της f στο x0 

lim
𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)] = lim
𝑥→𝑥0

[
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥𝑜
∙ (𝑥 − 𝑥0)] = 𝑓′(𝑥0)(𝑥0 − 𝑥0) = 0 

 

Ά𝜌𝛼 lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 𝜅𝛼𝜄 𝜂 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 

 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
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Π.χ. Βιβλίο 4.1.4 

 
Αφού f παραγωγίσιμη στο x0=1 θα είναι και συνεχής στο 1, άρα : 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) ⇒ lim
𝑥→1−

𝛼𝑥2 = lim
𝑥→1+

𝑥 + 𝛽 ⇒ 𝑎 = 1 + 𝛽   (1) 

και 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
 

 

 

Όποτε : 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

𝑎𝑥2 − 𝑎

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

𝑎(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑥 − 1
= 2𝑎 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

𝑥 + 𝛽 − 𝛼

𝑥 − 1
=⏞
(1)

lim
𝑥→1+

𝑥 − 1

𝑥 − 1
= 1 

Άρα 2α=1    α=1/2 και β=-1/2. 

 Έφαπτομένη γραφικής παράστασης 

Έστω f μία συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 𝑥0. Η εφαπτομένη της γραφικής της παράσταση 

στο σημείο της 𝛢(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) έχει συντελεστη διέυθυνσης λ=𝑓′(𝑥0), και δίνεται από τον 

τύπο : 

𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0) ∙ (𝑥 − 𝑥0) 

Π.χ. Βιβλίο 4.1.3 

 
α) 

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1

3𝑥 + 2𝑥2 − 5

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1

2(𝑥 − 1)(𝑥 +
5
2)

𝑥 − 1
= 2 ∙

7

2
= 7 

Άρα η κλίση της f στο 1 είναι λ=f’(1)=7. 

 

 

β) Η εφαπτομένη της Cf στο Α είναι : 

𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1) ∙ (𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 − 5 = 7(𝑥 − 1) ⇔ 

𝑦 = 7𝑥 − 2 
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4.2 Παράγωγος Συνάρτηση Κανόνες Παραγώγισης 

 Ορισμός 

Έστω f μια παραγωγίσιμη συνάρτηση σε κάθε xΔ. H συνάρτησηf’ : x f’(x)  για κάθε xΔ 

ονομάζεται πρώτη παράγωγος της f. 

H πρώτη παράγωγος της παραγώγου συνάρτησης f’ ονομάζεται δεύτερη παράγωγος της f 

και συμβολίζεται f’’. Επαγωγικά ορίζεται η ν-ιοστη παράγωγος που συμβολίζεται 𝑓(𝑣). 

  

 Παράγωγοι Βασικών Συναρτήσεων 

1. (c)’=0 

Απόδειξη 

Θέτoυμε f(x)=c τότε : 

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0

𝑐 − 𝑐

𝑥 − 𝑥0
= 0 

2. (x)’=1 

Απόδειξη 

Θέτουμε f(x)=x τότε : 

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0

𝑥 − 𝑥0

𝑥 − 𝑥0
= 1 

3. (𝑥𝑣)′ = 𝑣 ∙ 𝑥𝑣−1 

 

4.(
1

𝑥
)

′

= −
1

𝑥2 

 

5. (√𝑥)
′

=
1

2√𝑥
 

Απόδειξη 

Θέτουμε 𝑓(𝑥) = √𝑥 τότε : 

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0

√𝑥 − √𝑥0

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0

(√𝑥 − √𝑥0)(√𝑥 + √𝑥0)

(𝑥 − 𝑥0)(√𝑥 + √𝑥0)

= lim
𝑥→𝑥0

𝑥 − 𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)(√𝑥 + √𝑥0)
=

1

2√𝑥0

 

 

 6. (ημx)’=συνx 7. (συνx)’=-ημx 8. (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥   9.(𝑙𝑛𝑥)′ =
1

𝑥
 

 Κανόνες Παραγώγισης 

Αν f,g παραγωγίσιμες συναρτήσεις τότε : 

1. Παράγωγος Αθροίσματος 

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))
′

= 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) 

2. Παράγωγος Γινομένου 

(𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥))
′

= 𝑓′(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔′(𝑥) 

3. Παράγωγος Πηλίκου 

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)

′

=
𝑓′(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔′(𝑥)

(𝑔(𝑥))2
   ,   𝑔(𝑥) ≠ 0 
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4. Παράγωγος Σύνθετης Συνάρτησης (Κανόνας Αλυσίδας) 

(𝑓(𝑔(𝑥)))
′

= 𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝑔′(𝑥) 

Π.χ. 
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Με τον κανόνα του πηλίκου εύκολα βρίσκουμε ότι: 

(𝜀𝜑𝑥)′ =
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 , (𝜎𝜑𝑥)′ = −

1

𝜂𝜇2𝑥
 

Π.χ. Βιβλίο 4.2.11 

Αφού η εφαπτομένη της Cf σχηματίζει γωνία π/4 με τον άξονα τότε : 

𝜆 = 𝑓′(𝑥0) = 𝜀𝜑
𝜋

4
= 1 

Όμως 𝑓′(𝑥) = (−2𝑥 + 𝑥3)′ = −2 + 3𝑥2 οπότε  

−2 + 3𝑥0
2 = 1 ⇔ 𝑥0 = ±1 

Άρα οι εφαπτόμενες είναι δύο στα σημεία Α(1,f(1))=A(1,-1) και Β(-1,f(-1))=B(-1,1) 

𝜀1: 𝑦 + 1 = 1(𝑥 − 1) 

𝜀2: 𝑦 − 1 = 1(𝑥 + 1) 

Ασκήσεις  

4.2.1 – 4.2.7 – 4.2.9 – 4.2.14 – 4.2.17 – 4.2.18 – 4.2.20 . 

4.3  Θεώρημα Μέσης Τιμής Εφαρμογές 

 Θεώρημα Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ.) 

Έστω f μια συνάρτηση τέτοια ώστε : 

 α. f συνεχής στο [α,β] 

 β. f παραγωγίσιμη στο (α,β) 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(α,β) τέτοιο ώστε : 

𝑓′(𝜉) =
𝑓(𝛽) − 𝑓(𝛼)

𝛽 − 𝛼
 

 Θεώρημα Rolle 

Έστω f μια συνάρτηση τέτοια ώστε : 

 α. f συνεχής στο [α,β] 

 β. f παραγωγίσιμη στο (α,β) 

 γ. f(α)=f(β) 

τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(α,β) τέτοιο ώστε : 

𝑓′(𝜉) = 0 

Η απόδειξη του θεωρήματος Rolle είναι προφανής εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Τ αφού f(α)=f(β). 

 Θεώρημα Σταθερής Συνάρτησης 

Έστω f συνάρτηση ορισμένη και συνεχής στο Δ. Αν f’(x)=0 για κάθε εσωτερικό σημείο του 

Δ τότε η f είναι σταθερή δηλαδή f(x)=c για κάθε x στο Δ. 
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 Θεώρημα  

Έστω δύο συναρτήσεις f,g συνεχείς στο Δ και ισχύει f’(x)=g’(x). Τότε υπάρχει σταθερά c 

τέτοια ώστε f(x)=g(x)+c. 

Απόδειξη 

Θέτω h(x)=f(x)-g(x). Η h είναι συνεχής στο Δ ώς διαφορά συνεχών και  

ℎ′(𝑥) = (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))
′

= 𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥) = 0 

Από το θεώρημα της σταθερής  

ℎ(𝑥) = 𝑐 ⇔ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑐 ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑐 

 Μονοτονία Συνάρτησης – Ακρότατα 

1. Έστω f συνεχής σε ένα διάστημα Δ και f’(x)>0 για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ 

τότε η f είναι Γνησίως Αύξουσα στο Δ. 

2.  Έστω f συνεχής σε ένα διάστημα Δ και f’(x)<0 για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ 

τότε η f είναι Γνησίως Φθίνουσα στο Δ. 

 

Π.χ. 

1. Να βρείτε τη μονοτονία της 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 9𝑥2 + 24𝑥 + 1 

H f έχει Df=ℝ. H f συνεχής και παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με  

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 18𝑥 + 24 

Θα βρούμε τις ρίζες και το πρόσημο της f’  

3𝑥2 − 18𝑥 + 24 = 0  ⇔  𝑥2 − 6𝑥 + 8 = 0 ⇔ 𝑥 = 2, 𝑥 = 4 

Ο πίνακας μονοτονίας είναι : 

 -∞                                           2                                                    4                                             +∞       

 
f’ 
 

 

+ 
 

_ 
 

+ 

 
 
f 
 
 

   

 

Άρα η f είναι Γνησίως Αύξουσα στα διαστήματα (-∞,2] και [4,+∞) και Γνησίως Φθίνουσα 

στο [2,4]. 

2. Να βρείτε το Σύνολο Τιμών της 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2𝑥5 − 2 

H f είναι παραγωγίσιμη στο ℝ ώς πράξεις παραγωγίσιμων με  

𝑓′(𝑥) = (𝑒𝑥 + 2𝑥5 − 2)′ = 𝑒𝑥 + 10𝑥4 

Η f’(x)>0 για κάθε x στο ℝ άρα η f γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

Από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών το Σύνολο τιμών της f είναι : 

𝑓(𝐴) = ( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) = ( lim
𝑥→−∞

(𝑒𝑥 + 2𝑥5 − 2), lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥 + 2𝑥5 − 2))

= (−∞, +∞) = ℝ 

Ασκήσεις   

4.3.10 - 4.3.11 
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 Ορισμός 

Ένα σημείο x0Df μιας συνάρτησης f λέγεται Τοπικό Μέγιστο (Τοπικό Ελάχιστο) όταν 

f(x)≤f(x0) (f(x)≥f(x0)) για κάθε x σε μια περιοχή του x0. Τα Τοπικά Μέγιστα και τα Τοπικά 

Ελάχιστα μιας συνάρτησης ονομάζονται Τοπικά Ακρότατα.     

 

 Θεώρημα Fermat 

Αν η f παρουσιάζει Τοπικό Ακρότατο στο x0 και η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 τότε  

𝑓′(𝑥0) = 0. 

Αν μια συνάρτηση είναι συνεχής τότε πιθανές θέσεις Τοπικών Ακροτάτων είναι : 

 1. Τα άκρα κλειστού Διαστήματος  [α,β] στο οποίο ορίζεται η f. 

 2. Τα σημεία που η f δεν είναι παραγωγίσιμη. 

 3. Τα σημεία στα οποία 𝑓′(𝑥0) = 0. 

Στην περίπτωση 1 αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο [α,β] τότε το f(α) Ελάχιστο και το f(β) 

Μέγιστο και αντίστροφα αν f γνησίως φθίνουσα. 

Στις περιπτώσεις 2,3 πρέπει : 

 

 

 

 

 

 

Π.χ.  

Να μελετηθεί ώς προς τη μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση : 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 2 

Το Πεδίο Ορισμού είναι Df=ℝ . H f είναι παραγωγίσιμη στο ℝ ως πολυωνυμική. 

𝑓′(𝑥) = (𝑥3 − 3𝑥 + 2)′ = 3𝑥2 − 3 

Βρίσκουμε τις ρίζες και το πρόσημο της f’ και κατασκευάζουμε τον πίνακα μονοτονίας: 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 3𝑥2 − 3 = 0 ⇔ 𝑥 = ±1 

 

 -∞                                           -1                                                   1                                           +∞       

 
f’ 
 

 

+ 
 

_ 
 

+ 

 
 
f 
 
 

   

                                     ΤΜ f(-1)=4                                        TE  f(1)=0 

 

H γραφική παράσταση της f είναι : 

 

 

 

x0 x0 

    

Τοπικό Μέγιστο Τοπικό Ελάχιστο 
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Π.χ. 

Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα η συνάρτηση: 

𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥 − 1

𝑥
 

Πεδίο Ορισμού Df=(0,+∞). 

𝑓′(𝑥) = (
𝑙𝑛𝑥 − 1

𝑥
)

′

=
(𝑙𝑛𝑥 − 1)′𝑥 − (𝑙𝑛𝑥 − 1)(𝑥)′

𝑥2
=

1
𝑥 𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 + 1

𝑥2
=

1 − 𝑙𝑛𝑥 + 1

𝑥2

=
2 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥2
 

Αφού 𝑥2 ≥ 0 και 2 − 𝑙𝑛𝑥 = 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 = 2 ⇔ 𝑥 = 𝑒2 ο πίνακας μονοτονίας είναι  

 

 0                                                                         e2                                                               +∞       

 
f’ 
 

 
 

+ 
 

 

 

 
_ 
 

 
 
f 
 
 

  

                                                                 ΤΜ f(e2)=1/e2                                       
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 Ορισμός  

Έστω f μια συνάρτηση συνεχής στο Δ και παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του Δ. Θα 

λέμε ότι η f είναι κυρτή στο Δ (κοίλη στο Δ) αν η f’ είναι Γνησίως Αυξουσα στο Δ (Γνησίως 

Φθίνουσα στο Δ) 

 

 Ορισμός  

Μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σε διάστημα (α,β) εκτός ίσως του x0(α,β). Θα λέμε ότι το 

σημείο Α(x0,f(x0)) είναι Σημείο Καμπής αν 

 1. Η Cf έχει εφαπτομένη στο Α 

 2. Η f κοίλη στο (α,x0) και κυρτή στο (x0,β) ή αντίστροφα. 

 

 Θεώρημα 

Αν το σημείο Α(x0,f(x0)) είναι σημείο καμπής της f και η f τότε ή f’’(x0)=0 ή δέν υπάρχει η 

δεύτερη παράγωγος. 

 

 
Π.χ. 

Να μελετήσετε τη συνάρτηση f(x)=xe-x  ως προς τη Μονοτονία τα Ακρότατα την Κυρτότητα 

και τα σημεία καμπής 

Df= ℝ.  

𝑓′(𝑥) = (𝑥𝑒−𝑥)′ = (𝑥)′𝑒−𝑥 + 𝑥(𝑒−𝑥)′ = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥(1 − 𝑥) 

Αφού 𝑒−𝑥 > 0 έχουμε: 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 1 − 𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 1 
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Ο πίνακας μονοτονίας είναι : 

 -∞                                                                        1                                                                     +∞       

 
f’ 
 

+ _ 
 

 
 
f 
 
 

  

                                                                 ΤΜ f(1)=1/e                                       

 

𝑓′′(𝑥) = (𝑒−𝑥(1 − 𝑥))
′

= (1 − 𝑥)′𝑒−𝑥 + (1 − 𝑥)(𝑒−𝑥)′ = −𝑒−𝑥 − (1 − 𝑥)𝑒−𝑥

= 𝑒−𝑥(𝑥 − 2) 

Αφού e-x>0   

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 − 2 = 0 ⇔ 𝑥 = 2 

O πίνακας κυρτότητας είναι  

 -∞                                                                     2                                                                       +∞       

 
f’ 
 

_ + 
 

 
 
f 
 
 

  

                                                                 ΣΚ f(2)=2/e2                                       

 

Συνολικά ο πίνακας Μεταβολών είναι  

 -∞                                            1                                                   2                                           +∞       

 
f’ 
 

 

+ 
 

_ 
 

_ 

 
f’’ 

_ 
 

_ + 

 
 
f 
 
 

   

                                     ΤΜ f(1)=1/e                                        ΣΚ  f(2)=2/e2 
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Ασκήσεις 

4.4.1 – 4.4.2 - 4.412 – 4.4.14  


