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Γεωµετρικοί τόποι & µιγαδικοί αριθµοί. 

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων ( )M z  του µιγαδικού επιπέδου (εικόνες των 

µιγαδικών αριθµών z ) για τα οποία ισχύει ότι | |oz z a− = , µε α +∈ℝ και 

o o oz x y i= + ⋅  όπου ,o ox y ∈ℝ . 

Λύση. 

Το µέτρο της διαφοράς δύο µιγαδικών αριθµών 1 2,  z z  δίνει την απόσταση των 

σηµείων ( )1M z , ( )2M z  του µιγαδικού επιπέδου, τα οποία παραστάνουν γεωµετρικά 

τους αριθµούς. Άρα, η παράσταση | |oz z−   δίνει την απόσταση των σηµείων ( )M z  

από το σταθερό σηµείο ( )0M z , που είναι εικόνα του µιγαδικού αριθµού.  

Επειδή | | 0oz z a− = >  , τα σηµεία ( )M z  απέχουν από το σταθερό σηµείο 

( )0M z  σταθερή απόσταση ίση µε a  άρα βρίσκονται σε κύκλο κέντρου ( )0M z και 

ακτίνας r a= . Έχοµε τα εξής 

συµπεράσµατα:  

Το σύνολο των σηµείων του 

µιγαδικού επιπέδου, τα οποία είναι 

εικόνες των µιγαδικών αριθµών z  που 

ικανοποιούν τη σχέση | |oz z a− = , 

α +∈ℝ   είναι κύκλος κέντρου ( )0M z  

και ακτίνας a .     

Άρα, η σχέση | | 0oz z a− = >  µε 

o o oz x y i= + ⋅ , 0 0,x y ∈ℝ  (δοσµένος 

µιγαδικός αριθµός) αποτελεί την εξίσωση του κύκλου στο µιγαδικό επίπεδο. 

                        

Παρατηρήσεις. 

� Αν oz =0 η σχέση | | 0oz z a− = >  παίρνει 

τη µορφή 0z a= > και αποτελεί την 

εξίσωση  κύκλου, ο οποίος γράφεται µε 

κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα α. 

 

� Το σύνολο { }:| | ,  0oz z z a a∈ − = >ℝ έχει το πολύ δύο στοιχεία (δύο όταν 0a y> , 

ένα όταν 0a y=  και κανένα όταν 0a y< ). Ενώ το σύνολο { }:| | ,  0oz c z z a a∈ − = >

είναι άπειρο σύνολο (έχει τους µιγαδικούς z  των οποίων οι εικόνες βρίσκονται στον 

κύκλο ( )( ),  oM z a ). 

 

� Το σύνολο { }:| | ,  0z z a a∈ = >ℝ έχει δύο στοιχεία, ( ),  a a−  ενώ το σύνολο 

{ }:| | ,  0z z a a∈ = >ℂ είναι άπειρο σύνολο (έχει τους µιγαδικούς των οποίων οι 

εικόνες βρίσκονται στο κύκλο ( )0,  a . 

 

� Τα σηµεία ( )M z  του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία ισχύει ότι  | | 0oz z α− > >  

είναι τα εξωτερικά του κύκλου κέντρου ( )0M z και ακτίνας α, ενώ εκείνα για τα 

οποία ισχύει ότι | |oz z α− <  είναι τα εσωτερικά του ίδιου κύκλου. 
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� Από τη σχέση | | ,  0oz z a a− = > , παίρνοµε διαδοχικά 

( ) ( )2 2 2

0 0 0 0z z a z z a z z z z a− = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔ 2

0 0o ozz z z z z z z a− − + = ⇔  

( )2 2 2

0 0 0z z z z z z a − + + = ⇔  ( )2 2 2

0 02 Rez z z z a− + =   

Η σχέση αυτή   αποτελεί µία άλλη µορφή της εξισώσεως κύκλου, κέντρου 

( )0M z  και ακτίνας r a= . 

 

� Αν στη σχέση | | ,  0oz z a a− = >  θέσοµε z x yi= + , 0 0oz x y i= +  τότε ισχύει ότι

2 2

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )ox x y y i a x x y y a− + − = ⇔ − + − = ⇔ 2 2 2

0 0( ) ( )x x y y a− + − = . 

Η σχέση αυτή  αποτελεί µία άλλη µορφή της εξισώσεως κύκλου, κέντρου 

( )0 0,  x y  και ακτίνας r a= . 

 

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων Μ(z) του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία ισχύει 

ότι  (i) | 3 | 2z i− + = ,    

(ii) | | 1z i+ ≥ ,    

(iii) | | 2z i+ < ,   

(iv) 3z = ,      

(v) 3z < . 

Λύση. 

(i) 1
oς

 τρόπος. Είναι | 3 | 2z i− + = ⇔
| (3 ) | 2z i− − = . Άρα η απόσταση των σηµείων 

( )M z , εικόνων των µιγαδικών αριθµών z , από το 

σταθερό σηµείο ( )0M z µε συντεταγµένες 

( )3,  1−  είναι σταθερή και ίση µε 2. Άρα, το 

σύνολο των σηµείων ( )M z  είναι κύκλος κέντρου 

( )0M z και ακτίνας 2.  

 

2
ος

 τρόπος. Θέτω z x yi= + µε ,  x y∈ℝ  οπότε ( 3) ( 1) 2x y i− + + = ⇔

2 2( 3) ( 1) 2x y− + + = ⇔ 2 2 2( 3) ( 1) 2x y− + + = . Από τη σχέση αυτή έπεται ότι ο 

γεωµετρικός τόπος των σηµείων ( )M z , για τα οποία ισχύει η δοσµένη σχέση, είναι 

κύκλος κέντρου ( )3,  1− και ακτίνας  2r = .     

 

(ii) Είναι | | 1z i+ ≥ ⇔ | ( ) | 1z i− − ≥ . Επειδή η 

σχέση | ( ) | 1z i− − = , αποτελεί την εξίσωση κύκλου 

κέντρου ( )0,  1− και ακτίνας 1 , το σύνολο των 

σηµείων ( )M z  (εικόνες των µιγαδικών αριθµών 

z  που ικανοποιούν τη δοσµένη σχέση) είναι ο 

κύκλος και όλα τα εξωτερικά του σηµεία. 

                                          

 



3 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

(iii) Το σύνολο των σηµείων ( )M z ,  για τα οποία 

ισχύει ότι | | 1z i+ < , αποτελείται από όλα τα 

εσωτερικά σηµεία του προηγούµενου κύκλου. 

 

 

(iv), (v). Το σύνολο των σηµείων ( )M z  για τα οποία ισχύει 

ότι 3z =  είναι  κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και 

ακτίνα 3 . Το σύνολο των σηµείων ( )M z για τα οποία ισχύει 

ότι 3z < είναι το σύνολο των εσωτερικών σηµείων του 

κύκλου αυτού. 

 

 

� Λύστε στο σύνολο ℂ  την εξίσωση  | 1 | 3z i+ + = . 

Λύση. 

Είναι  | 1 | 3z i+ + = ⇔ | ( 1 ) | 3z i− − − = . Η  σχέση αυτή ικανοποιείται από όλους τους 

µιγαδικούς αριθµούς z , των οποίων οι εικόνες είναι τα σηµεία κύκλου, κέντρου  

( )1,  1− − και ακτίνας  3r = . 

 

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων ( )M z  του  µιγαδικού επιπέδου (εικόνες των 

µιγαδικών z) για τα όποια ισχύει ότι 1 2| | | |z z z z− = −  όπου 1z , 2z  είναι γνωστοί  

µιγαδικοί αριθµοί. 

Λύση. 

Θεωρώ τα σηµεία 1 2,M M , δηλαδή τις εικόνες των µιγαδικών αριθµών 1z , 2z  

στο µιγαδικό επίπεδο. Επειδή η παράσταση 

1| |z z−  δίνει την απόσταση των ( )M z  από 

το σταθερό σηµείο 1M  και η παράσταση 

2| |z z−  δίνει την απόσταση αυτών από το 

επίσης σταθερό σηµείο 2M , είναι φανερό 

ότι θέλω να βρω το γεωµετρικό τόπο των 

σηµείων που ισαπέχουν  από δύο σταθερά 

σηµεία 1 2,M M . Ο ζητούµενος γεωµετρικός 

τόπος είναι η  µεσοκάθετος (ε) του ευθυγράµµου τµήµατος 1M 2M  . 

                     

�  Το σύνολο των σηµείων ( )M z  του 

µιγαδικού επιπέδου που επαληθεύουν τη σχέση 

| 2 |z i− + = | 3 |z i+ −  ⇔  | (2 ) |z i− − =

| ( 3 ) |z i− − +  είναι η µεσοκάθετος  (ε) του 

ευθυγράµµου τµήµατος   1M 2M  µε 

( )1 2,  1M −  , ( )2 3,  1M − . 
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� Λύστε στο σύνολο ℂ  την εξίσωση 2 4z i z i− = − |. 

Λύση. 

1
oς

 τρόπος. Είναι ( ) ( )2 4 0 2 0 4z i z i z i z i− = − ⇔ − + = − +   

Η σχέση αυτή ικανοποιείται από τους 

µιγαδικούς αριθµούς z  , των οποίων οι εικόνες 

είναι τα σηµεία της µεσοκαθέτου (ε) του 

ευθυγράµµου τµήµατος 1M 2M , µε 1M (0,2), 

2M (0,4).  

Κάθε  σηµείο της (ε) έχει τεταγµένη 3 

και τετµηµένη έναν οποιονδήποτε πραγµατικό 

αριθµό κ.  Άρα, οι λύσεις της  εξισώσεως είναι 

οι αριθµοί της µορφής 3z x i= + ,  x∈ℝ . 

 

2
oς

 τρόπος. Είναι 2 4z i z i− = − ⇔ 2 2| 2 | | 4 |z i z i− = − ⇔

( 2 )( 2 ) ( 4 )( 4 )z i z i z i z i− + = − + ⇔ 2 2 4 4 4 16zz iz iz zz iz iz− + + = − + + ⇔
2 2 12 0iz iz− − = ⇔ 2 ( 6 ) 0i z z i− + = ⇔ 6 0z z i− + = .  

Θέτω z x yi= +  µε  ,x y∈ℝ  οπότε   

( )6 0 2 6 0 2 6 0 3 και x yi x yi i yi i y i y x− − − + = ⇔ − + = ⇔ − + = ⇔ = ∈ℝ  

Άρα 3z x i= + , x∈ℝ . 

  

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων ( )M z  για τα οποία ισχύει ότι 4 6z z− < − |. 

Λύση. 

Είναι ( ) ( )4 6 4 0 6 0z z z i z i− < − ⇔ − + < − + . Θέλω να βρω τα σηµεία 

( )M z  (εικόνες των µιγαδικών αριθµών που επαληθεύουν τη δοσµένη σχέση) που 

απέχουν από το σηµείο 1M (4,0) απόσταση µικρότερη από όση απέχουν από το 

σηµείο 2M (6,0).  

Τα σηµεία που απέχουν εξ ίσου 

από τα 1M , 2M είναι τα σηµεία της 

µεσοκάθετου (ε) του ευθυγράµµου 

τµήµατος 1M 2M .  

Άρα, τα ζητούµενα σηµεία 

( )M z  είναι όλα τα σηµεία του 

µιγαδικού επιπέδου που βρίσκονται 

αριστερά από τη µεσοκάθετο (ε) του ευθυγράµµου τµήµατος 1M 2M . 

 

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων ( )M z  του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία ισχύει 

ότι  1

2

z z
a

z z

−
=

−
, όπου α { }1a +∈ −ℝ  και 1z , 2z  δοσµένοι µιγαδικοί αριθµοί. 

Λύση. 

Είναι : 1

2

z z
a

z z

−
=

−
 ⇔ 1| |z z− = α 2| |z z−  ⇔ 2 2 2

1 2| | | |z z z zα− = − ⇔  
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2

1 1 2 2( )( ) ( )( )z z z z z z z zα− − = − − ⇔
2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2zz z z z z z z zz z z zz z zα α α α− − + = − − + ⇔
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2(1 ) | | ( ) | | | |z zz zz zz zz z zα α α α− = − + − − + ⇔
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2(1 ) | | 2 ( ) | | | |z e z z z z zα α α − = ℜ − − +  ⇔

2 2 2 2
2 1 2 1 2

2 2 2

| | | |
| | 2 (1)

1 1 1

z z z z
z e z

α α
α α α

 −
= ℜ − + − − − 

 διότι 21 0α− ≠ . 

 

Γνωρίζω ότι η εξίσωση κύκλου 

µπορεί να έχει τη µορφή  

( )2 2 2

0 0| | 2 Re | |z z z zλ= ⋅ + −  (2). Από  (1), 

(2) προκύπτει ότι το ζητούµενο σύνολο 

σηµείων, είναι κύκλος κέντρου ( )0M z , 

εικόνα του µιγαδικού αριθµού 
2

1 2
0 21

z z
z

α
α

−
=

−
 

µε
2

1 2
0 21

z z
z

α
α

−
=

−
, και ακτίνας λ µε   

2 2 2
2 2 2 1

0 2

| | | |
| |

1

z z
z

α
λ

α
−

− =
−

, άρα 

2 22 2
22 2 1 2 2 1 1

0 0 02 21 1

z z z z z z
z z z

α α
λ

α α
− −

= + = ⋅ + =
− −

      

2 2 2

1 2 1 2 2 2 1 1

2 2 2

( )( )

(1 ) 1

z z z z z z z zα α α
α α

− − −
+

− −

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 21 1

z z z z z z z z z z z zα α

α α

+ − − − −
= =

− −

2 2

1 2

2 2

| |

(1 )

z zα
α
−

=
−

⇒ 1 2

21

z zα
λ

α

−
=

−
  

� Επειδή η δοσµένη σχέση γράφεται ως 1

2

0
z z

a
z z

−
= >

−
 θέλοµε να βρούµε το 

γεωµετρικό τόπο των σηµείων ( )M z του µιγαδικού  επιπέδου, των οποίων ο λόγος 

των αποστάσεων τους από δύο σταθερά σηµεία  ( ) ( )1 1 2 2,  M z M z  είναι σταθερός και 

ίσος µε 0a > . Αυτός ο γεωµετρικός τόπος ονοµάζεται Απολλώνιος κύκλος. Η σχέση 

1

2

z z
a

z z

−
=

−
 µε }{1a

+∈ −ℝ  είναι η µιγαδική εξίσωση του Απολλώνιου κύκλου.   

Αν 1a =  ο κύκλος εκφυλίζεται στη µεσοκάθετο του ευθυγράµµου τµήµατος 1M 2M .  

 

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων ( )M z  του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία ισχύει 

ότι  3 4 1z z− = − . 

Λύση. 

1
oς

 τρόπος. Σύµφωνα µε το προηγούµενο, το σύνολο των σηµείων ( )M z , δηλαδή 

των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z  που ικανοποιούν τη δοσµένη σχέση, είναι ο 

Απολλώνιος κύκλος του οποίου θα προσδιορίσοµε το κέντρο και την ακτίνα, από 

τους προηγούµενους τύπους.  
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Είναι 1 3z = ,  2 1z = , 4a = , οπότε 
0

3 16 13

1 16 15
z

−
= =
−

    και   
4 | 3 1| 8

|1 16 | 15
λ

−
= =

−
    

Άρα ο κύκλος έχει κέντρο το σηµείο  
13

,0
15

M
 
 
 

 και ακτίνα 
8

15
λ =  , δηλαδή η 

εξίσωση του είναι 
13 8

15 15
z − = . 

 

2oς τρόπος. ( ) ( ) ( ) ( )2 2
3 4 1 3 16 1 3 3 16 1 1z z z z z z z z− = − ⇔ − = − ⇔ − − = − −  

3 3 9 16 16 16 16 15 13( ) 7 0zz z z zz z z zz z z− − + = − − + ⇔ − + + = ⇔  
2 2

2 2

13 7 13 13 169 7 13 13 64
( ) 0 ( ) ( )

15 15 15 15 15 15 15 15 15
zz z z zz z z zz z z

   − + + = ⇔ − + + = − ⇔ − + + =   
   

2 2 2
13 13 8 13 8 13 8

15 15 15 15 15 15 15
z z z z
       ⇔ − − = ⇔ − = ⇔ − =      
       

δηλαδή κύκλος  

κέντρου 
13

,0
15

M
 
 
 

 και ακτίνας 
8

15
λ = . 

 

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων ( )M z  του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία ισχύει 

ότι | 4 | 2 | 1|z z+ = + . 

Λύση. 

Είναι | 4 | 2 | 1|z z+ = +  ⇔ 2 2| 4 | 2 | 1|z z+ = + ⇔ ( 4)( 4) 4( 1)( 1)z z z z+ + = + +     ⇔         

4 4 16 4 4 4 4zz z z zz z z+ + + = + + + ⇔ 3 12zz = ⇔ 4zz =  ⇔ 2| | 4z = ⇔ | | 2z =  

∆ηλαδή  το ζητούµενο σύνολο σηµείων  ( )M z  είναι κύκλος µε κέντρο την 

αρχή των αξόνων και ακτίνα 2. 

 

�  Αν 
1 2
,z z ∈ℂ  τι εκφράζει γεωµετρικά η 

2 2 2 2

1 2 1 2 1 22 | | 2 | |z z z z z z+ + − = + ; 

Λύση. 

       Αν 
1 1
( )M z ,

2 2
( )M z  είναι οι εικόνες 

των 
1
z ,

2
z  στο µιγαδικό επίπεδο, το σηµείο 

( )1 2
z zΜ +  είναι η τέταρτη κορυφή του 

παραλληλογράµµου 
1 2

ΟΜ ΜΜ   µε 

1 1zΟΜ =
������

,  2 2| |zΟΜ =
������

, 

1 2 1 2z zΜΜ = −
�������

, 1 2z zΟΜ = +
������

, συνεπώς 

2 2 2 2

1 2 1 22 2ΟΜ + Μ Μ = ΟΜ + ΟΜ
������ ������� ������ ������

⇔ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 2 1 22 2ΟΜ + Μ Μ = ΟΜ + ΟΜ

 Άρα η δοσµένη σχέση εκφράζει γεωµετρικά τη γνωστή γεωµετρική πρόταση  

«Το άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων ενός παραλληλογράµµου ισούται 

µε το άθροισµα των πλευρών του». 

 

� Βρείτε το γεωµετρικό τόπο  των σηµείων ( )M z  για τα οποία ο λόγος   
3

1

z i

z

+
+

 είναι 

αριθµός (i) φανταστικός, (ii) πραγµατικός.  
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Λύση. 

Αν  z x yi= + , ,x y∈ℝ άρα 
3

1

z i

z

+
+

( 3)

( 1)

x y i

x yi

+ +
=

+ +

[ ] ( )
2 2

( 3) 1

( 1)

x y i x yi

x y

+ + + −  =
+ +

 

[ ] ( )
2 2

( 3) 1

( 1)

x y i x yi

x y

+ + + −  =
+ + 2 2

( 1) ( 3)

( 1)

x x y y

x y

+ + +
=

+ + 2 2

( 1)( 3)

( 1)

x y xy
i

x y

+ + −
+

+ +
 

 

(i) Για να είναι ο λόγος φανταστικός πρέπει και αρκεί ( ) ( )1 3 0x x y y+ + + = ⇔

2 2 3 0x y x y+ + + = ⇔ 2 21 1 3 9 9 1
2 2

2 4 2 4 4 4
x x y y
   + + + + + = +   
   

⇔

22 2
1 3 10 10

2 2 4 2
x y

    + + + = =            
 

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος κέντρου 
1 3

,
2 2

 Μ − − 
 

 και ακτίνας α=
10

2
. 

 

(ii) Για να είναι πραγµατικός πρέπει ( ) ( )1 3 0x y xy+ + − = ⇔  

3 3 0 3 3xy y x xy x y+ + + − = ⇔ + = −  άρα ο γεωµετρικός τόπος είναι η ευθεία 

3 3x y+ = − . 

 

� Αν M  η εικόνα του z  στο µιγαδικό επίπεδο, να προσδιοριστεί το σύνολο των 

σηµείων M   για τα οποία οι εικόνες των ,  ,  i z iz  είναι συνευθειακά σηµεία. 

Λύση. 

Αν z x yi= +  µε ,x y∈ℝ και ,  ,  Α Β Γ  οι εικόνες των ,  ,  i z iz  αντίστοιχα, είναι    

( )0,  1Α ,   ( ),  x yΒ ,  ( ),  y xΓ − . Για να είναι τα σηµεία ,  ,  Α Β Γ  συνευθειακά, 

πρέπει τα ΑΒ
����

 ,ΑΓ
����

 να είναι συγγραµικά. 

Είναι  ( ),  1x yΑΒ = −
����

, ( ),  1y xΑΓ = − −
����

 άρα αρκεί  
1

0
1

x y

y x

−
=

−
 ⇔  

2 2 0x x y y− + − =  ⇔  2 21 1 1 1 1 1
2 2

2 4 2 4 4 4
x x y y− + + − + = +  ⇔  

22 2
1 1 1 1

2 2 2 2
x y

    − + − = =     
     

. 

Άρα, το Μ βρίσκεται σε κύκλο κέντρου 
1 1

,  
2 2

K
 
 
 

και ακτίνας 
1 2

22
r = = . 

 

� Αν 
1 2 3
, ,z z z ∈ℂ  διαφορετικοί ανά δύο και ,  ,  Α Β Γ  οι εικόνες τους αντιστοίχως, 

τα ,  ,  Α Β Γ  είναι συνευθειακά αν και µόνο αν  2 1

3 1

z z

z z

−
∈

−
ℝ . 

Λύση. 

Τα ,  ,  Α Β Γ  είναι συνευθειακά ⇔ΑΒ ΑΓ⇔
���� ����
� Υπάρχει * :λ λ∈ ΑΒ = ΑΓ ⇔

���� ����
ℝ  

( ) ( ) 2 1
2 1 3 1

3 1

z z
z z z z

z z
λ λ λ

−
ΟΒ−ΟΑ = ΟΓ −ΟΑ ⇔ − = − ⇔ = ∈

−

���� ���� ���� ����
ℝ     
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� ∆είξτε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  των µιγαδικών αριθµών z  για 

τους οποίους ισχύει ότι [ ]2 2( ) Im ( ) 2 ( ) 2 Im( ) 11Re z z Re z z+ = − ⋅ +   είναι  κύκλος 

κέντρου ( )1,  2K −  και ακτίνας 4ρ = . 

Λύση.                                                                                

Αν z x yi= +   η ως άνω σχέση γράφεται 
2 2 2( 2 ) 11x y x y+ = − + ⇔ 2 2 2 4 11x y x y+ − + =
⇔  

2 2 22 1 2 2 2 16x x y y− + + + ⋅ + = ⇔
2 2 2( 1) ( 2) 4x y− + + =  

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  

είναι κύκλος  

κέντρου ( )1,  2K −  και ακτίνας 4ρ = .  

 

� Ποιος είναι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  των z x yi= + ∈ℂ  για τους 

οποίους ισχύει ότι 2 2( ) 2 Im ( ) 2 Im( )Re z z z+ = .  

Λύση. 

Αν z x yi= +  είναι 2 2 2 2z x y xyi= + +  άρα 
2 2 2( )Re z x y= −  και η ως άνω σχέση γράφεται   

2 2 22 2x y y y− + = ⇔ 2 2 2 0x y y+ − = ⇔  
2 2 2 1 1x y y+ − + = ⇔ 2 2( 1) 1x y+ − =  

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  είναι κύκλος 

κέντρου ( )0,  1K και 1ρ = . 

� ∆είξτε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων ( )M z  

που είναι εικόνες των µιγαδικών z  για τους οποίους ισχύει ότι 3z ∈ℝ και 3z ≥ 1 είναι 

3 ηµιευθείες.  

Λύση. 

Έχοµε 3 3 3 3 2 2 3 3 2 2( ) ( ) 3 3 ( ) 3 3z x yi x iy x yi x yi x y i x yi xy= − = + + + = − + − =  
3 2 2 33 (3 )x xy x y y i− + − . Επειδή  

3

3 1

z

z

 ∈ℜ


≥
⇔

2 3

3 2

3 0(1)

3 1(2)

x y y

x xy

 − =


− ≥
⇔ Η (1) δίνει 

0

3

y

ή

y x

 =



= ±

 

Για y=0 η (2) ⇔ 3x ≥ 1⇔ x≥ 1 

Για y= 3x±  η(2) ⇔ 3 39 1x x− ≥ ⇔ 38 1x− ≥ ⇔ 3 1

2
x ≤ − ⇔

1

2
x ≤ −  

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων ( )M z  είναι  οι ηµιευθείες: 

: 0,  1Ax y x= ≥ , 
1

: 3 ,  
2

Bt y x x
−

= − ≤ µε 
1

2
x ≤ − , : 3y xωΓ = µε 

1

2
x ≤ −  
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� Αν  ,  ,  ,  Α Β Γ ∆  τέσσερα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου, που είναι εικόνες των 

µιγαδικών 
1
z ,

2
z ,

3
z ,

4
z  αντίστοιχα αποδείξτε τις ισοδυναµίες:  

(i) ΑΒΓ∆  παραλληλόγραµµο
1 3 2 4
z z z z⇔ + = +  

(ii)  ΑΒΓ∆  ορθογώνιο  ⇔
( )

1 3 2 4

3 1 3 1 4 2 4 2

(1)

( ) ( )( )(2)

z z z z

z z z z z z z z

+ = +


− − = − −
 

Λύση. 

(i) 1 3 2 4 1 2 4 3z z z z z z z z BA+ = + ⇔ − = − ⇔ = Γ∆ ⇔ ΑΒΓ∆
���� ����

 παραλληλόγραµµο 

(ii)   Από την (1) έχοµε ότι ΑΒΓ∆ παραλληλόγραµµο 

Από τη (2) ⇔
2

3 1z z− =
2

4 2z z− ⇔ 3 1z z− = 4 2z z− ⇔ ΑΓ = Β∆
���� ����

  

Άρα οι διαγώνιες του παραλληλογράµµου είναι ίσες, συνεπώς είναι ορθογώνιο. 

 

� Έστω z x yi= + ∈ℝ που ικανοποιεί την ισότητα 0zz az az− − = µε 2 3a i= + . 

(i)  Αν M  η εικόνα του z , βρείτε το γεωµετρικό τόπο του M . 

(ii)  Αν 
9

w
z

=  τότε  9aw aw+ = . 

(ii)    Αν N  η εικόνα του w , βρείτε το γεωµετρικό τόπο του N . 

Λύση. 

(i)  Έχοµε 0zz az az− − = ⇔ zz =2 ( )e azℜ ⇔ ( )2 2 2 2 3x y x y+ = + ∆ιότι 

(2 3 )( ) 2 2 3 3 (2 3 ) (3 2 )az i x iy x yi xi y x y x y i= + − = − + + = + + −  και είναι ( )Re az =

2 3x y+ , οπότε η εξίσωση του γεωµετρικού τόπου ( )2 2 2 2 3x y x y+ = + ⇔  

2 2 4 6 0x y x y+ − − = ⇔ ( ) ( )2 2
2 3 13x y− + − = . 

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος κέντρου ( )2,  3K  και ακτίνας ρ 13= . 

 

(ii)    Από 
9

w
z

=  είναι  aw+ aw -a
9

z
+

9
a
z

=9
a a

z z

 + 
 

=9
az az

zz

+
=9
zz

zz
=9 

 

(iii)    Η σχέση 9aw aw+ = δίνει 
9

2 ( ) 9 ( )
2

Re aw Re aw= ⇔ = . 

Θέτω w x yi= +  µε ,x y∈ℝ . Είναι ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 3 2aw i x yi x y x y i= + + = − + + . 

Οπότε 
9

( ) 2 3 2 3 4 6 9 4 6 9 0
2

Re aw x y x y x y x y= − ⇔ = − ⇔ − = ⇔ − − =  

Άρα, ο ζητούµενος γεωµετρικός τόπος του N  είναι η ευθεία 4 6 9 0x y− − = . 

 

�  Λύστε στο ℂ  την εξίσωση 2 2 0z iz− = . Αν ,  ,  Α Β Γ  είναι εικόνες των µη 

µηδενικών λύσεων της εξισώσεως, στο µιγαδικό επίπεδο, δείξτε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ  

είναι ισόπλευρο. 

Λύση. 

Θέτω  z x yi= +  µε ,x y∈ℝ  και η εξίσωση  γράφεται ως  
2 2 2( ) 2 ( ) 0 2 2 2 0x yi i x yi x y xyi xi y+ − − = ⇔ + + − − = . Άρα,  
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2 2

2 2

2 2

2 0

0
2 0

ή
2 ( 1) 0

2 0

1

x y y

x
x y y

x y
x y y

y

 − − =
 
=  − − = 

⇔  
− =   − − =  = 

 

Για 0x = το 1
ο
 σύστηµα δίνει 2

0

2 0 ( 2) 0

2

y

y y y y ή

y

= 
 

− − = ⇔ + = ⇔  
 = − 

 

Για 1y =  το 2
ο
 σύστηµα δίνει 3x = ± . 

Συνεπώς οι ρίζες της εξισώσεως είναι οι 0 0z = , 1 2z i= − , 2 3z i= + , 3 3z i= − +  

Έστω Α( 1z ),Β( 2z ),Γ( 3z ) οι εικόνες των 1 2 3, ,z z z  στο µιγαδικό επίπεδο. Τότε:  

2 1

3 2

1 3

( ) 3 3 12

( ) 2 3 2 3 12

( ) 3 3 12

AB z z i

B z z

z z i

= − = + =



Γ = − = − = = ⇒

ΓΑ = − = − = 

Το 
∆

ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 

 

� Έστω 
1

2

z
w

z i

+
=

−
 µε ,z x yi xy= + ∈ℝ µε 2z i≠ . Αποδείξετε ότι  

(i) Αν  w ∈ℝ , τότε ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  είναι η ευθεία 

2 2y x= + εκτός του σηµείου της ( )0,  2M . 

(ii) Αν  w∈Ι , τότε ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  είναι κύκλος κέντρου   

1
,  1

2
K
 − 
 

 και ακτίνας R=
5

2
, εκτός από το σηµείο αυτού ( )0,  2M . 

Λύση. 

(i) 1
ος

 τρόπος.  Αν z x yi= +  έχοµε 0 2x yi i+ ≠ +  µε ( ) ( ),  0,  2x y ≠ . Είναι 

[ ][ ] [ ]
2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 1)( 2)( 1)

( 2) ( 2) ( 2)

x yi x y i x x y y xy x y ix yi
w i

x y i x y x y

+ + − − + + − + − + −+ +
= = = =

+ − + − + −
2 2

2 2 2 2

2 2 2

( 2) ( 2)

x y x y x y
i

x y x y

+ + − − +
= +

+ − + − ( )∗  

Επειδή w∈ℝ , πρέπει ( )Im 0w =  δηλαδή  2 2 0 2 2x y y x− + = ⇔ = + . 

 

2
ος

 τρόπος. w∈ℝ
1 1

2 2

z z
w w

z i z i

+ + ⇔ = ⇔ = ⇔ − − 

1 1

2 2

z z

z i z i

+ +
= ⇔

− −
2 2 2 2zz z iz i zz z iz i+ + + = + − − ⇔ 2 ( ) 4 0 4 2 4 0i z z z z i xi yi i+ + − + = ⇔ − + =

:2

2 2 0x y⇔ − + = 2 2y x⇔ = +  Ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  είναι η ευθεία 

2 2y x= + εκτός του σηµείου της ( )0,  2M , επειδή 2z i≠ . 
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(ii) 1
ος

 τρόπος. Όµοια καταλήγω στην ( )∗ . Επειδή w∈Ι , πρέπει ( )Re 0w =   άρα 

2 2 2 21 1 1
2 0 2 2 .1 1 1

2 4 4
x y x y x x y y+ + − = ⇔ + + + − + = + ⇔  

( )
22

21 5 5
1

2 4 2
x y

  + + − = =   
   

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  είναι κύκλος 

κέντρου  Κ
1

,1
2

 − 
 

και R= 
5

2
 εκτός του ( )0,  2M . 

 

2
ος

 τρόπος.  
1 1 1 1

2 2 2 2

z z z z
w I w w

z i z i z i z i

+ + + + ∈ ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = − ⇔ − − − − 
 

2 2 2 2zz z iz i zz z iz i+ + + = − − + + ⇔ 2 2 ( ) 0zz z z i z z+ + + − = ⇔  

( )
22

22 2 2 2 1 5 5
2( ) 2 4 0 2 0 1

2 4 2
x y x y x y x y x y

  + + − = ⇔ + + − = ⇔ + + − = =   
   

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  είναι κύκλος κέντρου Κ
1

,1
2

 − 
 

 και R=
5

2
 

εκτός του ( )0,  2M . 

 

� Έστω z x yi= +  µε ,x y∈ℝ και 
2

1

z
w

z
=

−
 µε 1z ≠ . ∆είξτε ότι ο γεωµετρικός 

τόπος των ( )M z  για τα οποία w∈ℝ  είναι η καµπύλη  2 23 2 0x y x− − =  και ο 

άξονας xx′  (υπερβολή). 

Λύση. 

Έχοµε w∈ℝ άρα w w= ⇔
2 2

1 1

z z

z z

 
= − − 

⇔
2 2

11

z z

zz
=

−−
⇔

2 2

1 1

z z

z z
=

− −
⇔  

( ) ( )3 2 3 2 2 2( ) 0z z z z z z z zz z z z ⇔ − = − ⇔ − + + − + = 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 0 2 0

z z z z

ή ή

z zz z z z z z zz zz z z

   = =
    ⇔ ⇔ ⇔   
   + + − + = + − + − + =    

2 2 2

0

(2 ) ( ) 2 0

y

ή

x x y x

 =


 − + − =

⇔
2 2 2

0

4 2 0

y

ή

x x y x

 =


 − − − =

⇔
2 2

0

3 2 0

y

ή

x y x

 =


 − − =

. 

 

Βασικοί γεωµετρικοί τόποι. 

Το µέτρο της διαφοράς 1 2z z−  δηλαδή το 

1 2z z− , όπου 1 2,z z ∈ℂ  παριστάνει την απόσταση των 

σηµείων  1Μ , 2Μ που είναι οι εικόνες των µιγαδικών 
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1z , 2z   αντιστοίχως.  ∆ηλαδή 1 2 1 2 2 1 2 1 .z z z z− = Μ Μ = Μ Μ = −
�������� ��������

  

Η διαπίστωση αυτή οδηγεί στο να βρίσκοµε εύκολα τους δύο παρακάτω 

βασικούς γεωµετρικούς τόπους. 

Αν ο 0 0 0z a iβ= + ∈ℂ έχει εικόνα στο µιγαδικό επίπεδο το σταθερό σηµείο 

0 0 0 0( ) ( ,  )z a βΚ = Κ και οι µιγαδικοί αριθµοί 

z x yi= +  µε ,x y∈ℝ , που έχουν εικόνες τους 

τα σηµεία ( ) ( ),  M z M x y= ικανοποιούν τη 

σχέση 0z z ρ− = , όπου 0ρ > , τότε κάθε σηµείο 

( )M z  έχει την ιδιότητα να απέχει από το 

σταθερό σηµείο 0 0( , )a βΚ σταθερή απόσταση 

( )KM ρ= .  

Άρα, βρίσκεται σε κύκλο κέντρου 0 0( , )a βΚ και ακτίνας ρ . 

 

� Η σχέση 0z z ρ− =  εκφράζεται «αλγεβρικά» ότι ο γεωµετρικός τόπος των 

εικόνων ( )M z  των   z∈ℂ  είναι κύκλος κέντρου ( )0K z και ακτίνας ρ . 

 

Για δύο µιγαδικούς 1 1 1z a iβ= +  , 2 2 2z a iβ= +  µε αντίστοιχες εικόνες στο 

µιγαδικό επίπεδο τα σηµεία ( ) ( )1 1 2 2,  ,  ,  α β α βΑ Β , οι µιγαδικοί αριθµοί z  που 

ικανοποιούν τη σχέση 1z z− = 2z z− έχουν εικόνες ( )M z  που ισαπέχουν από τα 

σταθερά άκρα ( )1zΑ , ( )2zΒ  του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ .  

∆ηλαδή τα ( ) ( ),  yM z M x=  βρίσκονται στη µεσοκάθετο ε του ΑΒ . 

 

� Η σχέση 1z z− = 2z z− εκφράζει αλγεβρικά 

ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  

των z∈ℂ είναι η µεσοκάθετος του 

ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα ( )1zΑ ,  ( )2zΒ

. 

 

Παρατηρήσεις. Αν ο 0 0 0z a iβ= +  έχει εικόνα το σηµείο 0 0( , )a βΚ τότε  ο  

γεωµετρικός τόπος των σηµείων ( ) ( ),  yM z M x= που είναι εικόνες των z x yi= +  

έτσι ώστε:  

(i) 0z z ρ− ≤ είναι ο κυκλικός δίσκος κέντρου 0 0( , )a βΚ και ακτίνας ρ . 

(ii) 0z z ρ− < είναι τα εσωτερικά σηµεία του παραπάνω κύκλου. 

(iii) 0z z ρ− > είναι τα εξωτερικά σηµεία του παραπάνω κύκλου. 
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� Αν 1 1 1z a iβ= +  , 2 2 2z a iβ= +  µε εικόνες αντίστοιχα τα σηµεία  ( )1 1,  α βΑ , 

( )2 2,  α βΒ  τότε  ο γεωµετρικός τόπος των 

σηµείων ( ) ( ),  yM z M x=  που είναι εικόνες 

των z x yi= +  έτσι ώστε: 

 

(i)  1z z− 2z z≤ −  είναι το ηµιεπίπεδο 1Η  µαζί 

µε την ακµή του ε. 

(Αν Μ σηµείο του 1Η στο 
∆

ΜΑΚ είναι  

(ΜΑ)<(ΜΚ)+(ΚΑ)=(ΜΚ)+(ΚΒ)=(ΜΒ))  

 

(ii)  1 2z z z z− < − είναι το ηµιεπίπεδο 1Η  χωρίς την ε. 

(iii)  1 2z z z z− ≥ − είναι το ηµιεπίπεδο 2Η µε την ε.  

(iv) 1 2z z z z− > −  είναι το ηµιεπίπεδο 2Η  χωρίς την ε. 

 

� Αν 1 3 4z i= + , 2 3z =  βρείτε την µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της παραστάσεως 

1 2z z± . 

Λύση. 

Επειδή 1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ ± ≤ +  και 
1 9 16 5z = + = είναι  

1 2 1 25 3 5 3 2 8z z z z− ≤ ± ≤ + ⇒ ≤ + ≤ . Άρα, max 1 2z z± =8,  min 1 2z z± =2 

   

�  Ποιός είναι ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  που είναι εικόνες των z∈ℂ , για 

τους οποίους ισχύει (i) 1 2 1z i− + =    

(ii) 1 2 2z i z i− + = − +   

(iii) 1 2 2z i z i− + < − +  

Λύση. 

(i)  Είναι 1 2 1z i− + = (1 2 ) 1z i⇔ − − = . Άρα ο γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος 

κέντρου  ( )1,  2K − και 1ρ =  που έχει εξίσωση ( ) ( )2 2
1 2 1x y− + + = . 

 

(ii) Είναι 1 2 2z i z i− + = − + (1 2 ) (2 )z i z i⇔ − − = − − . Άρα, ο γεωµετρικός τόπος 

των ( )M z  είναι η µεσοκάθετος ε του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ  µε άκρα ( )1,  -2Α , 

( ) 2, 1Β − που έχει εξίσωση y x= − . 

 

(iii)  Είναι 1 2 2z i z i− + < − + (1 2 ) (2 )z i z i⇔ − − < − −  

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z   είναι το ηµιεπίπεδο 1Η  χωρίς την ακµή (ε). 

 

� Βρείτε το σύνολο ( )M z  των εικόνων των z x yi= + αν 3 2z z− = |.  

Λύση. 



14 

 

Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), Επίκουρος Καθηγητής. 

 

3 2z z− =
2↑

⇔ 2 2| 3 | 4 | |z z− = ⇔

( 3)( 3) 4z z zz− − = ⇔ 3 3 9 4 0zz z z zz− − + − =
⇔  

3[ ( ) 3] 0zz z z− + + − = ⇔ 2 2 2 3 0x y x+ + − = ⇔  
2 22 1 4x x y+ + + = ⇔ 2 2 2( 1) 2x y+ + =   

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  

είναι κύκλος κέντρου ( )1,  0K − και ακτίνας 2ρ = . 

 

� Γενικότερα, αν 1 2z z k z z− = − µε 0 1k< ≠ τότε ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z

είναι ο Απολλώνιος κύκλος δηλαδή ο κύκλος που γράφεται µε διάµετρο ′∆∆  οπού 

,  ′∆ ∆  είναι τα συζυγή αρµονικά των άκρων ( )1A z , ( )2B z αντιστοίχως, του AB µε 

( ) 1 2AB z z= − .  

∆ηλαδή τα ,  ′∆ ∆  χωρίζουν αντιστοίχως εσωτερικά και εξωτερικά το AB σε 

λόγο K . Έτσι,  για τις εικόνες ( )M z των z είναι 
MA

K
MB

= ή 
1

2

z z
K

z z

−
=

−
ή 

1 2z z k z z− = − .  

Συνεπώς, 
| (3 0 ) |

3 2 2
| (0 0 ) |

z i
z z

z i

− +
− = ⇔ =

− +
. Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των 

( )M z  είναι το σύνολο των σηµείων του επίπεδου που ο λόγος των αποστάσεων τους 

από τις εικόνες των 1 3 0z i= + , 2 0 0z i= +  είναι σταθερός και ίσος µε 2.  

∆ηλαδή, είναι κύκλος διαµέτρου ′∆∆ , µε ∆(1,0), ( )3,  0′∆ − να είναι τα 

συζυγή αρµονικά των ( ) ( )1 3,  0A z A= ,  ( ) ( )2 0,  0B z B= αντιστοίχως. 

 

Ορισµένοι γεωµετρικοί τόποι στηρίζονται 

στην έννοια  της αποστάσεως δύο σηµείων ως 

µέτρο της διαφοράς των αντίστοιχων µιγαδικών 

αριθµών που τα έχουν εικόνες τους δηλαδή 1 2MΜ  

= 1 2z z− .  

 

 

� Αν | |oz z− =ρ τότε ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  

είναι ο κύκλος κέντρου  Κ( oz ) και ακτίνας ρ.  

 

 

 

 

Εφαρµογή. Βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων 

( )M z του z  αν ( )1 2 3z i− − = . 

Λύση. 

O γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος κέντρου  ( ) ( )1,  2 1,  2K i K− = −  και ακτίνας 
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3ρ =  . 

 

� Βρείτε το γεωµετρικό τόπο των µιγαδικών z   για 

τους οποίους ισχύει ότι | (5 ) |z i− + = | (1 3 ) |z i− − . 

Λύση. 

O γεωµετρικός τόπος είναι η µεσοκάθετος (ε) 

του ευθυγράµµου τµήµατος  που ορίζεται από τις 

εικόνες ( )5,  1A , ( )1,  3B −  των µιγαδικών 1 5z i= + ,

2 1 3z i= −  αντιστοίχως .  

Οι συντεταγµένες του µέσου Λ του AB είναι ( )5 1 1 3
, 3,  1

2 2

+ − Λ = Λ − 
 

και 

επειδή 1ελ λΑΒ = − , 1λΑΒ =  είναι 

1ελ = − . Άρα, ο γεωµετρικός τόπος 

των µιγαδικών z  είναι η ευθεία 

( )1 1 3 2y x y x+ = − − ⇔ = − + . 

 

 

� Αν 1 2 2z z z z a− + − =  τότε ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  είναι η έλλειψη µε 

εστίες 1 1( )zΕ , 2 2( )zΕ , εστιακή απόσταση ( )1 2 1 2, 2 2E E z z α γ= − = > . 

 

Εφαρµογή. Βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων ( )M z  των z∈ℂ  για τους 

οποίους ισχύει ότι 

(3 ) ( 5 ) 10z i z i− − + − − − = .  

Λύση. 

Αν ( )1 3,  1E − , ( )2 5,  1E − −  οι εικόνες 

των 1 3z i= − , 2 5z i= − −  αντιστοίχως, 

και ( )M z  οι εικόνες των z  ώστε 

( ) ( )1 2 10 2ME ME a+ = = .  

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος είναι 

έλλειψη µε εστίες  1 2,  E E , κέντρο 

συµµετρίας το µέσο K  του 1 2E E  δηλαδή 

( )3 5 1 1
, 1,  1

2 2
K K

− − −  = − − 
 

, µεγάλο 

άξονα µήκους ( ) 2 10AA a′ = = , εστιακή απόσταση ( )1 2 3 5 8 2E E γ= + = = , µικρό 

άξονα µήκους ( ) 2 2 3 6BB γ′ = = ⋅ =  και εξίσωση 
( ) ( )2 2

1 1
1

25 9

x y+ +
+ = . 

 

� Aν 1 2 2 , 0z z z z a a− − − = >  τότε ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  των 

z∈ℂ  είναι η υπερβολή µε εστίες ( )1 1E z , ( )2 2E z  και εστιακή απόσταση  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 22 2E E z z ME MEγ α= − = > = − . 
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� Αν 
2 2

1 2 ,z z z z c c− − − = ∈ℝ  µε c>0 τότε ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των 

z ∈ℂ  είναι κύκλος. 

 

Εφαρµογή. Βρείτε το γεωµετρικό τόπο των 

εικόνων ( )M z των z∈ℂ έτσι ώστε 

2 2
1 3 2 6z z i− + − − = .  

Λύση. 

Για z x yi= +  η ανωτέρω σχέση γίνεται 
2 2

( 1) 3 ( 2) 6x yi x y i− + + − + − = ⇔  

2 2 2 2( 1) ( 3) ( 2) 6 0x y x y− + + − + − − = ⇔  
2 2 2 22 1 6 9 4 4 6 0x x y x x y y− + + + − + + − + − = ⇔ 2 22 2 8 4 8x y x y+ − − = − ⇔  
2 2 2 2 24 2 4 2 .2 2 2 1 4 4 1x y x y x x y y+ − − = − ⇔ − + + − + = − + + ⇔

2 2( 2) ( 1) 1x y− + − =  

Άρα ο γεωµετρικός τόπος είναι  κύκλος κέντρου ( )2,  1K και 1ρ = .  

 

� Αν 
2 2 *

1 2 ,z z z z c c +− − − = ∈ℜ  τότε ο γεωµετρικός τόπος είναι ευθεία. 

 

Εφαρµογή. Βρείτε  το γεωµετρικό τόπο των εικόνων ( )M z  των z ∈ℂ  έτσι ώστε  

2 2
4 1 3z i z i+ + − + − = . 

Λύση.  

Αν z x yi= +  η ανωτέρω σχέση γίνεται 
2 2

( 4) ( 1) ( 1) ( 1) 3x y i x y i+ + + − + − − = ⇔  

2 2( 4) ( 1)x y+ + + - 2 2( 1) ( 1)x y+ − − =3⇔  

2 2 2 28 16 2 1 2 1 2 1 3 0x x y y x x y y+ + + + + − − − − + − − = ⇔ 6x+4y+12=0 ⇔

3x+2y+6=0 . Άρα ο γεωµετρικός τόπος των ( )M z  είναι η ευθεία (ε).  

 

� Βρείτε το σύνολο των σηµείων ( )M z   που είναι εικόνες των z∈ℂ αν 

2 2 3 (1)

Im( ) 0 (2)

z i

z

και

< + <


 >

 

Λύση.  

Αν z x yi= +  είναι  (1) ⇔  2 2 3z i< + < ,  

(2) y ≥ 0 . Το σύνολο των σηµείων ( )M z , που 

ζητάµε, είναι η τοµή του δακτυλίου µεταξύ των 

οµόκεντρων κύκλων 
2 2 2 2 2 2

1 2: ( 0) ( 2) 3 9,  : ( 0) ( 2) 2 4C x y C x y− + + = = − + + = =  

και του ηµιεπιπέδου που ορίζει ο xx′  µε τον ηµιάξονα Oy  χωρίς την ακµή του (ε) 

y=0 δηλαδή  τον xx′ . 
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 Άρα, το σύνολο των σηµείων ( )M z  που ικανοποιούν τις (1),  (2) είναι το 

µικτόγραµµο σχήµα ΑΟΒΛ χωρίς το περίγραµµα του. 

 

� Βρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων ( )M z  , ώστε 
1 1

2 2

log | 2 | log | |z z− > . 

Λύση. 

Το πεδίο ορισµού της συνθήκης  είναι { }0,  2A = −ℂ . z A∀ ∈ . Ισχύει ότι 

 

1
2

log | 2 | ln | 2 | ln | 2 | ln | 2 |
log | 2 |

1 1 ln ln 2 ln 2log ln
2 2

e

e

z z z z
z

l

− − − −
− = = = = −

−
και οµοίως 

1
2

ln | |
log | |

ln 2

z
z = − . Έτσι  (1) 

ln | 2 |

ln 2

z −
− >

ln | |

ln 2

z
−  ⇔ ln|z-2|<ln|z|⇔ |z-2|<|z| (2) 

Τα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου, που ικανοποιούν την σχέση  |z-2|=|z| ⇔ |z-

(2+0i)|=|z-(0+0i)|, είναι τα σηµεία της µεσοκαθέτου του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ  

όπου ( ) ( )2,  0 , 0,  0A B  δηλαδή τα σηµεία της ευθείας 1x = . Εποµένως, τα σηµεία 

που ικανοποιούν τη σχέση (2) άρα και την (1) είναι τα σηµεία που βρίσκονται δεξιά 

από την ευθεία 1x =  και έκτος αυτής. 

� Έστω η εξίσωση (ε) 2 1 2(2 ) 2 0z zθ θσυνθ+− + =  µε ∈[0,2π)  µε ρίζες 1 2,z z C∈ .  

(i) Βρείτε τις 1 2,z z . 

(ii) Αν ,  A B  είναι οι εικόνες των 1 2,z z στο µιγαδικό επίπεδο, υπολογίστε το θ   ώστε 

το τρίγωνο ΟΑΒ να είναι ισόπλευρο. 

Λύση. 

(i)  Η (ε) έχει διακρίνουσα: 
1 2 2 2( 1) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2[ (2 )] 4.2 2 2 .2 2 2 2 ( 1) 2 (1 )θ θ θ θ θ θ θ θσυνθ συν θ συν θ συν θ συν θ+ + + + + +∆ = − − = − = − = − = − −

= 2 2 22 0θ ηµ θ+− ≤  Άρα οι ρίζες της (1) είναι:  

1 2( 1) 2 1 1

1,2

2 2 2 2
2 2

2 2

i i
z i

θ θ θ θ
θ θσυνθ ηµ θ συνθ ηµθ
συνθ ηµθ

+ + + +± ±
= = = ±  

Άρα έχοµε τις ρίζες 1 2 [ ]z i
θ συνθ ηµθ= + και 2 2 [ ( ) ( )]z i

θ συν θ ηµ θ= − + −  

(ii) Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισόπλευρο αν και µόνο αν ΟΑ = ΟΒ = ΑΒ
����� ����� �����

⇔

1 2 1 2z z z z= = − (*)   Έχοµε 1 2 2z z θ= = (1) 

1 2 | 2 ) |z z i iθσυνθ ηµθ συνθ ηµθ− = + − + ⇔ 1

1 2 2 | 2 | 2 | |z z iθ θηµθ ηµθ+− = = (2) 

Από (1),(2) η (*) γίνεται 12 2 | |θ θ ηµθ+⇒ = ⇔
1

| |
2

ηµθ = ⇔

51
,

6 62

1 7 11
,

2 6 6

ή ή

π π
θ θηµθ

π π
ηµθ θ θ

 = == 


⇔ 
 
 = − = =
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� Βρείτε το σύνολο των εικόνων ( )M z  των z C∈  αν 
2

2 4

z
Arg

z

π−  = + 
. 

Λύση. 

Aν z x yi= + είναι  
2 2

2 ( 2) [( 2) ][( 2) ]

2 ( 2) ( 2)

z x yi x yi x yi

z x yi x y

− − + − + + −
= = =

+ + + + +
2 2 2

2 2 2 2 2 2

( 2)( 2) ( 2) ( 2) 4 4

( 2) ( 2) ( 2)

x x y x yi x yi x y y
i

x y x y x y

− + + + + − − + −
= +

+ + + + + +
 

Άρα, η συνθήκη Αrg 
2

2 4

z

z

π−  = + 
είναι ισοδύναµη 

µε τις σχέσεις. 

2 22 2

4
1

4 4 (1)4 4

4 0 0(2)

y

x y yx y

y y

π
εϕ

και

 = =  + − =+ −
 

⇔ 
 > >


 

Η (1) γράφεται 2 2 4 4x y y+ − = ⇔ 2 2 4 4 8x y y+ − + = ⇔ 2 2 2( 2) (2 2)x y+ − =  άρα 

το σύνολο των εικόνων ( )M z  των z   είναι το τόξο κύκλου κέντρου ( )0,  2K  και 

ακτίνας 2 2ρ = , που είναι πάνω από τον xx′ . 
 

� Αν  cos sinz iθ θ= + ⋅ ,  βρείτε τους  γεωµετρικούς τόπους των εικόνων ( )M z  των 

µιγαδικών 2 3w z= + ,  
1

1
v

z
=

+
. 

Λύση. 

Είναι ( ) ( )2 23 3 3 cos 2 sin 2 3 1w z w z w i wθ θ= + ⇔ − = ⇔ − = + ⋅ ⇔ − = , δηλαδή ο 

γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  του µιγαδικού w  είναι κύκλος κέντρου  

( )3,  0K  και ακτίνας 1ρ = . Επίσης  
1

1
v

z
=

+
1

1z
v

⇔ + =
1

1z
v

⇔ = −
1 v

z
v

−
⇔ =  

Από  |z|=1
1

1
v

v

−
⇔ = 21

1 |1 | | | |1 | | | (1 )(1 )
v

v v v v v v vv
v

−
⇔ = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ − − =  

1
1 1 2 ( ) 1 ( )

2
v v vv vv v v Re v Re v⇔ − − + = ⇔ + = ⇔ ⋅ = ⇔ = .  

Αν  x yiν = +  ⇒
1

,
2

x ψ= ∈ℜ .  

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων ( )M z  του ν  είναι η ευθεία 
1

2
x = .  

� Αν z x yi= + µε ,x y∈ℝ και 
2z i

w
z i

+
=

−
, z i≠ , βρείτε το γεωµετρικό τόπο των 

εικόνων ( )M z  των µιγαδικών αριθµών z  έτσι 

ώστε  

(i) 2w = ,  

(ii) ( )
2

Arg w
π

= . 
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Λύση. 

(i)  |w|=2
2

2 2 2 | | 2 2
1

z i
z i z i x yi i x yi i

z

+
⇔ = ⇔ + = − ⇔ + + = + − ⇔

−
 

2 2 2 2( 2) 2 ( 1) ( 2) 2 ( 1)x y i x y i x y x y+ + = + − ⇔ + + = + − ⇔  

2 2 2 2 2 2 2 24 4 4( 2 1) 4 4 4 4 8 4x y y x y y x y y x y y+ + + = + − + ⇔ + + + = + − + ⇔  
2 2 2 2 2 2 2 23 3 12 0 4 0 4 4 4 ( 2) 4x y y x y y x y y x y+ − = ⇔ + − = ⇔ + − + = ⇔ + − =  

Άρα, ο γεωµετρικός τόπος είναι κύκλος κέντρου ( )0,  2K και ακτίνας  2ρ = . 

 

 (ii)  Είναι  
2 2

2 2 ( 2) [ ( 2) ][ ( 1) ]

1 ( 1) ( 1)

z i x yi i x y i x y i x y i
w

z x yi i x y i x y

+ + + + + + + + −
= = = = =

− + − + − + −
 

=
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( 2 ) 2 2 2 3

( 1) ( 1) ( 1)

x xy x i xy x i y y y x y y x
i

x y x y x y

− − + + + − + − + + −
= +

+ − + − + −
 

Είναι  ( )
2

Arg w
π

=

2 2

2 22 2 21 1 1 3
22

4 4 2 2
3 0

0 0

x y yx y y x y

x
x x

     + + + = ++ + − + + =     ⇔ ⇔      
>  > >

 

Άρα,  ο γεωµετρικός τόπος είναι το ηµικύκλιο 

κέντρου  
1

0,  
2

K
− 

 
 

 και ακτίνας 
3

2
ρ =  που 

βρίσκεται δεξιά του άξονα yy′ . 
 

 

� Λύστε το σύστηµα  
| 1 | | 1 | 4 (1)

( )  (2)

z z

Arg iz π
+ + − =


=

 

Λύση. 

Αν z x yi= +  η σχέση (1) γράφεται 

2 2 2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) 4 ( 1) 4 ( 1)x y x y x y x y+ + + − + = ⇔ + + = − − + ⇔  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( 1) 16 8 ( 1) ( 1) 2 1 16 8 ( 1) 2 1x y x y x y x x x y x x+ + = − − + + − + ⇔ + + = − − + + − + ⇔
:( 4) 4

2 2 2 2
4 16 8 ( 1) 4 2 ( 1)

x

x x y x x y
− ≤

− = − − + ⇔ − = − + ⇔  

2 2 2 2 2 2 2 2 216 8 4[( 1) ] 16 8 4( 1) 4 16 8 4 8 4 4 0(3)x x x y x x x y x x x x y+ − = − + ⇔ + − = − + ⇔ + − − + − − =

Η σχέση (2)  δίνει 
2 2

Argi Argz Argz Argz
π π

π π+ = ⇔ + = ⇔ = .  

Άρα, 0x =  και 0y >  (4) 

H (3) 
2 2 2(4) 12 4 0 4 12 3 3

3
0 0 0

y y y y
y

y o y y y

  − = = = = ±
⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇒ =   

> > > >   
 

Άρα, z= 3z i= . 
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� Το σύστηµα λύνεται απλούστερα αν ερµηνεύσοµε την (1) γεωµετρικά, δηλαδή ότι 

είναι έλλειψη µε εστίες ( ) ( )1,  0 ,  1,  0E E′ −  µεγάλο άξονα µήκους ( ) 2 4AA a′ = = , 

µικρό άξονα µήκους ( ) 2 3BB′ = και  εξίσωση 
2 2

1
4 3

x y
+ = .  

H (2) Argi+Argz=π  0
2

rgz ή x
π

⇒ Α = = και 0y >  (2) .  

∆ηλαδή, η εικόνα ( )0,  3B  του 3z i=  είναι η µοναδική λύση του συστήµατος . 

Άρα, το σύστηµα έχει λύση το 3z i= . 

 

 


