2.   Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς �EMBED Equation.3��� για τους οποίους ισχύει:


α) �EMBED Equation.3���


β) �EMBED Equation.3���


γ) �EMBED Equation.3���.





Στο μιγαδικό επίπεδο να σημειώσετε τις εικόνες και τις διανυσματικές ακτίνες των μιγαδικών αριθμών: �EMBED Equation.3���, 1, i, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, 5, 0.





Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z που ικανοποιούν τις σχέσεις:


       α)  Το πραγματικό μέρος του z είναι ίσο με μηδέν.


       β)  Το φανταστικό μέρος του z είναι ίσο με μηδέν.


       γ)  Το πραγματικό μέρος του z είναι ίσο με το φανταστικό του μέρος.





Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εκτελέσετε τις πράξεις που σημειώνονται και να γράψετε το αποτέλεσμα στη μορφή �EMBED Equation.3���


α)   �EMBED Equation.3���		β)   �EMBED Equation.3���


γ)   �EMBED Equation.3���	δ)   �EMBED Equation.3���


ε)   �EMBED Equation.3���			             στ)   �EMBED Equation.3���


ζ)   �EMBED Equation.3���.





6.  Να γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στη μορφή �EMBED Equation.3���:


α)   �EMBED Equation.3���    β)   �EMBED Equation.3���     γ)   �EMBED Equation.3���    δ)   �EMBED Equation.3���    ε)   �EMBED Equation.3���    στ)   �EMBED Equation.3���.





7.  Να βρείτε τους �EMBED Equation.3���, για τους οποίους ισχύει:


α)   �EMBED Equation.3���


β)   �EMBED Equation.3���


γ)   �EMBED Equation.3���.





8.  Να υπολογίσετε τις παραστάσεις:


     α)   �EMBED Equation.3���	β)   �EMBED Equation.3���.





9.  Ποιος είναι ο �EMBED Equation.3���, όταν:


α)   �EMBED Equation.3���      β)   �EMBED Equation.3���      γ)   �EMBED Equation.3���


δ)   �EMBED Equation.3���              ε)   �EMBED Equation.3���            στ)   �EMBED Equation.3���.





Με ποιες συμμετρίες μπορούν να προκύψουν από την εικόνα του μιγαδικού �EMBED Equation.3��� οι εικόνες των μιγαδικών �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���;


Αν �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, να δείξετε ότι ο �EMBED Equation.3��� είναι πραγματικός αριθμός, ενώ ο �EMBED Equation.3��� φανταστικός αριθμός.





Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις:


α)   �EMBED Equation.3���      β)   �EMBED Equation.3���      γ)   �EMBED Equation.3���      δ)   � EMBED Equation.3  ���





13.  Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις εξισώσεις:


α)   �EMBED Equation.3���      β)   �EMBED Equation.3���      γ)   �EMBED Equation.3���.





Αν μια ρίζα της εξίσωσης �EMBED Equation.3���, όπου �EMBED Equation.3���, είναι �EMBED Equation.3���, να βρείτε τις τιμές των  β  και  γ.








Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





Αν �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� είναι πραγματικοί αριθμοί, να εξετάσετε πότε το πηλίκο �EMBED Equation.3��� είναι πραγματικός αριθμός.





Αν �EMBED Equation.3���, να βρείτε την τιμή της παράστασης �EMBED Equation.3���.





Να βρείτε την τιμή της παράστασης �EMBED Equation.3���.





Πόσες διαφορετικές τιμές μπορεί να πάρει η παράσταση �EMBED Equation.3���;





Να λύσετε τις εξισώσεις


α)   �EMBED Equation.3���	β)   �EMBED Equation.3���.





Έστω ο μιγαδικός z με �EMBED Equation.3���. Να δείξετε ότι ο �EMBED Equation.3��� είναι πραγματικός και ότι �EMBED Equation.3���.





Να αποδείξετε ότι �EMBED Equation.3���, όπου �EMBED Equation.3���.





α) Για ένα μιγαδικό αριθμό z να αποδείξετε ότι:


Ο z είναι πραγματικός, αν και μόνο αν �EMBED Equation.3���


Ο z είναι φανταστικός, αν και μόνο αν �EMBED Equation.3���.


β) Αν �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, να αποδείξετε ότι ο αριθμός �EMBED Equation.3��� είναι πραγματικός, ενώ ο αριθμός �EMBED Equation.3��� είναι φανταστικός.





Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών �EMBED Equation.3��� για τους οποίους ισχύει:  α)   �EMBED Equation.3���		β)   �EMBED Equation.3���.


5.3		ΜΕΤΡΟ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ
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Έστω �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3��� η εικόνα του μιγαδικού �EMBED Equation.3��� στο μιγαδικό επίπεδο. Ορίζουμε ως μέτρο του �EMBED Equation.3��� την απόσταση του �EMBED Equation.3��� από την αρχή �EMBED Equation.3���, δηλαδή


�EMBED Equation.3���


Για παράδειγμα, �EMBED Equation.3���.


Όταν ο μιγαδικός �EMBED Equation.3��� είναι της μορφής �EMBED Equation.3���, τότε �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���, που είναι η γνωστή μας απόλυτη τιμή του πραγματικού αριθμού �EMBED Equation.3���.


Αν �EMBED Equation.3���, τότε �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, επομένως,


(    �EMBED Equation.3���


(    �EMBED Equation.3���


Οι επόμενες ιδιότητες αναφέρονται στις σχέσεις που συνδέουν το γινόμενο και το πηλίκο μιγαδικών με τα μέτρα τους και είναι ίδιες με τις αντίστοιχες ιδιότητες των απόλυτων τιμών πραγματικών αριθμών.


Αν �EMBED Equation.3��� είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε


(   �EMBED Equation.3���


(   �EMBED Equation.3���


Πράγματι, έχουμε:


		�EMBED Equation.3���


			         �EMBED Equation.3���


			         �EMBED Equation.3���,        που ισχύει.


Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα. 


Γενικά, αποδεικνύεται ότι


�EMBED Word.Picture.8���


�EMBED Equation.3���


και ειδικότερα


�EMBED Equation.3���.


Τέλος, από τη γνωστή μας τριγωνική ανισότητα και από τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροίσματος �EMBED Equation.3��� και της διαφοράς �EMBED Equation.3��� δύο μιγαδικών προκύπτει ότι: 


            �EMBED Equation.3���


Επίσης, είναι φανερό ότι το μέτρο του διανύσματος �EMBED Equation.3��� είναι ίσο με το μέτρο του διανύσματος �EMBED Equation.3���. Επομένως:


“Το μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών είναι ίσο με την απόσταση των εικόνων τους”.


Δηλαδή:


�EMBED Equation.3���
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Έτσι, για παράδειγμα, η εξίσωση �EMBED Equation.3��� επαληθεύεται από όλους τους μιγαδικούς �EMBED Equation.3��� που έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από την εικόνα του μιγαδικού �EMBED Equation.3���, δηλαδή από το σημείο �EMBED Equation.3��� του μιγαδικού επιπέδου, απόσταση 3 μονάδες και μόνο από αυτούς. Επομένως, η εξίσωση αυτή είναι εξίσωση κύκλου με κέντρο το σημείο �EMBED Equation.3��� και ακτίνα �EMBED Equation.3���.


Γενικά, η εξίσωση


� EMBED Equation.3  ���


παριστάνει τον κύκλο με κέντρο το σημείο �EMBED Equation.3��� και ακτίνα �EMBED Equation.3���.
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Επίσης η εξίσωση �EMBED Equation.3��� επαλη-θεύεται από όλους τους μιγαδικούς �EMBED Equation.3��� που έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να ισαπέχουν από τις εικόνες των μιγαδικών �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, δηλαδή από τα σημεία �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, και μόνο από αυτούς. Επομένως, η εξίσωση αυτή είναι εξίσωση της μεσοκαθέτου του τμήματος �EMBED Equation.3���.


Γενικά, η εξίσωση


�EMBED Equation.3���


παριστάνει τη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα τα σημεία �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���.








ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ





1. Αν για τους μιγαδικούς �EMBED Equation.3��� ισχύει


�EMBED Equation.3���,


      να αποδειχτεί ότι κανένας από αυτούς δεν είναι πραγματικός αριθμός.





ΑΠΟΔΕΙΞΗ


Αν ένας από τους �EMBED Equation.3���, για παράδειγμα ο �EMBED Equation.3���, ήταν πραγματικός, τότε οι μιγαδικοί �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� θα ήταν συζυγείς και επομένως �EMBED Equation.3���, αφού


τα μέτρα δύο συζυγών μιγαδικών είναι ίσα. Τότε όμως θα είχαμε


�EMBED Equation.3���,


που είναι άτοπο.





2.  Αν για το μιγαδικό �EMBED Equation.3��� ισχύει   �EMBED Equation.3���, να βρεθεί:


       α) Ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας του �EMBED Equation.3��� στο μιγαδικό επίπεδο.


       β) Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του �EMBED Equation.3���.





ΛΥΣΗ


α) Η ισότητα �EMBED Equation.3��� επαληθεύεται από όλους τους μιγαδικούς �EMBED Equation.3��� που έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από το σημείο �EMBED Equation.3��� σταθερή απόσταση ίση με �EMBED Equation.3��� και μόνο από αυτούς. Επομένως, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με κέντρο �EMBED Equation.3��� και ακτίνα �EMBED Equation.3���, δηλαδή ο κύκλος
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�EMBED Equation.3���.


β) Το �EMBED Equation.3��� είναι η απόσταση της εικόνας �EMBED Equation.3��� από την αρχή �EMBED Equation.3���, δηλαδή το μήκος �EMBED Equation.3���. Από τη Γεωμετρία, όμως, γνωρίζουμε ότι αν η ευθεία �EMBED Equation.3���Κ τέμνει τον κύκλο στα �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, τότε �EMBED Equation.3���, που σημαίνει ότι η μέγιστη τιμή του �EMBED Equation.3��� είναι το μήκος �EMBED Equation.3��� και η ελάχιστη το μήκος �EMBED Equation.3���.


Η εξίσωση, όμως, της ευθείας �EMBED Equation.3���Κ είναι η �EMBED Equation.3���. Επομένως, οι συντεταγμένες των σημείων �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� θα είναι οι λύσεις του συστήματος


�EMBED Equation.3���


που είναι τα ζεύγη �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���. Άρα, η μέγιστη τιμή του �EMBED Equation.3��� είναι ίση με �EMBED Equation.3��� και η ελάχιστη ίση με �EMBED Equation.3���.


ΑΣΚΗΣΕΙΣ








Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών:


�EMBED Equation.3���,	�EMBED Equation.3���,	    �EMBED Equation.3���,	 �EMBED Equation.3���,	         �EMBED Equation.3���,	�EMBED Equation.3���,	  �EMBED Equation.3���,


�EMBED Equation.3���,	�EMBED Equation.3���   και	 �EMBED Equation.3���.


Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών:


�EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, όπου �EMBED Equation.3��� με �EMBED Equation.3���.





Να βρείτε τους μιγαδικούς �EMBED Equation.3��� για τους οποίους ισχύει:


α)   �EMBED Equation.3���      β)   �EMBED Equation.3���      γ)   �EMBED Equation.3���.





Να βρείτε πού ανήκουν οι μιγαδικοί  z  για τους οποίους ισχύει:


       α)   �EMBED Equation.3���     β)   �EMBED Equation.3���     γ)   �EMBED Equation.3���     δ)   �EMBED Equation.3���     ε)   �EMBED Equation.3���.


Να βρείτε πού ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών  z  για τους οποίους ισχύει:


        α)   �EMBED Equation.3���	                     β)   �EMBED Equation.3���





Αν �EMBED Equation.3���, να βρείτε το γεωμετρικό τόπο της εικόνας του μιγαδικού z, όπου �EMBED Equation.3���.





Από τους μιγαδικούς  z, για τους οποίους ισχύει �EMBED Equation.3���, ποιος έχει το ελάχιστο και ποιος το μέγιστο δυνατό μέτρο;





Αν για τους μιγαδικούς  z   ισχύει �EMBED Equation.3���, να βρείτε που ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών  w  με �EMBED Equation.3���.





Για δύο μιγαδικούς αριθμούς �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� να αποδείξετε ότι 


�EMBED Equation.3���.








Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





Να δείξετε ότι για κάθε μιγαδικό �EMBED Equation.3��� ισχύει:


�EMBED Equation.3���.





Έστω ο μιγαδικός �EMBED Equation.3���, για τον οποίο ισχύει �EMBED Equation.3���. Να αποδείξετε ότι:


Αν �EMBED Equation.3���, τότε ο �EMBED Equation.3��� είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρόφως.





Έστω ο μιγαδικός �EMBED Equation.3��� με �EMBED Equation.3���. Να αποδείξετε ότι: Ο �EMBED Equation.3��� είναι πραγματικός, αν και μόνο αν ο �EMBED Equation.3��� είναι πραγματικός ή �EMBED Equation.3���.


Έστω ο μιγαδικός �EMBED Equation.3��� με �EMBED Equation.3���, όπου �EMBED Equation.3���. Να αποδείξετε ότι: ο �EMBED Equation.3��� είναι φανταστικός, αν και μόνο αν ο �EMBED Equation.3��� είναι φανταστικός.





Αν η εικόνα του μιγαδικού �EMBED Equation.3��� ανήκει στον κύκλο κέντρου �EMBED Equation.3��� και ακτίνας �EMBED Equation.3���, να δείξετε ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μιγαδικού �EMBED Equation.3���.





Αν για το μιγαδικό �EMBED Equation.3��� ισχύει �EMBED Equation.3���, να δείξετε ότι η εικόνα του �EMBED Equation.3��� ανήκει στον κύκλο με κέντρο �EMBED Equation.3��� και ακτίνα �EMBED Equation.3���.





Αν για το μιγαδικό �EMBED Equation.3��� ισχύει �EMBED Equation.3���, να βρείτε την τιμή της παράστασης �EMBED Equation.3���. Να ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρασμα.


Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Μ των μιγαδικών �EMBED Equation.3���, για τους οποίους ισχύει: �EMBED Equation.3���. Ποιο από τα σημεία Μ απέχει την ελάχιστη απόσταση από την αρχή �EMBED Equation.3���.





Αν �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� είναι οι εικόνες των μιγαδικών �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� αντιστοίχως και �EMBED Equation.3���, να αποδείξετε ότι: Όταν το �EMBED Equation.3��� κινείται σε κύκλο κέντρου �EMBED Equation.3��� και ακτίνας 4, τότε το �EMBED Equation.3��� κινείται σε μια έλλειψη.





α) Αν �EMBED Equation.3���, να δείξετε ότι �EMBED Equation.3���.


β) Αν για τους μιγαδικούς �EMBED Equation.3��� ισχύει �EMBED Equation.3���, να αποδείξετε ότι: �EMBED Equation.3���.





5.4		ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ








Εισαγωγή





Η αποδοχή των μιγαδικών αριθμών, εκτός από τις δυνατότητες που άνοιξε στην επίλυση των εξισώσεων, έδωσε μεγάλη ευελιξία στον αλγεβρικό λογισμό. Για παράδειγμα, η παράσταση �EMBED Equation.3��� μπορεί τώρα να παραγοντοποιηθεί στη μορφή �EMBED Equation.3���. Οι μαθηματικοί εκμεταλλεύτηκαν αυτό το γεγονός σε πολλά ζητήματα, όπως είναι, για παράδειγμα, ο πολλαπλασιασμός και η διαίρεση των τόξων ενός κύκλου. Το 1739 ο A. de Moivre, συνδυάζοντας τον υπολογισμό των κυβικών ριζών παραστάσεων της μορφής �EMBED Equation.3��� (που εμφανίζονται στον τύπο επίλυσης της �EMBED Equation.3���) με την τριγωνομετρική ταυτότητα �EMBED Equation.3���, έδωσε τις πρώτες ιδέες για την τριγωνομετρική παράσταση των μιγαδικών αριθμών. Το 1748 ο L. Euler, ξεκινώντας από την ανάλυση της ισότητας �EMBED Equation.3��� στη μορφή �EMBED Equation.3���, τόνισε τη σημασία των παραστάσεων της μορφής �EMBED Equation.3��� και έδειξε ότι �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���. Γενικεύοντας έφτασε στη σχέση �EMBED Equation.3��� (που σήμερα φέρει το όνομα του de Moivre), από την οποία, με χρήση του διωνυμικού αναπτύγματος, βρήκε τύπους για τα �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���.


Σε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις οι μιγαδικοί αντιμετωπίζονταν ως καθαρά συμβολικές παραστάσεις, που δεν απεικόνιζαν κάποια συγκεκριμένη πραγματικότητα. Η τριγωνομετρική παράσταση έδωσε όμως τη δυνατότητα να χρησιμοποιηθούν (από τον C. Wessel το 1799 και τον R. Argand το 1806) για την αναλυτική έκφραση της διεύθυνσης στο επίπεδο, ακριβώς όπως οι θετικοί και αρνητικοί χρησιμοποιούνται για τη διάκριση της φοράς στην ευθεία. Αυτές οι εξελίξεις διεύρυναν τις εφαρμογές των μιγαδικών και άνοιξαν το δρόμο για τη γεωμετρική ερμηνεία τους, την οποία καθιέρωσε ο C.F. Gauss το 1831.








Όρισμα Μιγαδικού
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Έστω ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� η αντίστοιχη διανυσματική ακτίνα του.


Ονομάζουμε όρισμα του μιγαδικού �EMBED Equation.3��� καθεμιά από τις γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την ημιευθεία �EMBED Equation.3��� και τελική πλευρά την ημιευθεία �EMBED Equation.3���.


Από όλα τα ορίσματα του �EMBED Equation.3��� ένα ακριβώς βρίσκεται στο διάστημα �EMBED Equation.3���. Αυτό λέγεται πρωτεύον όρισμα του μιγαδικού �EMBED Equation.3��� και συμβολίζεται με �EMBED Equation.3���. Είναι φανερό ότι:


Tο �EMBED Equation.3��� είναι η γωνία που σχηματίζει η διανυσματική ακτίνα του μιγαδικού z με τον άξονα �EMBED Equation.3���.


Δύο ορίσματα του �EMBED Equation.3��� διαφέρουν κατά γωνία �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���.


Για το μιγαδικό �EMBED Equation.3��� δεν ορίζεται όρισμα. Γι’αυτό, στη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε όρισμα μιγαδικού, θα εννοούμε ότι �EMBED Equation.3���.








Τριγωνομετρική Μορφή Μιγαδικού





	Έστω ο μιγαδικός �EMBED Equation.3���, που έχει μέτρο �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3��� και ένα όρισμά του είναι το �EMBED Equation.3���. Από τον ορισμό των τριγωνομετρικών αριθμών σε ορθοκανονικό σύστημα έχουμε:


�EMBED Word.Picture.8���


�EMBED Equation.3���


			 �EMBED Equation.3���


Επομένως, ο μιγαδικός �EMBED Equation.3��� μπορεί να γραφεί ως εξής:


�EMBED Equation.3���,


δηλαδή


�EMBED Equation.3���


Ο τρόπος αυτός γραφής του μιγαδικού �EMBED Equation.3��� λέγεται τριγωνομετρική ή πολική μορφή του �EMBED Equation.3���.


Για παράδειγμα, αν �EMBED Equation.3���, τότε το μέτρο του �EMBED Equation.3��� είναι �EMBED Equation.3��� και για κάθε όρισμά του �EMBED Equation.3��� ισχύουν:


�EMBED Equation.3���    και    �EMBED Equation.3���.


Επομένως, μια τιμή του ορίσματος είναι η �EMBED Equation.3���. Άρα, έχουμε �EMBED Equation.3��� ή γενικότερα:


�EMBED Equation.3���,     �EMBED Equation.3���.


Αποδεικνύεται ότι αν �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, τότε η παράσταση �EMBED Equation.3��� είναι τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού αριθμού �EMBED Equation.3���.


Επειδή ίσοι μιγαδικοί αριθμοί έχουν την ίδια εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο και αντιστρόφως, έχουμε το ακόλουθο κριτήριο ισότητας μιγαδικών:


“Δύο μη μηδενικοί μιγαδικοί αριθμοί είναι ίσοι, αν και μόνο αν έχουν ίσα μέτρα και η διαφορά των ορισμάτων τους είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π”.


Δηλαδή:





Αν �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� είναι οι τριγωνομετρικές μορφές των μιγαδικών �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���, τότε: 


�EMBED Equation.3���(�EMBED Equation.3���   και   �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���).
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