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1 . Γενικοί ορισµοί. 

1.1 Οριακό σηµείο του πεδίου ορισµού συναρτήσεως. 

Ένα  σηµείο  0x   ονοµάζεται  οριακό  σηµείο  του  πεδίου  ορισµού  της  

συναρτήσεως f  ( )ΠΟ ⊆ ℝ , αν  και  µόνο  αν  σε  κάθε  περιοχή  του  0x   υπάρχει  

ένα  τουλάχιστον  σηµείο  του  . .Π Ο  διαφορετικό  του  0x . 

Π.χ.  [ ]. . 0,  15Π Ο =  και 0x  =6.  

 -∞                           0                       6                           15                          +∞ 

<-----------------------●-----------------●--------------------●-----------------------> 

 

1.2 Μεµονωµένο σηµείο του πεδίου ορισµού συναρτήσεως. 

Ένα  σηµείο 0x   ονοµάζεται  µεµονωµένο  σηµείο του  . .Π Ο  της  

συναρτήσεως  f    ( )ΠΟ ⊆ ℝ , αν  και  µόνο  αν  0x ∈ . .Π Ο  και  υπάρχει  περιοχή  

του  0x , έστω  ( )0xπ ,  που  το  µόνο  κοινό  σηµείο  που  έχει  µε  το   . .Π Ο  είναι  το  

0x .            Π.χ.  [ ] { }. . 0,  15 16Π Ο = ∪ και 0x =16. 

-∞                           0                                      15           16                          +∞ 

<-----------------------●---------------------------●----------●-----------------------> 

 

1.3 Εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού συναρτήσεως. 

Ένα  σηµείο 0x   ονοµάζεται  εσωτερικό  σηµείο  του  . .Π Ο  της  συναρτήσεως 

f   ( )ΠΟ ⊆ ℝ , αν  και  µόνο  αν  το  0x ∈ . .Π Ο  και  υπάρχει  περιοχή  του  0x , έστω  

( )0xπ , τέτοια  ώστε  ( )0xπ ⊆ . .Π Ο        Π.χ.  [ ]. . 0,  15Π Ο =  και 0 6x = . 

-∞                           0                       6                           15                          +∞ 

<-----------------------●-----------------●--------------------●-----------------------> 

 

Παρατήρηση. 

Κάθε  εσωτερικό  σηµείο  του  . .Π Ο  είναι  και  οριακό, ενώ  το  αντίστροφο  

δεν  ισχύει αφού  το  οριακό  σηµείο  δεν  είναι  απαραίτητα  σηµείο  του . .Π Ο  

 

2. Οριακή τιµή συναρτήσεως  όταν x → +∞ . 

Για  να  εξετάσοµε  την  συµπεριφορά    συναρτήσεως  f  για  πολύ  µεγάλες  

τιµές  της  µεταβλητής  x ,   πρέπει  το  . .Π Ο  της  να  µην  είναι  φραγµένο  άνω. 

Θεωρούµε  δηλαδή  ότι  περιέχει  ένα  διάστηµα  της  µορφής ( ),α +∞  όπου  a∈ℝ . 

 

2.1  Πραγµατική  οριακή τιµή όταν x → +∞ . 

Έστω  συνάρτηση  f   της  οποίας  το  . .Π Ο  δεν  είναι  φραγµένο  άνω. Λέµε  

ότι η  f  έχει  στο  +∞  όριο  τον  ∈ℓ ℝ , όταν  0ε∀ > ,  οσοδήποτε  µικρό, υπάρχει  

0 0x > , εξαρτώµενο  από  το  ε, έτσι  ώστε  x∀ ∈ΠΟ  µε 0x x>  να  ισχύει  ότι  

( )f x ε− <ℓ . ∆ηλαδή: 

 

Σχήµα 1. 

( )0 0lim ( ) 0,  0 : ,  µε ( )
x

f x x x x x f xε ε ε
→+∞

= ∈ ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ∈ΠΟ > ⇒ − <ℓ ℝ ℓ .  
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Από  την  παραπάνω  σχέση  προκύπτει  ότι  [ ]lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→+∞ →+∞

= ⇔ − =ℓ ℓ . 

Επειδή ( ) ( ) ( )f x f xε ε− < ⇔ − − − <ℓ ℓ  προκύπτει  ότι lim lim ( )
x x

f l f l
→+∞ →+∞

= ⇔ − = − . 

 

 

 

 

 

            Σχήµα 2.                                                             Σχήµα  3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Σχήµα 4.                                                             Σχήµα 5. 

Εφαρµογή. 

Να  δειχθεί ότι 
2 1

lim 2
1x

x

x→+∞

+
=

−
. 

Λύση. 

Η  συνάρτηση f  µε τύπο 
2 1

( )
1

x
f x

x

+
=

−
  έχει ( ) ( ). . ,1 1,Π Ο = −∞ +∞∪ . Έστω ε>0.  

Τότε, για κάθε 1x >  έχουµε 
2 1 2 1 2 2

2
1 1

x x x

x x
ε ε

+ + − +
− < ⇔ <

− −
 

3

1x
ε⇔ < ⇔

−
3 3

0  ( διότι >1) 1
1

x x
x

ε
ε

< < ⇔ > +
−

.  

Αν εκλέξοµε 0

3
1x

ε
> + ,  για κάθε x  του Π.Ο. της f   µε 0x x>  ισχύει ότι 

2 1 2 1
2 lim 2

1 1x

x x

x x
ε

→+∞

+ +
− < ⇔ =

− −
. 

 

2.2 Οριακή τιµή συναρτήσεως το +∞  όταν  x → +∞ . 

 Έστω  συνάρτηση  f  µε  ΠΟ  όχι  φραγµένο  άνω. Θα  λέµε  ότι η  f   έχει  

στο  +∞ , όριο  το  +∞ , όταν  0M∀ >  υπάρχει     0 0x > , εξαρτώµενο  από  το  Μ, 

τέτοιο  ώστε  x∀ ∈ΠΟ  µε 0x x> , να  ισχύει  ότι  ( )f x M> .  

 

∆ηλαδή  0 0lim ( ) 0,  ( ) 0 :   ( )f
x

f x M x x x x f xε µε
→+∞

= +∞ ⇔ ∀ > ∃ Μ > ∀ ΠΟ > ⇒ > Μ .   

Επειδή ( ) ( )f x M f x M> ⇔ − < − , έπεται  ότι  lim ( ) lim ( )( )
x x

f x f x
→+∞ →+∞

= +∞ ⇔ − = −∞ . 

             

Σχήµα 6.        Σχήµα 7. 
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Σχήµα 8. 

 

 

 

 

Εφαρµογή. 

Να δειχθεί ότι 
2lim 1

x
x

→+∞
− =+∞.  

Λύση. 

Έστω συνάρτηση  2, ( ) 1f f x x= − . Έχει ( ) ( ), 1 1,ΠΟ = −∞ − +∞∪ .  

Έστω 0M > . Τότε 2 2 2 2 21 1 1 1x M x M x M x M− > ⇔ − > ⇔ > + ⇔ > + . 

Άρα, αν επιλέξοµε 2

0 1x M> + , τότε x∀ ∈ΠΟ µε 0x x>  είναι 2 1x M− >  δηλαδή  

2lim 1
x

x
→+∞

− = +∞ . 

 

2.3 Οριακή  τιµή συναρτήσεως  το  −∞    όταν  x → +∞ . 

Έστω  συνάρτηση  f   µε  ΠΟ  όχι  φραγµένο  άνω. Θα  λέµε  ότι η  f   έχει  

στο  +∞ , όριο  το  −∞ , όταν  0M∀ >    υπάρχει  0 0x∃ >    εξαρτώµενο  από  το  Μ,  

τέτοιο  ώστε  x∀ ∈ΠΟ  µε 0x x> ,  να  ισχύει  ότι ( )f x M< − .  ∆ηλαδή:  

0 0lim ( ) 0,  ( ) 0 :  µε  ( )
x

f x M x M x x x f x M
→+∞

= −∞ ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ∈ΠΟ > ⇒ < − .  

Επειδή ( ) ( )f x M f x M> ⇔ − < −  έπεται  ότι  lim ( ) lim ( )( )
x x

f x f x
→+∞ →+∞

= −∞ ⇔ − = +∞ . 

 

 

 

 

 

       

        Σχήµα  9.                                                          Σχήµα 10. 

 

Εφαρµογή. 

Να  δειχθεί ότι ( )2lim 5
x

x
→+∞

− + = −∞ . 

Λύση. 

Έστω συνάρτηση f   µε τύπο 2( ) 5f x x= − + .  Έχει ΠΟ = ℝ . 

 Έστω 0M > . Τότε για 0x >  ισχύει 2 25 5 5x M x M x M− + < − ⇔ > + ⇔ > + .  

Αν επιλέξοµε 0 5x M> + , τότε x∀ ∈ΠΟ  µε 0x x>  ισχύει 2 5x M− + < −  

δηλαδή 2lim ( 5)
x

x
→+∞

− + = −∞ . 

2.4  Ιδιότητες των ορίων. 

Έστω    συναρτήσεις  ,f g  µε κοινό  πεδίο  ορισµού όχι  φραγµένο  άνω, που  

έχουν  στο   +∞   πεπερασµένα  όρια. Τότε:  

� ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→+∞ →+∞ →+∞

+ = + , � ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→+∞ →+∞ →+∞

⋅ = ⋅ . 

Οι  παραπάνω  προτάσεις  επεκτείνονται  επαγωγικά για  πεπερασµένο  πλήθος  

συναρτήσεων  µε  κοινό  πεδίο  ορισµού όχι  φραγµένο  άνω.  

� ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→+∞ →+∞ →+∞

− = − ,    � ( ), lim ( ) lim ( )
x x

f x f xλ λ λ
→+∞ →+∞

∀ ∈ ⋅ = ⋅ℝ . 
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�

lim ( )1 1 ( )
lim ( ) 0, lim lim

( ) lim ( ) ( ) lim ( )

x

x x x

x x

f xf x
g x ό

g x g x g x g x
ν τ τε και →+∞

→+∞ →+∞ →+∞
→+∞ →+∞

Α ≠ = = . 

Στην  παραπάνω  περίπτωση  επειδή lim ( ) 0
x

g x
→+∞

≠ , ισχύει  ότι  σε  µία  

περιοχή  του  +∞    είναι ( ) 0g x ≠ .  

�Αν lim ( ) 0
x

f x
→+∞

>  και  *k ∈ℕ , τότε lim ( ) lim ( )k k
x x

f x f x
→+∞ →+∞

= . 

 Στην  παραπάνω  περίπτωση  σε  µία  περιοχή  του  +∞  είναι  ( ) 0f x >  και  

εκεί  ορίζεται  η  συνάρτηση  ( )k f x . 

 

Όριο  πολυωνυµικής   συναρτήσεως όταν x → +∞ . 

Έστω  συνάρτηση f , µε  ΠΟ  που  περιέχει    διάστηµα  της  µορφής 

( ),α +∞  όπου α ∈ℝ , 0να ≠ ,  µε  τύπο:  1

1 1 0( ) ...f x a x a x x aν ν
ν ν α−

−= + + + + , όπου  

iα ∈ℝ  για  κάθε 1,...,i ν= . 

1 2 3 3 02 1

2 3 3 2 1
lim ( ) lim ...
x x

f x x
x x x x x x x

ν ν ν ν
ν ν ν ν ν

α α α α αα α
α − − −

− − −→+∞ →+∞

 
= + + + + + + + + = 

 
 

 

1 2 3 3 02 1

2 3 3 2 1
lim lim ...
x x

x
x x x x x x x

ν ν ν ν
ν ν ν ν ν

α α α α αα α
α − − −

− − −→+∞ →+∞

 
⋅ + + + + + + + + = 

 
 

( )n( ) 0 0 0 ... 0 0 0 0α+∞ ⋅ + + + + + + + + =  ( ) ( )
ν
α+∞ ⋅ =  

+  , όταν  α 0 

,    α 0ό

ν

νταν

∞ >

−∞ <

.            

∆ηλαδή  το  όριο  στο  +∞ κάθε  πολυωνυµικής  συναρτήσεως ισούται  µε  το  

όριο  στο  +∞   του  µεγιστοβάθµιου  όρου  της.  Άρα � ( )lim ( ) lim
x x

f x a xν
ν

→+∞ →+∞
= . 

 

Όριο ρητής συναρτήσεως όταν x → +∞ . 

Έστω  ρητή  συνάρτηση f , 
1 2

1 2 1 0

1 2

1 2 1 0

...
( )

...

x x x x
f x

x x x x

κ κ κ
κ κ κ

λ λ λ
λ λ λ

α α α α α
β β β β β

− −
− −

− −
− −

+ + + + +
=

+ + + + +
 

Είναι 

01

1 0

1 1
1 ...

( )
1 1

1 ...

x
x x

f x

x
x x

κ κ
κ κ

κ κ

λ λ
λ λ

λ λ

αα
α

α α

β β
β

β β

−

−

 
+ ⋅ + + ⋅ 

 =
 

+ ⋅ + + ⋅ 
 

, άρα � lim ( ) lim
x x

a x
f x

x

κ
κ

λ
λβ→ +∞ → +∞

=  

∆ηλαδή,  το  όριο  στο  +∞     ρητής  συναρτήσεως,  ισούται  µε  το  όριο  στο  

+∞   του  λόγου  των  µεγιστοβαθµίων  όρων    αριθµητή  και  παρονοµαστή. 

Όταν  x → +∞  είναι : 

+ ,  αν κ>λ  και 0 

,  αν κ>λ  και 0

0,     αν κ<λ

,  αν κ=λ

κ

λ

κ

λ

κ

λ

α
β

α
β

α
β

 ∞ >


−∞ <








. 

2.5  Παραδείγµατα. 
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� ( )5 5

4 5

7 9
lim 3 7 9 lim 3
x x

x x x
x x→+∞ →+∞

  − + = ⋅ − +    
=  

                                                                   5

4 5

7 9
lim lim 3 ( ) 3
x x

x
x x→+∞ →+∞

 ⋅ − + = +∞ ⋅ = +∞ 
 

. 

� ( )8 2 8

6 8

7 6
lim 3 7 6 lim 3
x x

x x x
x x→+∞ →+∞

  − + + = ⋅ − + + =    
                                                                          

                                                              8

6 8

7 6
lim lim 3 ( ) ( 3)
x x

x
x x→+∞ →+∞

 ⋅ − + + = +∞ ⋅ − = −∞ 
 

.  

�

4 443 lim 33
3 4 3

lim lim lim
55 52 5 2

22 lim 2

x

x x x

x

x
x x xx

x
x

xx x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞

   + ++   +    = = = =
−    −− −   

   

. 

�

2

2 2 2

4 4
3 3

3 4
lim lim lim

552 5
22

x x x

x x
x x x

x
x

xx

→+∞ →+∞ →+∞

   + +   +    = = =
−   −− 

 

       

                                                                              
2

4
lim 3

3
lim ( )

5 2
lim 2

x

x

x

x
x

x

→+∞

→+∞

→+∞

 + 
  = +∞ = +∞
 − 
 

                                                                     

�
2

2

2

4 443 lim 33
3 4 1 3

lim lim lim lim 0 0
5 5 52 5 2

2 2 lim 2

x

x x x x

x

x
x x xx

x x
x x

x x x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞

   + ++   +    = = = ⋅ = ⋅ =
−      − − −     

     

. 

 

�

2

2 2 22

2
2

22 2

1 1 1 11 11 lim 11
1 1

lim lim lim 1
22 22 1

11 lim 1

x

x x x

x

x
x x x x x xx x

x
x

xx x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞

   − + − +− +   − +    = = = = =
+    ++ +   

   

. 

 

�
3 3

3
3 3 3

3 3 3

3 3 3
2 2 lim 2

2 3 2
lim lim lim 2

14 4 44
1 1 lim 1

x

x x x

x

x
x x x x

x
x

x x x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞

     + + +     +      = = = = =
+      + + +     

     

. 

�
2

2 2

1 11 1 1 1
1 1

lim lim lim
1 1

1 1
x x x

x x
xx x

x x
x x

x x

→+∞ →+∞ →+∞

 + − ⋅ + − + −  = = =
−    − −   

   
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2

1 1
1

lim
1

1
x

x
x x

x
x

→+∞

 
⋅ + − 
  =

 − 
 

2

1 1
1

lim lim
1

1
x x

x xx

x

x

→+∞ →+∞

 
+ − 

 ⋅ =
 − 
 

3 3 3

1 1
lim 1

1 1 1 0 0 1
lim lim lim 0

1 1 0
lim 1

x

x x x

x

x x

x x x
x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞

 
+ − 

+ − ⋅ = ⋅ = =
− − 

 

 

� ( ) ( )( )2 2

2

2
2

lim lim lim
1

1
x x x

x x x x x x x
x x x

x x x
x x

x

→+∞ →+∞ →+∞

+ − + +
+ − = = =

+ +  + + 
 

 

lim
1

1
x

x

x x
x

→+∞
=

 + + 
 

1 1 1 1 1
lim

1 1 21 0 11 1
1 1 lim 1 1

x

xx x

→+∞

→+∞

= = = =
++ +   + + + +   

   

. 

 

� ( ) ( )3 32 2 3 2 3 23 3lim ( 1) ( 1) lim
x x

x x x x x x x x
→+∞ →+∞

− + + = − + + =  

 

                       3 3
3 3

1 1
lim 1 1
x

x x
x x→+∞

    − + + =         

3 33 3
3 3

1 1
lim 1 1
x

x x
x x→+∞

 
⋅ − + ⋅ + = 

 
 

 

                                3 3 3 3
1 1 1 1

lim 1 1 lim 1 1
x x

x x x
x x x x→+∞ →+∞

    
⋅ − + ⋅ + = ⋅ − + + =          

 

                                     3 3
1 1

lim lim 1 1
x x

x
x x→+∞ →+∞

 
⋅ − + + =  

 
( )3 3( ) 1 0 1 0 ( )+∞ ⋅ − + + = +∞ . 

� ( ) 2
lim lim
x x

x
x x x x

x x x x
→+∞ →+∞

+ − − = =
+ + −

 

                       
2

lim
1 1

1 1
x

x

x x
x x

→+∞
=

   
+ + −   

   

2
lim

1 1
1 1

x

x

x x
x x

→+∞
=

⋅ + + ⋅ −

 

 

                                                      
2 2 2

lim 1
21 1 1 0 1 0

1 1
x

x x

→+∞
= = =

+ + −
+ + −

 

 

Παράδειγµα. 

Βρείτε τους  , ,α β ∈ℝ ώστε ( )2lim 5
x

x xα β
→+∞

+ − = . 

Λύση. 
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( )2 2

2 2 2

5 5 5
lim 5 lim 1 lim 1 lim 1
x x x x

x x x x x x x
x x x

α α α α
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

      + − = + − = + − = + − =                 
 

( )2

5
lim lim 1 (1 )
x x

x a
x

α
→+∞ →+∞

 
⋅ + − = +∞ ⋅ −  

 
. 

� Όταν 1 0 1a a− > ⇒ > , τότε  είναι ( )2lim 5
x

x xα
→+∞

+ − = +∞ . 

� Όταν 1 0 1a a− < ⇒ < , τότε  είναι ( )2lim 5
x

x xα
→+∞

+ − = −∞ . 

� Όταν 1 0 1a a− = ⇒ = , τότε  είναι 

( ) ( )2lim 5 0 ?  (De L' Hospital)
x

x xα
→+∞

+ − = +∞ ⋅ =  

( )
2

2 2
2

2
2

5 5 5
lim 5 lim lim lim

555
11

x x x x

x x
x x

x x
x xx x

xx

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

+ −
+ − = = = =

+ +   + ++ + 
 

 

lim 15 5 1 1
lim lim lim 0 0 0

5 5 1 0 15
1 1 lim 1 lim 11 1

x

x x x

x x

x
x

x xx

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

= ⋅ = ⋅ = ⋅ =
  + +

+ + + ++ + 
 

 

Άρα είναι 1a =  και 0β = .  

Παράδειγµα. 

Βρείτε τους  , ,α β ∈ℝ  ώστε lim ( ) 11
x

f x
→+∞

=  αν 2, ( ) 2 4f f x x x xα β= + + − − . 

Λύση. 

( )2

2

2 4
lim ( ) lim 2 4 lim 1
x x x

f x x x x x
x x x

β
α β α

→+∞ →+∞ →+∞

  
= + + − − = ⋅ + + − − =      

 

2 2

2 4 2 4
lim lim 1 ( ) lim 1 lim lim ( )(1 )
x x x x x

x a
x x x x x x

β β
α α

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

   
⋅ + + − − = +∞ + + − − = +∞ −      

   
 

� Όταν 1 0 1a a− > ⇒ > , τότε  είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . 

� Όταν 1 0 1a a− < ⇒ < , τότε  είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ . 

� Όταν 1 0 1a a− = ⇒ = , τότε  είναι ( )lim ( ) 0 ?  (De L' Hospital)
x

f x
→+∞

= +∞ ⋅ =  

( )
2

2 2
2

2

2 4 ( )
lim ( ) lim 2 4 ( ) lim ... 1

2 4 ( )x x x

x x x
f x x x x

x x x

β
β β

β→+∞ →+∞ →+∞

+ + − +
= + + − + = = = −

+ + + +
 

Άρα είναι lim ( ) 11 1 11 10
x

f x β β
→+∞

= ⇒ − = ⇒ = − . 

 

Παράδειγµα. 

Βρείτε  το lim ( )
x

f x
→+∞

 για τις τιµές του α ∈ℝ , αν  2, ( ) 2 8 ( 3)f f x x x a x= + + + − . 

Λύση. 

2 2

2

2 8
lim ( ) lim 2 8 ( 3) lim (1 ) ( 3)
x x x

f x x x a x x a x
x x→+∞ →+∞ →+∞

  = + + + − = + + + − =    
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                         2

2 2

2 8 2 8
lim 1 ( 3) lim 1 ( 3)
x x

x a x x a x
x x x x→+∞ →+∞

   
+ + + − = + + + − =   

   
 

                         
2 2

2 8 2 8
lim 1 ( 3) lim lim 1 ( 3)
x x x

x a x x a
x x x x→+∞ →+∞ →+∞

   
+ + + − = ⋅ + + + − =   

   
 

 

                                                                                         ( ) ( )( ) 1 3 ( ) 2a a+∞ + − = +∞ −  

� Όταν 2 0 2a a− > ⇔ >  τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . 

� Όταν 2 0 2a a− < ⇔ <  τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ . 

� Όταν 2 0 2a a− = ⇔ =  τότε απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ . 

Είναι 2, ( ) 2 8f f x x x x= + + − .  

Άρα 

2
2 2

2

2

2 8
lim ( ) lim 2 8 lim

2 8x x x

x x x
f x x x x

x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ + − = + + − = =
  + + +

 

2 22

8 82 2
2 8

lim lim lim
2 8 2 82 8

1 1 11 1
x x x

x
x x x

x x x
x x x xx x

→+∞ →+∞ →+∞

 + + +  = = =
 

+ + + + + ++ + + 
 

 

2 0 2 2
1

1 1 21 0 0 1

+
= = =

++ + +
. 

Παράδειγµα. 

Έστω  συνάρτηση  f ,
2 1

( )
3

x
f x

x

+
=

+
.   

Είναι { }ΠΟ= 3− −ℝ . Από  τη  γραφική    

παράσταση προκύπτει  ότι  η  ευθεία  

3x = −  είναι  κατακόρυφη  ασύµπτωτη  

της  γραφικής    παραστάσεως  και  

lim ( ) 2
x

f x
→+∞

= . 

 

                                                                                                              Σχήµα 11. 

2.6  Άσκηση. 

Να  βρεθούν εφόσον  υπάρχουν,  τα  παρακάτω  όρια:  

(α)
2

lim
3 4x

x

x→+∞ +
,           (β)

2

lim
3 4x

x

x→+∞ +
,      (γ)

2
lim

3 4x

x

x→+∞ +
,     (δ) ( )2lim 3 4 5

x
x x

→+∞
+ + , 

(ε) ( )2lim 7 6
x

x
→+∞

− + ,   (στ) 2lim 1
x

x
→+∞

+ ,     (ζ)  
2

2

3
lim

1x

x x

x→+∞

+
−

,    (η) 2lim 3 1
x

x x
→+∞

− + , 

(θ)
2 1

lim
2 3x

x

x→+∞

+
+

,        (ι) lim
1x

x

x→+∞ −
,       (ια)

1
lim

2x

x

x→+∞

−
−

,       (ιβ)
2

2

4
lim

5 1x

x x

x→+∞

+
−

,   

(ιγ) ( )2lim 1
x

x x
→+∞

+ − ,      (ιδ) ( )2lim 1
x

x x
→+∞

+ + ,     (ιε) ( )2 2lim 1 1
x

x x
→+∞

+ − − . 

 

3.  Οριακή τιµή συναρτήσεως όταν x → −∞ . 
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Για  να  εξετάσοµε  τη  συµπεριφορά    συναρτήσεως για  πολύ  µικρές  τιµές  

της  µεταβλητής  x ,   πρέπει  το  πεδίο  ορισµού  της  να  µην  είναι  φραγµένο  κάτω. 

Θεωρούµε ότι  περιέχει  ένα  διάστηµα  της  µορφής  ( ),a−∞  όπου a∈ℝ .  

 

3.1 Πραγµατική οριακή τιµή όταν   x → −∞ . 

Έστω  συνάρτηση  f  µε  ΠΟ  όχι  φραγµένο  κάτω. Θα  λέµε  ότι  η  f   έχει  

στο   −∞   όριο  τον  ∈ℓ ℝ , όταν  0ε∀ >   οσοδήποτε  µικρό, 0 0x∃ > , εξαρτώµενο  

από  το  ε, τέτοιο  ώστε  x∀ ∈ΠΟ  µε 0x x< , να  ισχύει  ( )f x ε− <ℓ .  

Άρα  0 0lim ( ) 0,  ( ) 0 : ,  µε ( )
x

f x x x x x f xε ε ε
→−∞

= ∈ ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ∈ΠΟ < − ⇒ − <ℓ ℝ ℓ  

         Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι:  [ ]lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→−∞ →−∞

= ⇔ − =ℓ ℓ . 

Επειδή ( )( ) ( )f x f xε ε− < ⇔ − − − <ℓ ℓ  είναι  ( )lim ( ) lim ( )
x x

f x l f x l
→−∞ →−∞

= ⇔ − = − . 

 

 

 

 

 

        Σχήµα   12.                           Σχήµα  13.                               Σχήµα 14. 

 

 

 

 

                                      

Σχήµα 15. 

 

 

 

 

Εφαρµογή. 

∆είξτε  µε τον ορισµό, ότι για τη συνάρτηση f , 
2 3

( )
1

x
f x

x

−
=

+
 είναι lim ( ) 2

x
f x

→−∞
= . 

Λύση. 

Είναι { }1ΠΟ = −ℝ , άρα η f  ορίζεται σε µία  περιοχή του −∞ .  

2 3 5 5
( ) 2  =  2    =

1 1 1

x
f x

x x x

−
− − =

+ + +
.  

Αφού x → −∞ , υποθέτω ότι: 1 1 0x x< − ⇔ + < ⇔ ( )1 1x x+ = − +  

Άρα 
5 5 5

( ) 2 1
1 1

f x x
x x

ε ε
ε
−

− = − < ⇔ > − ⇔ + <
+ +

 . 

Άρα  κάθε 
5

1x
ε

 < − + 
 

, ικανοποιεί τον περιορισµό 1x < −  και την ( ) 2f x ε− < .  

Αν επιλέξοµε ( )0

5
1x ε

ε
 = + 
 

 ισχύει ότι 

0 0

5
0,  ( ) 1 0 :  µε ( ) ( ) 2x x x x f xε ε ε ε

ε
 ∀ > ∃ = + > ∀ ∈ΠΟ < − ⇒ − < 
 

,  
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άρα lim ( ) 2
x

f x
→−∞

= . 

 

3.2 Οριακή τιµή συναρτήσεως το +∞  όταν x → −∞ . 

Έστω  συνάρτηση  f  µε  ΠΟ  όχι  φραγµένο  κάτω. Θα  λέµε  ότι  η  f  έχει  

στο   −∞ ,  όριο  το  +∞ , όταν  0M∀ > , 0 0x∃ >  εξαρτώµενο  από  το  Μ , τέτοιο  

ώστε  x∀ ∈ΠΟ  µε 0x x< − , να  ισχύει  ότι  ( )f x M> .  

      ∆ηλαδή 0 0lim ( ) 0,  ( ) 0 :   ( )
x

f x M x x x x f x Mε µε
→−∞

= +∞ ⇔ ∀ > ∃ Μ > ∀ ΠΟ < − ⇒ > . 

Επειδή ( ) ( )f x M f x M> ⇔ − < −  έπεται  ότι  ( )lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→−∞ →−∞

= +∞ ⇔ − = −∞ . 

 

 

 

 

 

 

      Σχήµα  16.                                                                 Σχήµα 17. 

Εφαρµογή. 

∆είξτε µε τον ορισµό ότι lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞  για τη συνάρτηση 2, ( ) 2f f x x x= − . 

Λύση. 

Είναι  ΠΟ = ℝ . Επίσης  2( ) 2  > 2  ε  
2

f x x x x x
ε

= − − > ⇔ < − .         

 Άρα 0 00,  ( ) >0 :   ( )
2

M x M x x x f x M
ε

ε µε∀ > ∃ = ∀ ΠΟ < − ⇒ > .  

Άρα lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ . 

 

3.3 Οριακή τιµή συναρτήσεως το  −∞  όταν  x → −∞ . 

Έστω  συνάρτηση  f  µε  ΠΟ  όχι  φραγµένο  κάτω. Θα  λέµε  ότι  η  f   έχει  

στο   −∞ ,  όριο  το  −∞ , όταν  0M∀ > , 0 0x∃ >  εξαρτώµενο  από  το  Μ, τέτοιο  

ώστε  x∀ ∈ΠΟ  µε 0x x< −  να  ισχύει  ότι  ( )f x M< − . ∆ηλαδή  

0 0lim ( ) 0,  ( ) 0 :   ( )
x

f x M x M x x x f x Mε µε
→−∞

= −∞ ⇔ ∀ > ∃ > ∀ ΠΟ < − ⇒ < − . 

     

                    

 

 

 

                 

         Σχήµα    18.                                                                 Σχήµα 19. 

 

 

 

       Σχήµα   20. 

 

Εφαρµογή. 

∆είξτε µε τον ορισµό ότι για τη συνάρτηση 3, ( )f f x x=  είναι lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ . 

Λύση. 
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Είναι  ΠΟ = ℝ . Έστω 0M > .   Τότε, για  0x <  είναι 3 3x M x M< − ⇔ < − . 

Αν  εκλέξοµε 3

0x M≥ − , τότε η σχέση 3x M< −  ισχύει 0x x∀ < − .  

Άρα 3lim
x

x
→−∞

= −∞ . Γενικότερα ισχύει ότι 2 1lim  , kk

x
x +

→−∞
= −∞ ∈ℕ . 

 

3.4    Ιδιότητες των ορίων. 

Έστω  συναρτήσεις  ,f g  µε  κοινό  ΠΟ  όχι  φραγµένο  κάτω  που  έχουν  

στο  −∞   πεπερασµένα  όρια. Τότε: � [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→−∞ →−∞ →−∞

+ = + ,   

                                              � [ ]lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→−∞ →−∞ →−∞

⋅ = ⋅ . 

Οι  παραπάνω  προτάσεις  επεκτείνονται  επαγωγικά  για  πεπερασµένο  

πλήθος  συναρτήσεων  µε  ΠΟ  µη  φραγµένο  κάτω.  

� ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x
→−∞ →−∞ →−∞

− = − , � [ ], lim ( ) lim ( )
x x

f x f xλ λ λ
→−∞ →−∞

∀ ∈ ⋅ = ⋅ℝ . 

� Αν lim ( ) 0
x

g x
→−∞

≠  τότε 
1 1

lim
( ) lim ( )x

x
g x g x→−∞

→−∞

=  και 
lim ( )( )

lim
( ) lim ( )

x

x

x

f xf x

g x g x

→−∞

→−∞
→−∞

= . 

Στην  παραπάνω  περίπτωση,  επειδή lim ( ) 0
x

g x
→−∞

≠ , ισχύει  ότι  σε  µία  

περιοχή  του  −∞    είναι  ( ) 0g x ≠ . 

Άµεσες συνέπειες του ορισµού ορίου συναρτήσεως  όταν x → −∞  είναι οι ιδιότητες:  

� ( )lim limf f
−∞ −∞

= +∞ ⇔ − = −∞ ,  � 2lim , *k

x
x κ

→−∞
= +∞ ∈ℕ ,    � 2 1lim ,k

x
x κ+

→−∞
= −∞ ∈ℕ        

                 

Όριο πολυωνυµικής  συναρτήσεως όταν  x → −∞ . 

Έστω  συνάρτηση f , µε  ΠΟ  που  περιέχει    διάστηµα  της  µορφής ( ),a−∞  

όπου a∈ℝ , 0aν ≠   µε  τύπο   1 2

1 2 1 0( ) ...f x a x a x a x a x aν ν ν
ν ν ν

− −
− −= + + + + + , όπου  

ia ∈ℝ  για  κάθε 1,i ν= . 

1 2 3 3 02 1

2 3 3 2 1
lim ( ) lim ...
x x

a a a a aa a
f x x a

x x x x x x x

ν ν ν ν
ν ν ν ν ν

− − −
− − −→−∞ →−∞

  = ⋅ + + + + + + + + =  
    

1 2 02 1

2 2 1
lim lim ...
x x

a a aa a
x a

x x x x x

ν ν ν
ν ν ν ν

− −
− −→−∞ →−∞

 ⋅ + + + + + + = 
 

 

+  , όταν  α 0 
(+ ) α  , όταν  ν άρτιος   

,    α 0

 , όταν  α 0 
( ) α ,   όταν ν περιττός  

,    α 0

ό

ό

ν
ν

ν

ν
ν

ν

ταν

ταν

 ∞ >
∞ ⋅ 

−∞ < 


−∞ > −∞ ⋅  +∞ <

. 

 

Όριο ρητής συναρτήσεως  όταν x → −∞ . 

Το  όριο  της  ρητής  συναρτήσεως  

1

1 1 0

1

1 1 0

...
, ( )

...

k k

k ka x a x a x a
f f x

x x xλ λ
λ λβ β β β

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +

1 0

1 0

1 1
1 ...

1 1
1 ...

k k
k k

k k

a a
a x

a x a x

x
x x

λ λ
λ λ

λ λ

β β
β

β β

−

−

 
+ ⋅ + + ⋅ 

 
 

+ ⋅ + + ⋅ 
 
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είναι  � lim ( ) lim
x x

x
f x

x

κ
κ

λ
λ

α
β→−∞ →−∞

= . 

∆ηλαδή  το  όριο  στο  −∞     ρητής  συναρτήσεως  ισούται  µε  το  όριο  στο  

−∞   του  λόγου  των  µεγιστοβαθµίων  όρων    αριθµητή  και  παρονοµαστή. 

Όταν  x → −∞ είναι  : 

 , αν > λ  και 0 

,  αν  λ  και 0

0,     αν < λ

,  αν =λ

k

k

k

k

k

k

k

λ

λ

λ

α
β

α
β

α
β

−∞ >


+∞ > <








 . 

  

3.5 Παραδείγµατα. 

�
5 5

4 5

7 9
lim (3 7 9) lim 3
x x

x x x
x x→−∞ →−∞

  − + = ⋅ − +    
=   

                                                                     5

4 5

7 9
lim lim 3 ( ) 3
x x

x
x x→−∞ →−∞

 ⋅ − + = −∞ ⋅ = −∞ 
 

. 

�
8 2 8

6 8

7 6
lim ( 3 7 6) lim 3
x x

x x x
x x→−∞ →−∞

  − + + = ⋅ − + +    
= 

                                                              8

6 8

7 6
lim lim 3 ( ) ( 3)
x x

x
x x→−∞ →−∞

 ⋅ − + + = +∞ ⋅ − = −∞ 
 

. 

�

4 443 lim 33
3 4 3

lim lim lim
55 52 5 2

22 lim 2

x

x x x

x

x
x x xx

x
x

xx x

→−∞

→−∞ →−∞ →−∞

→−∞

   + ++   +    = = = =
−    −− −   

   

. 

2

2 2 2 2

4 4 4
3 3 lim 3

3 4 3
lim lim lim lim ( )

55 52 5 2
22 lim 2

x

x x x x

x

x x
x x x x

x
x

x
xx x

→−∞

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

→−∞

     + + +     +      = = = ⋅ = −∞ ⋅ = −∞
−    −− −   

   

 

�
2

2

2 2 2

4 443 lim 33
3 4 1 3

lim lim lim lim 0 0
5 5 52 5 2

2 2 lim 2

x

x x x x

x

x
x x xx

x x
x x

x x x

→−∞

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

→−∞

   + ++   +    = = = ⋅ = ⋅ =
−      − − −     

     

 

�

2 1
lim lim ( 1)

1x x

x
x

x→+∞ →+∞

−
= + = +∞

−
,  

2 1
lim lim ( 1)

1x x

x
x

x→−∞ →−∞

−
= − − = +∞

−
,   

                                                                                                       Άρα 
2 1

lim
1x

x

x→±∞

−
= +∞

−
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�

1 21 2
1 11 1

1 2
lim lim lim

3 33
11

x x x

xx x
x xx xx x

x
xx

xx

→±∞ →±∞ →±∞

     + + ++ + +     + + +      = = =
+   ⋅ ++ 

 

 

 

1 21 2 1 2lim 1 11 1 lim 1 lim 1
1 1

lim 2
1 13 3

1 lim 1

x
x x

x

x

x xx x x x

x x

→±∞ →±∞ →±∞

→±∞

→±∞

 
+ + + + + + + + +

+ = = = =

+ +

 

�

2

22 2

1 12 2
2 1

lim lim lim
1 14 1

4 4
x x x

x x
xx x

x
x x

x x

→±∞ →±∞ →±∞

 + ⋅ + +  = =
+    + +   

   

    

 Άρα υπάρχουν 2 περιπτώσεις  

�

2 2 2

1 1 1
2 2 lim 2

2 1
lim lim

11 1 4 2 244 lim 4

x

x x

x

x
x x x

x
xx x

→+∞

→+∞ →+∞

→+∞

⋅ + + +
= = = =

   ++ +   
   

  και  

� 
2 2 2

1 1 1
2 2 lim 2

2 1
lim lim

11 1 4 2 244 lim 4

x

x x

x

x
x x x

x
xx x

→−∞

→−∞ →−∞

→−∞

⋅ + + +
= − = − = − = −

   ++ +   
   

 

 

�
2 1 1

lim lim 1
x x

x x x

x x→+∞ →+∞

− − +
= = , 

2 1 3 1
lim lim 3
x x

x x x

x x→−∞ →−∞

− − −
= =  

Επεξήγηση:  

2 1 1
,       1

2 1

2 1 3 1
,     1

x x x
x

x x
x x

x
x x x

x
x x

− + + = ≥
− − 

= 
 + − −
 = <


 

 

Παράδειγµα. 

Βρείτε το Π.Ο. της συναρτήσεως 2, ( ) 2 3f f x x x xλ= + + + , όπου λ ∈ℝ  και τα 

lim ( )
x

f x
→±∞

 για τις διάφορες τιµές του λ ∈ℝ . 

Λύση. 

Είναι 2

2

2 3
lim ( ) lim 2 3 lim lim 1
x x x x

f x x x x x
x x

λ λ
→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

  = + + + = ⋅ + + +    
 

Πεδίο ορισµού της συναρτήσεως είναι το ( ),  = −∞ + ∞ℝ . 

Όταν x → +∞ . 
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2

2 3
lim ( ) lim lim 1 ( ) (1 )
x x x

f x x
x x

λ λ
→+∞ →+∞ →+∞

 
= ⋅ + + + = +∞ ⋅ + 

 
 

� Όταν 1 0 1λ λ+ > ⇔ > − , τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ+ < ⇔ < − , τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ+ = ⇔ = − , είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα γίνει 

χρήση  συζυγούς παραστάσεως. 

 

Όταν x → −∞ . 

2

2 3
lim ( ) lim ( ) lim 1 ( ) (1 )
x x x

f x x
x x

λ λ
→−∞ →−∞ →−∞

 
= − ⋅ + + − = +∞ ⋅ − 

 
 

� Όταν 1 0 1λ λ− > ⇔ > , τότε είναι lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ− < ⇔ < , τότε είναι lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ− = ⇔ = , είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα γίνει 

χρήση συζυγούς παραστάσεως. 

 

Παράδειγµα. 

Βρείτε τα lim ( )
x

f x
→±∞

 για τις διάφορες τιµές του λ ∈ℝ  αν
3

2

( 1) 5 2
, ( )

3

x x
f f x

x

λ
λ

− + +
=

+
 

Λύση. 

3

3 2 3

2
2

2

1 1
( 1) 5 2

( 1) 5 2
lim ( ) lim lim

33x x x

x
x x x x

f x
x

x
x

λ
λ

λ λ
→±∞ →±∞ →±∞

 − + + − + +  = = =
+  + 

 

 

2 32 3

2 2

1 11 1 lim ( 1) 5 2( 1) 5 2
1

lim lim ( ) ( )
3 3

lim

x

x x

x

x xx xx

x x

λλ λ
λλ λ

→±∞

→±∞ →±∞

→±∞

 − + +− + +   − ⋅ = ±∞ ⋅ = ±∞ ⋅
 + + 
 

, όπου 

0λ ≠ .        

� Όταν 21 1
0 0 ( 1) 0 ( ,0) (1, )

λ λ
λ λ λ λ

λ λ
− −

> ⇒ > ⇒ − > ⇒ ∈ −∞ +∞∪ , τότε  

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  και lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ . 

� Όταν 21 1
0 0 ( 1) 0 (0,1)

λ λ
λ λ λ λ

λ λ
− −

< ⇒ < ⇒ − < ⇒ ∈ , τότε  lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ ,  

lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ .  

� Όταν 
1

0 1 0 1
λ

λ λ
λ
−

= ⇒ − = ⇒ = , τότε 
2

5 2
( )

3

x
f x

x

+
=

+
 άρα  

2

5 2
lim ( ) lim 0

3x x

x
f x

x→±∞ →±∞

+
= =

+
. 

Παράδειγµα. 
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Έστω συνάρτηση 2, ( )f f x ax x kxβ γ= + + − , όπου , , kα β ∈ℝ . Να υπολογισθούν 

τα lim ( )
x

f x
→±∞

 για τις διάφορες τιµές των πραγµατικών αριθµών , , kα β . 

Λύση. 

Είναι  2 2

2
lim ( ) lim lim
x x x

f x ax x kx x a kx
x x

β γ
β γ

→±∞ →±∞ →±∞

   = + + − = + + − =       
 

2
lim
x

x a kx
x x

β γ
→±∞

 
+ + − 

 
 

Όταν x → +∞ . 

Είναι   
2 2

lim lim
x x

x a kx x a kx
x x x x

β γ β γ
→+∞ →+∞

   
+ + − = + + − =   

   
 

( )2 2
lim lim lim ( )
x x x

x a k x a k a k
x x x x

β γ β γ
→+∞ →+∞ →+∞

   
+ + − = ⋅ + + − = +∞ −   

   
 

� Όταν   0a k a k− > ⇔ > , είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . 

� Όταν 0a k a k− < ⇔ < , είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ . 

� Όταν 0a k a k− = ⇔ = , είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα γίνει 

χρήση  συζυγούς παραστάσεως.  

 

Όταν x → −∞ . 

Είναι  
2 2

lim lim
x x

x a kx x a kx
x x x x

β γ β γ
→−∞ →−∞

   
+ + − = − + + − =   

   
 

 

( )2 2
lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

x a k x a k a k
x x x x

β γ β γ
→−∞ →−∞ →−∞

   
− + + + = − ⋅ + + + = −∞ −   

   
 

� Όταν   0a k a k+ > ⇔ > − ,  είναι lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ . 

� Όταν 0a k a k+ < ⇔ < − ,  είναι lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ . 

� Όταν 0a k a k+ = ⇔ = − ,  είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα 

γίνει χρήση  συζυγούς παραστάσεως.  

 

Παράδειγµα. 

Βρείτε τα ,α β ∈ℝ   ώστε lim ( ) 0
x

f x
→±∞

=  αν 
24

, ( ) ( )
3

x
f f x ax

x
β= − +

+
. 

Λύση. 
2 2 24 4 ( )( 3) (4 ) (3 ) 3

( ) ( )
3 3 3

x x ax x x a x
f x ax

x x x

β α β β
β

− + + − − + −
= − + = =

+ + +
 

Για να είναι lim ( ) 0
x

f x
→±∞

=  πρέπει 4 0α− = ,3 0a β+ = . Άρα 4α = , 12β = − .  

 

3.6    Άσκηση. 

Να  βρεθούν εφόσον  υπάρχουν,  τα  παρακάτω  όρια:   
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(α)
2

lim
3 4x

x

x→−∞ +
,                       (β)

2

lim
3 4x

x

x→−∞ +
,                          (γ)

2
lim

3 4x

x

x→−∞ +
,      

 (δ) ( )2lim 3 4 5
x

x x
→−∞

+ + ,           (ε) 2lim 1
x

x
→−∞

+ ,                          (στ) ( )2lim 7 6
x

x
→−∞

− + ,    

(ζ) ( )2lim 7 6
x

x
→−∞

− + ,                  (η)
2

2

3
lim

1x

x x

x→−∞

+
−

,                         (θ) 2lim 3 1
x

x x
→−∞

− + ,  

(ι) ( )3 2lim 1
x

x x
→−∞

+ + ,               (ια)
2

2

4
lim

5 1x

x x

x→−∞

+
−

,                       (ιβ)
2 1

lim
2 3x

x

x→−∞

+
+

,           

(ιγ) lim
1x

x

x→−∞ −
,                       (ιδ) 

1
lim

2x

x

x→−∞

−
−

,                        (ιε)  
2

2

4
lim

5 1x

x x

x→−∞

+
−

,   

(ιστ)
4 1

lim
1x

x x

x→−∞

+ +
+

,                 (ιζ) ( )2lim 1
x

x x
→−∞

+ − ,                (ιη) ( )2lim 1
x

x x
→−∞

+ + ,      

(ιθ) ( )2 2lim 1 1
x

x x
→−∞

+ − − ,     (κ)
7

2

6
lim

9 3x

x x

x→−∞

−
−

,                      (κα) ( )4 2lim 3 1
x

x x
→±∞

− + + ,         

(κβ)
3

2

2 2
lim

4x

x x

x→±∞

+ −
−

,               (κγ)

2

2

5
lim

3x

x x

x x→±∞

− −

+ −
,               (κδ)

2 1 2 3
lim

1x

x x

x→±∞

+ + −
+

,        

(κε)
2 1 2 3

lim
1x

x x

x→±∞

+ + −
+

,                  (κστ)
32 2lim 1

x
x x x x

→±∞
− + + +   

(κζ) ( )2lim 3
x

x x x
→−∞

+ + + ,                 (κη) ( )2lim 4 1 2
x

x x x
→+∞

+ − − ,      

(κθ) ( )3 3 2lim 1 2 5
x

x x x
→+∞

+ − + + ,       (κι) ( )2 4 24lim 3 4 16 3
x

x x x x
→+∞

+ + − + + ,    

(λ) ( )2 2lim 4 2 3
x

x x x x x
→+∞

+ − + + − ,              (λα)
2

2

1
lim

4 1 2x

x x x

x x x→−∞

+ + +

+ + +
.     

 

4.1 Πραγµατική οριακή τιµή συναρτήσεως όταν 0x x→ ∈ℝ . 

Έστω συνάρτηση , ( ) 3 1f f x x= −  µε ΠΟ = ℝ . Παρατηρώ ότι όσο το x  

πλησιάζει την τιµή 1  στο  ΠΟ , τόσο το ( )y f x=  πλησιάζει προς την τιµή 2.  

Το x  µπορεί να πλησιάσει την τιµή 1 είτε από δεξιά (δηλαδή το x  είναι 

µεγαλύτερο από το 1 και συνεχώς µειώνεται προκειµένου να το προσεγγίσει), είτε 

από αριστερά  (δηλαδή το x  είναι µικρότερο από το 1 και συνεχώς αυξάνεται 

προκειµένου να το προσεγγίσει).  

 

Σχήµα 21. 

Με αυτό  τον τρόπο 

προκύπτει ο παρακάτω πίνακας. Στην 1
η
  στήλη το x  παίρνει τιµές  αυξανόµενες, 

αλλά µικρότερες του 1,  προκειµένου να το προσεγγίσει από αριστερά  και συγχρόνως 

στη 2
η
  στήλη  βλέποµε τις τιµές που παίρνει η εξαρτηµένη µεταβλητή 3 1y x= −  για 

κάθε µία τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής x .  
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Αντιστοίχως, στην 3
η
  στήλη το x   παίρνει τιµές  διαρκώς ελλαττούµενες, 

αλλά µεγαλύτερες του 1, προκειµένου να το προσεγγίσει από δεξιά και συγχρόνως 

στην 4
η
  στήλη, βλέποµε τις τιµές που παίρνει η εξαρτηµένη µεταβλητή 3 1y x= −  για 

κάθε µία τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής  x . Το 2 ονοµάζεται όριο της 

συναρτήσεως , ( ) 3 1f f x x= −  του x  τείνοντος στο 1 και συµβολίζεται 
1

lim ( ) 2
x

f x
→

= .                                                                           

Έστω  συνάρτηση f  µε  ΠΟ  που περιέχει  τουλάχιστον  ένα  ανοικτό  

διάστηµα  µε  άκρο  0x ∈ℝ . Θα  λέµε  ότι  η  f  έχει  στο  0x  όριο τον  ∈ℓ ℝ  όταν  

0ε∀ >  οσοδήποτε  µικρό, υπάρχει  0δ∃ >  που  εξαρτάται  από  το  ε, τέτοιο  ώστε 

x∀ ∈ΠΟ µε ( )0 0,x x xδ δ∈ − +  να  είναι ( )( ) ,f x ε ε∈ − +ℓ ℓ . ∆ηλαδή 

0
0lim ( ) 0,  ( ) 0 : . .,  µε 0< ( )

x x
f x x x x f xε δ δ ε δ ε

→
= ∈ ⇔ ∀ > ∃ = > ∀ ∈Π Ο − < ⇒ − <ℓ ℝ ℓ  

      Σχήµα    22.                         Σχήµα  23.                          Σχήµα   24.  

  

    Σχήµα 25.                                                    Σχήµα 26. 

 

Παρατήρηση. 

    

 

 

 

 

 

                 Σχήµα   27.                                                          Σχήµα 28. 

Ανεξάρτητα  του πως το x  πλησιάζει το 1, είναι 
1 1

lim ( ) lim ( ) 2
x x

f x g x
→ →

= = . 

 

Παρατήρηση. 

Αν  οι  γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ,f g είναι ταυτόσηµες κοντά στη 

θέση 0x , εκτός ίσως από το µεµονωµένο σηµείο 0x x= , τότε
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

= . 
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    Σχήµα 29.                                                                                 

 

 

 

Παράδειγµα. 

Να  βρεθεί το 
3

lim ( )
x

f x
→

 για τη συνάρτηση  
2,    3

, ( )
7 2 ,  3

x x
f f x

x x

− ≤
= 

− ≥
  . 

Αντικαθιστώντας έχοµε τον ακόλουθο πίνακα για τιµές του x  που προσεγγίζουν την 

τιµή 3 από δεξιά και αριστερά, οπότε συµπεραίνοµε ότι 
3

lim ( ) 1
x

f x
→

= . 

  
                                                                                              Σχήµα 30. 

 

4.2 Οριακή τιµή συναρτήσεως το  +∞  όταν 0x x→ ∈ℝ . 

Έστω  συνάρτηση f  µε  ΠΟ  που  περιέχει  τουλάχιστον  ένα  ανοικτό  

διάστηµα  µε  άκρο  0x ∈ℝ . Θα  λέµε  ότι  η f   έχει  στο  0x  όριο το +∞,  όταν    

0M∀ >  οσοδήποτε  µεγάλο, 0δ∃ >  που  εξαρτάται  από  το M , τέτοιος  ώστε 

x∀ ∈ΠΟ  µε ( )0 0,x x xδ δ∈ − +  να  ισχύει  ότι  ( )f x M> . ∆ηλαδή 

( )
0

0lim ( ) 0,  0 :  µε 0< ( )
x x

f x M M x x x f x Mδ δ δ
→

= +∞ ⇔ ∀ > ∃ = > ∀ ∈ΠΟ − < ⇒ >  

      
      Σχήµα 31.                                          Σχήµα 32. 

 

4.3 Οριακή τιµή συναρτήσεως το  −∞  όταν 0x x→ ∈ℝ . 

Έστω  συνάρτηση f  µε  ΠΟ  που  περιέχει  τουλάχιστον  ένα  ανοικτό  

διάστηµα  µε  άκρο  0x ∈ℝ . Θα  λέµε  ότι  η    f   έχει  στο  0x  όριο το −∞  όταν  

0M∀ >  οσοδήποτε  µεγάλο, 0δ∃ > που  εξαρτάται  από  το  Μ, τέτοιος  ώστε 

x∀ ∈ΠΟ µε ( )0 0,x x xδ δ∈ − +  να  ισχύει  ότι  ( )f x M< − .  ∆ηλαδή  

( )
0

0lim ( ) 0,  0 :  µε 0< ( )
x x

f x M M x x x f x Mδ δ δ
→

= −∞ ⇔ ∀ > ∃ = > ∀ ∈ΠΟ − < ⇒ < −  
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             Σχήµα 33.                                                                              

                                                                                        Σχήµα 34. 

4.4 Πλευρικά όρια συναρτήσεως όταν   0x x→ ∈ℝ . 

Παράδειγµα. 

Έστω συνάρτηση f ,
3 4 , 1

( )
1,    1

x x
f x

x x

− ≤
= 

+ >
.    Να βρεθεί το 

1
lim ( )
x

f x
→

. 

Αντικαθιστώντας, προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας:  

  
                                                                                           Σχήµα 35. 

 

Ισχύει ότι 
1

lim ( ) 1
x

f x
−→

= − , 
1

lim ( ) 2
x

f x
+→

= . Εφόσον το από δεξιά όριο της f   στη 

θέση 0 1x =  είναι διαφορετικό από το από αριστερά της όριο στη συγκεκριµένη θέση, 

λέµε ότι δεν υπάρχει το όριο της f  στη θέση 0 1x = . 

 Η  ύπαρξη του  
1

lim ( )
x

f x
→

 δεν εξαρτάται από το αν ορίζεται ή όχι  το (1)f , 

ούτε  από την τιµή του (1)f . 

Έστω 0x ∈ℝ  και συνάρτηση f  µε . .Π Ο = Α . Αν το Α περιέχει τουλάχιστον 

ένα διάστηµα της µορφής ( )0 ,x β  και ο περιορισµός 1f  της  f  στο ( )0 ,x β  έχει στη 

θέση  0x  όριο ℓ ,  λέµε ότι η f   έχει στη θέση  0x   όριο από δεξιά το ℓ .  

Αν το A  περιέχει τουλάχιστον ένα διάστηµα της µορφής ( )0,a x  και ο 

περιορισµός 2f  της  f   στο ( )0,a x   έχει στη θέση  0x   όριο ℓ , λέµε ότι η f   έχει 

στη θέση  0x   όριο από αριστερά  το ℓ . 

 

Σχήµα  36. 
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Πλάγια, οριζόντια & κατακόρυφη ασύµπτωτη. 

Ασύµπτωτες της γραφικής παραστάσεως µίας  συναρτήσεως ( )y f x=  

ονοµάζονται οι ευθείες οι οποίες, για πολύ µικρές ή µεγάλες τιµές των x , y  

προσεγγίζουν ικανοποιητικά τη γραφική παράσταση της συναρτήσεως f . 

 

Μία ευθεία x α=  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της  

f , όταν ένα τουλάχιστον από τα όρια lim ( )
x a

f x
→

, lim ( )
x a

f x
+→

, lim ( )
x a

f x
−→

 είναι +∞ ή 

−∞ .  

Π.χ. 
20

1
lim
x x→

= +∞  Άρα η ευθεία 0x = είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της 

γραφικής παραστάσεως της συναρτήσεως 
2

1
, ( )f f x

x
= . 

Η ευθεία y β=  είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της  f  

όταν ισχύει ότι lim ( )
x

f x β
→±∞

= . 

Π.χ. 
2 1

lim 2
2x

x

x→+∞

−
=

+
 Άρα η ευθεία 2y =  είναι οριζόντια ασύµπτωτη της 

γραφικής παραστάσεως της  
2 1

, ( )
2

x
f f x

x

−
=

+
 σε µία περιοχή του +∞ . 

Η ευθεία y xλ β= +  είναι ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της f , όταν 

ισχύει ότι ( )lim ( ) 0
x

f x xλ β
→±∞

− + =   .  

Η ασύµπτωτη είναι πλάγια όταν 0λ ≠  και  οριζόντια όταν 0λ = . 

Π.χ. 
2 1 1

lim lim 0
x x

x
x

x x→±∞ →±∞

 +
− = = 

 
 Άρα η ευθεία y x=  είναι πλάγια 

ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της  
2 1

, ( )
x

f f x
x

+
= . 

Η εύρεση  οριζόντιας ή πλάγιας ασύµπτωτης γίνεται µε τη βοήθεια της 

προτάσεως: Η ευθεία y xλ β= +  είναι ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της 

συναρτήσεως f , αν και µόνο αν 
( )

lim
x

f x

x
λ

→±∞
=  , [ ]lim ( )

x
f x xβ

→±∞
= − , όπου ,λ β ∈ℜ . 

 

Παρατηρήσεις. 

1. Οι γραφικές παραστάσεις των ρητών συναρτήσεων έχουν κατακόρυφες 

ασύµπτωτες της µορφής x a= , όπου a  είναι ρίζα του παρονοµαστή µόνο. Σε 

περίπτωση που το a είναι ρίζα και του αριθµητή, τότε για να είναι κατακόρυφη 

ασύµπτωτη η ευθεία x a= , πρέπει το a  να είναι ρίζα του παρονοµαστή µε 

µεγαλύτερη πολλαπλότητα από αυτήν του αριθµητή. 

 

2. Καθώς x → +∞  (ή x → −∞ ) δεν είναι δυνατό να υπάρχει οριζόντια και 

πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως. Εποµένως έχοµε το πολύ δύο 

ασύµπτωτες της µορφής y xλ β= + .  

 

3. Η γραφική παράσταση των πολυωνυµικών συναρτήσεων µε βαθµό 2ν ≥  

δεν έχει οριζόντια ούτε πλάγια ασύµπτωτη.  
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Πράγµατι  αν 1

1 1 0, ( ) ...f f x a x a x a x aν ν
ν ν

−
−= + + + +  , όπου 0aν ≠ και 2ν ≥ , 

τότε ( )1 1( )
lim lim lim lim
x x x x

a xf x
a x a x

x x

ν
ν νν

ν ν
− −

→±∞ →±∞ →±∞ →±∞
= = = = ±∞ .  

Άρα η γραφική παράσταση της συναρτήσεως , ( )f f x ax β= +  που είναι η 

ευθεία y ax β= +  έχει ασύµπτωτη την ίδια την ευθεία. 

 

4. Είναι δυνατό η γραφική παράσταση συναρτήσεως να τέµνει µία ασύµπτωτη 

της, σε ένα τουλάχιστο σηµείο. 

 

5. Για τη γραφική παράσταση των ρητών συναρτήσεων ισχύει ένα από τα 

παρακάτω:  

(α) Όταν ο βαθµός αριθµητή είναι µικρότερος ή ίσος του βαθµού 

παρονοµαστή, τότε υπάρχει µόνο µία οριζόντια ασύµπτωτη.  

  

(β) Όταν ο βαθµός αριθµητή είναι κατά ένα µεγαλύτερος του βαθµού 

παρονοµαστή, τότε υπάρχει µόνο µία πλάγια ασύµπτωτη. 

 

(γ) Όταν ο αριθµητής έχει βαθµό τουλάχιστον κατά δυο µεγαλύτερο από τον 

παρονοµαστή, τότε δεν υπάρχουν  οριζόντια ούτε πλάγια ασύµπτωτη. 

 

6. Αν είναι ( ) ( )f x x g xλ β= + +  µε lim ( ) 0
x

g x
→±∞

= , τότε η ευθεία y xλ β= +  

είναι ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της συναρτήσεως f , διότι 

( )lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x x g xλ β
→±∞ →±∞

− + = =   .  

 

Παραδείγµατα. 

1. Βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παραστάσεως της  
5

2
, ( )

4

x
f f x

x
=

−
.  

Λύση. 
2 4 0 2x x− = ⇔ = ± .  

Είναι 
2 2

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ +→ →−

= = +∞ , 
2 2

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− −→ →−

= = −∞ .  

Άρα οι ευθείες 2x = ±  είναι κατακόρυφες ασύµπτωτες της γραφικής 

παραστάσεως της συναρτήσεως f . 

Είναι 
( )

lim
x

f x

x→±∞
= +∞ . Άρα δεν υπάρχουν  οριζόντια ούτε πλάγια ασύµπτωτη 

της γραφικής παραστάσεως της συναρτήσεως f . 

 

2. Βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παραστάσεως της  
3

2
, ( )

2 3

x x
f f x

x x

−
=

+ +
. 

Λύση. 

Εύρεση κατακόρυφης ασύµπτωτης. 

Για κάθε x∈ℝ  είναι 2 2 3 0x x+ + > . 

 Άρα δεν υπάρχει a∈ℝ  ώστε lim ( )
x a

f x
→

= ±∞  ή lim ( )
x a

f x
+→

= ±∞  ή  

lim ( )
x a

f x
−→

= ±∞ .  Συνεπώς η γραφική παράσταση της f  δεν έχει κατακόρυφες 

ασύµπτωτες. 
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Εύρεση οριζόντιας ασύµπτωτης.  

Είναι 
( )

lim 1
x

f x

x
λ

→+∞
= =  και [ ]lim ( ) 2

x
f x xλ β

→+∞
− = = − .  

Άρα η ευθεία 2y x= −  είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως 

της f  σε µία περιοχή του +∞ .  

Είναι 
( )

lim 1
x

f x

x
λ

→−∞
= =  και [ ]lim ( ) 2

x
f x xλ β

→−∞
− = = − .  

Άρα η ευθεία 2y x= −  είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως 

της f  σε µία περιοχή του −∞ .  

 

3. Βρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παραστάσεως της 
3 2 1

, ( )
3

x x
f f x

x

− +
=

+
.  

Λύση. 

Εύρεση κατακόρυφης ασύµπτωτης. 

Είναι 
3

lim( 3) 0
x

x
→−

+ =  και 
3

lim 3 2 1 16 0
x

x x
→−

 − +  = >  .  

Συνεπώς είναι 
3

lim ( )
x

f x
+→−

= +∞  και  
3

lim ( )
x

f x
−→−

= −∞ .  

Άρα η ευθεία 3x = −  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της 

f . Η γραφική παράσταση προσεγγίζει την ευθεία 3x = −   από δεξιά και από 

αριστερά.   

 

Εύρεση οριζόντιας-πλάγιας  ασύµπτωτης.  

Είναι 

1
, 0

3

, ( )

1 5
, 0 και 3

3

x
x

x

f f x

x
x x

x

+ ≥ +


= 
 −
 < ≠ −

+

 

Είναι 
( )

lim 0
x

f x

x
λ

→+∞
= =  και [ ]lim ( ) 1

x
f x xλ β

→+∞
− = = .   Άρα η ευθεία 1y =  είναι 

οριζόντια ασύµπτωτη  της γραφικής παραστάσεως της f  σε µία περιοχή του +∞ . 

Είναι 
( )

lim 0
x

f x

x
λ

→−∞
= =  και [ ]lim ( ) 5

x
f x xλ β

→−∞
− = = − .  Άρα η ευθεία 5y = −  είναι 

οριζόντια ασύµπτωτη  της γραφικής παραστάσεως της f  σε µία περιοχή του −∞ . 

 

4. Βρείτε τις ασύµπτωτες της : (1, )f +∞ →ℝ  µε 
2 1

( )
1

x x
f x

x

−
=

−
. 

Λύση. 

Εύρεση κατακόρυφης ασύµπτωτης. 

Είναι ( ) (1, )D f = +∞ .  

Πιθανή κατακόρυφη ασύµπτωτη είναι η ευθεία 1x = .  

Είναι  
1 1

1
lim ( ) lim

1x x

x x
f x

x
+ +→ →

+
= = +∞

−
.  

Άρα η ευθεία 1x =  είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη γραφικής παραστάσεως της f . 

Εύρεση οριζόντιας  ασύµπτωτης. 
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( ) 1
lim lim 1

1x x

f x x

x x
λ

→+∞ →+∞

+
= = =

−
,     [ ]

2

21lim ( ) lim 1
1 11

1
1

x x

x

xf x x
x

x

λ β
→+∞ →+∞

−− = = = =
++

+
−

 

Άρα η 1y x= +  είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της f . 

 

5. Βρείτε τους ,a β ∈ℝ  ώστε 
22 1

lim 0
2x

x x
ax

x
β

→−∞

 + −
+ − = + 

.  

Λύση. 

Έστω 
22 1

( )
2

x x
f x

x

+ −
=

+
, τότε [ ] [ ]lim ( ) 0 lim ( ) ( ) 0

x x
ax f x f x axβ β

→−∞ →−∞
+ − = ⇔ − + =  

 

Άρα η y ax β= +  είναι ασύµπτωτη της γραφικής παραστάσεως της f  για x → −∞ .  

Άρα  �
( )

lim 2
x

f x
a

x→−∞
= = ,    � [ ]lim ( ) 3

x
f x axβ

→−∞
= − = . 

 

Παρατήρηση. 

Έστω συνάρτηση , ( )f f x . Η ευθεία y ax β= +  ονοµάζεται πλάγια 

ασύµπτωτη της συναρτήσεως f  αν και µόνο αν lim ( )
x

f x ax β
→±∞

= +  ή ισοδύναµα 

[ ]lim ( ) 0
x

f x ax β
→±∞

− − = .  

Εύρεση των α, β. 
( )

lim
x

f x
a

x→±∞
=  και [ ]lim ( )

x
f x ax β

→±∞
− =  

 

Μελέτη περιπτώσεων. 

� Αν 0a = ,  0β =  οριζόντια ασύµπτωτη  είναι ο άξονας xx′ . 

� Αν 0a = , 0β ≠   οριζόντια ασύµπτωτη είναι η ευθεία y β= . 

� Αν 0a ≠ , 0β =   πλάγια ασύµπτωτη είναι η ευθεία y ax= . 

� Αν 0a ≠ , 0β ≠  πλάγια ασύµπτωτη  είναι η ευθεία y ax β= + . 

 

6. Έστω συνάρτηση 3 3 2, ( ) 2 3 9 1f f x x x x= + + + + . Να βρεθεί η ασύµπτωτη 

y ax β= +   της γραφικής της παραστάσεως σε µία περιοχή του +∞ .  

Λύση. 

Είναι [ ]lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x ax f x axβ β
→+∞ →+∞

= + ⇔ − − = .  Άρα  

3 3 2
3

2 3 2

2 3 1
lim 2 3 9 1 lim 1 9 ( )(4 )
x x

x x x ax x a a
x x x x

β
β

→+∞ →+∞

    + + + + − − = + + + + − − = +∞ −       
 

� Όταν 4 0 4a a− > ⇔ > ,  είναι [ ]lim ( )
x

f x ax β
→+∞

− − = +∞ . 

� Όταν 4 0 4a a− < ⇔ < , είναι [ ]lim ( )
x

f x ax β
→+∞

− − = −∞ . 

� Όταν 4 0 4a a− = ⇔ = , είναι [ ]lim ( ) ( )0
x

f x ax β
→+∞

− − = +∞  (?)  Απροσδιόριστη 

µορφή. Συνεπώς 

3 33 2 3 2lim 2 3 9 1 4 lim 2 3 lim 9 1 3
x x x

x x x x x x x x xβ β
→+∞ →+∞ →+∞

     + + + + − − = + + − + + − −
     
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Χρησιµοποιώντας δύο φορές συζυγή παράσταση έχοµε ότι  

3 3 2lim 2 3 lim 9 1 3 0 0
x x

x x x x x β β β
→+∞ →+∞

   + + − + + − − = + − = −
   

. 

Άρα [ ]lim ( ) 0 4,  β 0
x

f x ax aβ
→+∞

− − = ⇔ = = .   

 

7. Βρείτε αν υπάρχουν, τις  ασύµπτωτες της συναρτήσεως 
2 1

( )
x

f x
x

+
= .  

Λύση. 

Είναι { } *0ΠΟ = − =ℝ ℝ ,         �

2

2

2

1

( ) 1
lim lim lim 1
x x x

x

f x xx

x x x
α

→+∞ →+∞ →+∞

+
+

= = = =   

 

                                          � [ ]
2 1 1

lim ( ) lim lim 0
x x x

x
f x x x

x x
β α

→+∞ →+∞ →+∞

 +
= − = − = = 

 
. 

Άρα η ευθεία y x=  είναι πλάγια ασύµπτωτη της  f   όταν το x  τείνει  στο +∞. 

Επίσης είναι  �

2

2

2

1

( ) 1
lim lim lim 1
x x x

x

f x xx

x x x
α

→−∞ →−∞ →−∞

+
+

= = = =  

                      � [ ]
2 1 1

lim ( ) lim lim 0
x x x

x
f x x x

x x
β α

→−∞ →−∞ →−∞

 +
= − = − = = 

 
 

Άρα η y x=  είναι πλάγια ασύµπτωτη της f   όταν το x  τείνει  στο −∞ . 

 

 

              Σχήµα  37. 

 

 

 

 

 

 

Εµπειρικός κανόνας. 

Όταν ο βαθµός  αριθµητή είναι κατά µία µονάδα µεγαλύτερος από το βαθµό 

παρονοµαστή,  υπάρχει πλάγια ασύµπτωτη. 

 

8.  Να βρεθούν οι ασύµπτωτες της συναρτήσεως 
2 3

, ( )
4 8

x
f f x

x

+
=

−
.  

Λύση. 

Είναι { }( ) 2D f = −ℝ .  

1
ος

 τρόπος. 

Είναι  �
2

( ) 2 3
lim lim 0

4 8x x

f x x

x x x
α

→±∞ →±∞

+
= = =

−
        και  

          � [ ] [ ] 2 3 2 1
lim ( ) lim ( ) 0 lim

4 8 4 2x x x

x
f x ax f x x

x
β

→±∞ →±∞ →±∞

+
= − = − = = =

−
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Άρα η ευθεία (ε) 
1 1

0
2 2

y x xα β= + = + =  είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 

παραστάσεως της  συναρτήσεως στην περιοχή του +∞ αλλά και του −∞ .  

 

2
ος

 τρόπος. 

Είναι  
22 3 4 (2 4 8 ) 3 8

( ) ( ) ( )
4 8 4 8

x ax x
f x ax ax

x x

β α β
β β

+ − + − + + +
− + = − + =

− −
 

Άρα     [ ]
24 (2 4 8 ) 3 8

lim ( ) ( ) lim
4 8x x

ax x
f x ax

x

β α β
β

→±∞ →±∞

 − + − + + +
− + =  − 

 , συνεπώς  

[ ]
24 (2 4 8 ) 3 8

lim ( ) ( ) 0 lim 0
4 8x x

ax x
f x ax

x

β α β
β

→±∞ →±∞

 − + − + + +
− + = ⇒ = ⇒ − 

 

                                                                                       

0
4 0

1
2 4 8 0

2

αα
β α β

=− =  
⇒  

− + = =  

 

Άρα η  (ε) 
1 1

0
2 2

y x xα β= + = + =  είναι οριζόντια ασύµπτωτη της συναρτήσεως 

στην περιοχή του +∞ αλλά και του −∞ .  

 

9. Βρείτε τις ασύµπτωτες της 2, ( )f f x x x= +  στην περιοχή του +∞ και του −∞ .  

Λύση. 
2( ) ( 1)f x x x x x= + = + ,                                   ( ) ( , 1] [0, )D f = −∞ − +∞∪  

Είναι  � 
( )

lim 1
x

f x
a

x→+∞
= = ,        � [ ] [ ] 1

lim ( ) lim ( )
2x x

f x x f x xβ α
→+∞ →+∞

= − = − =  

Άρα η ευθεία (ε) 
1

2
y x xα β= + = +  είναι πλάγια ασύµπτωτη της f στο +∞ .  

Οµοίως �
( )

lim 1
x

f x
a

x→−∞
= − = ,     � [ ] [ ] 1

lim ( ) lim ( )
2x x

f x x f x xβ α
→−∞ →−∞

= − = + = − . 

Άρα η (ε) 
1

2
y x xα β= + = − −  είναι πλάγια ασύµπτωτη της f στο −∞ .  

  

Ασκήσεις.  

1. Βρείτε τους ,a β ∈ℝ  ώστε 
23 5 1

lim ( ) 0
2x

x x
ax

x
β

→+∞

 + −
− + = + 

 και 

2lim 2 0
x

ax x xβ
→−∞

 + − + + =
 

. 

 

2. Βρείτε τους ,a β ∈ℝ  ώστε η γραφική παράσταση της 
2

2

3 5
, ( )

x
f f x

x ax β
−

=
+ +

 να 

έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες τις ευθείες 1x = − , 2x = . Εξετάστε αν η γραφική 

παράσταση έχει οριζόντια ή  πλάγια ασύµπτωτη. 

 

3. Βρείτε τις ασύµπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων:  
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(α)
2

1
( )

5
f x

x
=

+
,        (β)

2 1
( )

x
f x

x

+
= ,        (γ)

3

( )
1

x
f x

x
=

−
,       (δ)

2

1
( ) 3f x x

x
= + ,  

(ε)
2

2

1
( )

1

x
f x

x

+
=

−
,         (στ)

3

2

1
( )

3

x
f x

x

+
=

−
,      (ζ) 2( ) 1f x x= + ,  (η) ( )

x
f x

x

συν
=  

(θ)
2

( )
x

f x
x

ηµ
= ,        (ι) ( ) 1

2

x
f x

x
= −

−
,      (ια)

1
( )f x x

x
= − + ,  

(ιβ)
22 1

( )
1

x x
f x

x

+ +
=

−
,         (ιγ)

2 1
( )

1

x x
f x

x

+
=

+
,            (ιδ) 2( ) 3f x x x= + + .           

                                                                                                                

4.5  Γενικές ιδιότητες των ορίων. 

� Αν  
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

> , τότε κοντά στο 0x    ισχύει  ότι  ( ) 0f x > . 

� Αν  
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

< , τότε κοντά στο 0x    ισχύει  ότι  f(x) < 0. 

 

 O 

 ℓ  

  

 Cf 

 β  α  x0 

 x 

 y 

       

 O 

 ℓ  

  

 C f 

 x0  x 

 y 

 β  α 

 
     Σχήµα 38.                                            Σχήµα 39. 

Γενικότερα έστω ότι µία συνάρτηση f  έχει όριο στη θέση 0x  το 0≠ℓ . Τότε 

σε µία περιοχή του 0x  οι τιµές που παίρνει η f , έχουν το πρόσηµο του ορίου της. Για 

την ενιαία διατύπωση της ιδιότητας αυτής θεωρούµε ως πρόσηµο του +∞  το +  και 

του −∞  το − . 

Τα  αντίστροφα  των  παραπάνω  προτάσεων  δεν  ισχύουν. Πράγµατι για  τη  

συνάρτηση 2, ( )f f x x=  µε  ΠΟ = ℝ , ισχύει  ότι κοντά  στη  θέση 0 0x =  είναι 

( ) 0f x >   ενώ 2

0
lim 0
x

x
→

= . 

Παρατήρηση. 

Αν  σε ένα διάστηµα του 0x  οι τιµές της συναρτήσεως  f   είναι θετικές (ή 

αρνητικές) και υπάρχει το όριο της f   του x  τείνοντος στο 0x , τότε το όριο αυτό 

αποκλείεται να είναι αρνητικό (ή θετικό), αλλά δεν αποκλείεται να είναι µηδέν.  

Πράγµατι οι τιµές της συναρτήσεως  
1

, ( )f f x
x

=  στο διάστηµα ( )0,+∞  είναι 

θετικές, αλλά το όριο της στο +∞  είναι µηδέν. 

 

� Έστω  συναρτήσεις  ,f g  µε  κοινό  . .Π Ο  και ( ) ( )f x g x≤  για  κάθε  x  του  

κοινού  τους  . .Π Ο ,  έχουν  όριο  στο 0 . .x ∈Π Ο , ισχύει  ότι  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

≤ . 

Οµοίως  αν  ( ) ( )f x g x< ,   τότε ισχύει  ότι  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
→ →

≤ . 
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Πράγµατι  αν 2( )f x x= , ( )g x x= , κοντά  στη  θέση 0 0x =  του  . .Π Ο  τους, 

ισχύει  ότι  ( ) ( )f x g x<  αλλά  2

0 0
lim lim 0
x x

x x
→ →

= = . 

 

� Αν µία συνάρτηση f  έχει στη θέση 0x   όριο το µηδέν και µία συνάρτηση g  είναι 

φραγµένη σε µία περιοχή του  0x , τότε η συνάρτηση f g⋅  έχει στο  0x  όριο το 

µηδέν. 

Παράδειγµα. 

Έστω συναρτήσεις  , ( ) 5f f x x= −    και   , ( ) 2g g x x= . 

Είναι   
5 5

lim ( ) lim( 5) 0
x x

f x x
→ →

= − =      και   ( )
5 5

lim ( ) lim 2 10
x x

g x x
→ →

= = .   

Άρα  ( ) ( )
5 5

lim ( ) lim 5 2 0
x x

f g x x x
→ →

⋅ = − =   . 

 

� Έστω ότι για τις συναρτήσεις ,f g  σε µία περιοχή του 0x  ισχύει ότι ( ) ( )g x f x< . 

Αν  lim ( ) 0
ox x

f x
→

= , τότε είναι lim ( ) 0
ox x

g x
→

= . 

 

Εφαρµογή. 

∆είξτε ότι 
0

1
lim ηµ 0
x

x
x→

 ⋅ = 
 

. 

Λύση. 

Πράγµατι { } *0x∀ ∈ − =ℝ ℝ , ισχύει ότι 
1 1

ηµ  = ηµ 1=x x x x
x x

⋅ ⋅ ≤ ⋅  

Επειδή 
0

lim  = 0
x

x
→

, είναι 
0

1
lim ηµ 0
x

x
x→

 ⋅ = 
 

. 

� Αν µία συνάρτηση έχει στη θέση 0x  πεπερασµένο όριο ℓ , τότε είναι φραγµένη σε 

µία περιοχή του 0x . 

� Αν  συνάρτηση f  έχει στη θέση 0x  πεπερασµένο όριο, τότε lim ( ) = lim ( )
x x x x

f x f x
ο ο→ →

                     

� Αν  συνάρτηση f  έχει στη θέση 0x  όριο  +∞   ή −∞ ,     τότε  lim ( ) =
x x

f x
ο→

+ ∞ . 

 

Κριτήριο µη συγκλίσεως. 

Μία  συνάρτηση f   δεν έχει στη θέση 0x  πεπερασµένο όριο (δηλαδή ή δεν 

υπάρχει το όριο ή υπάρχει και είναι +∞  ή −∞ ), αν υπάρχει ε>0 οσοδήποτε µικρό, 

ώστε  σε κάθε  διάστηµα του 0x  να υπάρχουν 1 2,x x τέτοια ώστε 1 2( ) ( )f x f x ε− ≥ .  

  

Παραδείγµατα  µε  εφαρµογή  του  κριτηρίου  παρεµβολής. 

1. Έστω συνάρτηση ( ): 1,1f − → ℝ  µε  
2

4
( )

( ) 1

x
f x

f x
=

+
. ∆είξτε ότι 

0
lim ( ) 0
x

f x
→

= . 

Λύση. 

Επειδή 2 0x ≥  και 4 ( ) 1 1 0f x + ≥ ≥ , είναι 
2 2

4
0

( ) 1 1

x x

f x
≤ ≤

+
, δηλαδή 20 ( )f x x≤ ≤ .  
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Επειδή 2

0
lim 0
x

x
→

=  είναι 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

= . 

 

2. Να  αποδειχθεί ότι 
0

1
lim 1

x

x

e

x→

−
= . 

Λύση. 

Είναι γνωστό ότι  x∀ ∈ℝ  ισχύει 1xe x≥ + .  

Αν στη θέση του x  θέσοµε x−  η ανωτέρω σχέση γίνεται 1xe x− ≥ − .  

Για  ( )1,1x∈ −  είναι 
1

1

xe
x

≤
+

.  

Έτσι είναι 
1 1

1     x 1
1 1

x xx e e
x x

+ ≤ ≤ ⇔ ≤ − ≤
− −

1
1

x x
x e

x
⇔ ≤ − ≤

−
.  

1 1
  0< 1,   είναι 1

1

1 1
 1< 0, είναι 1

1

x

x

e
x

x x

e
x

x x

ν

ν

 −
Α < ≤ ≤ −


 −Α − < ≥ ≥
 −

  

 

Επειδή 
0

1
lim 1

1x x→
=

−
   είναι   

0

1
lim 1

x

x

e

x→

−
= . 

 

Όρια & διάταξη. 

Έστω ότι ( ) ( )f x g x≤  για τις συναρτήσεις ,f g  σε µία περιοχή του 0x . 

� Αν οι ,f g  έχουν στη θέση 0x   πεπερασµένα όρια, τότε lim ( ) lim ( )
ox x x x

f x g x
ο→ →

≤ . 

 O 

  

 Cg 

 C f 

 β  α  x0  x 

 y 

      

 O 

  

 Cg 

 C f 

 β  α  x0  x 

 y 

 
    Σχήµα 40.                                      Σχήµα 41. 

 

� Αν lim ( ) +
x x

f x
ο→

= ∞ , τότε lim ( ) +
x x

g x
ο→

= ∞ .  

� Αν lim ( )
x x

g x
ο→

= −∞ , τότε lim ( )
x x

f x
ο→

= −∞ . 

� Αν για τις συναρτήσεις , ,h f g  σε µία περιοχή του σηµείου 0x  ισχύει  

( ) ( ) ( )h x f x g x≤ ≤  και οι  ,h g  έχουν στο 0x   όριο ∈ℓ ℝ , τότε και η f  έχει στη 

θέση 0x  όριο ℓ . Το θεώρηµα αυτό  είναι γνωστό ως  κριτήριο παρεµβολής.  

 

 

Σχήµα 42. 

 

 

 

 O  

 ℓ  

 

 C h  

 C f  

 C g  

 β   α   x0   x  

 y  
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Όρια & πράξεις. 

� [ ]
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

+ = + ,      

� [ ]
0 0

lim ( ) lim ( ) ,
x x x x

k f x k f x k
→ →

⋅ = ⋅ ∈ℝ               

Οι  ως άνω  προτάσεις  επεκτείνονται  επαγωγικά  για  πεπερασµένο  πλήθος  

συναρτήσεων. 

� [ ]
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x
→ → →

⋅ = ⋅ ,   � 0

0

0

lim ( )
( )

lim
( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x
f x

g x g x

→

→
→

= , όταν 
0

lim ( ) 0
x x

g x
→

≠  

�
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

= ,                            � [ ]
0 0

lim ( ) lim ( ) ,
x x x x

f x f x
ν

ν
ν

→ →

 = ∈  
ℕ  

�
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f xκ κ
→ →

=  , όταν ( ) 0f x ≥  κοντά  στο 0x . 

 

Όριο πολυωνυµικής  συναρτήσεως όταν 0x x→ . 

Για  µία  πολυωνυµική  συνάρτηση  ( )P x   ισχύει  ότι �
0

0lim ( ) ( )
x

P x P x
χ→

= . 

Απόδειξη. 

Αν 1 2 2

1 2 2 1 0( ) ...P x x x x x xν ν ν
ν ν να α α α α α− −

− −= + + + + + +  και 0x ∈ℝ ισχύει ότι:  

( )
0 0

1 2 2

1 2 2 1 0lim ( ) lim ...
x x x x

P x x x x x xν ν ν
ν ν να α α α α α− −

− −→ →
= + + + + + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0

1 2 2

1 2 2 1 0lim lim lim ... lim lim lim
x x x x x x x x x x x x

x x x x xν ν ν
ν ν να α α α α α− −

− −→ → → → → →
+ + + + + + =  

0 0 0 0

1 2

1 2 1 0lim lim ... lim lim
x x x x x x x x

x x x xν ν
ν να α α α α−

−→ → → →
⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + =  

1 2 2

1 2 2 1 0...x x x x xν ν ν
ν ν να α α α α α− −

− −= + + + + + + 0( )P x= . 

 

Όριο ρητής συναρτήσεως. 

Για µία  ρητή  συνάρτηση 
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
= , µε 0( ) 0Q x ≠ , ισχύει ότι �

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= .  

Απόδειξη. 

Για  τα  πολυώνυµα ( ), ( )P x Q x ισχύει  ότι: 
0

0lim ( ) ( )
x x

P x P x
→

=  και 
0

0lim ( ) ( )
x x

Q x Q x
→

=  

Άρα, 0

0 0

0

0
0

0

lim ( )
( )( )

lim ( ) lim ( )
( ) lim ( ) ( )

x x

x x x x

x x

P x
P xP x

f x f x
Q x Q x Q x

→

→ →
→

= = = = . 

 

Παρατήρηση. 

Αν 0( ) 0P x =  και 0( ) 0Q x ≠ , τότε 
( )( ) 0

lim ( ) lim 0
( ) ( ) ( )

o

x x x x
o o

P xP x
f x

Q x Q x Q xο ο→ →
= = = = . 

Αν 0( ) 0P x =  και  0( ) 0Q x = , τότε  

1 1

1

( ) ( ) ( )( )
 lim ( ) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )

o o o

x x x x x x
o o o

x x P x P xP x
f x

Q x x x Q x Q xο ο ο→ → →

− ⋅
= = =

− ⋅
 κ.ο.κ.  

 

Τριγωνοµετρικά όρια. 

�
0

0lim
x x

x xηµ ηµ
→

= ,  �
0

0lim
x x

x xσυν συν
→

= ,  �
0

0 0lim ,  ,
2x x

x x x k k
π

εϕ εϕ π
→

= ≠ + ∈ℤ         
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�
0

0 0lim ,  ,
x x

x x x k kσϕ σϕ π
→

= ≠ ∈ℤ  ,  � 
0

lim 1
x

x

x

ηµ
→

= ,   � 
0

1
lim 0
x

x

x

συν
→

−
= . 

 

Όριο αθροίσµατος. 

0

lim ( )
x x

f x
→

 a ∈ℝ  a ∈ℝ  + ∞ - ∞ + ∞ - ∞ 

0

lim ( )
x x

g x
→

 + ∞ - ∞ + ∞ - ∞ - ∞ + ∞ 

[ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

+  + ∞ - ∞ + ∞ - ∞ ; ; 

 

Όριο  γινοµένου. 

0

lim ( )
x x

f x
→

 α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 + ∞ + ∞ - ∞ - ∞ 

0

lim ( )
x x

g x
→

 + ∞ + ∞ - ∞ - ∞ + ∞ - ∞ + ∞ - ∞ + ∞ - ∞ 

[ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

⋅  + ∞ - ∞ - ∞ + ∞ ; ; + ∞ - ∞ - ∞ + ∞ 

 

Όριο  πηλίκου. 

0

lim ( )
x x

f x
→

 a ∈ℝ
 

a ∈ℝ
 

+ ∞ + ∞ - ∞ + ∞ 0 - ∞ + ∞ 

0

lim ( )
x x

g x
→

 + ∞ - ∞ α >0 0a <
 

0a <
 

+ ∞ 0 - ∞ - ∞ 

( )
lim

( )ox x

f x

g x→
 

0 0 + ∞ - ∞ + ∞ ; ; ; ; 

Απροσδιόριστες µορφές για τα όρια των πράξεων συναρτήσεων είναι: 

( )( )+∞ + −∞  , ( )0 ±∞ , 
( )
( )
±∞

±∞
,  

0

0
. 

Από  τον ορισµό του ορίου συναρτήσεως στη θέση 0x , προκύπτουν  οι ιδιότητες  

� ( )
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x l f x l
→ →

= ⇔ − = −   ,         � ( )
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

= +∞ ⇔ − = −∞  

 

Σχόλιο. 

Να  δειχθεί ότι: 
0

lim 0
x

x

x

ηµ
→

= ,   
0

lim 1
x

x

x

εϕ
→

= ,   
0

4
lim 4
x

x

x

εϕ
→

= . 

Λύση. 

Για 0,
2

x
π ∈ 

 
, συγκρίνοντας τα εµβαδά των 

τριγώνων ΟΑΕ, ΟΓ∆ και του κυκλικού τοµέα  ΟΑΓ, 

προκύπτει 

                                                                                                  

                                                                                                  Σχήµα  43.                                                                                                            

21 1 1
1

2 2 2
x πΟΑΕ ΟΑΓ ΟΓ∆Ε < Ε < Ε ⇔ ⋅ΟΕ ⋅ΑΕ < ⋅ ⋅ ⋅ < ⋅ΟΓ ⋅Γ∆ ⇔  

1
1

x
x x x x x

x x
συν ηµ εφ συν

ηµ συν
⋅ < < ⋅ ⇔ < < ⇔

1 x
x

x x

ηµ
συν

συν
< < .       
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Επειδή 
0 0

1
lim lim 1
x x

x
x

συν
συν→ →

= = , από το κριτήριο  παρεµβολής προκύπτει ότι 

υπάρχει το 
0

lim
x

x

x

ηµ
→

 και  
0

lim 1
x

x

x

ηµ
→

= .     Οµοίως αποδεικνύεται ότι 
0

lim 1
x

x

x

εϕ
→

= . 

   Είναι   
0 0

 4  4
lim 4 lim 4 1 4

4x x

x x

x x

εϕ εϕ
→ →

= ⋅ = ⋅ =  

 

4.6 Παραδείγµατα. 

1. Υπολογίστε εφόσον  υπάρχει, το όριο 
0

lim ( )
x

f x
→

 του σχήµατος 44. 

  

 

 

   

           

               Σχήµα 44.                             Σχήµα 45.                               Σχήµα 46. 

 

Λύση. 

Το  σηµείο  0 0x =  είναι  διφορούµενο, διότι  άλλος   ο  τύπος  της  f  δεξιά του 

( )0x x>  και  άλλος  αριστερά  του ( )0x x< .  

Βρίσκοµε  τα  πλευρικά  όρια  
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

= − , 
0

lim ( ) 1
x

f x
−→

= − .  

Επειδή 
0 0

lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x f x
+ −→ →

= = − ∈ℝ , είναι  
0

lim ( ) 1
x

f x
→

= − . 

 

2. Υπολογίστε εφόσον  υπάρχουν, τα όρια  
0

lim ( )
x

f x
→

, lim ( )
x

f x
→+∞

, lim ( )
x

f x
→−∞

  για τη 

συνάρτηση του σχήµατος 45. 

Λύση. 

Το  σηµείο  0 0x =  είναι  διφορούµενο, διότι  άλλος  ο  τύπος  της  f  δεξιά 

του ( )0x x>  και  άλλος  αριστερά  του ( )0x x< .  

Βρίσκοµε  τα  πλευρικά  όρια 
0

lim ( ) 2
x

f x
+→

=   και   
0

lim ( ) 1
x

f x
−→

= .   

Επειδή 
0 0

lim ( ) 2 1 lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

= ≠ = ,  δεν  υπάρχει  το  
0

lim ( )
x

f x
→

.  

Επίσης  είναι 
3

lim ( )
2x

f x
→+∞

=   και  
3

lim ( )
2x

f x
→−∞

= . 

 

3. Υπολογίστε εφόσον  υπάρχει,  το όριο  
0

lim ( ) 0
x

h x
→

=  για τη συνάρτηση του 

σχήµατος 46. 

Λύση. 

Το  σηµείο  0 0x =  είναι  διφορούµενο.  

Βρίσκοµε  τα  πλευρικά  όρια 
0

lim ( ) 1
x

h x
+→

= , 
0

lim ( ) 1
x

h x
−→

= − .  

Επειδή  
0 0

lim ( ) 1 1 lim ( )
x x

h x h x
+ −→ →

= ≠ − = ,  δεν  υπάρχει  το  
0

lim ( )
x

h x
→

. 
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                   Σχήµα 47.                                                        Σχήµα 48. 

 

4. Υπολογίστε εφόσον  υπάρχουν,  τα  όρια 
0

lim ( )
x

f x
→

, 
1

lim ( )
x

f x
→

, 
2

lim ( )
x

f x
→

, lim ( )
x

f x
→+∞

 

για την συνάρτηση του σχήµατος 47.     

Λύση. 

Επειδή  [ ). . 0,Π Ο = +∞  είναι 
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
+

+

→ →
= = . 

Το  σηµείο  0 1x =  είναι  διφορούµενο, άρα  πρέπει  να  βρούµε  τα  πλευρικά  όρια  

1

1
lim ( )

2x
f x

+→
= ,  

1
lim ( ) 1
x

f x
−→

= .  

Επειδή  
1 1

1
lim ( ) 1 lim ( )

2x x
f x f x

+ −→ →
= ≠ = , δεν  υπάρχει  το  

1
lim ( )
x

f x
→

.  

Το  σηµείο  0 2x =  είναι  διφορούµενο, άρα  πρέπει  να  βρούµε  τα  πλευρικά  όρια  

2
lim ( ) 1
x

f x
+→

=  και 
2

1
lim ( )

2x
f x

−→
= . 

Επειδή 
2 2

1
lim ( ) 1 lim ( )

2x x
f x f x

+ −→ →
= ≠ = , δεν  υπάρχει  το  

2
lim ( )
x

f x
→

.  

Τέλος  είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . 

 

5. Υπολογίστε εφόσον  υπάρχουν, τα όρια 
0

lim ( )
x

f x
→

, lim ( )
x

f x
→−∞

, lim ( )
x

f x
→+∞

 για τη 

συνάρτηση του σχήµατος 48.   

Λύση. 

Είναι ( ) ( ),0 0,ΠΟ = −∞ +∞∪ .  Επειδή  
0

lim ( )
x

f x
−→

= +∞    και   
0

lim ( )
x

f x
+→

= +∞    είναι  

0
lim ( )
x

f x
→

= +∞ .   Επίσης είναι  lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=  και lim ( ) 0
x

f x
→−∞

= . 

 

6. Υπολογίστε εφόσον  υπάρχουν, τα όρια: 

� 
( )2 35 2

3

2 20 0 0

33
lim lim lim( 3) 0 3 3
x x x

x xx x
x

x x→ → →

++
= = + = + =       

�

2

2 2 2 2

4 ( 2) ( 2) ( 2)
lim lim lim lim( 2) 4

2 2 1x x x x

x x x x
x

x x→ → → →

− − ⋅ + +
= = = + =

− −
  

�

2

22 2 2

4 ( 2) ( 2) ( 2) 4
lim lim lim 4

5 6 ( 3) ( 2) ( 3) 1x x x

x x x x

x x x x x→ → →

− − ⋅ + +
= = = = −

− + − ⋅ − − −
 

�

2

2 21 1 1 1 1

2 ( 1) ( 2) ( 2) ( 2) 1
lim lim lim lim lim

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 2) 1x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x→ → → → →

+ − − ⋅ + + +
= = = ⋅

− ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − − −
 

            

                                                       
1

( 3) ( ) =  , όταν  11
( 3) lim

( 3) ( ) =  , όταν  11x

x

xx→

− ⋅ +∞ −∞ >
= − ⋅ = 

− ⋅ −∞ + ∞ <− 
 

� 
1

1
lim

1x x+→
= +∞

−
           �

1

1
lim

1x x−→
= −∞

−
 

� 
2

24 4 4

16 ( 4)( 4) 4
lim lim lim 4

10 24 ( 4)( 6) 6x x x

x x x x

x x x x x→ → →

− − + +
= = = −

− + − − −
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�

2

22 2 2

5 14 ( 2)( 7) 7 9
lim lim lim

4 12 ( 2)( 6) 6 8x x x

x x x x x

x x x x x→ → →

+ − − + +
= = =

+ − − + +
 

� 

32

3

3

lim( 2) 1

5 6
lim

3
lim( 2) 1

x

x

x

x

x x

x
x

+

−

→

→

→

− =
− + 

= 
−  − + = −

     Άρα δεν υπάρχει το 
2

3

5 6
lim

3x

x x

x→

− +
−

. 

�

2

2 21 1 1

1 ( 1)( 1) ( 1)
lim lim lim

( 1) ( 5) ( 1) ( 5) ( 1)( 5)x x x

x x x x

x x x x x x→ → →

− − + +
= = =

− + − + − + 1 1

1 1
lim lim

5 1x x

x

x x→ →

+
⋅ =

+ −
 

 

                                                   
1

1 1
lim

3 1x x→
⋅

−

1

1

1 1
( ) ,  διοτι lim   

3 1

1 1
( ) ,  διοτι lim  

3 1

x

x

x

x

+

−

→

→

 ⋅ +∞ = +∞ = +∞ −


= 

 ⋅ −∞ = −∞ = −∞

−

 

  Άρα δεν υπάρχει το 
2

21

1
lim

( 1) ( 5)x

x

x x→

−
− +

. 

�
2

0 0 0
lim 3 lim ( 3) lim ( 3) 0
x x x

x x x x x x
−→ → →

− = − = − =  

 

�
2

3 3 3
lim 3 lim ( 3) lim ( 3) 0
x x x

x x x x x x
+→ → →

− = − = − =  

 

 

 

 

�

2

3 3 2 21 1 1 1 1

1 ( 1)( 1) ( 1) 1 1
lim lim lim lim lim

( 1) ( 5) ( 1) ( 5) ( 1) ( 5) 5 ( 1)x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x→ → → → →

− − + + +
= = = ⋅ =

− + − + − + + −
 

 

                          
21

1 1
lim

3 ( 1)x x→
⋅

− 2 2
1 1

1 1 1
( ) ,  διοτι lim lim  

3 ( 1) ( 1)x xx x+ −→ →
= ⋅ +∞ = +∞ = = +∞

− −
 

� Όταν 
1 9 9

0x
x x x

+ −
→ ⇒ → +∞ ⇒ → +∞ ⇒ → −∞  

   Όταν 
1 9 9

0x
x x x

− −
→ ⇒ → −∞ ⇒ → −∞ ⇒ → +∞  

x  −∞          0           3          +∞ 

( )3x x −         +      0    −      0    + 
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2

2
0

2
0 0 02

0
2

20

2

2
0

2
0 0 02

9 991 lim 11
9

lim lim lim
99 99

11 lim 1

9
lim

9
9 91 lim 11

9
lim lim lim

999
11

x

x x x

x

x

x

x x x

x
x x x xx

x x
x

xx x
x x

x x

x
x x x x

x x
x

xx

+

+ + +

+

−

− − −

→

→ → →

→

→

→

→ → →

   + ++   + +∞   = = = = = −∞
− −∞   −− −   

   
+

=
−

 − −− −  = = =
+   ++ 

  0

0

9

9
lim 1
x

x

x

x−

−

→

→









     +∞   = = −∞ −∞ +  

 


 

 

7.  Να  υπολογισθούν οι  ,a β ∈ℝ  ώστε  
2

lim ( ) 1
x

f x
→

=  αν 
2 2 5

, ( )
2 4

x ax
f f x

x

β+ − +
=

−
. 

Λύση. 

Είναι { }2ΠΟ = −ℝ . 

 Αφού το 2 είναι ρίζα του παρονοµαστή, πρέπει να είναι  και του αριθµητή.  

 

Συνεπώς  9 4 0 9 4α β β α+ − = ⇒ = + .  

Άρα το ( )f x γράφεται  ως 
2 2 5

( )
2 4

x ax
f x

x

β+ − +
=

−

2 2 (4 9) 5

2( 2)

x ax

x

α+ − + +
= =

−
                                           

                                                                        
( 2)( 2) 2 ( 2) 2 2

2( 2) 2

x x x x

x

α α− + + − + +
=

−
  

∆ηλαδή  
2 2

2 2 2 2 2
lim ( ) lim 2

2 2x x

x
f x

α α
α

→ →

+ + + +
= = = + . 

Άρα 
2

lim ( ) 1 2 1 1
x

f x α α
→

= ⇔ + = ⇔ =− . 

Και από 9 4 9 4 ( 1) 5β α β= + ⇔ = + − =  

 

8.  Βρείτε  το  lim ( )
x

f x
→+∞

 για  τον a ∈ℝ  αν 2, ( ) 2 8 ( 3)f f x x x xα= + + + − .  

Λύση. 

2 2

2

2 8
lim ( ) lim 2 8 ( 3) lim 1 ( 3)  = 
x x x

f x x x x x x
x x

α α
→+∞ →+∞ →+∞

   = + + + − = + + + −       
 

2

2 2

2 8 2 8
lim  1 ( 3)  = lim  1 ( 3)  =
x x

x x x x
x x x x

α α
→+∞ →+∞

   
⋅ + + + − ⋅ + + + −   

   
 

2 2

2 8 2 8
lim  1 ( 3)  = lim  lim 1 ( 3)  =
x x x

x x x x
x x x x

α α
→+∞ →+∞ →+∞

   
+ + + − ⋅ + + + −   

   
    

                                                          ( ) (1+α 3) = ( ) (α 2)+∞ − + ∞ −  .  

�   α 2 0 α>2, τότε lim ( )
x

Ό f xταν
→+∞

− > ⇔ = +∞ . 

�   α 2 0 α<2, τότε lim ( )
x

Ό f xταν
→+∞

− < ⇔ = −∞ . 
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 �  α 2= 0 α=2 , τότε ( ) 0 = απροσδιόριστη µορφή Όταν − ⇔ +∞ , οπότε θα  γίνει 

χρήση  της  συζυγούς  παραστάσεως, άρα η συνάρτηση f  γίνεται: 

( )
2

2 2

2

2

2 8
lim ( ) lim 2 8  = lim

2 8x x x

x x x
f x x x x

x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ + −
 = + + − =
  + + +

 

2 22

8 82 2
2 8

lim lim lim
2 8 2 82 8

1 1 11 1
x x x

x
x x x

x x x
x x x xx x

→+∞ →+∞ →+∞

 + + +  = =
 

+ + + + + ++ + + 
 

 

2 0 2 2
1

1 1 21 0 0 1

+
= = = =

++ + +
. 

 

9. Αν 
( )

lim
( )ox x

f x

g x→
= +∞  και   lim ( )

ox x
f x

→
= ∈ℓ ℝ , να δειχθεί ότι lim ( ) 0

ox x
g x

→
= . 

Λύση. 

Θέτοµε 
( )

( ) 
( )

f x
h x

g x
= , άρα  lim ( ) 

ox x
h x

→
= +∞ . 

Επειδή 
( ) 1

( ) = ( )
( ) ( )

f x
g x f x

h x h x
=

1
είναι lim ( ) lim ( ) 0 0

( )o ox x x x
g x f x

h x→ →

 
= = ⋅ = 

 
ℓ . 

 

10.  Έστω συνάρτηση 
2

, ( )
2

x x
f f x

x

α β+ −
=

−
. Εξετάστε αν υπάρχει το 

2
lim ( )
x

f x
→

. 

Λύση. 

Πρέπει το 2 να είναι ρίζα του αριθµητή, δηλαδή 2 4α β+ = . 
2 2

(2 4) ( 2)( 2) ( 2) ( 2)( 2 )
( )

2 2 2 2

x ax x ax x x x x x
f x

x x x x

β α α α+ − + − + − + + − − + +
= = = = =

− − − −
 

( 2)( 2 )
2 ,      2

2

( 2)( 2 )
2 ,   2

( 2)

x x
x x

x

x x
x x

x

α
α

α
α

 − + +
= + + > −


 − + +
 = − − − <

− −

.   

Είναι 
2 2

lim ( ) lim( 2 ) 4
x x

f x x α α
+ +→ →

= + + = +    και    
2 2

lim ( ) lim( 2 ) 4
x x

f x x α α
− −→ →

= − − − = − − . 

Για να υπάρχει το 
2

lim ( )
x

f x
→

  πρέπει   
2 2

lim ( ) 4 4 lim ( )
x x

f x f xα α
+ −→ →

= + = − − = .  

Άρα 4α = −  οπότε 2 4 4β α= + = − .  

 

11. Να υπολογισθούν οι ,α β ∈ℝ  ώστε  
2

lim ( ) 1
x

f x
→

=  για 
2 2 5

, ( )
2 4

x ax
f f x

x

β+ − +
=

−
. 

Λύση. 

Είναι { }( ) 2D f = − −ℝ . Αφού το 2 είναι ρίζα του παρονοµαστή πρέπει να είναι ρίζα 

και του αριθµητή. ∆ηλαδή 9 4 0 9 4a aβ β+ − = ⇒ = + . 
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2 22 5 2 (9 4 ) 5 ( 2)( 2) 2 ( 2) ( 2) 2
( )

2 4 2( 2) 2( 2) 2

x ax x ax a x x a x x a
f x

x x x

β+ − + + − + + − + + − + +
= = = =

− − −
 

Άρα 
2 2

2 2 2 2 2
lim ( ) lim 2

2 2x x

x a a
f x a

→ →

+ + + +
= = = + . 

 Για να είναι 
2

lim ( ) 1
x

f x
→

=  πρέπει 2 1 1a a+ = ⇒ = − , οπότε 4 9 5aβ = + = .  

 

Ασκήσεις. 

1. Βρείτε τα lim ( ),  lim ( )
x x

f x f x
→+∞ →−∞

 για τις διάφορες τιµές των α, β, γ, κ ∈ℝ  αν 

2, ( )  .f f x x x xα β γ κ= + + −  

2. Για  ποιες  τιµές  του  λ ∈ℝ , υπάρχει  το  
0

lim ( )
x x

f x
→

 αν 
0

3lim ( ) 1
x x

f x λ
+→

= − ,   

0

4lim ( )
x x

f x λ λ
−→

= + ; 

3. Είναι  καλώς  ορισµένα  τα 
3

lim 1
x

x
→

− , 
3

lim 5
x

x
→

− , ( )
2

lim ln
x

x
→−

,  2

1
lim 5 6
x

x x
→

− + − ; 

4. Αν  α β≠ , δείξτε  ότι  ∃ lim ( )
x

f x
α→

 για 
2

α αβ, 
, ( )

β β ,   όπου α,β

x x
f f x

x x

α

α

− ≤
= 

− > ∈ ℝ
 .                          

 

5. Βρείτε  τα  ,a β ∈ℝ  ώστε  
2

lim ( ) 8
x

f x
→

=  για 
24α β 4α,  2

, ( )
3β 2α 2,     2  

x x x
f f x

x x

 − − ≤
= 

− − >
.                                                                                            

6. Έστω συνάρτηση 
2

, ( )
3

x ax
f f x

x

β+ −
=

−
 όπου ,α β ∈ℝ . Να υπολογισθούν οι 

,α β ∈ℝ  ώστε να υπάρχει το 
3

lim ( )
x

f x
→

 και να είναι πραγµατικός αριθµός. 

7. Να βρεθούν οι τιµές του λ ∈ℝ  ώστε να υπάρχουν τα όρια  

      (i) 
1

lim ( )
x

f x
→

 για 
2

    2   , 1
, ( )

13 ,  1

x x
f f x

x xλ

+ ≤
= 

− >
 

      (ii) 
2

lim ( )
x

f x
→

 για 

2 4
 , 2

2

, ( )

3  ,  2

x
x

x

f f x

x xλ

 −
< −

= 
 + ≥



. 

8. Έστω συνάρτηση 
( 1)

, ( )
x x

f f x
x

+
= . Εξετάστε αν υπάρχει το 

0
lim ( )
x

f x
→

. 

9.
 
 Έστω συνάρτηση 

1
,  ( , 2) ( 2,0) (2, )

2

, ( )

1
  , (0,2)

2

x
x

x

f f x

x
x

x

+ ∈ −∞ − ∪ − ∪ +∞ +


= 
 −
 ∈

+

.  

Εξετάστε αν υπάρχει το 
2

lim ( )
x

f x
→

. 
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10.
 
Έστω συνάρτηση 

2

5  , 2
, ( )

3, 2

x x
f f x

x x

+ ≤
= 

− >
. Εξετάστε αν υπάρχει το 

2
lim ( )
x

f x
→

.  

11.
 
Εξετάστε αν υπάρχουν τα 

0
lim ( )
x

f x
→

, 
2

lim ( )
x

f x
→−

για 2

  3,            2

, ( ) 5,  2 0

 6  ,           0

x x

f f x x x

x x

+ ≤ −


= + − < <
 − ≥

.  

 

12. Υπολογίστε τους ,α β ∈ℝ  ώστε 
2

1

2
lim 4

1x

ax x
x

x
β

→

+ +
+ =

−
. 

      Υπολογίστε τους ,α β ∈ℝ  ώστε 
20

(2 )
lim 4
x

x a

x

συν
β

→

+
+ = . 

13. Υπολογίστε τις τιµές του µ ∈ℝ , ώστε 
( )2 2

22

3 2 4
lim

4x

x x

x

µ µ
→

− + +
= ∈ℜ

−
ℓ . 

14. Αν 2( ) 2 5f x x x ax β= − + − − , να βρεθούν τα ,α β ∈ℝ  ώστε:  

       (α) lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=    (β) lim ( ) 2
x

f x
→+∞

= −   (γ) lim ( ) 1
x

f x
→+∞

= + . 

15. Να βρεθούν οι τιµές του λ ∈ℝ , ώστε να υπάρχουν τα παρακάτω όρια:  

      (α) 
( )21

( )
lim

1x

f x

x

λ
→

−

−
, όπου 2( ) 2f x x xν ν= − ,   (β) ( )2lim 1

x
x x x lλ

→+∞
+ + − = ∈ℜ  

16. Έστω συνάρτηση , ( )
1

ax x
f f x

x

ν µβ γ+ +
=

−
, µε , ,α β γ ∈ℝ . Ποια σχέση συνδέει 

τα , ,α β γ ∈ℝ  ώστε 
1

lim ( )
x

f x
→

∈ℝ ; Βρείτε το 
1

lim ( )
x

f x
→

 σε σχέση µε τα , ,α β γ . 

 

Άσκηση. 

Να  υπολογισθούν  τα  παρακάτω  όρια:  

(α)
1

2 3
lim

2x

x

x→

+
−

,                (β) 2

1
lim 2 4
x

x x
→

+ + ,              (γ)
2

1

1
lim

3x

x x

x→−

+ +
−

,   

(δ)
2

1

2 3
lim

1x

x x

x→

+ −
−

,         (ε)
2

21

2
lim

2 1x

x x

x x→

+ −
− + −

,                (στ)
3

21

2 3
lim

2 2x

x x

x→

+ −
−

, 

(ζ)
5 3

4 31

2 3
lim

2x

x x

x x→

+ −
+ −

,        (η)
2 31

2 3
lim

1 1x x x→

 − − − 
,          (θ)

2

22

3 4 4
lim

6 8x

x x

x x→−

+ −
+ +

, 

(ι)
1

1
lim

1x x→ −
,                     (ια)

0

4 2
lim
x

x

x→

+
,                        (ιβ)

2

21

4
lim

( 1)x

x

x→

−
−

,   

(ιγ)
2

1

1
lim

3x

x x

x→

+ +
−

,           (ιδ)
2

0

1
lim
x

x

xηµ→

+
,                         (ιε)

0

1
lim

1x

x

xσυν→

+
−

, 

(ιστ)
( )

0

4
lim
x

x

x

ηµ
→

,           (ιζ)
( )

0

6
lim

2x

x

x

ηµ
→

,                     (ιη)
( )

0

4
lim

5x

x

x

ηµ
→

−
,  

(ιθ) 
( )

22

2
lim

3 2x

x

x x

ηµ
→

−

− +
 ,       (κ)

21

1 2
lim

1 1x x x→

 − − − 
,           (κα)

0

(1 )(1 2 ) 1
lim
x

x x

x→

+ + −
 ,  

(κβ) 
3 2

32

3 9 2
lim

6x

x x x

x x→

+ − −
− −

,   (κγ) 
3 3

0

( )
lim
h

x h x

h→

+ −
,        (κδ)

4 3

4 3 21

2 2 1
lim

3 3x

x x x

x x x x→−

+ − −
+ + +

,  
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(κε) 
0

9 3
lim

2x

x

x→

+ −
,            (κστ) 

1

8 1 3
lim

1x

x

x→

+ −
−

,         (κζ)
2

1

5 6
lim

1x

x x

x−→

+ −
−

,   

(κη)
2

1

5 3 2
lim

1x

x x

x→

− −
−

,        (κθ)

22

2

2 5 6
lim

2x

x x x x

x+→

− − − +

−
,   (κι)

22

( 2)
lim

3 2x

x

x x

ηµ
→

−
− +

, 

 

(λ)

2

21

1 2
lim

3 4x

x x x

x x→

− + + −

+ −
,  (λα)

2

1 2
lim

2 ( 2)x

x x

x x→

− −

− ⋅ +
,                 (λβ)

327

27
lim

3x

x

x→

−

−
, 

(λγ)
2

3 23

3 2 2 4
lim

6 9x

x x x

x x x→

− + − −

− +
,  (λδ) 

31

3 3 1
lim

1x

x x

x→

+ − +

−
, (λε) 

2

20

2
lim

2x

x x

x x→

+

−
, 

(λστ)
3 35

5
lim

5x

x

x→

−
−

,               (λζ)
( )

3 2 3

2
1

2 1
lim

1x

x x

x→

− +

−
,                 (λη) 

2

0

3 5
lim

2x

x

x x→

+
⋅

, 

(λι)
1

lim
1 ( 2)x

x x

x x→−

+

+ ⋅ +
,       (λκ)

2

3 21

1
lim

1x

x

x x x→

−
− − +

,                  (µ)
0

1 1
lim
x

x x

x→

+ − −
, 

(µα)
3

1

1
lim

1x

x

x→

−
−

,                (µβ) 
30

lim
x

x x

x

εφ ηµ
→

−
,                       (µγ)

1

( )
lim

3 2x

x

x

ηµ π
→ + −

 

(µδ)
2

30

1 1
lim

3x

x x

x
ηµ

→

+ −  ⋅  
 

,     (µε) 
3 2

21

5 3
lim

2x

x x x

x x→−

− − −
− −

,      (µστ)
2

22

12 4
lim

4x

x

x→

+ −
−

,               

(µζ)
23

1 2
lim

5 1 7x

x

x x→

+ −

+ − +
,        (µη)

2

20

1 1
lim
x

x x

x xηµ→

+ − +
−

,      (µθ) 
3

21

7 2
lim

1x

x

x→

+ −
−

,                   

(µι)
3

1

2 3
lim

1x

x x

x→

− −
−

,                (µκ)
3

1
lim

1x

x x

x→

−

−
,                 (µλ)

0

1 1
lim
x

x

x x→

+ −
,                       

(ν)
2

21
lim

4 3x

x x

x x→

+
− +

,                     (να)
2

0

1
lim
x

x

x xηµ→

+
⋅

,                 (νβ)

2

22

2 2
lim

4x

x x x

x→

− + − −

−
,        

(νγ)
2

21

2 1
lim

3 2x

x x

x x→

− +
− +

,                (νδ)
2

21
lim

( 1)( 3 2)x

x

x x→− + + −
,  (νε)

0
lim

2x

x x

x x

εφ
ηµ→

−
−

,                       

(νστ)
2 2

2 20

2
lim
x

x x

x x

ηµ
ηµ→

−
⋅

,               (νζ)
21

2
lim
x

x

x x

π
συν

→

 
 
 
−

,              (νη)
0

4 2
lim

5x

x

xεφ→

+ −
,         

 (νθ)
0

1
lim
x

x
x

ηµ ηµ
→

  ⋅     
,          (νι)

0

(2 ) 2 (2 )
lim
x

a x x

x

συν ηµ β
→

⋅ + ⋅ +
. 

 

Άσκηση. 

Για τη γραφική παράσταση του σχήµατος 49, να υπολογισθούν τα όρια: lim ( )
x

f x
→+∞

,   

lim ( )
x

f x
→−∞

,   
3

lim ( )
x

f x
→

,  
3

lim ( )
x

f x
→−

. 

 

Σχήµα 49. 
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5. Βασικά όρια συναρτήσεων. 

�
0

lim k k

o
x x

x x
→ ∈

=
ℝ

  όπου k    ορισµένος φυσικός  αριθµός.  

�
0

lim k k

o
x x

ax ax
→ ∈

=
ℝ

, k ∈ℕ , a∈ℝ .       � lim k

x
x

→+∞
= +∞ ,  k ∈ℕ . 

� lim k

x
x

→−∞
= +∞ ,   αν  κ    άρτιος φυσικός  αριθµός.  

� lim k

x
x

→−∞
= −∞ ,  αν  κ    περιττός φυσικός  αριθµός.  

�
1

lim 0
x x→+∞

=   και γενικότερα �
1

lim 0
kx x→+∞

= ,  αν κ φυσικός αριθµός.  

�
1

lim 0
x x→−∞

=   και γενικότερα �
1

lim 0
kx x→−∞

= ,  αν κ φυσικός αριθµός.  

�
0

1
lim
x x+→

= +∞ ,  � 
0

1
lim
x x−→

= −∞ . Άρα δεν υπάρχει το 
0

1
lim
x x→

. 

 

6. Θεώρηµα   Bolzano. 

� Έστω  συνάρτηση  f   συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ],α β  και στα άκρα ,α β  

έχει ετερόσηµες τιµές, δηλαδή ( ) ( ) 0f a f β⋅ < . Τότε η f  µηδενίζεται σε ένα 

τουλάχιστο σηµείο του ανοικτού διαστήµατος ( ),α β . 

   
                 Σχήµα  50.                           Σχήµα 51.                     Σχήµα 52. 

Η πρόταση µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής:  

� Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [ ],a β και οι τιµές της στα ,α β  είναι 

ετερόσηµες, τότε η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει τουλάχιστον µία λύση στο ( ),α β .    

Η   πρόταση αυτή οφείλεται στους µαθηµατικούς Bolzano και Weierstrass γι΄ 

αυτό στη βιβλιογραφία συναντάται ως θεώρηµα που φέρει το όνοµα τους.  

 

Παρατήρηση. 

Για  να  ισχύει  το  θεώρηµα, πρέπει να ικανοποιούνται και οι δύο προϋποθέσεις του. 

  
f  συνεχής στο [ ],α β            ( ) ( ) 0f a f β⋅ <   αλλά              ( ) ( ) 0f a f β⋅ < αλλά 

αλλά ( ) ( ) 0f a f β⋅ >             f ασυνεχής στο [ ],α β              f  συνεχής στο[ ),α β  

    Σχήµα 53.                                      Σχήµα 54.                                    Σχήµα 55. 
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( ) ( ) 0f a f β⋅ >    και  

f  συνεχής στο[ ),α β  

Σχήµα 56.                                Σχήµα 57.                                  Σχήµα 58. 

 

Από το θεώρηµα Bolzano προκύπτει ότι: 

� Αν µια συνάρτηση  είναι συνεχής σε διάστηµα χωρίς να µηδενίζεται σ’ 

αυτό, τότε είναι θετική (σχήµα 57) ή αρνητική (σχήµα 58),  σε κάθε σηµείο 

του διαστήµατος αυτού. ∆ηλαδή διατηρεί πρόσηµο στο διάστηµα.                    

� Κάθε συνεχής συνάρτηση  διατηρεί πρόσηµο σε κάθε  ένα από τα 

διαστήµατα που οι διαδοχικές ρίζες της  χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 

 

Παράδειγµα. 

∆είξτε  ότι η εξίσωση 2x x x xηµ συν= ⋅ +  έχει τουλάχιστο µία ρίζα στο  ( )0,π . 

Λύση. 

Η  συνάρτηση 2, ( )f f x x x x xηµ συν= − ⋅ −  είναι συνεχής στο διάστηµα 

[ ]0,π  ως άθροισµα συνεχών συναρτήσεων. 

2(0) 0 0 0 0 1 0f ηµ συν= − ⋅ − = − < ,               2 2( ) 1 0f π π π ηµπ συνπ π= − ⋅ − = + > .  

Άρα η εξίσωση  2( ) 0f x x x x xηµ συν= ⇔ = ⋅ +   σύµφωνα µε το θεώρηµα 

Bolzano έχει τουλάχιστο µία ρίζα στο ( )0,π . 

Παράδειγµα.  

∆είξτε ότι η εξίσωση 3 22 3 1 0x x x+ + + =  έχει τουλάχιστο µία πραγµατική ρίζα. 

Λύση. 

Αν  3 2( ) 2 3 1f x x x x= + + +  τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ , lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ .  

Άρα υπάρχουν ,a β ∈ℝ  ώστε ( ) 0f α < , ( ) 0f β > , δηλαδή ( ) ( ) 0f a f β⋅ < .   

Η f  συνεχής στο [ ],α β  άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0 ,x α β∈ ώστε 0( ) 0f x = , 

άρα η εξίσωση 3 22 3 1 0x x x+ + + =  έχει µία τουλάχιστον πραγµατική ρίζα. 

 

Γενίκευση. 

Με την ίδια µέθοδο αποδεικνύεται η πρόταση «Κάθε  πολυωνυµική  

συνάρτηση περιττού βαθµού έχει τουλάχιστο µία πραγµατική ρίζα.» 

 

Παράδειγµα.  

Αν ,a β ∈ℝ  µε a β< , δείξτε ότι η εξίσωση 
2 61 1

0
x x

x xα β
+ +

+ =
− −

 έχει τουλάχιστο µία 

ρίζα στο διάστηµα ( ),α β . 

Λύση. 

Η  ανωτέρω εξίσωση  γράφεται ( ) ( )2 61 (  ) 1 (  ) =0x x x xβ α+ ⋅ − + + ⋅ − . 

  y 

 f (x)>0 

 O  β  a  x 

  y 

 f (x)<0 

 O 

 β  a 
 x 
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Η  συνάρτηση ( ) ( )2 6( )= 1 (  ) 1 (  )f x x x x xβ α+ ⋅ − + + ⋅ − , ως πολυωνυµική, 

είναι συνεχής στο [ ],α β  και ισχύει  ( ) ( ) 0f a f β⋅ <  διότι  

( ) ( ) ( )2 6 2(α)= 1 (  ) 1 (  ) 1 (  ) 0f α α β α α α α α β+ ⋅ − + + ⋅ − = + ⋅ − <   και  

( ) ( ) ( )2 6 6( )= 1 (  ) 1 (  )  1 (  ) 0f β β β β β β α β β α+ ⋅ − + + ⋅ − = + ⋅ − > . 

 Άρα από το θεώρηµα  Bolzano, η  ( ) 0f x = έχει τουλάχιστο µία ρίζα στο ( ),α β . 

 

Παράδειγµα.  

∆είξτε ότι  η εξίσωση x a xηµ β= ⋅ + , µε , 0α β > , έχει τουλάχιστο µία θετική  

ρίζα, που δεν υπερβαίνει τον αριθµό α β+ .  

Λύση. 

Η  συνάρτηση , ( )f f x x a xηµ β= − ⋅ −  είναι συνεχής στο [ ]0,  α β+ , ως 

άθροισµα συνεχών συναρτήσεων.  

Είναι (0) 0 0 0f a ηµ β β= − ⋅ − = − <   και  

                    [ ]( ) ( ) 1 ( ) 0f a aβ α β ηµ α β β α ηµ α β+ = + − ⋅ + − = − + ≥   διότι 0α > , 

( ) 1ηµ α β+ ≤ . 

  ηµ(α+β) =1, τότε (α+β) =0 και ο αριθµός (α+β) 

                             είναι ρίζα της εξίσωσης  (x)=0

  ηµ(α+β) 1, τότε (α+β) 0 ,  (0)  (α+β)  0, 

                              άρα απο 

f

f

f ά f f

ν

ν ρα

Α

Α ≠ > ⋅ <

το Θ. Bolzano  η εξίσωση  (x)=0

                              έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο διάστηµα (0, α+β) 

f









 

Συνεπώς σε κάθε περίπτωση, η εξίσωση 0x a xηµ β− ⋅ − =  έχει τουλάχιστο 

µία ρίζα στο [ ]0,  α β+ . 

 

Παράδειγµα.  

Αν η συνάρτηση [ ]: ,  f α β →ℝ  είναι συνεχής στο [ ],  α β  και δε µηδενίζεται για 

καµία τιµή του [ ],  x α β∈ , τότε η f  διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [ ],  α β . 

                                                              Λύση. 

Έστω ότι υπάρχουν [ ]1 2, ,ξ ξ α β∈  µε 1 2( ) ( ) 0f fξ ξ⋅ < . Τότε από το θεώρηµα  

Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ( ) ( )0 1 2, ,x aξ ξ β∈ ⊆ , ώστε 0( ) 0f x =  

που είναι άτοπο. Άρα η f  έχει σταθερό πρόσηµο στο [ ],α β . 

 

Άσκηση. 

∆είξτε ότι η εξίσωση 4 3 25 1 0x x x x+ − + − =  έχει τουλάχιστο µία ρίζα στο ( )0,1 . 

 

7. Θεώρηµα  ενδιαµέσων   τιµών.  

Έστω  συνάρτηση f  συνεχής στο κλειστό διάστηµα [ ],α β  µε ( ) ( )f a f β≠ . 

Τότε η f  παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ των ( )f a , ( )f β  (Σχήµα 59). 

 

Το θεώρηµα αυτό γεωµετρικά, εκφράζει ότι κάθε σηµείο του άξονα yy′  που 

βρίσκεται µεταξύ των ( ), ( )f a f β  είναι τιµή της συναρτήσεως. ∆ηλαδή από κάθε 
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τέτοιο σηµείο, µία ευθεία παράλληλη προς τον άξονα xx′  τέµνει τη γραφική 

παράσταση της f  σε τουλάχιστον ένα σηµείο.  

 

Το θεώρηµα οφείλεται στο µαθηµατικό Darboux γι΄ αυτό στη βιβλιογραφία 

συναντιέται ως θεώρηµα που φέρει το όνοµα του. 

Απόδειξη. 

Έστω ότι ( ) ( )f fα β< .  

Θα δειχθεί ότι για ( )( ), ( )f fη α β∀ ∈ , υπάρχει 0 ( , )x α β∈   ώστε 0( )f x η= .  

Προς  τούτο θεωρώ τη συνάρτηση g , ( ) ( )g x f x η= − , που είναι συνεχής στο 

[ ],α β  µε ( ) ( ) 0g fα α η= − < και  ( ) ( ) 0g fβ β η= − > .  

Άρα η g  ικανοποιεί τις απαιτήσεις του θεωρήµατος Bolzano συνεπώς  

υπάρχει τουλάχιστον ένα 0 ( , )x α β∈  ώστε 0 0 0( ) ( ) ( )g x f x f xη η= − ⇔ = . 

 

 

 

 

 

 

                 Σχήµα  59.                                                  Σχήµα  60. 

 

Σχόλιο. 

Αν µία συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο διάστηµα [ ],a β , τότε δεν 

παίρνει υποχρεωτικά όλες τις ενδιάµεσες τιµές (Σχήµα 60). 

 

Πόρισµα. 

Μία συνεχής συνάρτηση f  απεικονίζει ένα οποιοδήποτε διάστηµα (όχι κατ΄ 

ανάγκη κλειστό ή φραγµένο) σε διάστηµα. Αποδεικνύεται πως η εικόνα κλειστού 

διαστήµατος, µε συνεχή συνάρτηση, είναι κλειστό διάστηµα (σχήµα 61).  

Η εικόνα κλειστού διαστήµατος µε συνάρτηση φ, µπορεί να είναι κλειστό 

διάστηµα, χωρίς η φ να είναι συνεχής (σχήµατα 62, 63).  

 

   
 Σχήµα 61.                                       Σχήµα 62.                               Σχήµα 63. 

 

Η εικόνα διαστήµατος  µέσω συνεχούς,  µη σταθερής συναρτήσεως   

είναι διάστηµα (Σχήµατα 64, 65, 66). 

 

 y 

 f (a) 

 f (β) 

 O 

 y=η 

 η 

 x  β  a 
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 y 

 (  ) 
 O  β  a  x 

     

 

  

 y 

 (  ) 
 O  β  a  x 

 

  

 y 

 [  ) 
 O  β  a  x 

 
     Σχήµα 64.                                 Σχήµα 65.                        Σχήµα 66. 

 

Παράδειγµα. 

Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆  και οι τιµές της είναι 

ρητοί αριθµοί, η συνάρτηση f  είναι σταθερή στο διάστηµα ∆ .  

Λύση. 

Έστω ότι η f  όχι σταθερή στο ∆. Τότε υπάρχουν 1 2,x x ∈∆   µε 1 2x x<  και 

1 2( ) ( )f x f x≠ . Απο το θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών, η f  παίρνει οποιαδήποτε τιµή 

µεταξύ των ρητών  1( )f x , 2( )f x , άρα παίρνει και άρρητες τιµές, που είναι άτοπο.  

Άρα, η f  είναι σταθερή στο διάστηµα ∆ . 

 

Παράδειγµα. 

Έστω συνάρτηση f  συνεχής στο ℝ. Αν υπάρχουν , ,α β γ ∈ℝ  µε        

α β γ< <  και  ( ) ( ) ( )f f fα γ β< < , δείξτε ότι η f  δεν είναι αντιστρέψιµη. 

Λύση.  

Επειδή f  συνεχής µε ( ) ( )f fα β<  απο θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών, για 

κάθε αριθµό η , έστω, ( )fη γ= µεταξύ των ( )f α , ( )f β  υπάρχει ( )0 ,x a β∈  µε 

0( ) ( )f x fη γ= = . 

 Όµως γ β>  άρα για  0x γ<  ισχύει 0( ) ( )f x f γ= , άρα η f  όχι 1 – 1 άρα 

δεν είναι  αντιστρέψιµη. 

 

Παράδειγµα. 

Αν µία συνάρτηση f  είναι συνεχής στο  [ ],α β  µε ( ) ( )f fα β≠ , δείξτε ότι 

υπάρχει ( )0 ,x a β∈  µε 
2 3

( ) ( ) ( )
5 5

of x f a f β= + . 

 

Μέθοδος εργασίας. 

Αν µία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο [ ],α β  και ( ) ( )f fα β≠ , 

προκειµένου να αποδείξοµε ότι υπάρχει ( )0 ,x a β∈  ώστε 0( )f x η= , αρκεί να δειχθεί 

ότι ο αριθµός η  βρίσκεται µεταξύ των ( )f α , ( )f β . [Θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών] 

Λύση. 

Αρκεί να  δειχθεί ότι ο αριθµός  
2 3

( ) ( )
5 5

f a fη β= +  βρίσκεται µεταξύ των 

( )f α , ( )f β .  

Έστω ότι ( ) ( )f fα β< . Αρκεί να δειχθεί ότι 

 
2 3

( )  ( ) ( )  ( )  5 ( ) 2 ( ) 3 ( )  5 ( )
5 5

f a f a f f f a f a f fβ β β β< + < ⇔ < + <  
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3 ( ) 3 ( ) ( )  ( )

2 ( ) <2 ( ) ( ) < ( )

f a f f a f

f a f f a f

β β
β β

< <   
⇔ ⇔   

   
 που ισχύουν. Οµοίως κι όταν ( ) ( )f fα β> . 

 

8.  Συνέχεια  συναρτήσεων. 

8.1. Γενικοί  ορισµοί. 

8.1 .1   Συνάρτηση συνεχής στο σηµείο   0x   του   Π.Ο. της. 

Μία  συνάρτηση  f   ορισµένη  σε διάστηµα  ∆ , λέγεται  συνεχής  στο σηµείο  

0x   του πεδίου ορισµού της, αν και µόνο αν   υπάρχει  το  όριο  της f  στο  0x   και  

είναι  
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= . 

Παρατήρηση. 

Αν  θέσοµε  0x x x= + ∆  ( )0x x x∆ = −  τότε η ανωτέρω συνθήκη γράφεται 

( ) ( )0 0 0 0
0 0 0

( )

lim ( ) lim ( ) =0 lim ( ) 0
x x x

f x

f x x f x f x x f x f x
∆ → ∆ → ∆ →

∆

 
 + ∆ = ⇒ + ∆ − ⇒ ∆ =
 
 
��������	

. 

 

Παρατήρηση. 

Αν µία συνάρτηση δεν είναι ορισµένη στο σηµείο 0x , δε µιλάµε για συνέχεια 

της στο σηµείο αυτό. Μπορούµε να αναζητήσοµε το 
0

lim ( )
x x

f x
→

 χωρίς η f  να είναι 

ορισµένη στο σηµείο 0x , αρκεί  να είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της. 

 

8.1.2. Συνάρτηση   ασυνεχής   στο  σηµείο   0x   του  Π.Ο.  της. 

Μία  συνάρτηση f  λέγεται ασυνεχής στο σηµείο 0x  του  πεδίου  ορισµού της  

όταν  δεν είναι συνεχής στο 0x  δηλαδή  ισχύει µία τουλάχιστον από τις παρακάτω 

περιπτώσεις:  (α) ∆εν  υπάρχει το 
0

lim ( )
x x

f x
→

. 

                       (β) Το 
0

lim ( )
x x

f x
→

είναι πραγµατικός  αριθµός αλλά 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

≠ . 

                       (γ) 
0

lim ( )
x x

f x
→

= +∞   ή   
0

lim ( )
x x

f x
→

= −∞ . 

 

8.1.3. Πλευρική συνέχεια συναρτήσεως στο σηµείο  0x   του ΠΟ της.  

Περίπτωση  1
η
. 

Όταν υπάρχει το lim ( )
x a

f x
→

, αλλά δεν υπάρχει το ( )f α  (Σχήµα 67).  

 

   

 

 

 

   Σχήµα 67.                                                      Σχήµα 68.  

 

Περίπτωση  2
η
. 

Όταν δεν υπάρχει το lim ( )
x a

f x
→

 αλλά υπάρχει το ( )f α  (Σχήµα 68). 

 

Περίπτωση  3
η
. 
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Όταν υπάρχουν τα lim ( )
x a

f x
→

, ( )f α , αλλά lim ( ) ( )
x a

f x f α
→

≠  (Σχήµατα 69,  70). 

      
    Σχήµα 69.                            Σχήµα 70. 

 

Περίπτωση  4
η
. 

Όταν δεν υπάρχει το lim ( )
x a

f x
→

 και το ( )f α  δεν ορίζεται .  

 

 

Σχήµα 71. 

 

 

 

8.1.4. Συνάρτηση συνεχής στο πεδίο ορισµού της. 

Μία  συνάρτηση  f  ορισµένη  σε    διάστηµα  ∆   είναι  συνεχής  στο σηµείο 

0x   του  πεδίου  ορισµού  της, αν  και  µόνο  αν  για  κάθε  0ε >  οσοδήποτε  µικρό, 

υπάρχει  0δ >  που  εξαρτάται  από  το  ε,  τέτοιο  ώστε  0:x x x δ∀ ∈∆ − <    να  

ισχύει  ότι  0( ) ( )f x f x ε− < . 

 

8.2. Ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων.  

Θεώρηµα µέγιστης & ελάχιστης τιµής. 

        Αν  µία συνάρτηση f   είναι συνεχής στο [ ],α β , τότε στο διάστηµα αυτό 

παρουσιάζει ελάχιστο και µέγιστο.  

 

� Αν f  συνεχής στο  [ ],α β  τότε στο διάστηµα αυτό είναι και φραγµένη. 

�Αν    f   1 1− , συνεχής στο [ ],α β  τότε η 1f −  είναι συνεχής στο    [ ]( ), ( )f fα β  ή   

[ ]( ), ( )f fβ α .     

� Η εικόνα  ( )f ∆  διαστήµατος ∆  µέσω συνεχούς και µη σταθερής συναρτήσεως  f  

είναι διάστηµα. 

� Αν f  γνησίως αύξουσα και συνεχής στο ( ),a β , τότε το πεδίο τιµών της στο 

διάστηµα αυτό είναι  ( )lim ( ), lim ( )
x a x

f x f x
β+ −→ →

. 

� Αν f  γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ( ),a β , τότε το πεδίο τιµών της στο 

διάστηµα αυτό είναι το διάστηµα ( )lim ( ), lim ( )
x x a

f x f x
β − +→ →

. 

� Το όριο συναρτήσεως αν υπάρχει, είναι µοναδικό. 

 

8.3 Συνέχεια βασικών συναρτήσεων.  

� Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής στο ℝ . 

� Κάθε ρητή συνάρτηση  είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της. 

� Η εκθετική & η λογαριθµική συνάρτηση είναι συνεχείς στα πεδία ορισµού  τους. 
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� Το άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο και το πηλίκο συνεχών συναρτήσεων  είναι   

   συνεχείς συναρτήσεις. 

� Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση. 

�Αν   f  συνεχής τότε οι συναρτήσεις  f ,  k f  είναι συνεχείς. 

 

Αντιπαράδειγµα. 

∆ώστε παράδειγµα συναρτήσεως f  ορισµένης στο ℝ , παντού ασυνεχούς, 

ενώ η  f   είναι παντού συνεχής. 

Η 
  1, αν  ρητός

, ( )
1, αν  άρρητος

x
f f x

x


= 

−
είναι παντού ασυνεχής, ενώ η συνάρτηση  

, ( ) 1,  f f x x= ∀ ∈ℝ είναι συνεχής. 

 

� Οι  τριγωνοµετρικές συναρτήσεις είναι συνεχείς στα πεδία ορισµού τους.  

   Οι συναρτήσεις  ( )f x xηµ=  και  ( )f x xσυν=  είναι συνεχής x∀ ∈ℝ . 

Η συνάρτηση ( )f x xεφ=  είναι συνεχής x∀ ∈ℝ  µε ,
2

x k k
π

π≠ + ∈ℤ . 

Η συνάρτηση ( )f x xσφ=  είναι συνεχής x∀ ∈ℝ  µε ,x k kπ≠ ∈ℤ . 

Η συνάρτηση ( ) xf x a= µε 0a > , είναι συνεχής x∀ ∈ℝ . 

Η συνάρτηση ( ) logaf x x=  µε 0a > και 1a ≠  είναι συνεχής 0x∀ > . 

Η συνάρτηση ( ) af x x=  µε ( )0,ΠΟ = +∞  και a  σταθερό αριθµό, είναι συνεχής 

x∀ ∈ΠΟ . 

 

8.4. Βασικές  προτάσεις στις συνεχείς  συναρτήσεις. 

1. Αν οι ,f g  έχουν κοινό πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆  και στο 0x ∈∆  είναι 

συνεχείς, τότε και οι συναρτήσεις f g+ , f g− ,  f g⋅  είναι συνεχείς στο 0x . 

     

2. Αν οι ,f g  είναι συνεχείς στο ∆, τότε οι συναρτήσεις f g+ , f g− , f g⋅  είναι 

συνεχείς στο ∆. Το αντίστροφο δεν ισχύει.  

 

Πράγµατι αν 
  , 0

( )
1, =0

x x
f x

x

≠
= 

−
, 

+1, 0
( )

2,      =0

x x
g x

x

≠
= 


 τότε ( )

2 +1, 0
( )

1,        =0

x x
f g x

x

≠
+ = 


.  

Οι ,f g  είναι ασυνεχείς στην θέση 0 0x =  ενώ η f g+ είναι συνεχής στην 

θέση 0 0x = . 

Έστω 
1, αν  ρητός

( )
1,   αν  άρρητος

x
f x

x

−
= 


,  

1,   αν  ρητός
( )

1, αν  άρρητος

x
g x

x


= 

−
  ασυνεχείς σε 

κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού τους,  

Το γινόµενο τους, 
1, αν  ρητός

( )( ) ( ) ( ) 1,  
1, αν  άρρητος

x
f g x f x g x x

x

− 
⋅ = ⋅ = = − ∀ ∈ 

− 
ℝ  

είναι συνεχής. 

 

3. Αν  η  f  είναι συνεχής στο σηµείο 0x  και η g   ασυνεχής στο σηµείο 0x , οι 

συναρτήσεις f g+ , f g− , f g⋅  είναι ασυνεχείς στο 0x . 
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4. Αν η f  είναι ορισµένη στο διάστηµα ∆  και στο  0x ∈∆  είναι συνεχής µε  

( )0 0f x ≠ , η συνάρτηση 
1

f
 είναι συνεχής στο 0x .   

 

5. Αν οι ,f g  έχουν κοινό πεδίο ορισµού  ∆  και στο 0x ∈∆  είναι συνεχείς, µε 

( )0 0g x ≠ ,  η συνάρτηση 
f

g
είναι συνεχής στο 0x .   

    

6. Αν οι  ,f g  είναι συνεχείς στο κοινό διάστηµα  ορισµού  ∆  και ( )0 0 g x x≠ ∀ ∈∆ , 

τότε η συνάρτηση  
f

g
 είναι συνεχής στο ∆ . 

 

8.5.   Παραδείγµατα. 

1. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση 
2

 + 1, 1
, ( )

3 , 1

x x
f f x

x x

≤
= 

− >
  είναι συνεχής στο ℝ . 

Λύση. 

1,  ( ) 1x f x x∀ < = +  συνεχής ως πολυωνυµική. 
21,  ( ) 3x f x x∀ > = −  συνεχής ως πολυωνυµική.   Άρα η f  είναι συνεχής στο { }1−ℝ .  

Η θέση 0 1x =  είναι διφορούµενη.  

( )2 2

1 1
lim ( ) lim 3 3 1 2
x x

f x x
+ +→ →

= − = − = ,                     ( )
1 1

lim ( ) lim 1 1 1 2
x x

f x x
− −→ →

= + = + =  

Επειδή 
11 1

lim ( ) lim ( ) 2 lim ( ) 2
xx x

f x f x f x
− + →→ →

= = ⇒ = .   

Επειδή  
1

lim ( ) (1) 2
x

f x f
→

= =  η  συνάρτηση  f    είναι  συνεχής  στη θέση 0 1x = . 

Τελικά η f   συνεχής στο ℝ .   

 

2. Να βρεθεί το σύνολο τιµών της συναρτήσεως [ ], ( ) ln ,  1,f f x x x x e= + ∈ . 

Λύση. 

[ ]1 2, 1,x x e∀ ∈  µε 1 2x x<  ισχύει 1 2ln lnx x< , άρα 

 ( ) ( )1 1 2 2 1 2ln lnx x x x f x f x+ < + ⇔ < .  Άρα  η  f είναι γνησίως αύξουσα.  

Αφού είναι συνεχής ως άθροισµα δύο συνεχών συναρτήσεων, έχει πεδίο τιµών  το 

διάστηµα  [ ] [ ] [ ](1),  ( ) 1 ln1,  ln 1,  1f f e e e e= + + = + . 

 

3. Η f  είναι συνεχής  στο ℝ µε ( )2 ( ) 1 2x f x xσυν= − . Ποια η τιµή (0)f ; 

Λύση. 

{ }0x∀ ∈ −ℝ  είναι 
( ) 22

2 2

1 2 2 
( ) 2

x x x
f x

x x x

συν ηµ ηµ−  = = =  
 

 και αφού η f   

συνεχής, ισχύει 

2

2

0 0
(0) lim ( ) lim 2 2 1 2

x x

x
f f x

x

ηµ
→ →

 = = = ⋅ = 
 

. 
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4.  Να βρεθούν οι ,a β ∈ℝ  ώστε η 2

2 1, 1

, ( )
,  1

1

x x

f f x x x
x

x

β α

α

+ − ≥


=  + +
< −

 να είναι συνεχής. 

Λύση. 

Πεδίο ορισµού της  f  είναι το ℝ .  1x∀ >  η f  συνεχής ως πολυωνυµική.       

1x∀ <  η f  συνεχής ως ρητή.          Άρα η f  είναι συνεχής στο { }1−ℝ . 

2 2
*

1 1 1

2
lim ( ) lim lim

1 1x x x

x x x x
f x

x x

α
− − −→ → →

   + + + −
= = =   − −    1 1

( 1)( 2)
lim lim( 2) 3

1x x

x x
x

x− −→ →

− +
= + =

−
. 

Πρέπει το 1 να είναι ρίζα  αριθµητή, ώστε να είναι δυνατή η απαλοιφή του 

παρονοµαστή, δηλαδή 2 20 1 1 0 2x x a a a+ + = ⇔ + + = ⇔ = − . 

 

( ) [ ]
1 1 1

lim ( ) lim 2 1 lim 2( 2) 1 5
x x x

f x xβ α β β
+ + +→ → →

= + − = + − − = − . 

Για να υπάρχει το 
1

lim ( )
x

f x
→

 πρέπει τα πλευρικά όρια να είναι ίσα µεταξύ τους, 

δηλαδή 5 3 8β β− = ⇔ = .  

Για να είναι συνεχής η f  στη θέση 1  πρέπει 
1

lim ( ) (1)
x

f x f
→

=  που ισχύει.   

Άρα για ( ) ( ), 2,8α β = −  η  f  είναι συνεχής στο ℝ . 

 

5.  Να εξετασθεί ως προς τη συνέχεια στη θέση 0

1

ln 2
x =  η συνάρτηση 

1

1 1
   ,        

2 ln 2
, ( ) 1 1

,      0
ln 2

2 x

x

f f x
x x

e

και

 =


= 
≠ ≠

 −

. 

Λύση. 

Είναι *

1
1 1

ln 2 ln 2

1
lim ( ) lim  

2x x x

f x

e
+ +

→ →

= = +∞

−

 και  *

1
1 1

ln 2 ln 2

1
lim ( ) lim  

2x x x

f x

e
− −

→ →

= = −∞

−

. 

Άρα δεν υπάρχει το 
1

ln 2

lim ( )
x

f x
→

, οπότε η f  ασυνεχής στη θέση 0

1
 =

ln 2
x . 

Επεξηγήσεις. 
1 1 1

ln 21 1 1 1
ln 2 ln 2 2 2 0

ln 2 ln 2
x x xx x e e e e

x x

+

→ ⇒ > ⇒ > ⇒ > ⇒ > ⇒ > ⇒ − >  

1 1 1

ln 21 1 1
ln 2 2 2 0

ln 2 ln 2
x x xx x e e e e

x

−

→ ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒ − <  

6.  Να εξετασθεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση f , { }2( ) min 1,  9 7f x x x= + − . 

Λύση. 

Έστω   2 1A x= + ,  9 7B x= − . Τότε:  

{ }0 min ,A B A B A B B− > ⇔ > ⇔ =  

{ }0 min ,A B A B A B A− < ⇔ < ⇔ =  

{ }0 min ,A B A B A B A B− = ⇔ = ⇔ = =  

x  −∞       1           8          +∞ 

Α −Β         +    0    −     0    + 
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Επεξήγηση. 
2 9 8A B x x− = − −    ( )1 28 0,  1,  8ρ ρ∆ = > = =  

Άρα 
2

9 7 ,    ( ,1) (8,+ )

1 ,     (1,8)
, ( )

2        ,     =1

65      ,     =8

x x

x x
f f x

x

x

− ∈ −∞ ∞


+ ∈
= 




∪

. 

Η συνάρτηση f  ως πολυωνυµική, είναι συνεχής στο ℝ −{ 1, 8 }. 

Εξετάζω τη συνέχεια της συναρτήσεως στη θέση 0 1x = . 

2

1 1

1

1 1

lim ( ) lim( 1) 2
lim ( ) 2

lim ( ) lim(9 7) 2

x x

x

x x

f x x
f x

f x x

+ +

− −

→ →

→

→ →

= + = 
⇒ =

= − = 

. Επίσης είναι  (1) 2f = .  

Άρα η συνάρτηση f  είναι συνεχής στην θέση 0 1x = .   

Εξετάζω τη συνέχεια της συναρτήσεως στη θέση 0 8x = . 

8 8

2 8

8 8

lim ( ) lim(9 7) 65

lim ( ) 65
lim ( ) lim( 1) 65

x x

x

x x

f x x

f x
f x x

+ +

− −

→ →

→

→ →

= − = 
⇒ =

= + = 

. Επίσης είναι   (8) 65f = .  

Άρα η συνάρτηση f  είναι συνεχής στην θέση 0 8x = .   

Συνεπώς η συνάρτηση f  είναι συνεχής σε όλο το σύνολο ℜ .  

7.  Εξετάστε ως προς τη συνέχεια στη θέση 0 1x = , την 1

1

1      , =1

, ( )

5  , 1x

x

f f x

x−


= 

 ≠
 . 

Λύση. 
1

*1

1 1
lim ( ) lim 5 lim 5 0yx

yx x
f x

− −

−

→−∞→ →
= = = ,          

1

*1

1 1
lim ( ) lim 5 lim 5yx

yx x
f x

+ +

−

→+∞→ →
= = = +∞ . 

Άρα δεν υπάρχει το 
1

lim ( )
x

f x
→

, συνεπώς η f  είναι ασυνεχής στην θέση 0 1x = .  

Επεξήγηση. 
1

*1

1

1
1  άρα lim 5 lim 5 0

1

yx

yx
x

x −

− −

→−∞→
→ ⇒ → −∞ = =

−
. 

1

*1

1

1
1  άρα lim 5 lim 5

1

yx

yx
x

x +

+ −

→+∞→
→ ⇒ → +∞ = = +∞

−
. 

 

8. Βρείτε τα  
0

lim ( )
x

f x
→

, 
0

( )
lim
x

f x

x→
 για συνάρτηση :f →ℝ ℝ  αν 2 ( )x x f x x− ≤ ≤ .  

Λύση. 

           Είναι ( )2

0
lim 0
x

x x
→

− =  και 
0

lim 0
x

x
→

= , άρα από το κριτήριο  παρεµβολής ισχύει 

ότι 
0

lim ( ) 0
x

f x
→

= . 

2

0 0 0

( ) ( )
 0 1 1

( )
 lim (1 ) 1 και lim 1 1 είναι lim 1 

x x x

x x f x x f x
x x

x x x x

f x
ή x

x

ν

πειδ
+ + +→ → →

 −
Α > ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤


Ε − = = =
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2

0 0 0

( ) ( )
 0 1 1

( )
 lim(1 ) 1 και lim 1 1 είναι lim 1 

x x x

x x f x x f x
x x

x x x x

f x
ή x

x

ν

πειδ
− − −→ → →

 −
Α < ⇒ ≥ ≥ ⇒ − ≥ ≥


Ε − = = =

 

 

9.  Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο ℝ  και (1) (2) (3) ... ( ) 0f f f f ν+ + + + = , 
*ν ∈ℕ  να δειχθεί ότι η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει τουλάχιστο µία πραγµατική ρίζα . 

Λύση. 

Αν η εξίσωση  ( ) 0f x =  δεν έχει καµία ρίζα στο ℝ , τότε η f  αφού είναι 

συνεχής  πρέπει να διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ℝ , δηλαδή οι τιµές 

(1), (2), (3),..., ( )f f f f ν  να είναι οµόσηµες, οπότε δε γίνεται να έχουν άθροισµα 

µηδέν, πράγµα άτοπο.  

Συνεπώς η εξίσωση ( ) 0f x =  έχει τουλάχιστο µία πραγµατική ρίζα. 

 

10. ∆είξτε µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα, ότι δεν αληθεύουν οι παρακάτω 

ισχυρισµοί:  

(i) Αν η f  είναι συνεχής στο ( ],α β  τότε  παίρνει µέγιστο και ελάχιστο στο ( ],α β . 

(ii) Αν η f  είναι συνεχής στο 0x , τότε  η 
1

f
 συνεχής στο 0x . 

(iii) Αν η f  παίρνει θετική τιµή σε κάποιο  0x  που ανήκει στο πεδίο ορισµού   της, 

τότε υπάρχει περιοχή του 0x , στην οποία η f   παίρνει θετική τιµή. 

 

(iv)  Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι φραγµένη. 

Για κάθε έναν ψευδή ισχυρισµό να γράψετε την επιπλέον συνθήκη ή 

περιορισµό που απαιτείται ώστε να είναι αληθής. 

Λύση. 

 (i) Η  ( ]: 0,1f →ℝ  µε 
1

( )f x
x

=  είναι συνεχής, ισχύει 
0

lim ( )
x

f x
→

= +∞ , άρα η f   δεν 

έχει µέγιστο στο πεδίο ορισµού της, οπότε ο ισχυρισµός ήταν ψευδής.  

Για να είναι αληθές το συµπέρασµα του ισχυρισµού,  πρέπει η f  να ορίζεται 

σε κλειστό διάστηµα [ ],α β . Η κλειστότητα του διαστήµατος αποτελεί ικανή 

συνθήκη, αλλά όχι αναγκαία. 

(ii) Αν ( )f x x=  µε ΠΟ = ℝ  και 0 0x = , η f  είναι συνεχής στη θέση 0 0x = , όµως η 

1
( )x

f

 
 
 

 είναι ασυνεχής στη θέση 0 0x = , αφού εκεί δεν ορίζεται.  

Για να είναι αληθές το συµπέρασµα πρέπει και αρκεί ( )0 0f x ≠ . 

(iii) Έστω συνάρτηση 
1,  0 

, ( )
 1,    =0 

x
f f x

x

− ≠
= 


. Τότε ( )0 1 0f = > , αλλά δεν υπάρχει 

περιοχή του µηδέν ώστε ( ) 0f x >  διότι  ( ) 0f x <  *x∀ ∈ℝ . 

Για να είναι αληθές το συµπέρασµα πρέπει και αρκεί η f   να είναι συνεχής στο 0x .  
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 (iv)  Η συνάρτηση f  µε τύπο ( )f x xεφ=  και ,
2 2

π π ΠΟ = − 
 

 είναι συνεχής στο 

πεδίο ορισµού της αλλά µη φραγµένη, διότι 

2

lim
x

x
π
εϕ

→

= +∞  και 

2

lim
x

x
π
εϕ

−
→

= −∞ . 

Μία αναγκαία συνθήκη για να είναι φραγµένη, είναι να ορίζεται σε κλειστό 

διάστηµα ή αν ορίζεται σε ανοικτό ή ηµιανοικτό, να υπάρχουν τα όρια στα ανοικτά 

άκρα και να είναι πεπερασµένα . 

 

11. Να εξεταστεί ως προς τη συνέχεια στη θέση 0 0x =  η 
1

5,         0

5, ( )
, 0

1 3x

x

f f x
x

=


=  ≠


+

. 

Λύση. 

Είναι 
1

0 0

5
lim ( ) lim

1 3
x x

x

f x
− −→ →

=

+

. Όταν 
1

0x
x

−→ ⇒ → −∞ , άρα 
1

0
lim 3 lim 3 0yx

yx − →−∞→
= = .  

Συνεπώς 
0

5
lim ( ) 5

1 0x
f x

−→
= =

+
.          Είναι 

1
0 0

5
lim ( ) lim

1 3
x x

x

f x
+ +→ →

=

+

.  

Όταν 
1

0x
x

+→ ⇒ → +∞ , άρα 
1

0
lim 3 lim 3yx

yx + →+∞→
= = +∞ . 

Συνεπώς 
0

5
lim ( ) 0

1 ( )x
f x

+→
= =

+ +∞
.  

Είναι 
0 0

lim ( ) 5 0 lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= ≠ = .          Άρα δεν υπάρχει το 
0

lim ( )
x

f x
→

.  

Συνεπώς η συνάρτηση f στη θέση 0 0x =  είναι ασυνεχής.  

Επειδή 
0

(0) 5 lim ( )
x

f f x
−→

= =  είναι συνεχής η συνάρτηση f  στη θέση 0 0x =  από 

αριστερά.  

8.6.  Ασκήσεις. 

1.  Βρείτε α∈ℝ ώστε η 
13 ,      0

, ( )
3 ,   0

x x
f f x

x xα

+ <
= 

+ ≥
 να είναι συνεχής στη θέση 0 0x = . 

 

2. Βρείτε τα α,β ∈ℝ ώστε η συνάρτηση  
1, 0

, ( )
, 0

ax x
f f x

x xβ
+ ≥

= 
+ <

 να είναι συνεχής. 

 

3. Αν ( ) 2f x x= , 
1, 0

( )
1, 0

x x
g x

x x

− ≥
= 

+ <
 να µελετηθεί fog  ως προς τη συνέχεια. 

 

4. Να  βρεθούν µε τη βοήθεια των γραφικών παραστάσεων, τα (1)f , 
1

lim ( )
x

f x
→

. 
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                                                             Σχήµα 72. 

 

5. Για ποια τιµή του a∈ℝ , η 

2 2 ,  0

, ( )
,      0

x x

f f x x
x

x

α
ηµ

 + ≤


= 
>

  είναι συνεχής στη θέση 0;   

6. Υπάρχει ( )0 2, 2x ∈ −  ώστε ( )0 0f x =  αν 

2

2

+2,  2 0
, ( )

2,  0 2

x x
f f x

x x

 − ≤ <
= 

− − ≤ ≤
; 

7. Βρείτε α ∈ℝ  αν η 

2

2

2 1        , 1

, ( ) 3
 ,  1

1

x x

f f x x ax
x

x

 + ≤


=  + −
> +

 είναι συνεχής στη θέση 0 1x = . 

8. Βρείτε , ,α β ∈ℝ  ώστε να είναι συνεχής η 

2 ( 1) 6
,   3

, ( ) 3

             7,                3

ax x
x

f f x x

x

β + − +
≠

= −
 =

.  

Απάντηση ( ) ( ),  3,  10a β = −  

 

 

9. Βρείτε , ,α β ∈ℝ ώστε να είναι συνεχής  η 

2

4,               2

( ),      2 1

, ( )

,                   1
1

ax x

x x

f f x

ax
x

x

β
συν π

β

+ − < −
 − ≤ ≤

= 
 + >
 +

. 

10. Βρείτε τα (2)f , 
2

lim ( )
x

f x
→

 εφόσον αυτά υπάρχουν και µελετήστε τις συναρτήσεις 

ως προς τη συνέχεια στη θέση 0 2x =  και στο πεδίο ορισµού τους. 
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                                                         Σχήµα 73. 

 

11. Να µελετηθούν ως προς τη συνέχεια στο πεδίο ορισµού τους οι συναρτήσεις:  

 
2 ,    1 2

, ( ) 2,               2

2 1,        2

x x

f f x x

x x

 − ≤ <


= =
 + >

                                            ( )2

1
,    1

1, ( )

    2,          1

x
xg g x

x

 ≠ −= 
 =

 

 

 

,    0
, ( )

    0,          0

x
x x

h h x x

x


⋅ ≠

= 
 =

                                              

( )1
,    0

, ( )

      2,            0

x x
x

t t x x

x

 ⋅ +
≠

= 
 =

 

 

 

2 ,    0
, ( )

     1,          0

x
x x

u u x x

x


+ ≠

= 
 =

                                            2

1,              1

, ( ) 1,   1 1

  1,               1

x x

v v x x x

x x

− + < −


= − + − ≤ ≤
 + >

 

 

2 2
,     0

, ( )

         0,                0

x x
x

k k x x

x

 − − +
≠

= 
 =

              

3

2

( 1) 1,     1
, ( )

2λ ( 2) 3,   1

x x x
E E x

x x x

λ λ

λ

 + + + ≤
= 

+ + + >
 λ ∈ℝ  

 
3 2

3 2

2 2
, ( )

1

x x x
x

x x x

− − +
Π Π =

− + −
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12. Να µελετηθούν ως προς τη συνέχεια στο πεδίο ορισµού τους οι συναρτήσεις: 

(α)

,      1

( ) 2,      =1

1, 1

x x

f x x

x x

<


= 
 − >

      (β)

2 , 1

( ) 2,   =1

,   1

x x

f x x

x x

 <


= 
 >

                    (γ)

2

2,  1

( ) 0,          =1

,        1

x x

f x x

x x

− + <


= 
 >

     

 

(δ) ( )f x x=                     (ε) 
2 3,  0

( )
3συν ,  0

x x
f x

x x

+ ≤
= 

>
          (στ) 

1,    0
( )

1 2 ,  0

x x
f x

x x

+ ≤
= 

− >
  

 

(ζ) 
2,  1

( )
,        1

x x
f x

x x

+ ≤
= 

>
     (η) 

1,    0
( )

ln(1+ ), 0

xe x
f x

x x

 + ≤
= 

>
         (θ) 

2 ,  1
( )

ln ,      1

x x x
f x

x x

 − ≤
= 

>
  

 

(ι)

2 , [0,1]

( ) 1
, ( ,0)  (1,+ )

x x

f x
x

x

 ∈


= 
∈ −∞ ∞

∪
                                      (ια) 2

1
, 0

( )

0,    =0

x
f x x

x

 ≠
= 



   

 

(ιβ)

3 8
, 2

2

( )

12,      =2

x
x

x

f x

x

 −
≠ −

= 




                                               (ιγ)

2 (2 )
, 0

( )
1

,                  =0
2

x x
x

x x
f x

x

ηµ
ηµ

 +
≠ += 




 

(ιδ)

2 3 2
, 1

1

( )

2,                   =1

x
x

x

f x

x

 + −
≠

−
= 





                                     (ιε)

2
ηµ συν , 0

( )

0,                 =0

x x
f x x

x

 ⋅ ≠
= 



  

 

(ιστ)
e ,  0

( )
1+ , 0

x x
f x

x x

− ≤
= 

>
 ,     (ιζ)

2 1 , 0
, ( )

1 4  , 0

x x
g g x

x x

+ ≤
= 

− >
,    (ιη) 

2

2 , 2
, ( )

     , 2

x x
h h x

x x

+ <
= 

≥
 

 

13.  Να µελετηθούν ως προς τη συνέχεια στο πεδίο ορισµού τους οι συναρτήσεις:  

 
2 1

 , 1
, ( ) 1

    0    ,  1

x
x

f f x x

x

 −
≠

= −
 =

  ,     

  1 ,           1

, ( ) 2       ,  1 1

3 1 ,           1

x x

u u x x x

x x

+ < −


= − ≤ ≤
 − >

,   

sin
, 0

, ( )

0      , 0

x
x

xv v x

x

 ≠
= 

 =

,     

 

 

2 3 , 0
, ( )

3cos  , 0

x x
t t x

x x

+ ≤
= 

>
,         

3 8
 , 2

, ( ) 2

  12     , 2

x
x

x x

x

φ φ
 −

≠
= −

 =

,       
+1       , 0

, ( )
ln( 1) , 0

xe x
x

x x
σ σ

 ≤
= 

+ >
,    
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   , 0
, ( )

1 , 0

xe x
g g x

x x

− ≤
= 

+ >
, 

2  , 1
, ( )

ln     , 1

x x x
x

x x
θ θ

 − ≤
= 

>
,     

1  , 0
, ( )

  , 0

ax x
w w x

x xβ
+ ≥

= 
+ <

,             

 

, ( )x x xξ ξ = − . 

 

14.  Να µελετηθούν ως προς τη συνέχεια στο πεδίο ορισµού τους οι συναρτήσεις:  

 

,   1

, ( ) ln
,       1

xe e x x

f f x x
x

x

 − ⋅ ≤


= 
>



                                 

2 ,   0 1

, ( ) 1
,         ( ,0) (1, )

x x

g g x
x

x

 ≤ ≤


= 
∈ −∞ +∞

∪
 

  

3 1
,   0

, ( )

0,               0

x x
h h x x

x

ηµ ⋅ ≠
= 

 =

                                

3

2

1
,   1

, ( ) 1

1,     1

x
x

u u x x

x x

 −
>

= −
 + ≤

     

 

2 3 2
,   1

, ( ) 1

        2,           1

x
x

v v x x

x

 + −
 ≠=  −
 =

                            

2
,   0

, ( )

       0,             0

x x
w w x x

x

ηµ συν ⋅ ≠
= 

 =

                 

22
,   0

, ( )
1

    ,             0
2

x x
x

x x
z z x

x

ηµ
ηµ

 +
≠ += 

 =

                           

cos sin   ,   0,
4

, ( )

(2 1) tan    ,   ,
4 2

x x x

x

x x

π
λ

φ φ
π π

λ

  + ⋅ ∈    
= 

  + ⋅ ∈   

 

 

15. Να µελετηθούν ως προς τη συνέχεια στο πεδίο ορισµού τους, οι συναρτήσεις:  

( )f x x= ,        [ ]( )g x x x x= − − ,      

2 4
( )

2

x
h x

x

−
=

+
 ,       

3

2

cos 1
( )

3 cos

x
u x

x

−
=

−
 

 

1
,  0

( )

0,     0

x
xv x

x

− ≠
= 

 =

,      

2

,  0
( )

   1,           0

x
x x

w x x

x


 + ≠= 
 =

,        

2 1,  1 4

( ) 1
,            4

1

x x

z x x
x

x

+ − ≤ <


= +
≥ −

 

 
21

,  1
( ) 1

   ,      1

x
x

t x x

a x

 −
≠

= −
 =

,   

1
sin ,   0

( )

   ,      0

x
x x

x x

φ
 >

= 
 ≤

,            

1 1
sin ,   0

( )

0,              0

x
x x x

x

σ
 ⋅ ≠

= 
 =

 

 

2 1
sin   ,   0

( )

    0  ,          0

x x
x x

x

ω
 ⋅ ≠

= 
 =

,                             

2 sin ,                  
2

( ) sin ,   
2 2

cos   ,              
2

x x

k x a x x

x x

π

π π
β

π

− ⋅ ≤ −



= ⋅ + − < <



≤
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Ασκήσεις για επίλυση σε όρια & συνέχεια συναρτήσεων. 

Άσκηση  1. 

Υπολογίστε τα όρια  �
5 2

20

3
lim
x

x x

x→

+
,   �

2

24

16
lim

10 24x

x

x x→

−
− +

,  �
2

22

5 14
lim

4 12x

x x

x x→

+ −
+ −

,         

 

�

2

21

1
lim

( 1) ( 5)x

x

x x→

−
− +

,  � 
2

31

1
lim

( 1) ( 5)x

x

x x→

−
− +

,  � 2

0
lim 3
x

x x
→

− ,  � 2

3
lim 3
x

x x
→

− ,      

 

�

2

3

5 6
lim

3x

x x

x→

− +
−

,  �

2

20

9
lim

9x

x x

x x→

+

−
,  �

2

1

2 1
lim

1x

x x

x→

− +
−

,  � 5lim (3 7 9)
x

x x
→+∞

− + ,  

 

�
8 2lim ( 3 7 6)

x
x x

→−∞
− + + ,  �

2

2

1
lim

2x

x x

x→+∞

− +
+

,  �
3 3

2 3
lim

4x

x

x→+∞

+

+
,  �

2 1
lim

1x

x

x→±∞

−
−

,    

 

�
2 1

lim
x

x x

x→±∞

− −
,  �

22 1
lim

4 1x

x

x→±∞

+
+

,  �
1 2

lim
3x

x x

x→±∞

+ + +

+
,  �

2

1 1
lim
x

x

x x→+∞

+ −
−

,    

 

� ( )2lim
x

x x x
→+∞

+ − , � ( )2 23 3lim ( 1) ( 1)
x

x x x x
→+∞

− + + , � ( )lim
x

x x x x
→+∞

+ − − ,     

 

� 
2

24

16
lim

7 12x

x

x x→

−
− +

,  � 
2

1 2
lim

2 ( 2)x

x x

x x→

− −

− ⋅ +
,  �

1
lim

1 ( 2)x

x x

x x→−

+

+ ⋅ +
,  �

2

0

3 5
lim

2x

x

x x→

+
⋅

,      

 

�

2

20

2
lim

2x

x x

x x→

+

−
,  � 

2

3 21

1
lim

1x

x

x x x→

−
− − +

,  � 
0

1 1
lim
x

x x

x→

+ − −
,  �

327

27
lim

3x

x

x→

−

−
,        

 

�

( )

3 2 3

2
1

2 1
lim

1x

x x

x→

− +

−
,  �

3 35

5
lim

5x

x

x→

−
−

,  �
3

1

1
lim

1x

x

x→

−
−

,  �
31

3 3 1
lim

1x

x x

x→

+ − +

−
,  

 

�

2

3 23

3 2 2 4
lim

6 9x

x x x

x x x→

− + − −

− +
, �

30
lim
x

x x

x

εφ ηµ
→

−
,   �    

1

( )
lim

3 2x

x

x

ηµ π
→ + −

,    � 
3

1
lim

1x

x x

x→

−

−
    

 

�

2

30

1 1
lim

3x

x x

x
ηµ

→

+ −  ⋅  
 

,   � ( )4 2lim 3 1
x

x x
→±∞

− + + , �
3

2

2 2
lim

4x

x x

x→±∞

+ −
−

, � 
21

2
lim
x

x

x x

π
συν

→

 
 
 
−

         

 

�

2

2

5
lim

3x

x x

x x→±∞

− −

+ −
,      �

2 1 2 3
lim

1x

x x

x→±∞

+ + −
+

,   �    
2 1 2 3

lim
1x

x x

x→±∞

+ + −
+

,        

 

�  
3 2

21

5 3
lim

2x

x x x

x x→−

− − −
− −

,   �
2

22

12 4
lim

4x

x

x→

+ −
−

,     �  
23

1 2
lim

5 1 7x

x

x x→

+ −

+ − +
,     
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�     
2

20

1 1
lim
x

x x

x xηµ→

+ − +
−

,  �
3

21

7 2
lim

1x

x

x→

+ −
−

,    �  
3

1

2 3
lim

1x

x x

x→

− −
−

,   � 
0

1 1
lim
x

x

x x→

+ −
,                       

 

�

2

21
lim

4 3x

x x

x x→

+
− +

,   �
2

0

1
lim
x

x

x xηµ→

+
⋅

,   �

2

22

2 2
lim

4x

x x x

x→

− + − −

−
,   �

2

21

2 1
lim

3 2x

x x

x x→

− +
− +

,           

 

�

2

21
lim

( 1)( 3 2)x

x

x x→− + + −
,   �

0
lim

2x

x x

x x

εφ
ηµ→

−
−

,     �  
2 2

2 20

2
lim
x

x x

x x

ηµ
ηµ→

−
⋅

,                 

 

�
0

4 2
lim

5x

x

xεφ→

+ −
,   �  

0

1
lim
x

x
x

ηµ ηµ
→

  ⋅     
,  � 

32 2lim 1
x

x x x x
→±∞

− + + +  

 

� ( )2lim 3
x

x x x
→−∞

+ + + , �  ( )2lim 4 1 2
x

x x x
→+∞

+ − − ,  � ( )3 3 2lim 1 2 5
x

x x x
→+∞

+ − + + , 

 

� ( )2 4 24lim 3 4 16 3
x

x x x x
→+∞

+ + − + + ,  �  ( )2 2lim 4 2 3
x

x x x x x
→+∞

+ − + + − , 

 

�

2

2

1
lim

4 1 2x

x x x

x x x→−∞

+ + +

+ + +
,  �

0

(2 ) 2 (2 )
lim
x

a x x

x

συν ηµ β
→

⋅ + ⋅ +
,   

 

Άσκηση 2. Υπάρχει το 
2

lim ( )
x

f x
→

 αν 
2 1,  

, (
2

)
 1 , 2

x x
f x

x x
f

+ ≤
= 

− >
; 

 

Άσκηση 3. Υπάρχει το 
0

lim ( )
x

f x
→

 αν 
(

,
)

(
1

)
x

f
x

x
f x

+
= ; 

 

Άσκηση 4. Βρείτε ,α β ∈ℝ  ώστε 
2

lim ( )
x

f x
→

= ∈ℓ ℝ  αν 
2

, ( )
2

x
x

x
f f

ax β+ −
=

−
 

 

Άσκηση 5. Υπάρχει το 
2

lim ( )
x

f x
→

 για 
2

5  , 2

3
, )

,
(

2

x x
f f x

x x

+ ≤
= 

− >
;  

 

Άσκηση 6. Υπάρχουν τα 
0

lim ( )
x

f x
→

, 
2

lim ( )
x

f x
→−

 αν 2

  3,            2

5,  2 0

 6  ,          

, )

 

(

0

x x

x xf f x

x x

+ ≤ −


= + − < <
 − ≥

; 

 

Άσκηση 7.  

Υπάρχει το 
2

lim ( )
x

f x
→

 αν 

1
,  ( , 2) ( 2,0) (2, )

2

1
 , (0,2)

)

2

, (f

x
x

x
x

x

x
x

f

+ ∈ −∞ − ∪ − ∪ +∞ += 
− ∈

 +

;  
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Άσκηση 8. Βρείτε ,α β ∈ℝ  ώστε  
2

lim ( ) 1
x

f x
→

=  αν 
2 2 5

(
4

)
2

,
x a

x
f

x
f x

β+ − +
=

−
. 

 

Άσκηση 9. Αν 2 2 8( )) ( 3, x x af f x x= + + + −  βρείτε lim ( )
x

f x
→+∞

 για τις διάφορες 

τιµές του α ∈ℝ . 

 

Άσκηση 10. Αν 2, ( )f ax x xf kx β γ= + + −  βρείτε lim ( )
x

f x
→±∞

 αν  για τις διάφορες 

τιµές των , , kα β ∈ℝ . 

 

Άσκηση 11. Εύρεση πεδίου ορισµού της 2, 3( 2) x xf f x x λ= + + +  µε λ ∈ℝ . 

Υπολογισµός  lim ( )
x

f x
→±∞

 για τις διάφορες τιµές του λ ∈ℝ . 

 

Άσκηση 12. Αν 
3

2
, ( )

( 1) 5 2

3

x x
f

x
f x

λ
λ

− + +
=

+
 βρείτε  lim ( )

x
f x

→±∞
  αν  για τις διάφορες 

τιµές του λ ∈ℝ  . 

 

Άσκηση 13. Βρείτε ,α β ∈ℝ   ώστε lim ( ) 0
x

f x
→±∞

=  αν ( )
24

3
, ( )f f xx

x
a

x
β= − +

+
. 

 

Άσκηση 14. Βρείτε ,α β ∈ℝ  ώστε ( )2lim 5
x

x xα β
→+∞

+ − = . 

  

Άσκηση 15. Εύρεση ασύµπτωτων γραφικής παραστάσεως της 
2

,
8

(
4

)
3x

f
x

f x
+

=
−

.  

 

Άσκηση 16. Βρείτε ,α β ∈ℝ  ώστε lim ( ) 11
x

f x
→+∞

=  αν 

2, 4( 2) xf xf x x α β= + + − − .  

 

Άσκηση  17. Εύρεση ασύµπτωτων γραφικής παραστάσεως της συναρτήσεως 

2, ( )f x x xf = +  στην περιοχή του +∞ και του −∞ .  

 

Άσκηση 18. Εξετάστε ως προς τη συνέχεια την { }2 1,  9, ( ) 7min xf f xx = + − . 

 

Άσκηση 19. Βρείτε , ,α β ∈ℝ  ώστε η 2

2 1 , 1

   ,
)

 1
1

, (f

x x

x x a
x

x

f x

β α+ − ≥


=  + +
< −

 να είναι 

συνεχής. 
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Άσκηση 20. Βρείτε α ∈ℝ  ώστε η

2

2

2 1        , 1

3(
,  

)
 1

1

,f

x x

x ax
x

f

x

x

 + ≤


=  + −
> +

 να είναι συνεχής στη 

θέση 0 1x = . 

 

Άσκηση 21. Βρείτε λ ∈ℝ  ώστε να υπάρχουν τα όρια:  

(i) 
1

lim ( )
x

f x
→

 όπου 
2

    2
, ( )

   , 1

13 ,  1

x x
f f x

x xλ

+ ≤
= 

− >
 

 

(ii) 
2

lim ( )
x

f x
→

 όπου 

2 4
 , 2

2

3  ,  

, ( )

2

x
x

x

x

f f x

xλ

 −
< −

= 
 + ≥



. 

 

Άσκηση 22. Μελετήστε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις:  
2 1

 , 1
1

    0  

, ( )

  ,  1

x
x

xf f x

x

 −
≠

= −
 =

  ,     
2 1 ,

, (
0

)
1 4  , 0

x x
g x

x
g

x

+ ≤
= 

− >
,      

2

2 , 2

 
, ( )

    , 2
h h

x x

x x
x

+ <
= 

≥
 

 

  1 ,         1

2       ,  1 1

3 1 ,     

,

     1

( )

 

x x

x x

x

u u x

x

+ < −


= − ≤ ≤
 − >

,   

sin
, 0

0     

)

 , 0

, (

x
x

x

x

v v x

 ≠
= 

 =

,    
2 3 , 0

3cos ,
,

 0
( )

x x
t

x
x

x
t

+ ≤
= 

>
,  

 

 
3 8

 , 2
2

  12     

, ( )

, 2

x
x

x

x

xφ φ
 −

≠
= −

 =

,    
+1       , 0

ln( 1) 
,

,
( )

0

xe x

x x
xσ σ

 ≤
= 

+ >
,   

   , 0

1 
)

,
, (

0

xe x
x

x x
θ θ

− ≤
= 

+ >
 

 

 
2  , 1

ln
,

  1
)

 ,
(

 

x x x

x x
xθ θ

 − ≤
= 

>
,     

1  , 0

  
)

,
(

0
,

ax x
w w x

x xβ
+ ≥

= 
+ <

,            , ( ) xx xξ ξ = − . 

 

,   1

ln
,      

, ( )
 1

xe e x x

x
x

x

f f x

 − ⋅ ≤


= 
>



               

2 ,   0 1

1
,         (

,
,0) (1, )

( )

x x

x
f f

x

x

 ≤ ≤


= 
∈ −∞ +∞

∪
 

3 1
,   0

0,          

,

0

(

  

)

   

f f x
x x

x

x

ηµ ⋅ ≠
= 

 =

 

3

2

1
,   1

1

1,     1

, ( )

x
x

x

f

x

f x x

 −
>

= −
 + ≤

   

2 3 2
,   1

1

        2,      

, (

  

)

   1

f f x

x
x

x

x

 + −
 ≠=  −
 =
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2
,   0

       0,            

( )

 

,

0

x x
x

x

g g x
ηµ συν ⋅ ≠

= 
 =

                

22
,   0

1
    ,             0

, ( )

2

x x
x

x
x

x

x

g g

ηµ
ηµ

 +
≠ += 

 =

 

 

Άσκηση 23. Βρείτε  , ,α β ∈ℝ  ώστε να είναι συνεχής η 
2 ( 1) 6

,   3
3

             7,       

, (

       

)

  3

ax x
x

xf f x

x

β + − +
≠

= −
 =

.  Απάντηση (α,β)=(3,-10) 

 

Άσκηση 24. Βρείτε  , ,α β ∈ℝ ώστε να είναι συνεχής στο η 

2

4,  2

cos( ), ( ) ,    2 1

,       1
1

f f

ax x

x x

ax
x

x

x

β
π
β


 + − < −


= − ≤ ≤
 +
 >

+

 

 

Άσκηση 25. Μελετήστε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις:  

( )f x x= ,        [ ]( ) xx xf x= − − ,      

2

(
2

)
4

f
x

x
x

−
=

+
 ,       

3

2

co

s
)

s

3
(

1

co

x

x
f x

−
=

−
 

 

1
,  0

0,     

)

0

(f x
x

x

x

− ≠
= 

 =

,      

2

,  0

   1,         

( )

  0

x
x x

x

x

f x


 + ≠= 
 =

,        

2 1,  1 4

1
,            4

1

( )

x x

x
x

x

f x

+ − ≤ <


= +
≥ −

 

 

 
21

,  1
1

   ,      1

( )

x
x

x

a x

f x =
 −

≠
−

 =

,        

1
sin ,   0

   ,      

( )

0

x
x

x x

f x

 >
= 

 ≤

,        

1 1
sin ,   0

0,             

(

 0

)f x
x

x x

x

 ⋅ ≠
= 

 =

 

 

cos sin   ,   0,
4

(2 1) tan    ,   ,
4

(

2

)

x x x

f

x

x

x

π
λ

π π
λ

  + ⋅ ∈    



=

 + ⋅ ∈   

                  

2 1
sin   ,   0

    0  ,         

( )

 0

x x
x

x

f x

 ⋅ ≠
= 

 =

 

 

2 sin ,                  
2

sin ,   
2 2

cos   ,            

(

 
2

)

 

x x

a x x

x

f x

x

π

π π
β

π

− ⋅ ≤ −



= ⋅ + − < <



≤

,        

2 ,    1 2

2,               2

2 1,

( )

       2

x x

x

x x

f x

 − ≤ <


= =
 + >

 ,                               
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( )2

1
,    1

1

    2,          

(

1

)g x
x

x

x

 ≠ −= 
 =

,                           
,    0

    0,        

( )

  0

h x

x
x x

x

x


⋅ ≠

= 
 =

,                            

 

( )1
, 0

      2,      

)

0

(

  

x x
x

x

x

t x

 ⋅ +
≠

= 
 =

,                           
2 , 0

     1,    0

)

 

(

 

x
x x

x

x

u x


+ ≠

= 
 =

 ,                          

 

2

1,              1

1,   1 1

  1,               1

( )

x x

x x

x x

v x

− + < −


= − + − ≤ ≤
 + >

,                  

2 2
,  0

         0,         

(

  0

)

  

x
x

xx

x

k

x

 − − +
≠

= 
 =

 ,  

 

( )
( )

3

2

1 1,     1

2λ 2 3
( )

,   1

x x x

x x
x

x
E

λ λ

λ

 + + + ≤
= 

+ + + >
 λ ∈ℝ , 

3 2

3 2

2
)

2
(

1
,

x x

x
x

x

x x

− − +

−
Π =

+ −
Π  

 

Άσκηση 26.  Ποια σχέση συνδέει τους , ,α β γ ∈ℝ   ώστε 
1

lim ( )
x

f x
→

= ∈ℓ ℝ  

αν , ( )
1

f x
ax x

f
x

ν µβ γ+ +
=

−
 ; Υπολογισµός 

1
lim ( )
x

f x
→

 σε σχέση µε τα , ,α β γ . 

 

Άσκηση  27. Αν 2( ) 2 5f x x x ax β= − + − − , βρείτε ,α β ∈ℝ  ώστε  (α) 

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=    (β) lim ( ) 2
x

f x
→+∞

= −  και    (γ) lim ( ) 1
x

f x
→+∞

= + . 

 

Άσκηση 28. Εύρεση λ ∈ℝ , ώστε να υπάρχουν τα όρια (α) 
( )21

( )
lim

1x

f x

x

λ
→

−

−
, όπου 

2( ) 2f x x xν ν= −   (β) ( )2lim 1
x

x x x lλ
→+∞

+ + − = ∈ℜ . 

 

Άσκηση 29. Εύρεση ,α β ∈ℝ  ώστε 
2

1

2
lim 4

1x

ax x
x

x
β

→

+ +
+ =

−
. 

 

Άσκηση 30. Εξετάστε ως προς τη συνέχεια στη θέση 0 1x =  την  1

1

1,       1

5 ,  

(

1

)
x

x

f

x

x
−

=
= 

 ≠
. 

 

Άσκηση 31. Εξετάστε ως προς τη συνέχεια στη θέση 0

1

ln 2
x =  την  

1

1 1
   ,      

2 ln 2

1 1
,   &  0

ln 2
2

( )

x

f x

x

x x

e

 =


= 
≠ ≠

 −

. 
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Άσκηση 32. Εύρεση ,α β ∈ℝ  ώστε 
20

cos(2 )
lim 4
x

x a

x
β

→

+
+ = . 

 

Άσκηση 33. Εύρεση µ ∈ℝ , ώστε  
( )2 2

22

3 2 4
lim

4x

x x

x

µ µ
→

− + +
= ∈ℜ

−
ℓ . 

 

Άσκηση 34. Εξετάστε ως προς τη συνέχεια στη θέση 0 0x =  την 

1

5         , 0

5
 , 0

1 3

, ( )

x

f f x

x

x




=


= 

 ≠
 +

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Στέφανος  Ι.  Καρναβάς, Μαθηµατικός (M.Ed.), Επίκουρος Καθηγητής 

 

 

64

Λύσεις των ασκήσεων. 

Άσκηση 1. 

� 
5 2 2 3

3

2 20 0 0

3 ( 3)
lim lim lim( 3) 3
x x x

x x x x
x

x x→ → →

+ +
= = + =  

 

� 
2

24 4 4

16 ( 4)( 4) 4
lim lim lim 4

10 24 ( 4)( 6) 6x x x

x x x x

x x x x x→ → →

− − + +
= = = −

− + − − −
 

 

� 
2

22 2 2

5 14 ( 2)( 7) 7 9
lim lim lim

4 12 ( 2)( 6) 6 8x x x

x x x x x

x x x x x→ → →

+ − − + +
= = =

+ − − + +
 

 

�
2

2 21 1 1 1 1 1

1 ( 1)( 1) ( 1) 1 1 1 1
lim lim lim lim lim lim

( 1) ( 5) ( 1) ( 5) ( 1)( 5) 5 1 3 1x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x x→ → → → → →

− − + + +
= = = ⋅ = ⋅ =

− + − + − + + − −
 

1

1

1 1
( ) ,  διοτι lim   

3 1

1 1
( ) ,  διοτι lim  

3 1

x

x

x

x

+

−

→

→

 ⋅ +∞ = +∞ = +∞ −


= 

 ⋅ −∞ = −∞ = −∞

−

  Άρα, δεν υπάρχει το 
2

21

1
lim

( 1) ( 5)x

x

x x→

−
− +

. 

 

�
2

3 3 2 2 21 1 1 1 1 1

1 ( 1)( 1) ( 1) 1 1 1 1
lim lim lim lim lim lim

( 1) ( 5) ( 1) ( 5) ( 1) ( 5) 5 ( 1) 3 ( 1)x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x x→ → → → → →

− − + + +
= = = ⋅ = ⋅ =

− + − + − + + − −
 

2 2
1 1

1 1 1
( ) ,  διοτι lim lim  

3 ( 1) ( 1)x xx x+ −→ →
= ⋅ +∞ = +∞ = = +∞

− −
 

 

�

2

0 0 0
lim 3 lim ( 3) lim ( 3) 0
x x x

x x x x x x
−→ → →

− = − = − =

2

3 3 3
lim 3 lim ( 3) lim ( 3) 0
x x x

x x x x x x
+→ → →

− = − = − =

 

 � 

32

3

3

lim( 2) 1

5 6
lim

3
lim( 2) 1

x

x

x

x

x x

x
x

+

−

→

→

→

− =
− + 

= 
−  − + = −

     Άρα, δεν υπάρχει το 
2

3

5 6
lim

3x

x x

x→

− +
−

. 

 

Σχόλιο για το επόµενο 

� Όταν 
1 9 9

0x
x x x

+ −
→ ⇒ → +∞ ⇒ → +∞ ⇒ → −∞  

� Όταν 
1 9 9

0x
x x x

− −
→ ⇒ → −∞ ⇒ → −∞ ⇒ → +∞  

x -∞          0           3          +∞ 

x(x-3)        +     0    -     0    + 
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� 

2

2
0

2
0 0 02

0
2

20

2

2
0

2
0 0 02

9 991 lim 11
9

lim lim lim
99 99

11 lim 1

9
lim

9
9 91 lim 11

9
lim lim lim

999
11

x

x x x

x

x

x

x x x

x
x x x xx

x x
x

xx x
x x

x x

x
x x x x

x x
x

xx

+

+ + +

+

−

− − −

→

→ → →

→

→

→

→ → →

   + ++   + +∞   = = = = = −∞
− −∞   −− −   

   
+

=
−

 − −− −  = = =
+   ++ 

  0

0

9

9
lim 1
x

x

x

x−

−

→

→









     +∞   = = −∞ −∞ +  

 


 

�

( )5 5 5

4 5 4 5

1 1 1 1
lim 3 7 9 lim 3 7 9 lim lim 3 7 9 ( ) 3
x x x x

x x x x
x x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

    − + = − + = ⋅ − + = +∞ ⋅ = +∞        
 

�

( )8 2 8 8

6 8 6 8

1 1 1 1
lim 3 7 6 lim 3 7 6 lim lim 3 7 6 ( ) ( 3)
x x x x

x x x x
x x x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

    − + + = − + + = ⋅ − + + = +∞ ⋅ − = −∞        
 

�

2

2 2 22

2
2

22 2

1 1 1 11 11 lim 11
1 1

lim lim lim 1
22 22 1

11 lim 1

x

x x x

x

x
x x x x x xx x

x
x

xx x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞

   − + − +− +   − +    = = = = =
+    ++ +   

   

 

 

�
3 3

3
3 3 3

3 3 3

3 3 3
2 2 lim 2

2 3 2
lim lim lim 2

14 4 44
1 1 lim 1

x

x x x

x

x
x x x x

x
x

x x x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞

     + + +     +      = = = = =
+      + + +     

     

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
2 1

lim lim ( 1)
1x x

x
x

x→+∞ →+∞

−
= + = +∞

−
,  

2 1
lim lim ( 1)

1x x

x
x

x→−∞ →−∞

−
= − − = +∞

−
,   Άρα 

2 1
lim

1x

x

x→±∞

−
= +∞

−
 

 

Σχόλιο για το επόµενο 

2 1 1
,       1

2 1

2 1 3 1
,     1

x x x
x

x x
x x

x
x x x

x
x x

− + + = ≥
− − 

= 
 + − −
 = <


 

 

�
2 1 1

lim lim 1
x x

x x x

x x→+∞ →+∞

− − +
= = , � 

2 1 3 1
lim lim 3
x x

x x x

x x→−∞ →−∞

− − −
= =  
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2

22 2

1 12 2
2 1

lim lim lim
1 14 1

4 4
x x x

x x
xx x

x
x x

x x

→±∞ →±∞ →±∞

 + ⋅ + +  = =
+    + +   

   

    Άρα, υπάρχουν 2 περιπτώσεις  

 

�

2 2 2

1 1 1
2 2 lim 2

2 1
lim lim

11 1 4 2 244 lim 4

x

x x

x

x
x x x

x
xx x

→+∞

→+∞ →+∞

→+∞

⋅ + + +
= = = =

   ++ +   
   

  και  

 

�

2 2 2

1 1 1
2 2 lim 2

2 1
lim lim

11 1 4 2 244 lim 4

x

x x

x

x
x x x

x
xx x

→−∞

→−∞ →−∞

→−∞

⋅ + + +
= − = − = − = −

   ++ +   
   

 

 

�

1 21 2
1 11 1

1 2
lim lim lim

3 33
11

x x x

xx x
x xx xx x

x
xx

xx

→±∞ →±∞ →±∞

     + + ++ + +     + + +      = = =
+   ⋅ ++ 

 

 

1 21 2 1 2lim 1 11 1 lim 1 lim 1
1 1

lim 2
1 13 3

1 lim 1

x
x x

x

x

x xx x x x

x x

→±∞ →±∞ →±∞

→±∞

→±∞

 
+ + + + + + + + +

+ = = = =

+ +

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

2
2 2 2

1 11 1 11 1 1 1
1 1

lim lim lim lim
1 1 1

1 1 1
x x x x

xx x x xxx x

x x
x x x

x x x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

   ⋅ + −+ −  ⋅ + − + −    = = = =
−      − − −     

     

 

2 3 3 3

1 1 1 1
1 lim 1

1 1 1 0 0 1
lim lim lim lim lim 0

1 1 1 0
1 lim 1

x

x x x x x

x

x xx xx

x x x x
x x

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞

   
+ − + −   

+ −   ⋅ = ⋅ = ⋅ = =
−   − −   

   

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

( ) ( )( )2 2

2

2
2

lim lim lim lim
1 1

1 1
x x x x

x x x x x x x x
x x x

x x x
x x x x

x x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

+ − + +
+ − = = = =

+ +    + + + +   
   

 

1 1 1 1 1
lim

1 1 21 0 11 1
1 1 lim 1 1

x

xx x

→+∞

→+∞

= = = =
++ +   + + + +   

   

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------- 



 

Στέφανος  Ι.  Καρναβάς, Μαθηµατικός (M.Ed.), Επίκουρος Καθηγητής 

 

 

67

( ) ( )3 32 2 3 2 3 2 3 33 3 3 3
1 1

lim ( 1) ( 1) lim lim 1 1
x x x

x x x x x x x x x x
x x→+∞ →+∞ →+∞

    − + + = − + + = − + + =         
 

3 33 3
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1
lim 1 1 lim 1 1 lim lim 1 1
x x x x

x x x x
x x x x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

      
⋅ − + ⋅ + = ⋅ − + + = ⋅ − + + =                

 

( )3 3( ) 1 0 1 0 ( )+∞ ⋅ − + + = +∞  

------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

( ) 2 2
lim lim lim

1 1
1 1

x x x

x x
x x x x

x x x x
x x

x x

→+∞ →+∞ →+∞
+ − − = = =

   + + − + + −   
   

 

2 2 2 2
lim lim 1

21 1 1 1 1 0 1 0
1 1 1 1

x x

x

x x
x x x x

→+∞ →+∞
= = = =

+ + −
⋅ + + ⋅ − + + −

 

 

Άσκηση 2. Θα πρέπει το 2 να είναι ρίζα του αριθµητή, δηλαδή 2 4α β+ = . 
2 2

(2 4) ( 2)( 2) ( 2) ( 2)( 2 )
( )

2 2 2 2

x ax x ax x x x x x
f x

x x x x

β α α α+ − + − + − + + − − + +
= = = = =

− − − −
 

( 2)( 2 )
2 ,      2

2

( 2)( 2 )
2 ,   2

( 2)

x x
x x

x

x x
x x

x

α
α

α
α

 − + +
= + + > −


 − + +
 = − − − <

− −

.   

Είναι 
2 2

lim ( ) lim( 2 ) 4
x x

f x x α α
+ +→ →

= + + = +  και 
2 2

lim ( ) lim( 2 ) 4
x x

f x x α α
− −→ →

= − − − = − − . 

Για να υπάρχει το 
2

lim ( )
x

f x
→

θα πρέπει 
2 2

lim ( ) 4 4 lim ( )
x x

f x f xα α
+ −→ →

= + = − − = .  

Άρα, 4α = −  οπότε 2 4 4β α= + = − .  

 

Άσκηση 3. Είναι { }( ) 2D f = ℜ− − . Αφού το 2 είναι ρίζα του παρονοµαστή θα πρέπει 

να είναι ρίζα και του αριθµητή. ∆ηλαδή 9 4 0 9 4a aβ β+ − = ⇒ = + . 
2 22 5 2 (9 4 ) 5 ( 2)( 2) 2 ( 2) ( 2) 2

( )
2 4 2( 2) 2( 2) 2

x ax x ax a x x a x x a
f x

x x x

β+ − + + − + + − + + − + +
= = = =

− − −
 

Άρα, 
2 2

2 2 2 2 2
lim ( ) lim 2

2 2x x

x a a
f x a

→ →

+ + + +
= = = + .  

Για να είναι 
2

lim ( ) 1
x

f x
→

=  πρέπει 2 1 1a a+ = ⇒ = − , οπότε 4 9 5aβ = + = .  

 

Άσκηση 4. 

 � 2 2

2

2 8
lim ( ) lim 2 8 ( 3) lim (1 ) ( 3)
x x x

f x x x a x x a x
x x→+∞ →+∞ →+∞

  = + + + − = + + + − =    
 

2

2 2

2 8 2 8
lim 1 ( 3) lim 1 ( 3)
x x

x a x x a x
x x x x→+∞ →+∞

   
+ + + − = + + + − =   

   
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2 2

2 8 2 8
lim 1 ( 3) lim lim 1 ( 3) ( )(1 3) ( )( 2)
x x x

x a x x a a a
x x x x→+∞ →+∞ →+∞

   
+ + + − = ⋅ + + + − = +∞ + − = +∞ −   

   
 

 

� Όταν 2 0 2a a− > ⇔ >  τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  

� Όταν 2 0 2a a− < ⇔ <  τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞  

� Όταν 2 0 2a a− = ⇔ =  τότε απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ . 

 

Είναι 2, ( ) 2 8f f x x x x= + + − .  

Άρα, 

2
2 2

2

2

2 8
lim ( ) lim 2 8 lim

2 8x x x

x x x
f x x x x

x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ + − = + + − = =
  + + +

 

2 22

8 82 2
2 8

lim lim lim
2 8 2 82 8

1 1 11 1
x x x

x
x x x

x x x
x x x xx x

→+∞ →+∞ →+∞

 + + +  = = =
 

+ + + + + ++ + + 
 

 

2 0 2 2
1

1 1 21 0 0 1

+
= = =

++ + +
 

 

Άσκηση 5. 

Είναι  2 2

2
lim ( ) lim lim
x x x

f x ax x kx x a kx
x x

β γ
β γ

→±∞ →±∞ →±∞

   = + + − = + + − =       
 

2
lim
x

x a kx
x x

β γ
→±∞

 
+ + − 

 
 

Όταν x → +∞  

Είναι   
2 2

lim lim
x x

x a kx x a kx
x x x x

β γ β γ
→+∞ →+∞

   
+ + − = + + − =   

   
 

( )2 2
lim lim lim ( )
x x x

x a k x a k a k
x x x x

β γ β γ
→+∞ →+∞ →+∞

   
+ + − = ⋅ + + − = +∞ −   

   
 

 

� Όταν   0a k a k− > ⇔ > , τότε είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . 

� Όταν 0a k a k− < ⇔ < , τότε είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ . 

� Όταν 0a k a k− = ⇔ = , τότε είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα 

γίνει χρήση της συζυγούς παραστάσεως.  

 

Όταν x → −∞  

Είναι  
2 2

lim lim
x x

x a kx x a kx
x x x x

β γ β γ
→−∞ →−∞

   
+ + − = − + + − =   

   
 

( )2 2
lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

x a k x a k a k
x x x x

β γ β γ
→−∞ →−∞ →−∞

   
− + + + = − ⋅ + + + = −∞ −   

   
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� Όταν   0a k a k+ > ⇔ > − , τότε είναι lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ . 

� Όταν 0a k a k+ < ⇔ < − , τότε είναι lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ . 

� Όταν 0a k a k+ = ⇔ = − , τότε είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα 

γίνει χρήση της συζυγούς παραστάσεως.  

 

Άσκηση 6. 

Είναι 2

2

2 3
lim ( ) lim 2 3 lim lim 1
x x x x

f x x x x x
x x

λ λ
→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

  = + + + = ⋅ + + +    
 

 

Όταν x → +∞  

2

2 3
lim ( ) lim lim 1 ( ) (1 )
x x x

f x x
x x

λ λ
→+∞ →+∞ →+∞

 
= ⋅ + + + = +∞ ⋅ + 

 
 

 

� Όταν 1 0 1λ λ+ > ⇔ > − , τότε είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ+ < ⇔ < − , τότε είναι lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ+ = ⇔ = − , τότε είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα 

γίνει χρήση της συζυγούς παραστάσεως. 

 

Όταν x → −∞  

2

2 3
lim ( ) lim ( ) lim 1 ( ) (1 )
x x x

f x x
x x

λ λ
→−∞ →−∞ →−∞

 
= − ⋅ + + − = +∞ ⋅ − 

 
 

 

� Όταν 1 0 1λ λ− > ⇔ > , τότε lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ− < ⇔ < , τότε lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ . 

� Όταν 1 0 1λ λ− = ⇔ = , τότε είναι απροσδιόριστη µορφή (?) ( )0+∞ , οπότε θα γίνει 

χρήση της συζυγούς παραστάσεως. 

 

Άσκηση 7. 

3

3 2 3

2
2

2

1 1
( 1) 5 2

( 1) 5 2
lim ( ) lim lim

33x x x

x
x x x x

f x
x

x
x

λ
λ

λ λ
→±∞ →±∞ →±∞

 − + + − + +  = = =
+  + 

 

 

2 32 3

2 2

1 11 1 lim ( 1) 5 2( 1) 5 2
1

lim lim ( ) ( )
3 3

lim

x

x x

x

x xx xx

x x

λλ λ
λλ λ

→±∞

→±∞ →±∞

→±∞

 − + +− + +   − ⋅ = ±∞ ⋅ = ±∞ ⋅
 + + 
 

, όπου 

0λ ≠ .        

� Όταν 21 1
0 0 ( 1) 0 ( ,0) (1, )

λ λ
λ λ λ λ

λ λ
− −

> ⇒ > ⇒ − > ⇒ ∈ −∞ +∞∪ , τότε 

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  και lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ .  
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� Όταν  21 1
0 0 ( 1) 0 (0,1)

λ λ
λ λ λ λ

λ λ
− −

< ⇒ < ⇒ − < ⇒ ∈ , τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ και 

lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ .  

 

� Όταν  
1

0 1 0 1
λ

λ λ
λ
−

= ⇒ − = ⇒ = , τότε 
2

5 2
( )

3

x
f x

x

+
=

+
 άρα, 

2

5 2
lim ( ) lim 0

3x x

x
f x

x→±∞ →±∞

+
= =

+
 

 

Άσκηση 8. 
2 2 24 4 ( )( 3) (4 ) (3 ) 3

( ) ( )
3 3 3

x x ax x x a x
f x ax

x x x

β α β β
β

− + + − − + −
= − + = =

+ + +
 

Για να είναι lim ( ) 0
x

f x
→±∞

=  θα πρέπει 4 0α− =  και 3 0a β+ = .  

Άρα, 4α =  και 12β = − .  

 

Άσκηση 9. 

( )2 2

2 2 2

5 5 5
lim 5 lim 1 lim 1 lim 1
x x x x

x x x x x x x
x x x

α α α α
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

      + − = + − = + − = + − =                 
 

( )2

5
lim lim 1 (1 )
x x

x a
x

α
→+∞ →+∞

 
⋅ + − = +∞ ⋅ −  

 
. 

 

� Όταν 1 0 1a a− > ⇒ > , τότε  ( )2lim 5
x

x xα
→+∞

+ − = +∞ . 

� Όταν 1 0 1a a− < ⇒ < , τότε  ( )2lim 5
x

x xα
→+∞

+ − = −∞ . 

� Όταν 1 0 1a a− = ⇒ = , τότε  ( ) ( )2lim 5 0 ?  (De L' Hospital)
x

x xα
→+∞

+ − = +∞ ⋅ =  

( )
2

2 2
2

2
2

5 5 5
lim 5 lim lim lim

555
11

x x x x

x x
x x

x x
x xx x

xx

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

+ −
+ − = = = =

+ +   + ++ + 
 

 

lim 15 5 1 1
lim lim lim 0 0 0

5 5 1 0 15
1 1 lim 1 lim 11 1

x

x x x

x x

x
x

x xx

→+∞

→+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞

= ⋅ = ⋅ = ⋅ =
  + +

+ + + ++ + 
 

 

Άρα, είναι 1a =  και 0β = .  

 

Άσκηση 10. Είναι { }( ) 2D f = ℜ− .  

1
ος

 τρόπος 

Είναι  
2

( ) 2 3
lim lim 0

4 8x x

f x x

x x x
α

→±∞ →±∞

+
= = =

−
        και  

          [ ] [ ] 2 3 2 1
lim ( ) lim ( ) 0 lim

4 8 4 2x x x

x
f x ax f x x

x
β

→±∞ →±∞ →±∞

+
= − = − = = =

−
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Άρα, η ευθεία (ε) 
1 1

0
2 2

y x xα β= + = + = είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 

παραστάσεως της οµογραφικής συναρτήσεως στην περιοχή του +∞  και του −∞ .  

 

2
ος

 τρόπος 

Είναι  
22 3 4 (2 4 8 ) 3 8

( ) ( ) ( )
4 8 4 8

x ax x
f x ax ax

x x

β α β
β β

+ − + − + + +
− + = − + =

− −
 

Άρα,     [ ]
24 (2 4 8 ) 3 8

lim ( ) ( ) lim
4 8x x

ax x
f x ax

x

β α β
β

→±∞ →±∞

 − + − + + +
− + =  − 

 , συνεπώς  

( )
24 (2 4 8 ) 3 8

lim ( ) 0 lim 0
4 8

4 0 0

2 4 8 0 0,5

x x

ax x
f x ax

x

β α β
β

α α
β α β

→±∞ →±∞

 − + − + + +
− + = ⇒ = ⇒     − 

− = =  
⇒  

− + = =  

 

Οπότε η ευθεία (ε) 
1 1

0
2 2

y x xα β= + = + = είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής 

παραστάσεως της οµογραφικής συναρτήσεως στην περιοχή του +∞  και του −∞ .  

 

Άσκηση 11. 

� ( )2

2

2 4
lim ( ) lim 2 4 lim 1
x x x

f x x x x x
x x x

β
α β α

→+∞ →+∞ →+∞

  
= + + − − = ⋅ + + − − =      

 

2

2

2 4
lim lim 1

2 4
( ) lim 1 lim lim ( )(1 )

x x

x x x

x
x x x

a
x x x

β
α

β
α

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞

 
⋅ + + − − =  

 

 
+∞ + + − − = +∞ −  

 

 

 

� Όταν 1 0 1a a− > ⇒ > , τότε lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  

� Όταν 1 0 1a a− < ⇒ < , τότε  lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞  

� Όταν 1 0 1a a− = ⇒ = , τότε  ( )lim ( ) 0 ?  (De L' Hospital)
x

f x
→+∞

= +∞ ⋅ =  

( )
2

2 2
2

2

2 4 ( )
lim ( ) lim 2 4 ( ) lim ... 1

2 4 ( )x x x

x x x
f x x x x

x x x

β
β β

β→+∞ →+∞ →+∞

+ + − +
= + + − + = = = −

+ + + +
 

Άρα, είναι lim ( ) 11 1 11 10
x

f x β β
→+∞

= ⇒ − = ⇒ = − . 

 

Άσκηση  12. 2( ) ( 1)f x x x x x= + = + ,  ( ) ( , 1] [0, )D f = −∞ − +∞∪  

Είναι   
( )

lim 1
x

f x
a

x→+∞
= =  και    [ ] [ ] 1

lim ( ) lim ( )
2x x

f x x f x xβ α
→+∞ →+∞

= − = − =  

Άρα, η ευθεία (ε) 
1

2
y x xα β= + = + είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής 

παραστάσεως της συναρτήσεως f στο +∞ .  
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Οµοίως 
( )

lim 1
x

f x
a

x→−∞
= − =  και [ ] [ ] 1

lim ( ) lim ( )
2x x

f x x f x xβ α
→−∞ →−∞

= − = + = − . 

Άρα, η ευθεία (ε) 
1

2
y x xα β= + = − −  είναι πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής 

παραστάσεως της συναρτήσεως f στο −∞ .  

 

Άσκηση 13. Έστω 2 1A x= +  και 9 7B x= − . 

� Όταν { }20 min 1,9 7 9 7A B A B x x x− > ⇒ > ⇒ + − = − . 

� Όταν { }2 20 min 1,9 7 1A B A B x x x− < ⇒ < ⇒ + − = + . 

� Όταν { }2 20 min 1,9 7 1 9 7A B A B x x x x− = ⇒ = ⇒ + − = + = − . 

Είναι 2 9 8A B x x− = − − , δηλαδή τριώνυµο µε διακρίνουσα 8 0∆ = > και ρίζες 

1 1ρ = , 2 8ρ = . Για το πρόσηµο του τριωνύµου ισχύει ο παρακάτω πίνακας. 

 

 

 

Άρα, η συνάρτηση { }2, ( ) min 1,9 7f f x x x= + − γράφεται απλούστερα ως εξής  

2

9 7,   ( ,1) (8, )

1,    (1,8) 
, ( )

2,           1      

65,         1

x x

x x
f f x

x

x

− ∈ −∞ +∞


+ ∈
= 

=
 =

∪

Ως πολυωνυµική είναι συνεχής στο { }1,8ℜ− .  

 

Εξετάζω τη συνέχεια της συναρτήσεως στη θέση 0 1x = . 

2

1 1

1

1 1

lim ( ) lim( 1) 2
lim ( ) 2

lim ( ) lim(9 7) 2

x x

x

x x

f x x
f x

f x x

+ +

− −

→ →

→

→ →

= + = 
⇒ =

= − = 

. Επίσης είναι  (1) 2f = .  

Άρα η συνάρτηση f  είναι συνεχής στην θέση 0 1x = .   

 

Εξετάζω τη συνέχεια της συναρτήσεως στη θέση 0 8x = . 

8 8

2 8

8 8

lim ( ) lim(9 7) 65

lim ( ) 65
lim ( ) lim( 1) 65

x x

x

x x

f x x

f x
f x x

+ +

− −

→ →

→

→ →

= − = 
⇒ =

= + = 

. Επίσης είναι   (8) 65f = .  

Άρα,  η συνάρτηση f  είναι συνεχής στην θέση 0 8x = .   

Συνεπώς, η συνάρτηση f  είναι συνεχής σε όλο το σύνολο ℜ .  

 

Άσκηση 14. 

Για κάθε x>1 η συνάρτηση f είναι συνεχής ως πολυωνυµική. 

Για κάθε x<1 η συνάρτηση f είναι συνεχής ως ρητή. 

Συνεπώς η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο σύνολο { }1,ℜ− . 

 

Εξετάζω τη συνέχεια της συναρτήσεως στη θέση 0 1x = . 

x -∞          1           8          +∞ 

Α-Β        +     0    -     0    + 
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Είναι (1) 5f β= −  και  
2 2*

1 1 1 1

2
lim ( ) lim lim lim( 2) 3

1 1x x x x

x x a x x
f x x

x x− − − −→ → → →

+ + + −
= = = + =

− −
  

*Θα πρέπει το 1 να είναι ρίζα του αριθµητή. ∆ηλαδή 2a = − .  

Επίσης είναι  
2 2*

1 1 1 1

2
lim ( ) lim lim lim( 2) 3

1 1x x x x

x x a x x
f x x

x x− − − −→ → → →

+ + + −
= = = + =

− −
.  

Οπότε  
1

1

1

lim ( ) 5

lim ( ) 5 3 8
lim ( ) 3

x

x

x

f x

f x
f x

β
β β

+

−

→

→

→

= − 
⇒ = − = ⇒ =

= 
. Ισχύει ότι 

1
lim ( ) (1)
x

f x f
→

= . 

 

Άσκηση 15. 

Είναι (1) 1f = , 
1

1

1 1
lim ( ) lim 5 lim 5 0yx

x x
f x

ψ− −

−

→−∞→ →
= = = , 

1

1

1 1
lim ( ) lim 5 lim 5yx

yx x
f x

+ +

−

→+∞→ →
= = = +∞ . 

Άρα, ασυνεχής η συνάρτηση f  στην θέση 0 1x = . 

 

Επεξήγηση 

� Όταν 
1

1
1

x
x

−→ ⇒ → −∞
−

. Άρα 
1

1

1
lim 5 lim 5 0yx

yx −

−

→−∞→
= = . 

� Όταν 
1

1
1

x
x

+→ ⇒ → +∞
−

. Άρα 
1

1

1
lim 5 lim 5yx

yx +

−

→+∞→
= = +∞ . 

 

Άσκηση 16. 

Είναι �
1

1 1

ln 2 ln 2

1
lim ( ) lim

2x x x

f x

e
+ +

→ →

= = +∞

−

, �
1

1 1

ln 2 ln 2

1
lim ( ) lim

2x x x

f x

e
− −

→ →

= = −∞

−

.  

Άρα, δεν υπάρχει το 
1

ln 2

lim ( )
x

f x
→

.  

Συνεπώς, ασυνεχής η συνάρτηση f  στην θέση 0

1

ln 2
x = . 

 

Επεξήγηση 

Είναι 
1

l 2

*

1 1
n1 1 1

ln 2 2 2 0
ln 2 ln 2

x x xx x e e e e
x

+

→ ⇒ > ⇒ > > ⇒ > ⇒ − >⇒ . 

Είναι 
1

l 2

*

1 1
n1 1 1

ln 2 2 2 0
ln 2 ln 2

x x xx x e e e e
x

−

→ ⇒ < ⇒ < < ⇒ > ⇒ − <⇒  

Σηµείωση. Ισχύει ότι  1 2

1 2

1

x x

a

x x a a
>

> >⇒ . 

 

Άσκηση 17. 

Είναι 
1

0 0

5
lim ( ) lim

1 3
x x

x

f x
− −→ →

=

+

. Όταν 
1

0x
x

−→ ⇒ → −∞ , άρα 
1

0
lim 3 lim 3 0yx

yx − →−∞→
= = .  

Συνεπώς 
0

5
lim ( ) 5

1 0x
f x

−→
= =

+
. 

Είναι 
1

0 0

5
lim ( ) lim

1 3
x x

x

f x
+ +→ →

=

+

. Όταν 
1

0x
x

+→ ⇒ → +∞ , άρα 
1

0
lim 3 lim 3yx

yx + →+∞→
= = +∞ . 
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Συνεπώς, 
0

5
lim ( ) 0

1 ( )x
f x

+→
= =

+ +∞
.  

 

Είναι 
0 0

lim ( ) 5 0 lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= ≠ = . Άρα, δεν υπάρχει το 
0

lim ( )
x

f x
→

.  

Συνεπώς, η συνάρτηση f στην θέση 0 0x = είναι ασυνεχής.  

Επειδή 
0

(0) 5 lim ( )
x

f f x
−→

= = είναι συνεχής η συνάρτηση f  στην θέση 0 0x =  από 

αριστερά.  

 

 


