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ΆΆ113
υκλείδης

για το Γυμνάσιο

Μαθηματικό περιοδικό

E
Π
Λ
Η
Ρ
Ω
Μ
Ε
Ν
Ο

Τ
Ε
Λ
Ο
Σ

Π
Λ
Η
Ρ
Ω
Μ
Ε
Ν
Ο

Τ
Ε
Λ
Ο
Σ

Τ
α
χ
.
Γ
ρ
α
φ
εί
ο

Κ
Ε
Μ
Π
.Α
Θ
.

Τ
α
χ
.
Γ
ρ
α
φ
εί
ο

Κ
Ε
Μ
Π
.Α
Θ
.

Α
ρ
ιθ
μ
ό
ς
Ά
δ
ει
α
ς

4
1
5
6

Α
ρ
ιθ
μ
ό
ς
Ά
δ
ει
α
ς

4
1
5
6

Ε
Λ
Τ
Α

H
e
ll
e
n
ic
P
o
s
t

H
e
ll
e
n
ic
P
o
s
t

Ε
Κ
Δ
Ο
Τ
Ω
Ν

Ε
Ν
Τ
Υ
Π
Ο
Κ
Λ
Ε
ΙΣ
Τ
Ο
Α
Ρ
.
Α
Δ
Ε
ΙΑ
Σ
1
0
9
9
/9
6
Κ
Ε
Μ
Π
.Α
Θ
.

Ε
Ν
Τ
Υ
Π
Ο
Κ
Λ
Ε
ΙΣ
Τ
Ο
Α
Ρ
.
Α
Δ
Ε
ΙΑ
Σ
1
0
9
9
/9
6
Κ
Ε
Μ
Π
.Α
Θ
.

Η απόδειξη του μικρού Gauss για το άθροισμα
1+2+3+…+100 με σφαιρίδια

Αργυρό, μετάλλια Εύφημες μνείες&Χάλκινα στην ΟλυμπιάδαΑργυρό, μετάλλια Εύφημες μνείες&Χάλκινα στην Ολυμπιάδα

Μεγάλες Επιτυχίες για την Ε.Μ.Ε.Μεγάλες Επιτυχίες για την Ε.Μ.Ε.

Αργυρά, μετάλλια στηνΧάλκινα ΒαλκανιάδαΑργυρά, μετάλλια στηνΧάλκινα Βαλκανιάδα

Αργυρά μετάλλια& Junior BalkanΧάλκιναΑργυρά μετάλλια& Junior BalkanΧάλκινα

Χάλκινα μετάλλια & Εύφημες μνείες στην Ολυμπιάδα ΚοριτσιώνΧάλκινα μετάλλια & Εύφημες μνείες στην Ολυμπιάδα Κοριτσιών

Χάλκινα μετάλλια στ ν Διαγωνισμό Νέων ΜΥΜCoΧάλκινα μετάλλια στ ν Διαγωνισμό Νέων ΜΥΜCo

Σχολιάζουμε επιλεγμένα θέματα από τον διαγωνισμό
«ΠΥΘΑΓΟΡΑΣ»
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 2 
           cm2     -

  mm2         100.  
2 225cm 100 2500mm   ,         -

  2500 « »           1mm (    
).         2dm  2m        

  100,       2m    1000     1 2km    
   1000. , 

2 2

2 2

25cm :100 0,25dm
0,25dm :100 0,0025m

        
20,0025m :1000 0,0000025  

20,0000025 :1000 0,0000000025km  

,           1     25
100
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      1dm,    25
10.000

      1 m  

.        1 2m ,     1 2km   -
      . 

              
  1m      .        
 1 2m  (  ).   2m           
;          ! 

  : 
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2500mm 25cm 0, 25dm 0,0025m 0,0000025 0,0000000025km
2500mm 25cm 0, 25dm 0,0025m 0,0000025
2500mm 25cm 0, 25dm 0,0025m
2500mm 25cm 0.25dm
2500mm 25cm

 

             
    ,        

  .          -
.  : 

      -
       
    -
   1 2m  

 

      -
      

   
   1 2cm , 

      -
    -

    1 2m   -
 ,     -
     

  ,  
      

       
    -

  1 2km . 
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=============================================================     
1)         319     

    11 2261467.         
              

.       ; 
2)   ,        ,   

  20%       80%   
  4,8.     ; 

3)         
   ,     . 

          
 . 

    . 

4)          60m   
     .   5 

    .  
         ; 

 

5)    1, 2, 3, 4 
)           

; (          ) 
)            ; 

   111 

1)             2    
   .            

     .   

2)  x    .         1 x
4

    t   

   xt
4

      xx-t
4

 .        

 xx-t
3

.  xx-t
4

=2( xx-t
3

)    t= 22
5

  ,  2   

24 .         1  36 . 
3)   21            2025   

  452,   2025     45     39 .      
4)         x       

  .  20·x<  <23·x  21·x+ =500 ( ;).     
  21·x       41·x<500<44·x.    

 x        12.
5)      350      :   

          350    
 0,7.         7cm  10cm 

           350.  
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   ; 
================================================     –   

 
« :  » 

              
; 

 
     

      
 

 (  + ) =   +    
 

( + )2 = 2+2 + 2 
    

 
    

     
   

  +   =  (  + ) 
 

2+2 + 2 = ( + )2 
     

 

 

 
 

 
   

  
 : 

 



 ----------------------------------------------------------------------------------------------      ;   ------------------------------------------------------------------------------------------  
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 ;   ; 

        : 

     
    

  
 

  +   =  (  + ) 
 

:    –  =  – (  – ) 
 

   (  – )2 = (  – )2 

 

3 +6  = 3( +2 ) 
 
8 2  –4 2 = 4  (2  – ) 
 
2( + )2  – ( + )2 = ( + )(2 –  – ) 
 
 (  – )2+3(  – )=(  – )2+3(  – ) = (  – )(  – +3) 

 
(  – )2+3(  – )=(  – )2 –3(  – ) = (  – )(  –  –3) 

     
    

     
    . . 

2+2 + 2 = ( + )2 
2  –2 + 2 = (  – )2 
2 – 2 = ( + )·(  – ) 
3+3 2 +3 2+ 3=( + )3  
. . . 

( + )2 –2( + ) +1= ( +  –1)2

9 –6 + 2= 32 –2 3  + 2 =(3 – )2=(  –3)2  
16 6+16 3+4 = (4 3)2 +2  4 3  2 +22= (4 3+2)2 
(  – )·( + )= 2 – 2 
( – + )·( + ) = 2 – 2 

3 2  – 27= 3( 2 –9) =3 (  –3)·( +3) 
9 2 – (2 +1)2=(3 )2 – (2 +1)2= (  –1)·(5 +1) 

4  – 4 2 2 = 2 (   –2 )·( +2 ) 
( +2 )2 – 2= ( +2  – )·( +2 + )=4 ·( + )  
 

      
   

2 3 –2 2+3  –3=2 2(  –1) +3(  –1)=(  –1)·(2 2+3) 
2(  – )2 – + =2(  – )2 –(  – ) = (  – )·(2  –2  –
1) 
 

    
   

2 –2 + 2 – 2 = (  – )2 – 2 = (  –  – )·(  – + ) 
2 – 2 –10 +25=(  –5)2  – 2= (  –5 – )·(  –5+ ) 
2 –2 + 2 – + =(  – )2 –(  – )= (  – )·(  –  –1) 

 
     

 
2 –3 +2= 2 –3 2 +2+ =(  – )2+2 – = 

=(  – )2 – =(  –2)·(  –1) 
 

      
    

2 –5 +4 = 2 –   –4 +4 = (  –1)  –4(  –1)=(  –1)(  
–4) 

  –5 =  –  –4  
 

2 –3 +2= 2 –2  – +2= ·(  –2) –(  –2)=(  –2)·(  
–1) 
 

      
 

(  – )3 –( + )3= 
= 3 –3 2 +3 2 – 3 – 3 –3 2  –3 2 – 3= 
=  – 6 2   –2 3 =  –2 ·(3 2+ 2) 

      
 

 



 ----------------------------------------------------------------------------------------------      ;   ------------------------------------------------------------------------------------------  
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      : 

1. (  – )·(  – ) =(  – )2 ; 
2. (  – )·( – + )=  – (  – )2 ; 
3. (  – )3·( 2 –2 + 2) = (  – )5 ; 
4. (  – )3  – ( 2 –2 + 2)= (  – )2·(  –  –1) ; 
5. 2+2  – 2 –1 = (  – +1)·( +  –1) ; 
6. ( 3 –4 2+4 )·( 2 – )= 2·(  –1)·(  –2)2 
7. 8 – 8 = ( 4+ 4) ( 2+ 2)·( + )·(  – )  ; 
8. (  – )3  – +  =(  – )·(  –  –1)·(  – +1) ; 
9. 2( 2+ 2 – 2) –8 2 2 = 2(  –  – )·(  – + )·( +  – )·( + + ) ; 
10. ( 2 –81) + ( +9)2=  2 ·( +9) ; 
11. ( 2 –81) – ( +9)2=   – 18( +9) ; 
12. 3 –3 +2=(  –1)2·( +2)  ; 

 

  ;  : 

1.     . .    
 

. .  ( 2 –3 +2, 2 –2 +1, 3 – ) =  . . [ (  –2)·(  –1), (  –1)2, ·(  –1)·( +1) 
]=  –1 

 
2.     . .    
 

. .  ( 2 –3 +2, 2 –2 +1, 3 – )= . .  [ (  –2)·(  –1), (  –1)2, ·(  –1)·( +1) ]= 
= (  –1)2·( +1)·(  –2) 
 
3.      
 

 = =         –1,  0, 1 
 
4.      
 

  – =   –  =  =  
 
5.     
 

 =     =            –1, 0, 1, 2 
 
6.         2   

8 –1 =0   ( 4+1)·( 2+1)·( +1)·(  –1)  =0  =1  = –1 
 

 + =     + =   , . .  =(  –3)·( +3), 



 ----------------------------------------------------------------------------------------------      ;   ------------------------------------------------------------------------------------------  
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 4 +3(  –3)= +3  =2,  

   3   –3 
7.      
292 –212= (29+21)·(29 –21) = 40  8= 320 
1,62+3,2 8,4+8,42= 1,62+2 1,6 8,4+8,42 =(1,6+8,4)2 =100 
 

 

      : 

9922+16 992+64=    0,582+0,422+0,58 0,84=  

6001 5999=     80052 –79952= 

 1: 

         24 2   
36 2 3 ,   . 

1.      
    

  . 
 

2.      
     

; 
 

 

 2: 

 
 
 

      
     

   (x –y) (x+y).  
      

   . 
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   .   
==============================================================     
1)        , ,     : 

11-2 , 11-2 , 11-2  
      + + . 

2)     ,      
-
+

    1
2

.  

     
2 2

2 2

+ +
- +

 

3)      , ,   2, 5  4
+ + +

.  

     + + . 
4)        x, y, z       

:                                      x·y=6,  y·z=15  x·z=10 

5)           11      
     .      . 

   111 

1)  1:       2 2
y=x  y=-x 
2x -2 x+( -1)=0 .    

      3          2 
          4  (    ).  

         0     0,    2-
1=0,  =1  =-1. 

2)   S=u·t  S   , u    t  .     
 : 

S=u·t  ,  S=(u+1)· ( 24t-
60

)   S=(u-1)·( 36t+
60

)  (    km/h     ) 

     t=2,4 h      S=12km. 

3)  c           .     
6          ( ;).    

  c    6         
 1 ( ;)     1, 2, 3, 4, 5, 6.       3, 4, 5 

      3·4·5=60.      :  61, 
 1.        62    2 . .  

4)          
( -1)2+( -2)2= 2     : 

2 – 6  + 5=0  =5  >1. 
 

5)  6= 6 5 9+ 72 = 3 36 5 9+ 36 2 6 5 9+6 2  
3 3 2 36 5 3 (3+2 2) 6 5 3 ( 2 1) 6 5 ( 2 1) 3 6 6 5 6-5 3 = 

6- 75  
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 9          
      ( )     

. 
             

 .          , 
         ,   

            . 
 

 1   
   ,             

 ,       50€   20€. 
 ,    ,     

   .     130€.  
         ; 
)      3   
)      4   
)      5   
)       : 

«   »  
)     

 

:      ¨   ¨. 
   ,    ,     

   .  :  
50€ 20€  

0 6  7 120€  140€ 
1 4 130€ 
2 1  2 120€  140€ 
3 0 150€ 

           
  . 

         . 

 
       50€      

50€

20€
20€

20€ 20€
50

50€
50€
20€

50€
20€ 20€
50€
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      130€.        
              

   .        
  . 

 2   
      

       
.  ,    , 

  15      . 
    402 .  

    ; 

) 3 km             ) 4,02 km           ) 40,2 km        

) 402 km         )      

:           
.          ,    , 

            402   
  201.  

            201 . 
             

.    3   2 ,  4   3 
           1   

   .  

 
  201   200   15       

     ) 
 

 : 
         .   

 . 
      – ,   

       
 ,   ,     

 35     .    
      7.20 .  

 7.20         13 
           

 .      ;  

             . 
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             . 
 

 3   
 .             16.200€. 

        3.200€.    

 

       :  4   

   1
3

        .  

     ; 

:        ,  .   
           .  

             
             

    .  

      
             

   .   ,     

      16.200€,     2
3

   

  3.200€. 
 

 
 

        
         

16.200€. 
         

          
16.200€       3.200€. 

 . 
 
 
 

       

   ,   ,    : 

     2
3

   ,     

  ,   :  

 

2 2 2 216.200 ...... =10.800
3 3 3 3

 216.200 =10.800
3

 

 
42 10.800 16 2=

3 16.200 81 3
       4. 

           
   . 

  €  
16.200  
2 16.200=10.800
3

  

2 10.800=7.200
3

  

2 7.200=4.800
3

  

2 4.800=3.200
3

 2018 
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 4   
          10%    

   74 .     10%      
 73 .       ;  

 
:    5  ,   ,   
            .   

          
  . 

         . 

 x      y    .      
 : 

10x+ x+y=74
100

    1,1x+y=74 

10x+y+ y=73
100

  x+1,1y=73 

         2,1x+2,1y=147  x+y=70.  
      10%    74     

  10%     4         
  40. 

 5   
     48 cm     

    cm2      
 ; 

) 20    ) 30    ) 40    ) 50    )     

:           
         .      

       . 
 

 

         4  
,  ,      . 

          
          . 

           
  8  ( )     

   . 
 

               
 (2cm)              4cm. 

           21 2cm 4cm=4cm
2

 

        32cm2. 
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====================================================          :   

2019

60
https://www.imo official.org/year_info.aspx?year=2019

36
(http://bmo2019.md/results)

8

– , 7 13 2019
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.

6 MYMC,
, ,

, , MYMC
, , MYMC

, , MYMC

, , MYMC

23      
,  20 – 25  2019 

https://www.cms.org.cy/pages/competitions/jbmo-2019/jbmo-2019 

 23          20  25  
2019         ,     

      .       
   ,  : 

 

       
      

      
      

     
     

 

        ,  
          ,    

  . 

   
 1  

      p,       x,y  
z,     p p px + y + z - x - y - z       

  .                                                  (  – . ) 
 

 2p ,  4x y   3z .  30 2 3 5A . 
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For 3p   3x  2y , 1z .  30 2 3 5A .  
For 5p   2x  1y , 1z .    30 2 3 5A . 

 7p   mod 2   mod 3     A     2    3. 
,      Fermat :  

0 mod .p p px y z x y z x y z x y z p  

     ,       
6 .p p px y z x y z p  

     x , y   z       2 ,     
  2x ,      1 16 ( 1) 2(2 1) 2 2.p p p pp x x x x  

  ,        2 2 6p p      
7p . ,       p         

. 
 

 2  
 ,b     c   .   

4 42019 b 2019b c     c b 0 .                   (  ) 
 

   4 4 2 22019( ) ( )( )( ).a b a b a b a b a b  
 a b ,  2 2( )( ) 2019a b a b ,  0.a b   : 

4 4 4 4 4 4 2 2 2 2 22 2019 2019 2019( ) ( ) ( ) 2 ( )c a a b b a b a b a b a b a b ab a ab b  

 2 2( ) 0ab a ab b c . ,  2 2 2 2 21 ( ) 0,
2

a ab b a b a b  

 0ab . , 2 2 2( )a ab b a b ab ab  (       
 0a b ).  2 2 2 2( ) ( ) ( ) .c ab a ab b ab ab c c ab c  

    0c ab     . 
 3  

  ABC  AB<AC.     BC    AB 
 AC   P  Q, .  H      ABC  

M,N      BC, PQ, .     
 HM  AN        ABC. 

( ) 
 

  90 90 ,APQ BPM MBP CBA HCB  
 90 90 .AQP MQC QCM ACB CBH  
         APQ   HCB  
 . ,    M   N     BC   

PQ  ,    AQN   HBM   . 
,  ANQ HMB . 

 L       AN   HM   : 
180 180
180 90 .

MLN LNM NML LMB NML
NMB   

 1 
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 D        ABC    A .  
    D      H      M .     

D     MH    90DLA MLA MLN . ,   DA  
       ABC ,    90DLA  
        L      . 
 4  

   5 100    500    n   
         .   

      .      
       .      

  n.                                                                                                                   ( ) 
 
 S      .        

  , ,A B C       ,     
 (   )       .  

A B C S  .  
   M     -   .    

   2   ,   2 500 1000M .      
,        2  3  4 . ,  

2 3 4M A B C ,  2 3 4 1000 4( ) 2 1000A B C A B C A B  
4 2 1000 2 4 202 1000 4 1210S A B S

 

   S     
302S .     302    : 
             

       ,     
  302  .        
   5 8 .  

 
 2 

          , 24      
       . 

 
 3 
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       ,       ,   
 2    ,       

    (5 24 6 1) 2 2 302 . 
 

      112 
36.   15          

       0,1,2,4 .      
    15   .                       (  2018)  

:       15  .    14 
    1, 2,..., 14     

( 1) ( 2) ... ( 14) 15 1 2 14 15 105 15 7 . 
     15      15   

   1  , 15 1 7 120 ,         

    0,1,2,4 . ,         .  
.          0,    

 15.          140, 210, 240, 410, 420, 1240, 1420, 2140, 
2410, 4120  4210.         15,   210, 240  
420,          13, 15  27. 

37.   S x         x.   
           

 ,       S S S + .                           (  1999) 

:      ,      x  S x  
        9. ,    

S S S      ,      

    9.       
   9,     9.     

S S S      9.   ,    
    9 , 1,2,3,..     ,    

   .  ,      
1818...18, 7272...72, 9090...90  , 

  2 ,        . 
          9. 

57.        x, y, z     

 : -1 1 12 2 2 3 3 3x + y - z = , x - y + z = , - x + y + z = - .            (  2018)  

:     :                 1.x y z                                   (1) 
   : 2 2 2 1 1 1 0x y z x y x y z z  

(1)

1 1 1 0 1 1 0 1 1 0z x y z z z x y z z x y z . 
 1z ,    (1)    x y ,       

  32 2 1.y y      , , 1, 1,1x y z ,  
      . 
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 1 0x y z , 1z x y ,         
   1.x   1 1z y z y ,     

: 32 2 1.y y      , , 1, 1, 1x y z ,   
     . 

39.      ˆ ˆ2 .       
    .    : ˆ ˆ3 .             (  2018) 

 

 
 1 

              
  ,          ,c .  

ˆ ˆ                .  
  ˆ ˆ .  ˆ ˆ2    ˆ ˆ ˆ 2 .  

        ,c    .    
ˆ ˆ ˆˆ .  ,       

    .    ˆ ˆ ,  .   
                 

   .         ,   
  ,       .     

                                                           0 0ˆ ˆ60 60 .                                             (1) 
  :       0 0 0 0ˆˆ ˆ180 180 2 180 3 3 60                   (2) 

  (1)  (2)  : ˆ ˆ3 . 
:            .  

                 
        . 

   
58.  , ,x y z    ,   : 

8 8 8

4 4 4

1 1 1 2x y z x z y
x y z z y x

. 

A59.  , , , , ,x y z a b c       x y z a b c ,  

 : 2.x y z a b c
a b b c c a x z x y y z

  

40.      0ˆ 90   2 .      
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      . 
41.     0ˆ 90   24, 26.      

         ,      
  .       . 

 

    
   112 .4/40  2018 

 

==============================================     –     

      = 2 .        
 

=   = .     =3 . .   

 

     

                         

   

 
         

    . .         ,       
    .       ,         

 (    . ) 

 = , = , = , =      
. .  . = .  

  ,  = . =2  ( .       )  
. = . = .  = =   ( =   )  = .    
   ( = –   = – )     (   

   ).  .   (  = =   =    
).       

.    = = .   . = . ( = , =   
=2 –   

=2 –    =   .  )  

 = = = ,  .  .  =60 –  =60 – . ,   
      180   

=2   =180 –3 =3(60 – )=3 . . 
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    GGaauussss    
      11++22++33++……++110000    

    
======================================================  2    

 
T    

              
.           1700,     

       1   100.        
"  ",      ,  ,  

 .             
      1.       

               
,             . 

          5050,    
   . 

 J. Rotman        2,     
,  : «A first coursein Abstract Algebra». 

 
   Gauss 

     (Johann Carl Friedrich Gauß, 30 1777 – 23 
1855)          

  ,    ,  ,   ,   
,    ,   ,     . 

 «    »   «     
   ».         

              
 (   )3.  

 
 1       Christian Albrecht Jensen.4 

                                                 
1http://eisatopon.blogspot.com/2010/12/10-gauss.html 
2https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss 
3WaldoDunnington: "TheSesquicentennialoftheBirthofGauss", ScientificMonthly,  24, . 402-414 
4https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss 
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 «  » 
      «  »       

    ,        
      .  Gauss    

(Braunschweig),    Brunswick-Lüneburg      , 
 .           .     

        5.   ,    
     ,      ,  

                
.  ,      ,     
.   ,       ,   
  -     .  

 

 
 2 O   

6 

 
 

         ,  
         

      .  
       .  

  ,       
        Brunswick-

Lüneburg,          
Collegium Carolinum (     

),   ,   1792   1795.  
 

 
 3     7 

 
    Gauss 

   100  : 
1 + 2 + 3 + ……..+ 97 + 98 + 99 + 100 

        (  . 4  . 5)     
         : 1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, 3 + 

98 = 101, . . ., : 
(1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) +  …... = 101 + 101 + 101 +…...(50 ) . 
     101×50 = 5050. 

                                                 
5http://mathematiciancfgauss.blogspot.com/2016/ 
6http://users.wfu.edu/kuz/Stamps/Gauss/Gauss.html 
7http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Gauss.html 
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 4  50   . 

 

 
 5   1 + 2 + 3 + ……..+ 97 + 98 + 99 + 100  

 
    

               
              

   .  
       

      6   
       

  Roger B.Nelsen «Proofs without words»8, 
      

      , 
  .  

 

 6  3 4 

         .     
    3 4=12 ,        

(     1): 1+2+3=6 
 

 
 1    1+2+3 

       3 4,      , 
        ,     7. 

                                                 
8 «Proofs without words», Roger B.Nelsen, MAA, 1993. 
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 7  4 5 

  (    2):   1+2+3+4= =10 

 
 2    1+2+3+4 

    ,      5  
 6      8   (    3): 1+2+3+4+5= =15 

 
 8  5 6 

 
 3    1+2+3+4+5 

           .  
 
 

     
   100   101   

   9.     
  ,  ‘ ’  

     ,  
       

    .  
 

 
 9  100 101 
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της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείαςτης Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας

Πανεπιστημίου 34 - Αθήνα

fax: 210 3641025

www.hms.gr e-mail: info@hms.gr

τηλ.: 210 3616532, 210 3617784

Κεντρική Διάθεση: Πανεπιστημίου 34 - Αθήνα

fax: 210 3641025

www.hms.gr e-mail: info@hms.gr

τηλ.: 210 3616532, 210 3617784

Κεντρική Διάθεση:

Εκδόσεις

Τιμή τεύχους: 3€

Τιμή 12€βιβλίου: Τιμή 12€βιβλίου: Τιμή 12€βιβλίου:

Τιμή τεύχους: 3€ Τιμή τεύχους: 3,5€

Τιμή 18€βιβλίου:

Τιμή 15€βιβλίου: Τιμή 20€βιβλίου:

Τιμή βιβλίου: 30€ Τιμή βιβλίου: 20€ Τιμή βιβλίου: 25€
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