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Σας ευχόμαστε ολόψυχα η νέα σχολική χρονιά να είναι η καλύτερη. Τα
σχολικά χρόνια είναι από τα . με
τους

. με τους . Μη
το χρόνοσας τον διαβάζοντας και .

Τοπεριοδικό μας θα είναι ο φίλος σας στα Πολλοί νέοι
και καθηγητές που διδάσκουν σε διάφορα σχολεία και φροντιστήρια,

στην επιτροπή του περιοδικού και με τα τους τα πιο
.
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2024-25
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1.     : 

i.   (32 –23)2024 +22+1  
 :    .6    .5     .10     .14 

ii.   2(52 –24)   : 
. 34     .52      .18      .22 

iii.    (2  52):10   : 
.1      .10     .4     .5 

iv.   765  : 
     .  2    .  3   5  .  4  

v.     -
  2   8.    -

     
: 

. 3 2+x=8   B. 3x+2=8   . 2x+3=8 

2.       -
 :  

i.  (5, 10)=10 
ii.  (5, 10, 20)=20 

iii.  8    32 
iv.  7    14 
v.   15  25   -

  
vi.   49    

vii.   70=5 10+20   
  

3.      
,        -

   9: 
) 7…8     ) 301… 

4.   :  
7, 11, 12, 15, 19, 23, 26, 36 

      
: 

)     ……….………. 

)     ………..…….. 
)   2    …….….. 
)   3    …...…… 
)   5    ...……… 

)   9    ………. 

 

 1 
     : 

= 43+33+2 102 – (4–3) (42+22 – 3 2)+7 
 

=43+33+2 102–(4–3) (42+22–3 2)+7= 
    =43+33+2 102–(4–3) (16+4–3 2)+7= 
    =43+33+2 102–1 (16+4–6)+7= 
    =43+33+2 102–1  14+7= 
    = 64+27+2 100–14+7= 
     = 64+27+200–14+7=284 

 2 
   :   

= 62
 – 5 7, =72

 – 22 10  =102 – 32 10 
)      , ,  
)      :  
= 2024+( +1):  

 
) =36 –5 7=36 –35=1 

     = 49 –4 10=49 –40=9 
     = 100 –9 10=100 –90=10 

) = 2024+( +1): = 12024+(9+1):10= 
        =1+10:10=1+1=2        

 3 
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11 1 1 5
5 2 1 1 3 6 3 22( ) : 4 2 73 3 6 2 :

5 3 10
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3y 11
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)      x  y: 
2 31
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= 

5 3
3 4
3 2
3 3

 = 

20 9
12 12
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 = 
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 11x
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3y 11
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9 2
3 3
2 1
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9
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=23+(20x+9y):25–32+3= 

   = 3 211 142 20 9 : 25 3 3
20 9
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   = 3 22 11 14 : 25 3 3 = 

   =8 25 : 25 9 3 = 8 1 9 3  = 3 
)   90y: , ,  

1490 : 3
9

 = 140:3    46  -

  2,   140 3 46 2 . 
 5 

 
23 3 2 2 4 1x

2 2 3 12 6 4
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)       
:  i) x>y    ii) x<y    iii) x>1 

)       
    3z 3 2 x .  
 

) 
23 3 2 2 4 1x

2 2 3 12 6 4
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=
23 3 2 2 8 1

2 2 3 12 12 4
= 
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23 3 2 10 1

2 2 3 12 4
 = 3 3 4 10 1

2 2 9 12 4
 = 

= 3 12 10
2 18 48

 = 3 2 5
2 3 24

 = 36 16 5
24 24 24

 

  25x
24
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31 6 1 8 2 13
2 8 2 3 2

y
3
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31 6 16 4 33

2 8
4
8 6 6 6

= 
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31 2 16 73

2 8 6 6
= 1 6 9

8 8 6
= 

= 7 9
8 6
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16
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24

  

 21y
16

      -
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: 324 3 2   416 2 . 
  (16, 24) = 43 2 48 . 
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48

  

21 63y
16 48

 

  x < y   x > 1.  
,     ii  iii  -
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)   3z 3 2 x    

3z 3 2 x  = 3 253 2
24

 = 253 8
24

 = 25   

     25   1, 
 5   25. 

 6 (  ) 
)       -
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2 5 4 6 4 2 25 3 : 3 :14 2 : 2 28 : 2 3 : 2

20252 2 2 2 2 25 4 3 (3 4 3 2 ) : 6  

)      :  
2 25 2  

: ) =7,  =1  ) 6 

 7  (  ) 
  : 

2 3 2

2 2 2024 4

2 2 6 7 (2 5 3 ) 3 4
4 1 2 (9 8) 2 3 : 3

 

3

2 2 2

3 4 2 4 15 : 3 4 3 2 10
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28η Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα Νέων

Αττάλεια, Τουρκία

25 - 30 Ιουνίου 2024

Η 28η Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα Νέων (ΒΜΟΝ) πραγματοποιήθηκε από

25 έως 30 Ιουνίου 2024 στην Αττάλεια της Τουρκίας. Συνολικά συμμετείχαν είκοσι δύο ομάδες από

είκοσι μία χώρες. Από αυτές, οι έντεκα ήταν χώρες των Βαλκανίων (Αλβανία, Βοσνία και Ερζεγοβίνη,

Βουλγαρία, Κύπρος, Δημοκρατία της Βόρειας Μακεδονίας, Ελλάδα, Μαυροβούνιο, Δημοκρατία της

Μολδαβίας, Ρουμανία, Σερβία, και Τουρκία), ενώ προσκλήθηκαν άλλες έντεκα (Αζερμπαϊτζάν, Γαλλία,

Γεωργία, Καζακστάν, Κιργιστάν, Κροατία, Ουκρανία, Ουζμπεκιστάν, Σαουδική Αραβία, Τατζικιστάν,

και Τουρκμενιστάν). Η Τουρκία, ως η διοργανώτρια χώρα, συμμετείχε και με μια δεύτερη ομάδα

ανάμεσα σε αυτές των προσκεκλημένων χωρών.

Τα έξι μέλη της ελληνικής αποστολής, τα οποία επέλεξε η Ελληνική Μαθηματική Εταιρεία, μέσω των

διαγωνισμών «ΘΑΛΗΣ», «ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ» και «ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ» μεταξύ των μαθητών και μαθητριών

που συμμετείχαν και διακρίθηκαν, ήταν τα εξής:

Τσουρέκας Μιχαήλ Μουσικό Σχολείο Ιλίου Αργυρό Μετάλλιο

Κανελλόπουλος Πέτρος Γυμνάσιο Κάτω Αχαΐας Χάλκινο Μετάλλιο

Πολίτης Χαράλαμπος Μουσικό Σχολείο Λαμίας Χάλκινο Μετάλλιο

Κολέττα Μαρία Στεφανία Αμερικάνικο Κολλέγιο Ανατόλια Χάλκινο Μετάλλιο

Μουρούκος Κωνσταντίνος 7ο Γυμνάσιο Αγρινίου Χάλκινο Μετάλλιο

Ιακωβάκης Χαράλαμπος Εκπαιδευτική Αναγέννηση Συμμετοχή

΄Οπως φαίνεται στον παραπάνω πίνακα, πέντε μαθητές μας κατάφεραν να αποσπάσουν ένα Αργυρό

και τέσσερα Χάλκινα Μετάλλια συνεχίζοντας τη μεγάλη παράδοση των επιτυχιών των Ελληνικών

ομάδων στις Βαλκανικές και Διεθνείς Μαθηματικές Ολυμπιάδες και δημιουργώντας υψηλές προσδοκίες

για ακόμη μεγαλύτερες επιτυχίες τα επόμενα χρόνια.

Πριν την ΒΜΟΝ, οι μαθητές μας προετοιμάστηκαν συστηματικά, μελετώντας ατελείωτες ώρες

εν μέσω απολυτήριων εξετάσεων και παρακολουθώντας εντατικό πρόγραμμα δίωρων μαθημάτων εξ

αποστάσεως, από τα μέλη της επιτροπής διαγωνισμών της ΕΜΕ: Αλέξανδρο Συγκελάκη, Αγγελική

Βλάχου, Ανδρέα Βαρβεράκη και Αχιλλέα Συνεφακόπουλο. Η Ελληνική Μαθηματική Εταιρεία συγχαίρει

θερμά όλα τα μέλη της ομάδας για την σκληρή τους προσπάθεια, τη συμμετοχή και την επιτυχία τους.

Αρχηγός της Ελληνικής ομάδας ήταν ο διδάκτωρ μαθηματικός Αχιλλέας Συνεφακόπουλος, στον

οποίο οφείλεται και η επιμέλεια των λύσεων που ακολουθούν, και υπαρχηγός ο μαθηματικός Ευάγγελος

Ζώτος.
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Τα προβλήματα και οι λύσεις τους

Πρόβλημα 1 (Βόρεια Μακεδονία). ΄Εστω a, b, c θετικοί πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε

a2 + b2 + c2 =
1

4
.

Να αποδείξετε ότι

1√
b2 + c2

+
1√

c2 + a2
+

1√
a2 + b2

≤
√
2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
.

Λύση (1ος τρόπος) Είναι γνωστό ότι xy + yz + zx ≤ x2 + y2 + z2 για όλους τους πραγματικούς
αριθμούς x, y, z. Θέτοντας x =

√
b2 + c2, y =

√
c2 + a2 και z =

√
a2 + b2, παίρνουμε

xy + yz + zx ≤ x2 + y2 + z2 = 2(a2 + b2 + c2) =
1

2
.

Επομένως

1

x
+

1

y
+

1

z
=

xy + yz + zx

xyz
≤ 1

2xyz
,

και άρα

1√
b2 + c2

+
1√

c2 + a2
+

1√
a2 + b2

≤ 1

2
√

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)
.

΄Ετσι, αρκεί να δείξουμε ότι

1

2
√
(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2)

≤
√
2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
,

ή ισοδύναμα, αφού πολλαπλασιάσουμε χιαστί και υψώσουμε στο τετράγωνο, ότι

8(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + a2) ≥ (a+ b)2(b+ c)2(c+ a)2.

΄Ομως, είναι γνωστό ότι για όλους τους πραγματικούς αριθμούς x, y ισχύει 2(x2 + y2) ≥ (x+ y)2. Για
παράδειγμα, η τελευταία έπεται άμεσα από την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Γράφοντας τις αντίστοιχες
ανισότητες που προκύπτουν για (x, y) = (a, b), (x, y) = (b, c), και (x, y) = (c, a), και πολλαπλασιάζον-
τας τες κατά μέλη, παίρνουμε τη ζητούμενη.

(2ος τρόπος) Ισχύει ab+ bc+ ca ≤ a2 + b2 + c2. ΄Ετσι, έπεται ότι

(a+ b)(c+ a) + (a+ b)(b+ c) + (b+ c)(c+ a) = a2 + b2 + c2 +3(ab+ bc+ ca) ≤ 4(a2 + b2 + c2) = 1.

Από την ανισότητα Τετραγωνικού-Αριθμητικού μέσου έπεται ότι
1√

x2 + y2
≤
√
2

x+ y
για όλους τους

θετικούς πραγματικούς αριθμούς x, y. Συνεπώς,

1√
b2 + c2

+
1√

c2 + a2
+

1√
c2 + a2

≤
√
2

(
1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b

)
=
√
2
(a+ b)(c+ a) + (a+ b)(b+ c) + (b+ c)(c+ a)

(a+ b)(b+ c)(c+ a)

≤
√
2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
,

όπως θέλαμε.

Σχόλιο. Παρόμοιες λύσεις με τον δεύτερο τρόπο έδωσαν οι μαθητές μας Μιχαήλ Τσουρέκας,

Πέτρος Κανελλόπουλος και Μαρία Στεφανία Κολέττα.
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Πρόβλημα 2 (Βουλγαρία). Δίνεται ένα τρίγωνο ABC με AB < AC. ΄Εστω ότι ο παρεγγε-
γραμμένος κύκλος απένταντι από το A εφάπτεται στις ευθείες AB, AC και BC στα σημεία D, E και
F , αντίστοιχα, και έστω J το κέντρο του. ΄Εστω P ένα σημείο στην πλευρά BC. Οι περιγεγραμμένοι
κύκλοι των τριγώνων BDP και CEP τέμνονται για δεύτερη φορά στο Q. ΄Εστω R το ίχνος της
καθέτου από το A στην ευθεία FJ . Να αποδείξετε ότι τα σημεία P , Q και R είναι συνευθειακά.

(Ο παρεγγεγραμμένος κύκλος ενός τριγώνου ABC απέναντι από το A είναι ο κύκλος που εφάπτεται
στο ευθύγραμμο τμήμα BC, στην ημιευθεία AB προς το B, και στην ημιευθεία AC προς το C.)

Λύση (Βασισμένη στη λύση του Μιχαήλ Τσουρέκα). Από τα εγγεγραμμένα τε-

τράπλευρα BDQP και CEQP παίρνουμε DQ̂P = AB̂C και PQ̂E = AĈB, αντίστοιχα. Αφού
AD̂J = AÊJ = 90◦, το τετράπλευρο ADJE είναι εγγράψιμο σε κύκλο, έστω ω. Τότε

DĴE = 180◦ −DÂC = AB̂C +AĈB = DQ̂P + PQ̂E = DQ̂E,

οπότε το τετράπλευρο DQJE είναι επίσης εγράψιμο στον ω.
Από τα εγγράψιμα τετράπλευρα BDJF και FJEC παρατηρούμε ότι

DĴF = AB̂C και F ĴE = AĈB,

αντίστοιχα. Αφού η ευθεία RJ είναι κάθετη στις AR και BC, έπεται ότι οι τελευταίες είναι παράλληλες:
AR||BC. ΄Ετσι,

RÂE = RÂC = AĈB = F ĴE,

οπότε το σημείο R ανήκει και αυτό στον ω. Συνεπώς,

DQ̂R = DĴR = DĴF = AB̂C = DQ̂P,

που σημαίνει ότι τα σημεία P , Q και R είναι συνευθειακά.

Σχῆμα 1: Πρόβλημα 2
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Πρόβλημα 3 (Σερβία). Να βρείτε όλες τις τριάδες θετικών ακέραιων αριθμών (x, y, z) που
ικανοποιούν την εξίσωση

2020x + 2y = 2024z.

Λύση (Βασισμένη στη λύση του Πέτρου Κανελλόπουλου). Αφού 2020 = 22 · 505
και 2024 = 23 · 253, η δοθείσα εξίσωση γράφεται

22x · 505x + 2y = 23z · 253z. (1)

΄Εχουμε τις περιπτώσεις:

• 2x = y. Τότε η παραπάνω εξίσωση γράφεται 22x (505x + 1) = 23z · 253z, και αφού ο αριθμός
505x + 1 είναι άρτιος, έπεται ότι 22x < 23z, και άρα 2x < 3z.

΄Εστω ο θετικός ακέραιος k = 3z − 2x. Τότε έχουμε

505x + 1 = 2k · 253z. (2)

Αφού 505 ≡ 1 (mod 4), είναι 505x + 1 ≡ 2 (mod 4). Επίσης, 253z ≡ 1 (mod 4). ΄Ετσι, αν
ισχύει η (2), τότε είναι

2k ≡ 2 (mod 4),

η οποία δίνει αναγκαστικά k = 1 (αφού αν ήταν k > 1, θα είχαμε 2k ≡ 0 (mod 4)). ΄Αρα
3z − 2x = 1, οπότε x = 3t+ 1 και z = 2t+ 1 για κάποιο μη αρνητικό ακέραιο t.

΄Ετσι, η εξίσωση (2) γράφεται

5053t+1 + 1 = 2 · 2532t+1.

Μια προφανής λύση της είναι η t = 0, η οποία δίνει (x, y, z) = (1, 2, 1). Αυτή είναι και η μοναδική
σε αυτή την περίπτωση, αφού αν t ≥ 1, τότε είναι

2 · 2532t+1 < 2 · 5052t+1 < 505t · 5052t+1 = 5053t+1.

• 2x < y. Τότε v2(2
2x · 505x +2y) = 2x και v2(2

3z · 253z) = 3z, οπότε η (1) δίνει 2x = 3z. ΄Ετσι,
x = 3k και z = 2k για κάποιο θετικό ακέραιο k, οπότε η (1) γίνεται

26k · 5053k + 2y = 26k · 2532k.

Η τελευταία είναι αδύνατη, αφού αν k > 0, τότε

26k · 2532k < 26k · 5052k < 26k · 5053k < 26k · 5053k + 2y.

Συνεπώς, δεν παίρνουμε κάποια λύση της (1) σε αυτή την περίπτωση.

• 2x > y. Τότε v2(2
2x · 505x + 2y) = y και v2(2

3z · 253z) = 3z, οπότε η (1) δίνει y = 3z. ΄Ετσι, η
(1) γίνεται

22x · 505x + 23z = 23z · 253z,

ή, ισοδύναμα,

22x−3z · 505x = 253z − 1,

με 2x − 3z = 2x − y > 0. Αλλά, το δεξιό μέλος της τελευταίας σχέσης διαιρείται με το 3, ενώ
το αριστερό όχι. ΄Αρα, δεν παίρνουμε κάποια λύση της (1) ούτε σε αυτή την περίπτωση.

Συνεπώς, η μοναδική λύση της δοθείσας εξίσωσης είναι η (x, y, z) = (1, 2, 1).

matan
Typewritten Text
ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Α΄  133 (2024) τ.1/37

matan
Typewritten Text
---------------------------------------Μαθηματικοί Διαγωνισμοί---------------------------------------



Πρόβλημα 4 (Βόρεια Μακεδονία). Τρεις φίλοι, ο Αργύρης, ο Βαγγέλης και ο Γιάννης,

παίζουν ένα παιχνίδι. Στην αρχή του παιχνιδιού, καθένας από αυτούς έχει μια στοίβα από 2024 βώλους.
Ο Αργύρης κάνει την πρώτη κίνηση, ο Βαγγέλης κάνει τη δεύτερη, ο Γιάννης κάνει την τρίτη, και

συνεχίζουνε να κάνουν κινήσεις με την ίδια σειρά. Σε κάθε κίνηση, ο παίκτης που κάνει την κίνηση,

πρέπει να επιλέξει έναν θετικό ακέραιο n μεγαλύτερο από οποιονδήποτε αριθμό έχει επιλεγεί έως τότε
από οποιονδήποτε παίκτη, να πάρει 2n βώλους από τη στοίβα του, και να τους μοιράσει ισομερώς στους
άλλους δύο παίκτες. Αν ένας παίκτης δεν μπορεί να κάνει μια κίνηση, το παιχνίδι τελειώνει και αυτός

ο παίκτης χάνει.

Να προσδιορίσετε όλους τους παίκτες που έχουν τέτοια στρατηγική ώστε να μην χάσουν, ανεξάρ-

τητα από το πως παίζουν οι άλλοι δύο παίκτες.

Λύση. Θα δείξουμε ότι ο μοναδικός παίκτης που έχει στρατηγική ώστε να μην χάσει είναι ο

Γιάννης. Αρχικά, ας δούμε τι συμβαίνει πριν ένας παίκτης χάσει το παιχνίδι. ΄Εστω t ο αριθμός που
έχει επιλεγεί στην τελευταία κίνηση, και έστω ότι ο παίκτης ο οποίος χάνει έχει s βώλους στη στοίβα
του πριν την κίνηση. Για να χάσει ο παίκτης θα πρέπει να ισχύει 2t + 2 > s + t, ώστε να μην μπορεί
να κάνει την επόμενη κίνηση. Τότε θα είναι t ≥ s− 1. Δηλ. πριν την κίνηση, ο προηγούμενος παίκτης
θα πρέπει να έχει τουλάχιστον 2s − 2 βώλους. Αυτό σημαίνει ότι αν ένας παίκτης πριν την επόμενη
κίνηση του έχει τουλάχιστον 2s − 2 βώλους και ο επόμενος παίκτης έχει s βώλους, τότε μπορεί να
επιλέξει s − 1 για να εξαναγκάσει τον επόμενο παίκτη σε ήττα. Επίσης, εάν ένας παίκτης X έχει s
βώλους, ενώ ο παίκτης Y έχει το πολύ 2s− 3 βώλους ακριβώς πριν παίξει ο παίκτης Y , τότε ο παίκτης
X εξασφαλίζει ότι δεν θα χάσει το παιχνίδι σε αυτή τη σειρά.
Ας υποθέσουμε ότι σε κάποιο σημείο του παιχνιδιού, οι διαδοχικοί παίκτες έχουν x, y και z βώλους

στις στοίβες τους και επιλέγουν τους αριθμούς u, u+ v και u+ v+w, αντίστοιχα. Σε αυτές τις τρεις
κινήσεις έχουμε

(x, y, z) � (x− 2u, y + u, z + u) �

(x− u+ v, y − u− 2v, z + 2u+ v) �

(x+ 2v + w, y − v + w, z − v − 2w).

Λαμβάνοντας αυτό υπόψιν, βλέπουμε ότι ισχύουν τα εξής

(i) Αν ο παίκτης που παίζει δεύτερος (μετά το παραπάνω σημείο) παίξει v = 1, τότε μετά από τις
τρεις κινήσεις, ο αριθμός των βώλων στη στοίβα του δεν φθίνει, αφού w > 0, οπότε y−1+w ≥ y.

(ii) Αν ο παίκτης που παίζει τρίτος (μετά το παραπάνω σημείο) παίξει w = 1, τότε μετά από τις τρεις
κινήσεις, ο αριθμός των βώλων στη στοίβα του δεύτερου παίκτη δεν αυξάνει, αφού v > 0, οπότε
y − v + 1 ≤ y.

Εξετάζουμε τις περιπτώσεις για κάθε παίκτη. ΄Εστω ai, bi, ci ο αριθμός που επιλέγει ο Αργύρης,
ο Βαγγέλης, και ο Γιάννης, αντίστοιχα, στην i-οστή σειρά τους.

Ισχυρισμός 1. Ο Γιάννης έχει στρατηγική ώστε να μην χάσει.

Απόδειξη. Μετά την πρώτη κίνηση του Αργύρη, ο Γιάννης έχει τουλάχιστον 2025 βώλους στη

στοίβα του. Εάν ο Γιάννης επιλέξει ci = bi + 1, από το (i) βλέπουμε ότι μετά από 3i + 1 κινήσεις, ο
Γιάννης έχει τουλάχιστον 2025 βώλους στη στοίβα του αφού είναι στη θέση του μεσαίου παίκτη. Για
να χάσει ο Γιάννης, ο Βαγγέλης θα πρέπει να έχει τουλάχιστον 2 · 2024 βώλους σε κάποιο σημείο.
Αλλά ο συνολικός αριθμός των βώλων που είναι 3 · 2024 δεν αλλάζει κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού,
οπότε αυτό είναι αδύνατο, αφού 3 · 2024 < 2 · 2024 + 2025.
΄Αρα, επιλέγοντας ci = bi + 1, ο Γιάννης έχει στρατηγική ώστε να μην χάσει.
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Ισχυρισμός 2. Ο Βαγγέλης δεν έχει στρατηγική για να μην χάσει.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο Αργύρης και ο Γιάννης ακολουθούν τη στρατηγική επιλέγοντας ai+1 = ci+1
και ci = bi + 1 (όπου c0 = 0 εξ ορισμού). Από το (ii) ο αριθμός των βώλων στη στοίβα του Βαγγέλη
μετά από 3i κινήσεις δεν αυξάνει. Αφού πριν την πρώτη κίνηση έχει 2024 βώλους, δεν μπορεί να έχει
περισσότερους από 2024 βώλους σε οποιοδήποτε σημείο μετά από 3i κινήσεις. Αν σε κάποιο σημείο
πριν την τελευταία του κίνηση ο Βαγγέλης επιλέξει bi > ai+1, τότε αυξάνει το πλήθος των βώλων στη
στοίβα του Αργύρη πριν την 3i+2-οστή κίνηση, σε τουλάχιστον 2025, οπότε ο Αργύρης δεν μπορεί να
χάσει. Επίσης, ο Γιάννης ακολουθεί μια στρατηγική για να μην χάσει, οπότε σε αυτή την περίπτωση ο

Βαγγέλης θα χάσει. Αλλιώς, έχουμε την εξής κατάσταση:

(2024, 2024, 2024)
1−→ (2022, 2025, 2025)

2−→ (2024, 2021, 2027)
3−→

(2027, 2024, 2021)
4−→ · · · 2019−−−→ (4043, 2024, 5)

2020−−−→ (3, 4044, 2025).

΄Επειτα ο Βαγγέλης μπορεί να επιλέξει το 2021 ή το 2022, χάνοντας και στις δύο περιπτώσεις:

(3, 4044, 2025)
2021−−−→ (2024, 2, 4046)

2022−−−→ (4046, 2024, 2)
2023−−−→ (0, 4047, 2025),

(3, 4044, 2025)
2022−−−→ (2025, 0, 4047)

2023−−−→ (4048, 2023, 1)
2024−−−→ (0, 4047, 2025).

Αυτό σημαίνει ότι ο Βαγγέλης δεν έχει στρατηγική για να μην χάσει.

Ισχυρισμός 3. Ο Αργύρης δεν έχει στρατηγική για να μην χάσει.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο Βαγγέλης και ο Γιάννης επιλέγουν bi = ai + 1 και ci = bi + 1 μέχρι την
τελευταία σειρά. Αν ο Αργύρης επιλέξει ai = ci−1+1 κάθε φορά που έρχεται η σειρά του (ενώ c0 = 0),
τότε οδηγεί ξανά στην περίπτωση (4043, 2024, 5). Στη συνέχεια, ο Αργύρης μπορεί να επιλέξει 2020
ή 2021 και σε κάθε περίπτωση ο Βαγγέλης και ο Γιάννης μπορούν να εξαναγκάσουν τον Αργύρη να
χάσει ως εξής:

(4043, 2024, 5)
2020−−−→ (3, 4044, 2025)

2021−−−→ (2024, 2, 4046)
2023−−−→ (4047, 2025, 0),

(4043, 2024, 5)
2021−−−→ (1, 4045, 2026)

2022−−−→ (2023, 1, 4048)
2023−−−→ (4046, 2024, 2).

Τώρα υποθέτουμε ότι Αργύρης επιλέγει ai > ci−1+1 πριν συμβεί αυτή η περίπτωση. Τότε, έστω ότι ο
Βαγγέλης επιλέγει bi = ai +1 και ο Γιάννης επιλέγει ci = bi + ai− ci−1. Σε αυτή την περίπτωση, πριν

κινηθεί ο Αργύρης, οι παίκτες έχουν (2024+ 3k, 2024, 2024− 3k) βώλους μετά από 3k κινήσεις. Αν ο
Αργύρης, στην 3k + 1-οστή κίνηση, επιλέξει (2024 + 3k)/2 > L > 3k + 1, η σειρά των κινήσεων είναι

(2024 + 3k, 2024, 2024− 3k)
L−→ (2024 + 3k − 2L, 2024 + L, 2024 + L− 3k)

L+1−−−→

(2024 + 3k − L+ 1, 2024− L− 2, 2024 + 2L− 3k + 1)
2L−3k+1−−−−−−→

(2024 + L+ 2, 2024 + L− 3k − 1, 2024− 2L+ 3k − 1),

αντίστοιχα για τον Αργύρη, το Βαγγέλη και τον Γιάννη, και βλέπουμε ότι όλες οι κινήσεις μπορούν να

γίνουν. Τότε ο Βαγγέλης έχει 2024+L− 3k− 1 ≥ 2025 βώλους πριν παίξει ο Αργύρης, και ο Γιάννης
έχει τουλάχιστον 2025 βώλους πριν παίξει ο Βαγγέλης. Τότε, από το (i) , επιλέγοντας bi = ai + 1 και
ci = bi +1, ο Βαγγέλης και ο Γιάννης εξασφαλίζουν ότι δεν θα χάσουν, οπότε σε αυτή την περίπτωση
χάνει ο Αργύρης.

Αν ο Αργύρης επιλέξει (2024 + 3k)/2 = L < 2023, τότε αφού παίξει έχουμε την περίπτωση
(0, 2024+L, 4048−L). ΄Εστω ότι ο Βαγγέλης επιλέγει L+1, που μπορεί, οπότε έχουμε την περίπτωση
(L + 1, 2022 − L, 4049). Τότε, ο Γιάννης μπορεί να επιλέξει 2024, οπότε ο Αργύρης δεν μπορεί να
κάνει κάποια κίνηση και χάνει.

Επομένως, ο Αργύρης δεν έχει στρατηγική για να μην χάσει.

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι μόνο ο Γιάννης έχει στρατηγική ώστε να μην χάσει.
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