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1. Εισαγωγή 

Οι επιφάνειες δευτέρου βαθµού, είναι πολύπλοκες γεωµετρικές δοµές που 

εµφανίζονται συχνά σε εφαρµογές των µαθηµατικών, από τη γεωµετρία µέχρι τη 

φυσική και την υπολογιστική σχεδίαση. Κατατάσσονται σε µαθηµατικούς τύπους που 

περιλαµβάνουν σφαίρες, υπερβολές, παραβολές, κώνους και η ανάλυσή τους µπορεί 

να γίνει µέσω εργαλείων όπως η γραµµική άλγεβρα και η διακριτή ανάλυση.  

Πρόκειται για  γεωµετρικές επιφάνειες που προκύπτουν από εξισώσεις 

δευτέρου βαθµού, στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο και  συνήθως είναι 

γενικευµένες παραλλαγές των κωνικών τοµών. 

 

1.1 Γενική κατηγοριοποίηση µε βάση τις ιδιότητες της εξίσωσης 

          Η ανάλυση της εξίσωσης δεύτερου βαθµού για επιφάνειες, γίνεται συνήθως 

µέσω της µετατροπής της σε κανονική µορφή. Αυτό σηµαίνει ότι επιλύω την εξίσωση 

για να προσδιορίσω τον τύπο της επιφάνειας, εξετάζοντας τη µορφή που σχετίζεται 

µε τη µήτρα της εξίσωσης. Η ανάλυση του τύπου της επιφάνειας γίνεται συνήθως, ως 

εξής: 

     � Χρησιµοποιείται η αρχική αναπαράσταση της εξίσωσης δευτέρου βαθµού. 

  � Υπολογίζεται ο διακριτικός (discriminant) τύπος της εξίσωσης, ο οποίος 

καθορίζει αν η επιφάνεια δεύτερου βαθµού είναι σφαίρα, κώνος, υπερβολή, 

ελλειψοειδής κ.λπ. 

  � Αξιολογούνται οι ιδιοτιµές και οι ιδιοδιανύσµατα της αντίστοιχης 

παράστασης. 

 

2. Τυποποίηση 

Μέσω της εφαρµογής ενός µετασχηµατισµού των πρωτευόντων αξόνων, οι 

άξονες του ορθοκανονικού συστήµατος των συντεταγµένων, έχουν τις διευθύνσεις 

των πρωτευόντων αξόνων τους, στις αντίστοιχες εξισώσεις των επιφανειών δεύτερου 

βαθµού. Ο χαρακτηρισµός της επιφάνειας, συνδέεται µε το είδος (τύπο) της τοµής της 

από επίπεδο παράλληλο προς έναν ορισµένο άξονα και της τοµής της από επίπεδο 

κάθετο στον άξονα αυτό.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν η πρώτη τοµή είναι έλλειψη, παραβολή ή υπερβολή, τότε η επιφάνεια 

δεύτερου βαθµού ονοµάζεται αντιστοίχως ελλειψοειδές, παραβολοειδές ή 

υπερβολοειδές.  Βάσει του είδους της δεύτερης επιφάνειας τοµής, όταν αυτή είναι 

απαραίτητη για τη διάκριση των επιφανειών, προστίθεται ο όρος ελλειπτικό ή 

Γράφηµα 1: Οι πέντε περιπτώσεις επιφανειών 2ου βαθµού (1 ελλειψοειδές, 2 ελλειπτικό 

παραβολοειδές, 3 υπερβολικό παραβολοειδές, 4 µονόχωνο υπερβολοειδές, 5 δίχωνο 
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υπερβολικό. Ο όρος παραβολικό δε χρησιµοποιείται, διότι δεν υπάρχει γνωστή 

επιφάνεια δευτέρου βαθµού µε µια παραβολική δεύτερη τοµή. Έξαλλου, δε γίνεται 

διάκριση µεταξύ των ελλειπτικών και των κυκλικών τοµών. Ως ελλειψοειδές, µπορεί 

να χαρακτηριστεί και µια σφαίρα. Ένα ελλειπτικό παραβολοειδές, δύναται να έχει 

κυκλική τοµή. Για τα υπερβολοειδή, είναι απαραίτητος και ένας επί πλέον 

χαρακτηρισµός, ο οποίος αναφέρεται στην ύπαρξη µιας χοάνης (σκέλους) ή δυο 

χοανών (µονόχωνο ή δίχωνο υπερβολοειδές). Συνοψίζοντας, παρατηρώ ότι οι πέντε 

γνωστές επιφάνειες δευτέρου βαθµού χαρακτηρίζονται αντίστοιχα από τους όρους:  

� Ελλειψοειδές. Ως ελλειψοειδή, χαρακτηρίζονται τα στερεά πού προκύπτουν 

από περιστροφή της έλλειψης και είναι το τρισδιάστατο αντίστοιχο της έλλειψης. 

Είναι δηλαδή στερεό εκ περιστροφής. 

� Υπερβολικό παραβολοειδές. Είναι µια τετραγωνική επιφάνεια, δηλαδή 

επιφάνεια 2 ου βαθµού. Η επιφάνεια του υπερβολικού παραβολοειδούς, είναι 

απεριόριστη και παράγεται από την κίνηση µίας ευθείας γραµµής, άρα είναι 

ευθειογενής επιφάνεια. Το υπερβολικό παραβολοειδές έχει δύο επίπεδα συµµετρίας, 

τα οποία είναι κάθετα µεταξύ τους. Η τοµή των δύο αυτών επιπέδων, είναι ο άξονας 

συµµετρίας της επιφάνειας, ο οποίος τέµνει την επιφάνεια σε ένα µοναδικό σηµείο, 

που λέγεται κορυφή του υπερβολικού παραβολοειδούς. Τα επίπεδα συµµετρίας, 

τέµνουν την επιφάνεια σε δύο παραβολές που έχουν κοινό σηµείο την κορυφή της 

επιφάνειας.  

Κάθε επίπεδο παράλληλο σε ένα από τα επίπεδα συµµετρίας, τέµνει την 

επιφάνεια κατά παραβολή. Κάθε επίπεδο κάθετο και στα δύο επίπεδα συµµετρίας, 

τέµνει την επιφάνεια σε υπερβολή, εκτός από το επίπεδο που διέρχεται από την 

κορυφή της επιφάνειας δεύτερου βαθµού, το οποίο την τέµνει σε δύο ευθείες. Τα 

παραπάνω, δικαιολογούν το όνοµα της επιφάνειας και το ότι το υπερβολικό 

παραβολοειδές δεν είναι φραγµένο. Σύγχρονοι ζωγράφοι, γραφίστες και γλύπτες 

έχουν χρησιµοποιήσει το υπερβολικό παραβολοειδές στα έργα τέχνης τους. Η 

γεωµετρία του υπερβολικού παραβολοειδούς, έχει χρησιµοποιηθεί πολύ συχνά στη 

σύγχρονη αρχιτεκτονική, αποτελώντας έµπνευση για τη δηµιουργία ξεχωριστών 

κτηρίων. Μετά τη σφαίρα και τον κύλινδρο, είναι η πλέον εφαρµοσµένη 

επιφάνεια 2ου βαθµού στην αρχιτεκτονική, δηµιουργώντας εντυπωσιακές καµπυλωτές 

φόρµες. 

� Μονόχωνο υπερβολοειδές. Το µονόχωνο υπερβολοειδές εκ περιστροφής, 

είναι τετραγωνική επιφάνεια και παράγεται από την περιστροφή µίας ευθείας 

γραµµής γύρω από άξονα, ασύµβατο προς την ευθεία. Ο άξονας αυτός, λέγεται 

άξονας του µονόχωνου υπερβολοειδούς και είναι άξονας συµµετρίας του. Κάθε 

ευθεία του µονόχωνου υπερβολοειδούς, είναι γενέτειρα της επιφάνειας. Κάθε επίπεδο 

κάθετο στον άξονα του µονόχωνου υπερβολοειδούς εκ περιστροφής, το τέµνει 

σε κύκλο. Κάθε επίπεδο, που περιέχει τον άξονα του µονόχωνου υπερβολοειδούς, το 

τέµνει σε υπερβολή. Έτσι, το µονόχωνο υπερβολοειδές εκ περιστροφής, µπορεί να 

προκύψει δια περιστροφής µιας υπερβολής γύρω από αυτόν τον άξονα. Το µονόχωνο 

υπερβολοειδές, έχει χρησιµοποιηθεί πολύ συχνά στη σύγχρονη αρχιτεκτονική, 

δηµιουργώντας ενδιαφέρουσες φόρµες. 

� ∆ίχωνο υπερβολοειδές.  

� Ελλειπτικό παραβολοειδές.  

Για τις παραπάνω πέντε επιφάνειες του δευτέρου βαθµού παρατηρώ τα εξής: 

 

1. Κάθε ευθεία γραµµή, τέµνει µια επιφάνεια δευτέρου βαθµού σε δυο σηµεία, 

πραγµατικά ή φανταστικά, διαφορετικά µεταξύ τους ή συµπίπτοντα, επ’ άπειρον ή 

µη. Αν µια ευθεία γραµµή έχει τρία κοινά σηµεία µε την επιφάνεια, τότε ανήκει σε 
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αυτήν (όλα τα σηµεία της είναι σηµεία της επιφάνειας).  Ένα τυχαίο επίπεδο, τέµνει 

την επιφάνεια του δευτέρου βαθµού κατά µια καµπύλη δευτέρου βαθµού 

(κωνική τοµή), διότι κάθε ευθεία του τέµνοντος επιπέδου την τέµνει σε δυο 

σηµεία. Το επ’ άπειρο επίπεδο του χώρου, τέµνει την επιφάνεια κατά καµπύλη 

γραµµή, η οποία δύναται να είναι µια πραγµατική (υπερβολοειδές) ή φανταστική 

(ελλειψοειδές) κωνική τοµή ή δυο ευθείες, πραγµατικές (υπερβολικό παραβολοειδές) 

ή φανταστικές (ελλειπτικό παραβολοειδές). Η τοµή µε το εφαπτόµενο επίπεδο, είναι 

µια κωνική τοµή που έχει διπλό σηµείο επαφής, άρα εκφυλίζεται σε δυο διαφορετικές 

µεταξύ τους ευθείες γραµµές, οι οποίες δύναται να είναι: 

� πραγµατικές (µονόχωνο υπερβολοειδές και υπερβολικό παραβολοειδές) ή  

� φανταστικές (ελλειψοειδές, δίχωνο υπερβολοειδές, ελλειπτικό 

παραβολοειδές).  

Έτσι, όλες οι επιφάνειες δευτέρου βαθµού δέχονται δυο συστήµατα γενετειρών 

ευθειών, πραγµατικών ή φανταστικών. Αν δέχονται πραγµατικές γενέτειρες, 

ονοµάζονται ευθειογενείς. Τα δυο παραβολοειδή, τεµνόµενα από το επ’ άπειρο 

επίπεδο του χώρου κατά δυο ευθείες, εφάπτονται σε αυτό το επίπεδο. 

 

        
                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

             

 

Γράφηµα 2: Ελλειψοειδές 

Γράφηµα 3: Ελλειπτικό παραβολοειδές 
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Γράφηµα 5: Μονόχωνο υπερβολοειδές 
Γράφηµα 6: ∆ίχωνο υπερβολοειδές 

 

Γράφηµα 4: Υπερβολικό παραβολοειδές 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

                                         

 

2. Η δείκτρια καµπυλότητα κάθε µίας από τις παραπάνω επιφάνειες δευτέρου 

βαθµού, κατά το τυχαίο σηµείο τους, είναι κωνική τοµή όµοια προς την τοµή του 

εφαπτοµένου επιπέδου κατά το θεωρούµενο σηµείο της. Ειδικότερα, είναι µια 

έλλειψη σε όλα τα σηµεία της επιφάνειας, όταν αυτή δεν είναι ευθειογενής και µια 

υπερβολή έχοντας ως ασύµπτωτες τις δυο γενέτειρες του θεωρηµένου σηµείου, όταν 

αυτή είναι ευθειογενής. Οι µη ευθειογενείς επιφάνειες δευτέρου βαθµού είναι κυρτές, 

ενώ οι ευθειογενείς επιφάνειες έχουν αντίθετες καµπυλότητες, για όλα τα σηµεία 

τους. 

 

3. Ο γεωµετρικός τόπος των συζυγών αρµονικών ενός σηµείου P του χώρου, 

ως προς τα κοινά σηµεία της επιφάνειας (S) δευτέρου βαθµού µε τις δια του P ευθείες 

του χώρου, είναι ένα επίπεδο p το οποίο ονοµάζεται πολικό επίπεδο του σηµείου P.  
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Το σηµείο P, ονοµάζεται πόλος του επιπέδου ως προς την (S). Αυτός ο 

γεωµετρικός τόπος, είναι επίσης ο τόπος των πόλων του σηµείου P ως προς τις τοµές 

τις επιφάνειας (S) µε το σηµείο P στο επίπεδο του χώρου. 

 

4. Η πολική του σηµείου P,  ως προς µία τυχαία από τις παραπάνω κωνικές  

τοµές (µε τα επίπεδα του P που τέµνουν την (S)), είναι η ευθεία που συνδέει τα 

σηµεία επαφής τη (S) µε τα εφαπτόµενα του P, ο δε γεωµετρικός τόπος αυτών των 

εφαπτόµενων (το σύνολο των εφαπτοµένων των ανωτέρων δια του P τοµών της (S)) 

είναι ο περιεγραµµένος κώνος περί την S, που έχει ως κορυφή το σηµείο P. Έτσι, η 

καµπύλη επαφής του κάθε κώνου του περιγεγραµµένου στην επιφάνεια (S) δευτέρου 

βαθµού, κείται επί του πολικού επιπέδου της κορυφής του κώνου του, ως προς τη 

θεωρούµενη επιφάνεια. 

 

Γράφηµα 7: ∆ιάκριση προβολικών συστηµάτων 1 

 

5. Η εφαπτοµένη στο σηµείο Μ της καµπύλης επαφής, µε µια επιφάνεια (S) 

δευτέρου βαθµού και ενός κώνου κορυφής P, περιγεγραµµένου στην (S), είναι η τοµή 

του εφαπτοµένου επιπέδου της (S), κατά το σηµείο Μ µε το πολικό επίπεδο του 

σηµείου P. Επειδή το εφαπτόµενο επίπεδο της επιφάνειας (S), κατά το σηµείο Μ, 

τέµνει την επιφάνεια δευτέρου βαθµού κατά την κωνική τοµή αναχθείσα σε δύο 

ευθείες, η πολική του σηµείου P ως προς την κωνική αυτή, κείται επί του 

εφαπτοµένου επιπέδου και επί του πολικού επιπέδου του σηµείου Ρ, δηλαδή είναι η 

κατά το Μ εφαπτοµένη της καµπύλης επαφής.  

Γράφηµα 8: ∆ιάκριση προβολικών συστηµάτων  
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Άρα: Η εφαπτοµένη της καµπύλης (C), της επαφής µιας επιφάνειας (S) 

δευτέρου βαθµού και ενός περιγεγραµµένου σε αυτήν κώνου, σε ένα σηµείο Μ 

της (C), είναι η συζυγής αρµονική της γενέτειρας του κώνου ως προς τις δύο 

γενέτειρες της επιφάνειας (S), οι οποίες ανήκουν στο θεωρούµενο σηµείο 

(διέρχονται από το θεωρούµενο σηµείο). Οι δυο εν λόγω γενέτειρες της (S), είναι οι 

ασύµπτωτες της δείκτριας της επιφάνειας (S), κατά το θεωρούµενο σηµείο Μ. 

 

6. ∆ύο σηµεία του χώρου ονοµάζονται συζυγή ως προς µια εκ των ανωτέρω 

επιφανειών (S) δευτέρου βαθµού, αν το ένα εξ΄ αυτών κείται επί του πολικού 

επιπέδου του άλλου. Σε αυτή την περίπτωση και το δεύτερο σηµείο θα κείται επί του 

πολικού επιπέδου του πρώτου. Τα  επί µιας ευθείας του χώρου ζεύγη συζυγών, ως 

προς την επιφάνεια (S), σηµείων ανήκουν σε µια ενέλιξη (είναι ζεύγη µίας ενέλιξης), 

της οποίας τα διπλά σηµεία είναι τα κοινά σηµεία της ευθείας και της επιφάνειας.  

∆ύο επίπεδα του χώρου ονοµάζονται συζυγή, ως προς την επιφάνεια (S), αν 

το ένα περιέχει τον πόλο του άλλου. Τα πολικά επίπεδα των σηµείων ενός 

επιπέδου, διέρχονται από τον πόλο αυτού του επιπέδου. Αντιστρόφως, οι πόλοι 

των επιπέδων του χώρου που διέρχεται από αυτό το σηµείο, κείνται επί του 

πολικού επιπέδου του σηµείου αυτού. 

Τα πολικά επίπεδα των σηµείων µιας ευθείας γραµµής α, διέρχονται από την 

ίδια ευθεία α΄, η οποία ονοµάζεται συζυγής της α ως προς την επιφάνεια (S). Η ευθεία 

α΄ είναι επίσης ο γεωµετρικός τόπος των πόλων των επιπέδων, που διέρχονται από  

την πρώτη ευθεία α. Τα σηµεία επαφής µιας επιφάνειας (S) δευτέρου βαθµού µε τα 

εφαπτόµενα αυτής επίπεδα, που ανήκουν στη δοθείσα ευθεία γραµµή α (τα 

διερχόµενα από την α) ανήκουν στη συζυγή της ευθείας α, την α΄. Το πρόβληµα της 

τοµής µιας ευθείας γραµµής και µιας επιφάνειας (S) δευτέρου βαθµού και το 

πρόβληµα της κατασκευής των εφαπτοµένων επιπέδων της (S) δια δοθείσης ευθείας 

γραµµής είναι, δυο προβλήµατα του χώρου αντίστοιχα µεταξύ τους, δηλαδή το ένα 

µπορεί να αναχθεί στο άλλο. 

 

7. Ονοµάζω κέντρο µιας επιφάνειας (S) δεύτερου βαθµού, τον πόλο του επ’ 

άπειρον επιπέδου του χώρου ως προς την (S). Οι επιφάνειες (S) οι εφαπτόµενες του 

επ’ άπειρον επιπέδου (παραβολοειδή), έχουν κέντρο επί του επ’ άπειρον επιπέδου 

(επ’ άπειρον σηµείο του χώρου). Κάθε επίπεδο διερχόµενο δια του κέντρου της 

επιφάνειας (S), ονοµάζεται διαµετρικό επίπεδο αυτής. Κάθε διαµετρικό επίπεδο, 

είναι το πολικό επίπεδο ενός επ’ άπειρον σηµείου του χώρου που αντιστοιχεί σε µια 

διεύθυνση (δ) και αυτό το επίπεδο ονοµάζεται συζυγές της διεύθυνσης (δ). 

Το διαµετρικό επίπεδο της επιφάνειας (S), τo συζυγές µιας διεύθυνσης (δ), 

είναι ο γεωµετρικός τόπος των µέσων των χορδών, των οποίων οι φορείς 

ανήκουν στη διεύθυνση της (δ). Πράγµατι, κάθε χορδή χωρίζεται αρµονικά από το 

µέσον της και από το επ’ άπειρον σηµείο του φορέας της. Κάθε ευθεία γραµµή 

διερχόµενη από το κέντρο της επιφάνειας (S), ονοµάζεται διάµετρος της επιφάνειας. 

Κάθε διάµετρος της (S) είναι η συζυγής ευθεία µιας επ’ άπειρον ευθείας γραµµής του 

χώρου, που ανήκει σε επίπεδο ορισµένης διεύθυνσης. Η διάµετρος ονοµάζεται 

συζυγής της εν λόγω διεύθυνσης.  

Η διάµετρος η συζυγής µιας διεύθυνσης επιπέδων, είναι ο γεωµετρικός 

τόπος των κέντρων των τοµών της επιφάνειας (S) από τα επίπεδα αυτής της 

διεύθυνσης. Πράγµατι, το κέντρο µίας τυχαίας από αυτές τις τοµές, είναι ο πόλος της 

επ’ άπειρον ευθείας η οποία κείτεται επί του θεωρηµένου τέµνοντος επιπέδου. Μια 

διάµετρος και ένα διαµετρικό επίπεδο της (S), ονοµάζονται συζυγή ως προς την (S) 

στοιχεία, αν η διάµετρος περιέχει τον πόλο του επιπέδου. ∆ύο διάµετροι της (S) 
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ονοµάζονται συζυγείς, αν τα επ’ άπειρον σηµεία τους είναι συζυγή ως προς την (S), 

δηλαδή αν το ένα  ανήκει στο διαµετρικό επίπεδο της (S), το συζυγές του άλλου.  

Υπάρχει µια τριπλή απειρία τριάδων, συζυγών ανά δύο διαµέτρων της (S). Σε 

αυτές ανήκει µία µόνο τριάδα αποτελούµενη από τρείς διαµέτρους, οι οποίες ανά δυο 

είναι κάθετες µεταξύ τους. Οι διάµετροι αυτές, είναι οι άξονες της επιφάνειας (S). Τα 

διαµετρικά επίπεδα της (S), τα κάθετα στους άξονες αυτούς, ονοµάζονται 

πρωτεύοντα επίπεδα της επιφάνειας (S). 

 

8. Οι τοµές µιας επιφάνειας (S) δευτέρου βαθµού από παράλληλα επίπεδα 

είναι κωνικά οµοιόθετες.  Όλες οι επιφάνειες (S) δεύτερου βαθµού, εκτός του 

υπερβολικού παραβολοειδούς, δέχονται δυο διευθύνσεις πραγµατικών κυκλικών 

επιπέδων, δηλαδή επίπεδων που τέµνουν την (S) σε κύκλους. Στις περιπτώσεις του 

ελλειψοειδούς και των υπερβολoειδών, τα δυο κεντρικά κυκλικά επίπεδα διέρχονται 

από τον έναν  από τους  άξονες της (S) και είναι συµµετρικά ως προς κάθε πρωτεύων  

επίπεδο, το οποίο περιέχει αυτόν τον άξονα. Όλες οι παραπάνω επιφάνειες (S) που 

δέχονται πραγµατικές κυκλικές τοµές, δύνανται να είναι επιφάνειες εκ περιστροφής.  

Οι δυο διευθύνσεις των κυκλικών επιπέδων συµπίπτουν και είναι κάθετες 

στον άξονα περιστροφής. 

 

9. Κάθε ευθεία γραµµή η οποία τέµνει την επιφάνεια (S) σε δυο σηµεία, εκ 

των οποίων το ένα είναι επ’ άπειρον (σηµείο του επ’ άπειρον επιπέδου του χώρου), 

ονοµάζεται ασυµπτωτική διεύθυνση της επιφάνειας (S). Αν και τα δυο σηµεία τοµής 

είναι επ’ άπειρον, τότε η ευθεία γραµµή είναι εφαπτοµένη της επιφάνειας, ανήκει στο 

επ’ άπειρον επίπεδο του χώρου και ονοµάζεται ασύµπτωτη της (S). Ο γεωµετρικός 

τόπος των ασύµπτωτων της (S) οι οποίες διέρχονται από το κέντρο της και 

ονοµάζονται  διαµετρικές ασύµπτωτες, είναι ο κώνος δεύτερου βαθµού, ο οποίος έχει 

ως οδηγό την επ’ άπειρον κωνική της επιφάνειας (S) και ονοµάζεται ασύµπτωτος 

κώνος της επιφάνειας. Κάθε επίπεδο εφαπτόµενο στην επιφάνεια, σε σηµείο της επ’ 

άπειρον κωνικής της, ονοµάζεται ασυµπτωτικό της επίπεδο. Επειδή το επίπεδο αυτό 

είναι το πολικό επίπεδο του σηµείου επαφής µε την επιφάνεια, διέρχεται από το 

κέντρο της και κατά συνέπεια, είναι εφαπτόµενο του ασύµπτωτου κώνου της.  Άρα:  

Ο ασύµπτωτος κώνος µιας από τις παραπάνω επιφάνειες (S) δεύτερου 

βαθµού είναι επίσης η περιβάλλουσα των ασυµπτωµατικών επιπέδων της 

επιφάνειας. Μπορώ να έχω το σύνολο των ασύµπτωτων ευθειών µίας επιφάνειας (S) 

δεύτερου βαθµού, θεωρώντας τις παράλληλες  προς τη γενέτειρα επαφής του 

επιπέδου αυτού µε τον ασύµπτωτο κώνο της (S), για κάθε ασυµπτωτικό επίπεδο 

Κάθε ασυµπτωτικό επίπεδο της επιφάνειας, την τέµνει κατά δυο γενέτειρες, 

παράλληλες προς τη γενέτειρα επαφής του επιπέδου αυτού και του ασύµπτωτου του 

κώνου. Άρα, αυτός ο κώνος είναι ένας διευθύνων κώνος για τα δυο συστήµατα 

γενετειρών. Οι συζυγείς διάµετροι και τα συζυγή διαµετρικά επίπεδα της επιφάνειας 

(S), συµπίπτουν προς τα επίπεδα του ασύµπτωτου κώνου της, άρα οι δυο επιφάνειες 

έχουν τους ίδιους άξονες. 

 

10. Οι τοµές µιας επιφάνειας (S) δεύτερου βαθµού και του  ασύµπτωτου  

κώνου της  από το ίδιο επίπεδο, είναι δυο οµοιόθετες και οµόκεντρες κωνικές 

τοµές. Αν αυτές οι κωνικές τοµές είναι παραβολές, είναι ίσες και έχουν τον ίδιο 

άξονα. Η απόδειξη βασίζεται στην παρατήρηση κατά την οποία η (S) και ο 

ασύµπτωτος κώνος της εφάπτονται µεταξύ τους κατά τα σηµεία µιας κωνικής τοµής 

του επ’ άπειρον επιπέδου του χώρου. Οι επιφάνειες δευτέρου βαθµού των οποίων το 

κέντρο είναι µη επ’ άπειρον σηµείο του χώρου και µόνο αυτές, έχουν ασύµπτωτο 
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κώνο. Ο κώνος αυτός είναι πραγµατικός µόνον στα υπερβολοειδή. Σε ένα 

παραβολοειδές, ο ασύµπτωτος κώνος εκφυλίζεται σε δυο επίπεδα, τα οποία 

ονοµάζονται διευθύνοντα επίπεδα του κώνου. Τα επίπεδα αυτά είναι πραγµατικά, 

µόνο στο υπερβολικό παραβολοειδές. Το ελλειπτικό παραβολοειδές έχει µόνο µια 

πραγµατική διπλή ασυµπτωτική διεύθυνση, τη διεύθυνση του άξονα.  

Κάθε ασυµπτωτικό επίπεδο του υπερβολικού παραβολοειδούς είναι 

παράλληλο προς το ένα από τα διευθύνοντα επίπεδα του και τέµνει την επιφάνεια 

κατά δυο γενέτειρες, εκ των οποίων η µία είναι ευθεία του επ’ άπειρον επιπέδου του 

χώρου. Θεωρώντας τις παράλληλες γραµµές σε κάθε  ασυµπτωτικό επίπεδο, προς τη 

µη επ’ άπειρον γενέτειρα του επιπέδου αυτού, έχω το σύνολο των ασύµπτωτων του 

παραβολοειδούς. Σε κάθε επιφάνεια δευτέρου βαθµού, το διαµετρικό επίπεδο, το 

συζυγές µιας ασυµπτωτικής διεύθυνσης είναι το ασυµπτωµατικό επίπεδο της 

που ανήκει στη διεύθυνση αυτή. Πράγµατι, το επίπεδο αυτό είναι το πολικό επίπεδο 

του επ΄ άπειρον σηµείου του χώρου που αντιστοιχεί στη θεωρούµενη διεύθυνση και 

εποµένως εφάπτεται µε την επιφάνεια του κατά επ’ άπειρο σηµείου της. 

 

2.1 Ελλειψοειδές  

Είναι η επιφάνεια δευτέρου βαθµού, η οποία στο σύστηµα των ορθογωνίων 

συντεταγµένων ορίζεται από τις εξισώσεις  
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a β γ
+ + = . Οι σταθερές α, β, γ 

είναι τα µήκη των ηµιαξόνων του ελλειψοειδούς. Το ελλειψοειδές έχει τρεις άξονες 

συµµετρίας, τους άξονες των συντεταγµένων και κέντρο συµµετρίας το κοινό τους 

σηµείο Ο. Οι τοµές του ελλειψοειδούς υπό των συντεταγµένων επιπέδων, δηλαδή των 

επιπέδων µε εξισώσεις 0z = , 0x = , 0y =  είναι ελλείψεις που έχουν αντιστοίχως τις 

παρακάτω εξισώσεις 
2 2

2 2
1

x y

a β
+ = , 

2 2

2 2
1

y z

β γ
+ = , 

2 2

2 2
1

x z

a γ
+ = .   

 

Ελλείψεις είναι επίσης και οι τοµές του ελλειψοειδούς από τα επίπεδα 0x x= , 

0y y= , 0z z= , όπου 0a x a− < < , 0yβ β− < < , 0zγ γ− < < . Η επιφάνεια αυτή 

µπορεί να θεωρηθεί ότι παράγεται από κινούµενη έλλειψη, ώστε να συναντά πάντα 

δυο άλλες σταθερές ελλείψεις, π.χ. τις κείµενες επί των επιπέδων xz  και yz .  

Γράφηµα 9: Ελλειψοειδές 
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� Αν  α β=  τότε  έχω ένα πεπλατυσµένο ελλειψοειδές εκ περιστροφής, το 

οποίο προκύπτει από την περιστροφή περί τον άξονα zz′  της έλλειψης 
2 2

2 2
1

x z

a γ
+ =  

που βρίσκεται πάνω στο επίπεδο  xOz . 

 

 

Γράφηµα 10: Αν α=β τότε είναι πεπλατυσµένο ελλειψοειδές 

 
 

� Αν β γ=  τότε έχω ένα επίµηκες ελλειψοειδές εκ περιστροφής, το οποίο 

προκύπτει από την περιστροφή περί τον άξονα xx′  της έλλειψης 
2 2

2 2
1

x z

a γ
+ =  που 

βρίσκεται πάνω στο επίπεδο  xOz . 

 

 

Γράφηµα 11: Όγκος του ελλειψοειδούς 1 

 

 

 

Γράφηµα 12: Όγκος του ελλειψοειδούς 2 

 

� Αν α β γ= = , τότε το ελλειψοειδές είναι µια σφαίρα ακτίνας α . 

� Αν τα , ,α β γ  είναι διαφορετικά µεταξύ τους, θεωρούµενα ανά δυο, τότε  το 

ελλειψοειδές ονοµάζεται τριαξονικό ελλειψοειδές.  
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Γράφηµα 13: Τριαξονικό ελλειψοειδές 

 

Το ελλειψοειδές, είναι µια συνεχής επιφάνεια η οποία δεν έχει επ’ άπειρον 

σηµεία (που να ανήκουν στο επ’ άπειρον επίπεδο του χώρου).  Η επιφάνεια αυτή, 

είναι συµµετρική ως προς τα τρια επίπεδα των συντεταγµένων ,  ,  xOy yOz zOx . Κάθε 

επίπεδη τοµή της επιφάνειας είναι µια έλλειψη. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα που περιέχει 

την αρχή του συστήµατος των ορθογωνίων αξόνων στο οποίο αναφέρεται η 

παραπάνω εξίσωση και έχει τα άκρα του πάνω στο ελλειψοειδές (χορδή του 

ελλειψοειδούς), διχοτοµείται από την αρχή Ο του συστήµατος αναφοράς. Για αυτό το 

λόγο, η αρχή του συστήµατος αναφοράς ονοµάζεται κέντρο του ελλειψοειδούς. 

Τα πρωτεύοντα επίπεδα, ορίζουν στο ελλειψοειδές τις τρεις πρωτεύουσες 

ελλείψεις. Κάθε άξονας της επιφάνειας, ανήκει σε δυο από αυτές τις ελλείψεις. Το 

ελλειψοειδές δέχεται δυο σειρές πραγµατικών κυκλικών τοµών, δηλαδή υπάρχουν 

(όπως αποδεικνύεται) επίπεδα δυο διαφορετικών διευθύνσεων που το τέµνουν κατά 

κύκλους. Τα άκρα των δυο διαµέτρων που βρίσκονται πάνω στο ελλειψοειδές, στα 

οποία αντιστοιχούν οι δυο σειρές των κυκλικών του τοµών, ονοµάζονται σφαιρικά 

(οµφαλικά) σηµεία του ελλειψοειδούς. Άρα, υπάρχουν τέσσερα σφαιρικά σηµεία στο 

ελλειψοειδές. Τα επίπεδα των κυκλικών τοµών, είναι παράλληλα προς τα εφαπτόµενα 

επίπεδα του ελλειψοειδούς, κατά τα άκρα των ανωτέρων διαµέτρων. Κάθε 

ελλειψοειδές δύναται, βάσει µιας οµοιοπαραλληλικής (affine) απεικόνισης, να 

µετασχηµατιστεί σε ελλειψοειδές εκ περιστροφής και αντιστρόφως, ή και σε  σφαίρα. 

 

2.2 Ελλειψοειδές και Γη 

Η µορφή της Γης, είναι πιο πολύπλοκη από τη σφαίρα και τείνει στη µορφή 

ενός ελλειψοειδούς από περιστροφή, µε µεγάλο ηµιάξονα 6.380 kmα ≅ και µικρό 

ηµιάξονα 6.360 kmβ ≅ . Το ελλειψοειδές, είναι λίγο πεπλατυσµένο στους πόλους, 

αφού η διαφορά µήκους των δύο ηµιαξόνων είναι περίπου 20 km . Το ελλειψοειδές εκ 

περιστροφής, είναι ένα γεωµετρικό σχήµα που προσοµοιάζει το σχήµα της Γης, 

εκφράζεται από απλές σχέσεις που επιτρέπουν τους ευχερείς µαθηµατικούς 

υπολογισµούς, χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της θέσης ενός σηµείου πάνω 

στην επιφάνεια της Γης και έχει την ιδιότητα να προσαρµόζεται κατά τον καλύτερο 

δυνατό τρόπο κάθε φορά, σε όποια περιοχή της Γης λαµβάνει χώρα ο προσδιορισµός 

των γεωγραφικών θέσεων (γεωγραφικό µήκος και γεωγραφικό πλάτος).  
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Γράφηµα 14: Ελλειψοειδές και Γη 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3 Ελλειπτικό παραβολοειδές  

Είναι η επιφάνεια δευτέρου βαθµού η οποία, σε σύστηµα ορθογώνιων 

συντεταγµένων Oxyz , ορίζεται από τις εξισώσεις 
2 2

2 2
2 0

x y
z

a β
+ − = . O άξονας zz′  

του συστήµατος αναφοράς, συµπίπτει µε το χαρακτηριστικό άξονα της επιφάνειας, ο 

οποίος είναι ένας από τους κύριους της άξονες. Τα ,α β  της εξίσωσης της επιφάνειας 

είναι τα µήκη των ηµιαξόνων της έλλειψης  κατά την οποία τέµνεται η επιφάνεια από 

το επίπεδο το παράλληλο προς το επίπεδο xy  (επίπεδο xOy  του συστήµατος 

αναφοράς) που απέχει  απόσταση 1
2

z = . Το 2a  είναι η ηµιπαράµετρος της 

παραβολής, κατά την οποία τέµνεται το ελλειπτικό παραβολοειδές από το επίπεδο xz  

και το 2β  είναι η ηµιπαράµετρος της παραβολής κατά την οποία τέµνεται το 

ελλειπτικό παραβολοειδές από το επίπεδο yz . Αν α β= , τότε το ελλειπτικό 

παραβολοειδές είναι παραβολοειδές εκ περιστροφής. 

Οι άξονες ,  Ox Oy  του συστήµατος αναφοράς, είναι παράλληλοι προς τους 

φορείς των ηµιαξόνων ,α β  της έλλειψης κατά την οποία τέµνεται η επιφάνεια από 

το επίπεδο 1
2

z = . Η επιφάνεια, της οποίας η εξίσωση ως προς το θεωρηθέν 

σύστηµα Oxyz  είναι η παραπάνω, δεν έχει σηµεία στον ηµιχώρο, ως προς το επίπεδο 

xOy  στο οποίο ανήκει ο θετικός ηµιάξονας Oz . Η επιφάνεια αυτή (ελλειπτικό 

παραβολοειδές) θεωρείται εφαπτοµένη του επ΄ άπειρον επιπέδου του χώρου.  

Ο άξονας Oz  είναι ο µόνος µη επ΄ άπειρον άξονας αυτής της επιφάνειας, ο 

οποίος ανήκει στη µοναδική (πραγµατική) ασυµπτωτική διεύθυνση της επιφάνειας.  

Το ελλειπτικό παραβολοειδές, κείται συµµετρικά ως προς τα επίπεδα xOz  και 

yOz . Το επίπεδο xOy  είναι εφαπτόµενο επίπεδο της επιφάνειας  στο σηµείο O (αρχή 

του συστήµατος αναφοράς), το οποίο της ανήκει διότι οι συντεταγµένες του 

( ) ( ), , 0,0,0x y z = επαληθεύουν την εξίσωση της επιφάνειας. Κάθε τοµή του 

ελλειπτικού παραβολοειδούς από επίπεδο παράλληλο προς τον άξονα Oz , είναι µια 

παραβολή. Κάθε τοµή από επίπεδο µη παράλληλο προς τον άξονα είναι µια έλλειψη.  

Οι τοµές του παραβολοειδούς από τον άξονα Oz  µε τα επίπεδα που περιέχουν 

τους ηµιάξονες ,α β  είναι οι πρωτεύουσες τοµές του παραβολοειδούς, που 

αντιστοιχούν στο σηµείο Ο.  
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Οι τοµές του ελλειπτικού παραβολοειδούς, µε επίπεδα παράλληλα προς το 

επίπεδο µιας πρωτεύουσας τοµής, είναι παραβολές ίσες προς την αντίστοιχη 

πρωτεύουσα παραβολή. Οι κορυφές αυτών των παραβολών, είναι σηµεία της άλλης 

πρωτεύουσας παραβολής. Από αυτή την παρατήρηση, προκύπτει ότι το ελλειπτικό 

παραβολοειδές µπορεί να θεωρηθεί ότι παράγεται από µια παραβολή, της οποίας το 

επίπεδο ανήκει σε δοθείσα διεύθυνση και η κορυφή είναι το σηµείο µιας άλλης 

παραβολής. ∆ηλαδή,  µπορεί το ελλειπτικό παραβολοειδές να θεωρηθεί σαν το 

σύνολο των παραβολών κάθε µία από τις οποίες είναι οµόλογη µιας αρχικής 

παραβολής (πρωτεύουσας) κατά παράλληλη µεταφορά γνωστής διεύθυνσης, κάθετης 

στο επίπεδο της θεωρούµενης πρωτεύουσας τοµής. 

Κάθε τοµή του ελλειπτικού παραβολοειδούς από επίπεδο κάθετο στον άξονα 

zz′ , είναι έλλειψη όµοια προς την τοµή του ελλειπτικού παραβολοειδούς από το 

επίπεδο  1
2

z = , δηλαδή οι τοµές του ελλειπτικού παραβολοειδούς µε επίπεδα 

κάθετα στον άξονα Oz  είναι ελλείψεις, όµοιες µεταξύ τους. O άξονας zz′  του 

ελλειπτικού παραβολοειδούς ονοµάζεται απλός άξονας του ελλειπτικού 

παραβολοειδούς και το αρχικό σηµείο O του ορθοκανονικού συστήµατος αναφοράς 

ονοµάζεται κορυφή του ελλειπτικού παραβολοειδούς στη δοθείσα εξίσωση του 

ελλειπτικού παραβολοειδούς. Το επ’ άπειρον επίπεδο του χώρου, είναι εφαπτόµενο 

επίπεδο του ελλειπτικού παραβολοειδούς, άρα το τέµνει αυτό κατά δύο φανταστικές 

ευθείες. Η δείκτρια του ελλειπτικού παραβολοειδούς, είναι κωνική τοµή όµοια προς 

την τοµή του από το εφαπτόµενο επίπεδο, κατά το θεωρούµενο σηµείο της.  

Η επιφάνεια αυτή είναι κυρτή σε όλα τα σηµεία της, άρα κείται προς το ίδιο 

µέρος µε το εφαπτόµενο επιπέδου της σε τυχαίο σηµείο αυτής και δεν είναι 

ευθειογενής,  υπό την έννοια ότι δεν έχει πραγµατικές γενέτειρες ευθείες γραµµές σε 

κανένα σηµείο της.  Έχω ονοµάσει κέντρο µιας επιφάνειας δευτέρου βαθµού, τον 

πόλο του επ΄ άπειρον επιπέδου του χώρου ως προς αυτήν. Το ελλειπτικό 

παραβολοειδές, ως εφαπτόµενο στο επ΄ άπειρο επίπεδο του χώρου, έχει για κέντρο το 

Γράφηµα 15: Ελλειπτικό παραβολοειδές 
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Γράφηµα 16: Παραβολοειδές εκ περιστροφής 

σηµείο επαφής του µε το εν λόγω επίπεδο, δηλαδή το κέντρο του ελλειπτικού 

παραβολοειδούς, είναι σηµείο του επ’ άπειρο επιπέδου (σηµείο του άξονα Oz  του 

ελλειπτικού παραβολοειδούς). Τα κέντρα των τόµων του ελλειπτικού 

παραβολοειδούς, µε επίπεδα παράλληλα (κέντρα των παράλληλων ελλειπτικών 

τόµων του), κείνται επ’ ευθείας, η οποία ονοµάζεται διάµετρος του ελλειπτικού 

παραβολοειδούς και αντιστοιχεί   στη διεύθυνση των θεωρούµενων επιπέδων. Οι 

διάµετροι του ελλειπτικού παραβολοειδούς, είναι παράλληλες προς τον άξονα του και 

το τέµνουν σε ένα µόνο σηµείο. Κάθε άλλη ευθεία γραµµή µη παράλληλη προς τον 

άξονα, τέµνει το ελλειπτικό παραβολοειδές σε δυο σηµεία, τα οποία ορίζουν επί της 

θεωρούµενης ευθείας γραµµής, µία χορδή του παραβολοειδούς. Τα µέσα των χορδών 

του ελλειπτικού παραβολοειδούς µιας τυχαίας διεύθυνσης (δ) κείνται επί επιπέδου, το 

οποίο ονοµάζετε διαµετρικό επίπεδο του παραβολοειδούς που αντιστοιχεί στη 

διεύθυνση (δ). Όλα τα διαµετρικά επίπεδα του παραβολοειδούς, είναι παράλληλα 

προς τον άξονα του. 

Το ελλειπτικό παραβολοειδές δέχεται, όπως άλλωστε όλες οι επιφάνειες 

δευτέρου βαθµού (εκτός του υπερβολικού παραβολοειδούς), δυο σειρές πραγµατικών 

κυκλικών τοµών, δηλαδή υπάρχουν δυο επίπεδα διαφορετικών  διευθύνσεων που το 

τέµνουν σε κύκλους. Τα δυο κυκλικά επίπεδα, διέρχονται από έναν από τους άξονες 

του παραβολοειδούς και είναι συµµετρικά προς κάθε πρωτεύον επίπεδο που περιέχει 

τον άξονα. Αποδεικνύεται ότι, αν το τέµνον επίπεδο: 

� είναι κάθετο στο επίπεδο της πρωτεύουσας τοµής που έχει τη µικρότερη 

παράµετρο 

� σχηµατίζει µε το επίπεδο της άλλης πρωτεύουσας τοµής  γωνία ϕ ,  όπου 

p

q
εϕϕ =  µε ,p q  να είναι οι µικρότερες, µεγαλύτερες αντίστοιχα παράµετροι της 

εξίσωσης του ελλειπτικού παραβολοειδούς, τότε η τοµή του ελλειπτικού 

παραβολοειδούς µε το επίπεδο είναι κύκλος.  

Τα άκρα των δύο διαµέτρων, επί του ελλειπτικού παραβολοειδούς, στα οποία 

αντιστοιχούν οι δυο σειρές των κυκλικών του τοµών, ονοµάζονται σφαιρικά 

(οµφαλικά) σηµεία του παραβολοειδούς. Έτσι, το ελλειπτικό παραβολοειδές έχει δύο 

σφαιρικά σηµεία που ανήκουν στην πρωτεύουσα τοµή του η οποία έχει τη µικρότερη 

παράµετρο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το παραβολοειδές εκ περιστροφής,  µπορεί να θεωρηθεί ότι παράγεται υπό 

µια παραβολή που εκτελεί πλήρη περιστροφή γύρω από τον άξονα της.  Οι τοµές του 

παραβολοειδούς εκ περιστροφής, από επίπεδα κάθετα στον άξονα του, είναι κύκλοι, 

µε κέντρα πάνω στον άξονα αυτόν. Οι δυο διευθύνσεις των κυκλικών τοµών, 

ταυτίζονται προς τη διεύθυνση του επιπέδου του καθέτου στον άξονα περιστροφής. 

Το σηµείο Ο (άκρο) του άξονα του παραβολοειδούς εκ περιστροφής, είναι σφαιρικό 

του σηµείο και οι κάθετες τοµές  του παραβολοειδούς εκ περιστροφής δια του άξονα 
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αυτού, έχουν την  καµπυλότητα του Ο. Όπως και στην περίπτωση του ελλειψοειδούς, 

αποδεικνύεται ότι υπάρχει  οµοιοπαραλληλική (affine)  απεικόνιση του χώρου, κατά 

την οποία το ελλειπτικό παραβολοειδές µετασχηµατίζεται σε εκ περιστροφής 

ελλειπτικό παραβολοειδές και αντιστρόφως. 

 

2.4 Υπερβολικό παραβολοειδές  

Είναι η επιφάνεια δευτέρου βαθµού, η οποία σε σύστηµα ορθογωνίων 

συντεταγµένων ορίζεται υπό της εξισώσεις 
2 2

2 2
2 0

x y
z

a β
− − = . Ο  άξονας zz′  του 

συστήµατος αναφοράς συµπίπτει µε τον έναν από τους πρωτεύοντες άξονες της 

επιφάνειας, ο οποίος ονοµάζεται χαρακτηριστικός άξονας. Τα ,a β  της εξίσωσης 

της επιφάνειας, είναι τα µήκη των πρωτευόντων ηµιαξόνων της υπερβολής, κατά την 

οποία τέµνεται η επιφάνεια από το επίπεδο το παράλληλου προς το επίπεδο xy ,  σε 

απόσταση 1
2

z =  από αυτό.  

 

Γράφηµα 17: Η µαθηµατικά σέλα 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 18: Υπερβολικό παραβολοειδές 

 

Το 2a   είναι η παράµετρος της παραβολής κατά την οποία τέµνεται η 

επιφάνεια από το επίπεδο xz . Τα επίπεδα xz , yz  είναι επίπεδα συµµετρίας για το 

παραβολοειδές. Κάθε τοµή του παραβολοειδούς µε επίπεδο παράλληλο προς τον 

άξονα zz′ είναι µια παραβολή. Κάθε τοµή του παραβολοειδούς µε επίπεδο κάθετο 

προς τον  άξονα zz′  που δε διέρχεται από την αρχή Ο (αρχικό σηµείο του 

συστήµατος αναφοράς), είναι µια υπερβολή, µε κορυφές πάνω σε ευθεία παράλληλη 

προς τον άξονα: 

� xx′ , αν η τοµή κείται προς το µέρος του επιπέδου xOy  προς το οποίο κείται 

ο ηµιάξονας Oz , ή 

� yy′ αν η τοµή κείται προς το άλλο µέρος του επιπέδου xOy . 
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Ο άξονας zz′  ονοµάζεται και άξονας του παραβολοειδούς. Η αρχή O του 

συστήµατος των συντεταγµένων, προς το οποίον αναφέρεται η εξίσωση του 

παραβολοειδούς, ονοµάζεται κορυφή του παραβολοειδούς.  

Η τοµή του υπερβολικού παραβολοειδούς µε το επίπεδο xOy , αποτελείται 

από το ζεύγος ευθειών 0
x y

α β
+ = , 0

x y

α β
− =  οι οποίες ονοµάζονται ευθείες 

κορυφής ή πρωτεύουσες ευθείες ή γενέτειρες και διέρχονται από την κορυφή O .  Το 

υπερβολικό παραβολοειδές, µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα  σύνολο ευθειών ή ότι 

παράγεται από µία ευθεία γραµµή µεταβαλλόµενης θέσης υπό ορισµένες συνθήκες. Η 

εξίσωση του παραβολοειδούς αυτού, µπορεί να έχει τη µορφή 

2
x y x y

z
α β α β
   

+ − =  
   

 και αν θέσω 
z

u
x y

α β

=
 

+ 
 

 και 
2

v
x y

α β

=
 

− 
 

,  έχω τα δύο 

ζεύγη εξισώσεων 

2
x y

u

x y
vz

α β

α β

 = +  
 
 = +
  

 και 
2

z x y

u

x y

v

α β

α β

 = −  
 
 = −
  

. Κάθε µία από τις παραπάνω 

εξισώσεις,  παριστάνει  µία οικογένεια επιπέδων και κάθε ζεύγος εξισώσεων, ορίζει 

µία οικογένεια ευθειών. Οι οικογένειες αυτές των ευθειών, κείνται επί του 

παραβολοειδούς  και  ονοµάζονται γενέτειρες  αυτού.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι τοµές αυτού του παραβολοειδούς από τα επίπεδα yOz  και xOz , είναι δύο 

παραβολές (πρωτεύουσες παραβολές του υπερβολικού παραβολοειδούς). Ο κοινός 

άξονας των δύο αυτών πρωτευουσών παραβολών, είναι ο άξονας του 

παραβολοειδούς (άξονας zz′ του συστήµατος αναφοράς). Οι τοµές µε επίπεδα 

παράλληλα προς τα επίπεδα των πρωτευουσών παραβολών, είναι παραβολές ίσες 

αντιστοίχως προς τις πρωτεύουσες παραβολές. Άρα, το υπερβολικό παραβολοειδές 

µπορεί  να θεωρηθεί παραγόµενο από µια παραβολή (µια εκ των πρωτευουσών 

παραβολών αυτού) µετατοπιζόµενη, ώστε να διατηρείται η διεύθυνση του επιπέδου 

της, ενώ η κορυφή της  µετατοπίζεται  πάνω σε   µια  άλλη παραβολή  (της  δεύτερης  

πρωτεύουσας παραβολής). παραβολοειδούς). Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες.  

� Η επιφάνεια του υπερβολικού παραβολοειδούς, δέχεται δύο συστήµατα 

ευθειών γενετειρών.  

Γράφηµα 19: Το υπερβολικό παραβολοειδές και τα δύο συστήµατα γενετειρών του 
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� Από κάθε σηµείο της επιφανείας του υπερβολικού παραβολοειδούς, 

διέρχονται δύο γενέτειρες, οι οποίες ορίζουν το εφαπτόµενο επίπεδο της επιφανείας, 

στο σηµείο αυτό.  

� Οι γενέτειρες ευθείες γραµµές των δύο συστηµάτων, είναι αντιστοίχως 

παράλληλες προς δύο επίπεδα οριζόµενα από τον άξονα της επιφάνειας του 

υπερβολικού παραβολοειδούς και από τις πρωτεύουσες γενέτειρες, αντιστοίχως.  

� Τα επίπεδα αυτά είναι συµµετρικά µεταξύ τους, ως προς τα πρωτεύοντα 

επίπεδα της επιφανείας.  

Τα δύο παραπάνω επίπεδα, ονοµάζονται διευθύνοντα επίπεδα του 

παραβολοειδούς και ορίζουν, επί των καθέτων επιπέδων προς τον άξονα zz′ , τις 

ασύµπτωτες των αντιστοίχων κωνικών τοµών (υπερβολών). Αν τα διευθύνοντα 

επίπεδα είναι κάθετα µεταξύ τους, τότε  το παραβολοειδές ονοµάζεται ισόπλευρο. 

Στην περίπτωση αύτη, οι πρωτεύουσες παραβολές είναι ίσες, και αντιστρόφως. Στο 

ισόπλευρο παραβολοειδές, τα διευθύνοντα επίπεδα είναι αυτά που διχοτοµούν τις 

δίεδρες γωνίες, οι οποίες ορίζονται από τα πρωτεύοντα επίπεδα. Οι δύο πρωτεύουσες 

γενέτειρες του παραβολοειδούς είναι κάθετες µεταξύ τους. Το οµόλογο αυτού του 

παραβολοειδούς κατά την ηµιστροφή, µε άξονα µία από τις  πρωτεύουσες γενέτειρες 

του παραβολοειδούς, ταυτίζεται µε το παραβολοειδές και κάθε πρωτεύουσα 

παραβολή παίρνει τη θέση της άλλης.  

Το ισόπλευρο παραβολοειδές δέχεται τρεις άξονες συµµετρίας, οι οποίοι 

λαµβανόµενοι ανά δυο, είναι κάθετοι µεταξύ τους. Το υπερβολικό παραβολοειδές 

δύναται να ορισθεί:  

α) Από τρεις δοθείσες ευθείες γραµµές παράλληλες προς το ίδιο επίπεδο (σαν 

το σύνολο των ευθειών γραµµών–γενετειρών, κάθε µία από τις οποίες τέµνει τις 

παραπάνω τρείς δοθείσες ευθείες).  

β) Από ένα εκ των διευθυνόντων επιπέδων p του και δύο ευθειών γραµµών α, β µη 

παράλληλων προς το επίπεδο p (σαν το σύνολο των ευθειών γραµµών–γενετειρών, κάθε µία 

εκ των οποίων τέµνει τις α, β και είναι παράλληλη προς το p). Για να έχω γενέτειρες του άλλου 

συστήµατος, κατασκευάζω το δεύτερο διευθύνον επίπεδο, το οποίο είναι ένα επίπεδο q 

παράλληλο προς τις ευθείες γραµµές α, β Στη συνέχεια, ορίζω δύο σταθερές, γενέτειρες γ, δ 

παράλληλες προς το επίπεδο p. Κατόπιν, συνδέω µε ευθείες γραµµές τα ίχνη (τοµές) πάνω στις 

ευθείες γραµµές γ, δ των παραλλήλων προς το επίπεδο q. Αυτός ο τρόπος  γέννησης της 

επιφάνειας, είναι ισοδύναµος µε τον πρώτο τρόπο. 

 

Γράφηµα 20: Υπερβολικό παραβολοειδές οριζόµενο από ένα επίπεδο p και 2 ευθείες γραµµές 

 

Πράγµατι, οι παράλληλες προς το p γενέτειρες, τέµνουν την επ' άπειρον 

ευθεία του επιπέδου p. Επειδή η ευθεία αυτή έχει τυχαία (αυθαίρετη) διεύθυνση πάνω 

στο p, µπορώ να τη θεωρήσω παράλληλη προς την τοµή του επιπέδου p µε το επίπεδο 
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q. Τότε, η επιφάνεια είναι ο γεωµετρικός τόπος των ευθειών οι οποίες «στηρίζονται» 

σε τρεις σταθερές ευθείες γραµµές, παράλληλες προς το επίπεδο q. Κάθε επίπεδο 

παράλληλο προς το διευθύνον επίπεδο p,  τέµνει το παραβολοειδές κατά µία µη επ' 

άπειρον γενέτειρα και κατά µία επ' άπειρον γενέτειρα, η οποία πρέπει να θεωρηθεί ότι 

ανήκει στο σύστηµα των γενετειρών οι οποίες είναι παράλληλες προς το q. Το 

επίπεδο αυτό, εφάπτεται του παραβολοειδούς κατά το επ' άπειρον σηµείο της πρώτης 

γενέτειρας και   είναι το ασυµπτωτικό επίπεδο της επιφανείας που αντιστοιχεί στη 

γενέτειρα. Οι ευθείες γραµµές  α, β µέσω των οποίων και του p ορίζεται το 

παραβολοειδές ονοµάζονται και οδηγοί του παραβολοειδούς. 

γ) Από ένα  στρεβλό  τετράπλευρο ΑΒΓ∆, το οποίο ορίζει ένα υπερβολικό 

παραβολοειδές. Πράγµατι, θεωρώ ως οδηγούς δύο απέναντι πλευρές, π.χ. ΑΒ, Γ∆ του 

στρεβλού τετράπλευρου και ως διευθύνον επίπεδο, ένα επίπεδο p παράλληλο προς τις 

δύο άλλες πλευρές Α∆, ΒΓ. Με τον τρόπο αυτό, ορίζω ένα υπερβολικό 

παραβολοειδές και παρατηρώ ότι οι ευθείες Α∆, ΒΓ ανήκουν στο σύστηµα των 

γενετειρών οι οποίες είναι παράλληλες προς το επίπεδο p και στηρίζονται στις ΑΒ, 

Γ∆.  

 

 

Γράφηµα 21: Τµήµα επιφάνειας υπερβολικού παραβολοειδούς 

 

Οι γενέτειρες του συστήµατος αυτού, ορίζουν πάνω στις ΑΒ, Γ∆ όµοιες 

σειρές σηµείων και επειδή η ιδιότητα αυτή διατηρείται κατά την κυλινδρική προβολή, 

παρέχεται απλή µέθοδος κατασκευής γενέτειρών: Χωρίζω τις πλευρές αυτές σε ίσα 

τµήµατα, το ίδιου αυθαιρέτου, πλήθους και συνδέω αντίστοιχα τα σηµεία διαίρεσης. 

Η ευθεία που συνδέει τα µέσα I, Κ των διαγώνιων ΑΓ, Β∆ του στρεβλού 

τετράπλευρου είναι η κοινή τους κάθετος, άρα είναι ο άξονας του παραβολοειδούς. 

Με ανάλογο τρόπο, ορίζω το δεύτερο σύστηµα των γενετειρών. Αυτός ο  τρόπος 

ορισµού του παραβολοειδούς, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ενός 

τµήµατος του µε τη βοήθεια ευθύγραµµων κλωστών (νηµάτων), δεµένων στις 

απέναντι πλευρές ενός στρεβλού τετράπλευρου το οποίο σχηµατίζεται από τέσσερα 

ξύλινα η µεταλλικά στελέχη. Από τον ορισµό αυτού  του παραβολοειδούς και της 

µελέτης των σχετικών ιδιοτήτων και κατασκευών, προκύπτουν τα παρακάτω 

συµπεράσµατα.  

� Μπορώ να  ορίσω τις γενέτειρες ενός υπερβολικού παραβολοειδούς, οι 

οποίες είναι  παράλληλες προς δοθέν επίπεδο του χώρου. Υπάρχει στο ένα από τα δύο 

διευθύνοντα επίπεδα, µια µόνο γενέτειρα δοθείσης διεύθυνσης. Η γενέτειρα αυτή, 

είναι επ’ άπειρον ευθεία γραµµή (ευθεία του επ’ άπειρου επιπέδου του χώρου), όταν 

η διεύθυνση της είναι ίδια µε την τοµή των δυο διευθυνόντων επιπέδων του 

παραβολοειδούς.  
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� Το υπερβολικό παραβολοειδές έχει δυο επ’ άπειρο γενέτειρες επί των 

διευθυνόντων επιπέδων του, άρα κάθε επίπεδη τοµή του έχει δυο επ’ άπειρο σηµεία 

επί των ευθειών δ, δ1 κατά τις οποίες τα διευθύνοντα επίπεδα τέµνουν το επίπεδο της 

τοµής. Τα σηµεία αυτά, είναι πραγµατικά, διαφορετικά µεταξύ τους  εκτός αν το 

επίπεδο της τοµής είναι παράλληλο προς τον άξονα της επιφάνειας. Άρα: 

 

Κάθε επίπεδη τοµή ενός υπερβολικού παραβολοειδούς είναι µια 

υπερβολή. Η τοµή είναι παραβολή, αν το τέµνον επίπεδο είναι παράλληλο προς 

τον άξονα του.  Η καµπύλη επαφής ενός υπερβολικού παραβολοειδούς και ενός 

περιεγραµµένου περί αυτό κώνου, είναι πάντα µια υπερβολή. Η τοµή του 

υπερβολικού παραβολοειδούς, µε εφαπτόµενο επίπεδο κατά ένα σηµείο του, είναι 

κωνική τοµή  που εκφυλίζεται σε δυο διαφορετικές µεταξύ τους  πραγµατικές 

ευθείες. Το επ’ άπειρον επίπεδο του χώρου, είναι εφαπτόµενο επίπεδο της επιφάνειας 

του υπερβολικού παραβολοειδούς και την τέµνει κατά δυο πραγµατικές ευθείες.  

Το υπερβολικό παραβολοειδές, είναι η µόνη επιφάνεια δευτέρου βαθµού, η 

οποία ποτέ δεν είναι επιφάνεια εκ περιστροφής, ούτε µπορεί να µετατραπεί σε τέτοια 

µε οµοπαραλληλικό µετασχηµατισµό, διότι καµία τοµή του δεν είναι ελλειπτική. 

Κάθε επιφάνεια η οποία παράγεται από ευθείες γραµµές, µετατοπιζόµενη ώστε να 

πληρεί ορισµένες συνθήκες, ονοµάζεται ευθειογενής. Από τις επιφάνειες δευτέρου 

βαθµού, ευθειογενείς επιφάνειες είναι  ο ελλειπτικός κύλινδρος,  ο παραβολικός 

κύλινδρος, ο υπερβολικός κύλινδρος, ο διπλός κώνος, το υπερβολικό παραβολοειδές 

και το µονόχωνο υπερβολοειδές. Με τους κυλίνδρους και κώνους από τις 

ευθειογενείς επιφάνειες, το εφαπτόµενο επίπεδο τους είναι σταθερό κατά τα σηµεία 

µιας τυχαίας γενέτειρας, αυτό όµως δεν ισχύει για το υπερβολικό παραβολοειδές και 

το µονόχωνο υπερβολοειδές. Οι κύλινδροι και οι κώνοι, ονοµάζονται αναπτυκτές 

επιφάνειες, διότι αναπτύσσονται επί του επιπέδου. Το υπερβολικό παραβολοειδές και 

το µονόχωνο υπερβολοειδές, είναι ευθειογενείς επιφάνειες µε πραγµατικές γενέτειρες 

ευθείες, µη αναπτυκτές. 

 

2.5 Μονόχωνο υπερβολοειδές 

Από τους τρεις πρωτεύοντες άξονες του µονόχωνου υπερβολοειδούς, ο ένας 

που  δεν έχει πραγµατικά κοινά σηµεία µε την επιφάνεια του µονόχωνου 

υπερβολοειδούς, είναι ο χαρακτηριστικός. Σε ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων, 

του οποίου ο άξονας zz′  έχει τη διεύθυνση του χαρακτηριστικού άξονα της 

επιφάνειας, η εξίσωση της επιφάνειας έχει τη µορφή  
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a β γ
+ − = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Γράφηµα 22: Μονόχωνο υπερβολοειδές 
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Τα α, β της  παραπάνω εξίσωσης, είναι τα µήκη των πρωτευόντων ηµιαξόνων της 

έλλειψης, κατά την οποία το µονόχωνο υπερβολοειδές τέµνεται από το επίπεδο xy . 

Τα α, β είναι συγχρόνως και τα µήκη των πρωτευόντων ηµιαξόνων της υπερβολής, 

κατά την οποία τέµνεται το µονόχωνο υπερβολοειδές από το επίπεδο yz . Αν α = β, 

τότε το µονόχωνο υπερβολοειδές είναι ένα υπερβολοειδές εκ περιστροφής. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 23: Μονόχωνο υπερβολοειδές, µε τα 2 συστήµατα γενετειρών και τον ασύµπτωτο κώνο 

 

Το σχήµα που ορίζεται από την εξίσωση 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a β γ
+ − =  είναι µια 

συνεκτική επιφάνεια συµµετρική και ως προς τα τρία επίπεδα συντεταγµένων. Κάθε 

τοµή του µονόχωνου υπερβολοειδούς, µε επίπεδο παράλληλο στον άξονα zz′ , είναι 

µία υπερβολή, ενώ κάθε τοµή του µονόχωνου υπερβολοειδούς µε επίπεδο κάθετο 

στον άξονα zz′ είναι µία έλλειψη. Ο άξονας του συστήµατος αναφοράς, ονοµάζεται 

άξονας του µονόχωνου υπερβολοειδούς. Αυτό το υπερβολοειδές, είναι επιφάνεια µε 

κέντρο την αρχή Ο του συστήµατος συντεταγµένων. Με οµοπαραλληλικό (affine) 

µετασχηµατισµό, κατά τις διευθύνσεις του άξονα xx′  και του άξονα yy′ , το 

παραπάνω υπερβολοειδές µπορεί να µετασχηµατισθεί σε µονόχωνο υπερβολοειδές εκ 

περιστροφής. Εξάλλου, το µονόχωνο υπερβολοειδές µπορεί να θεωρηθεί ότι 

παράγεται από ευθείες γραµµές (ως σύνολο ευθειών, κάθε µία εκ των οποίων 
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ικανοποιεί δοθείσες συνθήκες). Πράγµατι, αν γράψω την εξίσωση του µονόχωνου 

υπερβολοειδούς στη µορφή  1 1
x z x z y y

α γ α γ β β
     

+ − = + −     
     

 και θέσω 

1
y

u
x z

β

α γ

 
− 

 =
 

− 
 

 και 

1
y

v
x z

β

α γ

 
+ 

 =
 

− 
 

 προκύπτει ότι  

1

1

x z y
u

x z y
v

α γ β

α γ β

  
+ = +  

  
 

  + = −    

 και 

1

1

y

x z

u

y

x z

v

β
α γ

β
α γ

  
−  

  − =
 
 

  +   − = 
 

 

Κάθε µία από τις παραπάνω εξισώσεις, παριστάνει µία οικογένεια επιπέδων 

και κάθε ζεύγος εξισώσεων παριστάνει µία οικογένεια ευθειών, που κείτονται στην 

επιφάνεια. Οι  ευθείες αυτές, είναι οι γενέτειρες του µονόχωνου υπερβολοειδούς. 

Άρα, το µονόχωνο υπερβολοειδές είναι µία ευθειογενής επιφάνεια. Η πρωτεύουσα 

τοµή του µονόχωνου υπερβολοειδούς µε το επίπεδο xy , είναι µία έλλειψη, η οποία 

ονοµάζεται λαιµός της επιφάνειας. Μπορώ να θεωρήσω το παραπάνω υπερβολοειδές 

σαν την επιφάνεια η οποία παράγεται από µία έλλειψη, της οποίας το επίπεδο είναι 

παράλληλο προς το επίπεδο xOy και η επιφάνεια είναι µεταβαλλόµενη, ώστε να 

παραµένει όµοια προς το λαιµό και να στηρίζεται επί της πρωτεύουσας υπερβολής η 

οποία βρίσκεται στο επίπεδο xz . Ο ασύµπτωτος κώνος, είναι ο γεωµετρικός τόπος 

των ασύµπτωτων των υπερβολών, κατά τις οποίες τέµνεται η επιφάνεια από τα 

επίπεδα του χώρου που διέρχονται δια του άξονα zz′ . Η εξίσωση του ασύµπτωτου 

κώνου είναι η 
2 2 2

2 2 2
0

x y z

a β γ
+ − =  

Τα µονόχωνα υπερβολοειδή όπως και οι κώνοι, µπορούν να χρησιµοποιηθούν  για τη 

µετάδοση των στροφών ενός κύµατος σε οποιοδήποτε άλλο κύµα (υπερβολικοί 

οδοντωτοί τροχοί, κωνικοί τροχοί).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 24: Υπόδειγµα µετάδοσης της στροφής µε χρήση 2 µονόχωνων υπερβολoειδών 
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2.6 Υπερβολοειδές οριζόµενο από τρεις ευθείες 

Στην αναλυτική γεωµετρία, αποδεικνύεται ότι:  

� Κάθε ευθειογενής επιφάνεια δευτέρου βαθµού (µε πραγµατικές γενέτειρες), 

είναι ο γεωµετρικός τόπος των ευθειών γραµµών, κάθε µία εκ των οποίων στηρίζεται 

(συναντά) επί τριών σταθερών γενετειρών του ιδίου συστήµατος. 

Αντιστρόφως:  

� Η επιφάνεια η οποία παράγεται από µετατιθεµένη ευθεία γραµµή, ώστε να 

συναντά τρεις δοθείσες (σταθερές) ευθείες (οδηγούς), είναι µια επιφάνεια δευτέρου 

βαθµού. Ειδικότερα, είναι ένα:  

�υπερβολοειδές, αν οι 3 οδηγοί δεν είναι παράλληλοι προς το αυτό επίπεδο,     

� υπερβολικό παραβολοειδές, αν οι 3 οδηγοί είναι παράλληλοι προς το αυτό 

επίπεδο.  

Οµοίως, αποδεικνύεται ότι: 

� Κάθε ευθειογενής επιφάνεια δευτέρου βαθµού, είναι ο γεωµετρικός τόπος 

των ευθειών γραµµών, οι οποίες χωρίζουν οµογραφικά δύο σταθερές γενέτειρες του 

ιδίου συστήµατος.  

Αντιστρόφως:  

� Ο γεωµετρικός τόπος των ευθειών γραµµών, κάθε µία εκ των οποίων 

συνδέει οµόλογα (αντίστοιχα) σηµεία δύο οµογραφικών (προβολικών) σηµειοσειρών, 

των οποίων οι φορείς είναι δύο τυχούσες ασύµβατες ευθείες, είναι µία ευθειογενής 

επιφάνεια δευτέρου βαθµού. 

Αν οι οµογραφικές σηµειοσειρές είναι όµοιες, τότε η οριζόµενη επιφάνεια 

είναι ένα υπερβολικό παραβολοειδές. Στη  γενική περίπτωση οµογραφίας 

(προβολικής απεικόνισης της µιας σηµειοσειράς στην άλλη), η οριζόµενη επιφάνεια 

είναι ένα µονόχωνο υπερβολοειδές. Κάθε ευθειογενής επιφάνεια δευτέρου βαθµού, 

είναι ο γεωµετρικός τόπος των τοµών δύο µεταβλητών επιπέδων διερχοµένων 

αντιστοίχως από δύο σταθερές γενέτειρες του αυτού συστήµατος, που αντιστοιχούν 

οµογραφικά, δηλαδή αντιστοιχούν κατά µία οποιαδήποτε οµογραφία της δέσµης 

επιπέδων η οποία έχει ως φορέα τη µία γενέτειρα επί της δέσµης επιπέδων που έχει 

ως φορέα την άλλη. Αντιστρόφως, ο γεωµετρικός  τόπος των τοµών των οµόλογων 

(αντιστοίχων) επιπέδων δύο οµογραφικών αξονικών δεσµών, είναι µία επιφάνεια 

δευτέρου βαθµού. Αν είναι α, β, γ οι τρείς ευθείες οι οποίες ορίζουν ένα 

υπερβολοειδές, οι γενέτειρες του άλλου συστήµατος, στο οποίο δεν ανήκουν οι α, β, 

γ, είναι οι ευθείες κάθε µία εκ  των οποίων συναντά τις α, β, γ. Για  την κατασκευή 

τους, λαµβάνεται ένα τυχαίο σηµείο Α της α και κατασκευάζεται η διά αυτού του 

σηµείου  ευθεία α', η οποία συναντά τις β και γ.  

 
Γράφηµα 25: Υπερβολοειδές οριζόµενο από 3 γενέτειρες 
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Η  α' είναι η τοµή των δύο επιπέδων, τα οποία ορίζονται  από το σηµείο Α και 

από τις ευθείες β, γ αντιστοίχως. Κάθε σηµείο Μ της γενέτειρας α', είναι σηµείο της 

επιφάνειας. Για να κατασκευάσω το εφαπτόµενο επίπεδο της επιφανείας κατά το 

σηµείο της Μ, αναζητώ τη δεύτερη γενέτειρα, η οποία διέρχεται από αυτό και είναι η 

ευθεία γραµµή που άγεται από το σηµείο Μ και τέµνει  δύο νέες γενέτειρες οι οποίες 

κατασκευάστηκαν όπως η α'. Οι δύο γενέτειρες, οι διερχόµενες από το σηµείο Μ, 

ορίζουν το εφαπτόµενο επίπεδο της επιφανείας κατά το σηµείο Μ. Αντιστρόφως, 

έστω p ένα επίπεδο διερχόµενο από µια τυχαία γενέτειρα δ της επιφανείας.  

Αυτό το επίπεδο, που τέµνει την επιφάνεια στην ευθεία δ, την τέµνει και κατά 

µία δεύτερη ευθεία, η οποία ορίζεται από τα κοινά σηµεία του επιπέδου p, µε δύο 

γενέτειρες του συστήµατος στο οποίο ανήκει η δ. Οι επί του επιπέδου p δύο 

γενέτειρες της επιφάνειας τέµνονται σε σηµείο, το οποίο είναι το σηµείο επαφής 

αυτού του επιπέδου µε την επιφάνεια. Η εύρεση των κοινών σηµείων µιας ευθείας δ 

και ενός υπερβολοειδούς οριζόµενου από τρείς γενέτειρες α, β, γ, ανάγεται στην 

εύρεση των γενετειρών της επιφάνειας, οι οποίες συναντούν τη δ, δηλαδή ανάγεται 

στην εύρεση µιας ευθείας στηριζόµενης σε τέσσερεις δοθείσες ευθείες α, β, γ, δ, που  

θεωρούµενες ανά δύο, είναι ασύµβατες. Αυτό το πρόβληµα, όπως και το πρόβληµα 

της κατασκευής των εφαπτόµενων επιπέδων του υπερβολοειδούς που άγονται από 

δεδοµένη ευθεία του χώρου ή των εφαπτοµένων επιπέδων του υπερβολοειδούς, των 

παραλλήλων προς δοθέν επίπεδο του χώρου και άλλα προβλήµατα επί των 

ευθειογεvώv επιφανειών του δευτέρου βαθµού, µπορούν να επιλυθούν µε τη  βοήθεια 

των µεθόδων της παραστατικής γεωµετρίας και της έννοιας της οµογραφικής 

απεικόνισης (προβολικότητας) επί σχηµατισµών πρώτης βαθµίδας (σηµειοσειρών, 

επίπεδων δεσµών ευθειών και αξονικών δεσµών επιπέδων). Για την κατασκευή της 

τοµής ενός υπερβολοειδούς µε δοθέν επίπεδο του χώρου, ζητώ τα κοινά σηµεία αυτού 

του επιπέδου, µε τις γενέτειρες της επιφανείας. Η εφαπτοµένη σε ένα σηµείο της 

τοµής, είναι η τοµή του εφαπτόµενου επιπέδου και της επιφάνειας στο σηµείο αυτό 

και του τέµνοντος επιπέδου. Ένα τυχαίο επίπεδο του χώρου, τέµνει το υπερβολοειδές 

κατά κωνική τοµή πάντα πραγµατική. Για την εύρεση του τύπου της κωνικής τοµής, 

ζητώ τα επ΄ άπειρο σηµεία της, δηλαδή τις γενέτειρες της επιφάνειας τις παράλληλες 

προς το τέµνον επίπεδο. 

 1. Αν υπάρχουν τέσσερεις γενέτειρες παράλληλες προς το τέµνον επίπεδο, τότε 

αποτελούν δύο ζεύγη παράλληλων γενετειρών, τα οποία ορίζουν δύο ασυµπτωτικά 

επίπεδα. Τα ίχνη αυτών επί του τέµνοντος επιπέδου, είναι οι ασύµπτωτες της τοµής. 

Η τοµή αυτή είναι µία υπερβολή. 

 2. Αν υπάρχουν δύο µόνο γενέτειρες παράλληλες προς το τέµνον επίπεδο, τότε 

οι δύο αυτές γενέτειρες είναι παράλληλες και το επίπεδό τους είναι παράλληλο προς 

το τέµνον επίπεδο. Η τοµή, είναι µία παραβολή. 

 3. Αν δεν υπάρχουν πραγµατικές γενέτειρες παράλληλες προς το τέµνον επίπεδο, 

τότε η τοµή είναι µία έλλειψη. Στον ορισµό του εφαπτόµενου επιπέδου της 

επιφανείας (υπερβολοειδούς), βασίζεται η κατασκευή της καµπύλης επαφής του 

επιπέδου και του περιεγραµµένου περί αυτό κώνου, ο οποίος έχει κορυφή ένα σηµείο 

S του χώρου µη επ' άπειρο ή επ' άπειρο (περιεγραµµένος κύλινδρος), όπως και του 

πολικού επιπέδου ενός  σηµείου S ως προς το υπερβολοειδές ή του πόλου ενός 

επιπέδου ως προς το υπερβολοειδές.  
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2.7 ∆ίχωνο υπερβολοειδές 

Το δίχωνο υπερβολοειδές, είναι η επιφάνεια δευτέρου βαθµού, της οποίας η 

εξίσωση σε ορθογώνιο σύστηµα αναφοράς µε άξονα zz′ , (ονοµάζεται 

χαρακτηριστικός άξονας της επιφανείας) είναι η 
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a β γ
− − + = .  

Τα α, β είναι τα µήκη των πρωτευόντων ηµιαξόνων της έλλειψης, κατά την 

οποία τέµνεται το δίχωνο υπερβολοειδές, από επίπεδο παράλληλο προς το επίπεδο 

xy  το οποίο απέχει απόσταση 2z γ= ± . Τα α, γ είναι τα µήκη των πρωτευόντων 

ηµιαξόνων της υπερβολής, κατά την οποία τέµνεται το δίχωνο υπερβολοειδές από το 

επίπεδο xz . Τα γ, β είναι τα µήκη των ηµιαξόνων της τοµής (υπερβολής), κατά την 

οποία τέµνεται  το δίχωνο υπερβολοειδές από το  επίπεδο yz . Αν α=β, τότε το 

παραπάνω υπερβολοειδές είναι ένα δίχωνο υπερβολοειδές εκ περιστροφής.  

Η επιφάνεια αυτή, αποτελούµενη από δύο τµήµατα συµµετρικά ως προς τα 

επίπεδα των συντεταγµένων, τέµνει το επ’ άπειρο επίπεδο του χώρου κατά µία 

πραγµατική κωνική τοµή. Κάθε τοµή µε επίπεδο παράλληλο στον  άξονα zz′  είναι 

υπερβολή, ενώ κάθε τοµή µε επίπεδο κάθετο στον άξονα zz′ , µε z γ> , είναι 

έλλειψη. Η αρχή Ο των συντεταγµένων, είναι το κέντρο του δίχωνου 

υπερβολοειδούς. Έτσι, το µονόχωνο υπερβολοειδές είναι επιφάνεια µε κέντρο. Με 

οµοπαραλληλικό µετασχηµατισµό κατά την διεύθυνση των αξόνων ,  xx zz′ ′ , το 

δίχωνο υπερβολοειδές µπορεί να µετασχηµατισθεί σε υπερβολοειδές εκ περιστροφής 

και αντιστρόφως.  Όπως στην περίπτωση του µονόχωνου υπερβολοειδούς, υπάρχει 

ασύµπτωτος κώνος του δίχωνου υπερβολοειδούς, οριζόµενος οµοίως, σαν ο 

γεωµετρικός τόπος των ασύµπτωτων των τοµών του, µε επίπεδα του χώρου που 

διέρχονται από τον άξονα zz′  (χαρακτηριστικός άξονας της επιφάνειας). 

 

 
 

Γράφηµα 26: ∆ίχωνο υπερβολοειδές 
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