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ανάλυση, τη βελτιστοποίηση και τη διαχείριση της κατανάλωσης του καυσίµου, της 

απόδοσης του κινητήρα, της θερµοκρασίας και πίεσης, της ανάλυσης των κραδασµών 

και της εκτίµησης των εκποµπών ρύπων. Με τη βοήθεια των λογαρίθµων, οι µηχανικοί 

µπορούν να κάνουν ακριβείς υπολογισµούς που βελτιώνουν την απόδοση των 

µηχανών, µειώνουν το κόστος λειτουργίας και εξασφαλίζουν την ασφαλή και 

αποτελεσµατική λειτουργία του πλοίου. 
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1. Εφαρµογές των λογαρίθµων στη ναυτιλία 

Οι λογάριθµοι είναι ένα πολύ χρήσιµο εργαλείο στη ναυτιλία για διάφορους 

υπολογισµούς και αναλύσεις, διότι επιτρέπουν την αποτελεσµατική διαχείριση και 

πλοήγηση σε ένα πολύπλοκο και δυναµικό περιβάλλον. Βρίσκουν αρκετές εφαρµογές 

στη ναυτιλία, διότι η ναυτιλιακή βιοµηχανία περιλαµβάνει πολλά µαθηµατικά µοντέλα 

και υπολογισµούς, που σχετίζονται µε τα µεγέθη και τις αποστάσεις, τα οποία συχνά 

απαιτούν τη χρήση λογαρίθµων για να γίνουν πιο εύχρηστα και ακριβή. Παρακάτω 

παρατίθενται µερικές βασικές εφαρµογές των λογαρίθµων στη ναυτιλία: 

 

1.1 Υπολογισµός της ταχύτητας και της απόστασης 

Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται προκειµένου να διευκολύνουν τον 

υπολογισµό των αποστάσεων και των ταχυτήτων, σε συνδυασµό µε άλλες 

παραµέτρους όπως ο χρόνος και η απόσταση. Για παράδειγµα, αν γνωρίζω την 

απόσταση και το χρόνο, µπορώ µε χρήση  λογαρίθµων  να υπολογίσω εύκολα την 

ταχύτητα του πλοίου, ειδικά αν αυτή µεταβάλλεται εκθετικά ή σχετίζεται µε άλλες 

εκθετικές µεταβολές (κατανάλωση καυσίµων, αντίσταση νερού, ένταση ανέµου). 

 

1.2 Μέθοδοι ναυσιπλοΐας και χαρτογράφηση 

Οι ναυτικοί, χρησιµοποιούν λογάριθµους σε υπολογισµούς που σχετίζονται µε 

τη γεωµετρία και τις συντεταγµένες (π.χ. γεωγραφικό µήκος και πλάτος). Η χρήση των 

λογαρίθµων, επιτρέπει την ακριβή υπολογιστική αναπαράσταση των πλοίων σε ένα 

χάρτη, βοηθώντας στην υπολογισµό της πορείας τους. 

 

1.3 Υπολογισµός της κλίµακας του χάρτη 

Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για να προσαρµόσουν τις µετρήσεις του 

χάρτη στις πραγµατικές αποστάσεις. Με τη χρήση των λογαρίθµων, οι ναυτικοί 

υπολογίζουν µε ακρίβεια την απόσταση µεταξύ δύο σηµείων στο χάρτη, λαµβάνοντας 

υπόψη την κλίµακα του χάρτη, η οποία συχνά περιλαµβάνει εκθετικές ή λογαριθµικές 

σχέσεις (τύποι του Napier). 

 

1.4 Ανάλυση της αντίστασης του νερού και των συνθηκών της κίνησης 

Η αντίσταση του νερού στα πλοία, εξαρτάται από πολλούς παράγοντες, όπως η 

ταχύτητα και η µορφολογία του πλοίου. Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για την 

εκτίµηση της αντίστασης του νερού και της απαιτούµενης ισχύος του κινητήρα, διότι 

η σχέση µεταξύ της ταχύτητας και της αντίστασης είναι συχνά µη γραµµική και µπορεί 

να εκφραστεί µε λογαριθµικές συναρτήσεις. 

 

1.5 Αξιολόγηση της οικονοµίας του καυσίµου 

Η οικονοµία του καυσίµου και η κατανάλωση του, κατά τη διάρκεια µιας 

θαλάσσιας πορείας, σχετίζονται µε λογαριθµικές σχέσεις. Αντί να υπολογίζουν την 

κατανάλωση του καυσίµου γραµµικά, οι ναυτιλιακές εταιρείες χρησιµοποιούν 

λογάριθµους προκειµένου να υπολογίσουν την κατανάλωση του καυσίµου σε διάφορες 

ταχύτητες ή σε διαφορετικές συνθήκες θάλασσας, κάτι που µπορεί να βοηθήσει στην 

εξοικονόµηση πόρων και στη βελτίωση της απόδοσης. 

 

1.6 Ανάλυση του σήµατος και επικοινωνίες 

Στη ναυτιλία, η επικοινωνία µέσω του ραδιοφώνου ή µέσω άλλων συστηµάτων 

απαιτεί τη χρήση λογαρίθµων για την ανάλυση των σηµάτων. Οι λογάριθµοι, 

χρησιµοποιούνται στην αξιολόγηση της έντασης του σήµατος (σε ντεσιµπέλ) ή στον 
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υπολογισµό της ισχύος του σήµατος που µεταδίδεται και λαµβάνεται, σε µεγάλες 

αποστάσεις. 

 

1.7 Υπολογισµοί για την ασφαλή φόρτωση και εκφόρτωση των πλοίων 

Η ασφαλής φόρτωση και εκφόρτωση ενός πλοίου, απαιτεί προσεκτική ανάλυση 

των δυνάµεων που ασκούνται και ειδικότερα της θέσης του κέντρου βάρους του 

πλοίου, σε σχέση µε το µετάκεντρο. Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται µε σκοπό να 

υπολογίσουν τη σχέση µεταξύ του φορτίου και του εκτοπίσµατος του πλοίου και για 

να διασφαλίσουν την ευστάθεια (ισορροπία, εµφάνιση ροπής επαναφοράς) του,  κατά 

τη διάρκεια αυτών των διαδικασιών. 

 

1.8 Ανάλυση των καµπυλών πλοήγησης 

Η ανάλυση της πλοήγησης στο θαλάσσιο περιβάλλον, απαιτεί τη χρήση των 

λογαρίθµων για τον υπολογισµό της πορείας του πλοίου, σε συγκεκριµένα σηµεία της 

γήινης επιφάνειας. Οι καµπύλες στροφής και ο υπολογισµός της καµπύλης πορείας 

ενός πλοίου, µπορεί να περιλαµβάνουν λογαριθµικές εξισώσεις, που επιτρέπουν τη 

βελτίωση της πορείας του (κίνηση πάνω σε µέγιστους κύκλους της γήινης επιφάνειας) 

σε δύσκολες συνθήκες. 

 

1.9 Ανάλυση του κινδύνου και της ασφάλειας 

Η ανάλυση του κινδύνου στη ναυτιλία, συµπεριλαµβανοµένων των 

ατυχηµάτων, των επικίνδυνων καιρικών συνθηκών ή άλλων καταστάσεων, 

περιλαµβάνει τη χρήση λογαρίθµων για να υπολογιστεί η πιθανότητα εµφάνισης ενός 

συγκεκριµένου γεγονότος, µε βάση προηγούµενα δεδοµένα ή συνθήκες. Οι 

λογάριθµοι, βοηθούν στην εκτίµηση της σοβαρότητας ενός κινδύνου και στην 

αξιολόγηση των πιθανών αποτελεσµάτων. 

 

1.10 Αποτίµηση των οικονοµικών και των ναυτιλιακών αγορών 

Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται στην ανάλυση των ναυτιλιακών αγορών και 

στην αποτίµηση του κόστους για τη µεταφορά φορτίων, στην τιµολόγηση των 

παρεχόµενων υπηρεσιών και στην ανάλυση της προσφοράς και ζήτησης. Τα 

οικονοµικά µοντέλα που χρησιµοποιούν λογάριθµους, επιτρέπουν πιο ακριβείς 

εκτιµήσεις και προβλέψεις για την κερδοφορία των ναυτιλιακών εταιρειών. 

 

2. Εφαρµογές των λογαρίθµων στις µηχανές των πλοίων 

Οι λογάριθµοι, παίζουν σηµαντικό ρόλο στον τοµέα της ναυτιλίας, ιδιαίτερα 

στις µηχανών των πλοίων, όπου χρησιµοποιούνται για τη βελτιστοποίηση της 

απόδοσης, για την ανάλυση της κατανάλωσης του καυσίµου και για τη διαχείριση της 

ενέργειας. Ορισµένες από τις βασικές εφαρµογές των λογαρίθµων στις µηχανές των 

πλοίων περιλαµβάνουν: 

 

2.1 Ανάλυση της απόδοσης του κινητήρα 

Η απόδοση των µηχανών των πλοίων εξαρτάται από την ταχύτητα του πλοίου, 

από την αντίσταση του νερού, από την ένταση των ανέµων  και από άλλες 

παραµέτρους, όπως η ισχύς που παρέχεται από τον κινητήρα και η κατανάλωση του 

καυσίµου. Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για την ανάλυση αυτών των σχέσεων και 

για την εξαγωγή των εκθετικών ή των λογαριθµικών τύπων, που βοηθούν στην ακριβή 

εκτίµηση της απόδοσης του κινητήρα σε διαφορετικές συνθήκες. 
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2.1.1 Κατανάλωση του καυσίµου 

Η κατανάλωση του καυσίµου σε σχέση µε την ταχύτητα και µε την αντίσταση 

του πλοίου, µπορεί να µοντελοποιηθεί µε λογαριθµικές εξισώσεις. Για παράδειγµα, σε 

υψηλότερες ταχύτητες, η αντίσταση του νερού αυξάνεται εκθετικά και η κατανάλωση 

του καυσίµου αυξάνεται µε ένα λογαριθµικό πρότυπο. 

 

2.1.2 Ικανότητα του κινητήρα 

Η ισχύς του κινητήρα, εκφράζεται συχνά σε λογαριθµική κλίµακα, ώστε να είναι 

πιο ευκρινής η αναλογία µεταξύ των διαφορετικών φορτίων και της ισχύος που 

απαιτείται για να διατηρηθεί µια σταθερή ταχύτητα πλεύσης. 

 

2.2 ∆ιαχείριση της θερµοκρασίας και της πίεσης 

Η θερµοκρασία και η πίεση που αναπτύσσονται στους κινητήρες των πλοίων, 

επηρεάζουν την απόδοση και τη λειτουργία τους. Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για 

την κατανόηση της θερµοδυναµικής συµπεριφοράς των κινητήρων και για την επίλυση 

των εξισώσεων που σχετίζονται µε τη θερµοκρασία και την πίεση, ειδικά όταν 

άγνωστες µεταβλητές ακολουθούν την εκθετική ή τη λογαριθµική κατανοµή. 

 

2.2.1 Θερµοκρασία του κινητήρα 

Η απόδοση ενός κινητήρα αυξάνεται, καθώς η θερµοκρασία του νερού 

εισαγωγής µειώνεται. Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση της σχέσης 

θερµοκρασίας – απόδοσης και για την καλύτερη προσαρµογή του συστήµατος ψύξης 

του κινητήρα. 

 

2.2.2 Πίεση του καυσίµου 

Οι µηχανές των πλοίων, συνήθως λειτουργούν σε υψηλή πίεση. Η αναλογία 

πίεσης – ροής καυσίµου, µπορεί να εκφραστεί µέσω των λογαρίθµων, που 

χρησιµοποιούνται στην ακριβή παρακολούθηση και στη ρύθµιση της κατανάλωσης του 

καυσίµου. 

 

2.3 Βελτιστοποίηση της κατανάλωσης του καυσίµου (fuel efficiency) 

Η βελτιστοποίηση της κατανάλωσης του καυσίµου, είναι ζωτικής σηµασίας για τη 

µείωση του λειτουργικού κόστους και για την προστασία του περιβάλλοντος. Οι 

λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για να µοντελοποιήσουν τη σχέση µεταξύ της 

ταχύτητας, του φορτίου και της κατανάλωσης του καυσίµου. 

 

2.3.1 Οικονοµική ταχύτητα 

Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται στον υπολογισµό της οικονοµικής ταχύτητας 

(optimal speed), η οποία είναι εκείνη η ταχύτητα που ελαχιστοποιεί την κατανάλωση 

του καυσίµου, για τη µεταφορά ενός συγκεκριµένου φορτίου. 

 

2.3.2 Εκθετική αύξηση της κατανάλωσης του καυσίµου 

Η κατανάλωση του καυσίµου αυξάνεται εκθετικά µε την ταχύτητα και οι 

λογάριθµοι χρησιµοποιούνται για να βοηθήσουν στη διαχείριση αυτής της σχέσης, 

επιτρέποντας τη βελτιστοποίηση των λειτουργικών συνθηκών. 

 

2.4 Ανάλυση των κραδασµών και των δονήσεων του κινητήρα 

Οι κινητήρες των πλοίων, ειδικά οι µεγάλης ισχύος, παράγουν κραδασµούς οι 

οποίοι δύνανται να επηρεάσουν την απόδοση και τη µακροχρόνια αξιοπιστία των 

µηχανηµάτων. Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για την ανάλυση των δονήσεων, για 
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την εκτίµηση της  συχνότητας των κραδασµών που παράγονται από τον κινητήρα και 

για την αναγνώριση των πιθανών βλαβών ή των αστοχιών του κινητήρα. Μια 

συχνότητα, µπορεί να αναπαρασταθεί µέσω λογαρίθµου ώστε να κατανοηθεί καλύτερα 

η συσχέτιση της µε την απόδοση ή µε τα τυχόν προβλήµατα του κινητήρα. 

 

2.5 Υπολογισµοί για την αποδοτικότητα των συστηµάτων µετάδοσης  

Οι µηχανές των πλοίων συνήθως είναι συνδεδεµένες µε πολύπλοκα συστήµατα 

µετάδοσης της κίνησης, τα οποία επηρεάζουν την απόδοση του κινητήρα. Οι 

λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται για να υπολογίσουν την αποτελεσµατικότητα της 

µετάδοσης ισχύος µέσω των διαφόρων γραναζιών και των κιβωτίων ταχυτήτων, καθώς 

η µετάδοση της ισχύος συχνά ακολουθεί εκθετικά ή λογαριθµικά πρότυπα. 

 

2.6 Ανάλυση και βελτιστοποίηση της πίεσης στον κυλινδρικό χώρο του κινητήρα 

Η πίεση µέσα στον κύλινδρο του κινητήρα, επηρεάζει άµεσα την απόδοση του 

κινητήρα. Η µέτρηση και η ανάλυση αυτής της πίεσης και η σχέση της µε την 

κατανάλωση του καυσίµου και την παρεχόµενη ισχύ, χρησιµοποιούν λογαριθµικές 

εξισώσεις. Οι  µηχανικοί των πλοίων, χρησιµοποιούν αυτές τις αναλύσεις για τη σωστή 

ρύθµιση του κινητήρα, ώστε να βελτιστοποιηθεί η απόδοσή του. 

 

2.7 Ανάλυση των εκποµπών ρύπων 

Με την αυξανόµενη πίεση για µείωση των εκποµπών των αερίων θερµοκηπίου 

από τα πλοία, οι λογάριθµοι χρησιµοποιούνται στην ανάλυση των εκποµπών ρύπων 

από τις µηχανές των πλοίων. Συγκεκριµένα, οι λογάριθµοι µπορούν να βοηθήσουν 

στην εκτίµηση της συγκέντρωσης CO₂ ή NOx µε βάση την κατανάλωση του καυσίµου 

και τις συνθήκες λειτουργίας του κινητήρα. 

 

2.8 ∆ιαχείριση των συστηµάτων προώθησης 

Οι λογάριθµοι, χρησιµοποιούνται στην παρακολούθηση και στη διαχείριση των 

συστηµάτων πρόωσης του πλοίου (όπως οι προπέλες ή οι κινητήριοι άξονες), για να 

εξασφαλιστεί ότι η ενέργεια µεταφέρεται από τον κινητήρα µε αποδοτικότερο τρόπο. 

 

3. Η έννοια του λογάριθµου 

Θεωρώ την εκθετική συνάρτηση ( ) xf x a= , 0 1α< ≠  και το θετικό αριθµόθ . Επειδή 

η συνάρτηση f  είναι αµφιµονοσήµαντη, µε πεδίο τιµών το διάστηµα  ( ) ( )0, Af+∞ =

, η εξίσωση
xa θ=  έχει µοναδική ρίζα στο σύνολο ℝ . Τη µοναδική ρίζα της εξίσωσης 

xa θ=  τη συµβολίζω µε loga θ  και την ονοµάζω λογάριθµο του θ  µε βάση το a . 

Άρα,  αν 0 1α< ≠  και 0θ >  , τότε ισχύει η ισοδυναµία logx

aa xθ θ= ⇔ =  

∆ηλαδή, αν 0 1α< ≠  και 0θ > , τότε ο λογάριθµος του θ  µε βάση το a , είναι ο 

εκθέτης στον οποίο πρέπει να υψώσω το a  για να βρω το θ . 

 

3.1 Παρατηρήσεις   

Από τον ορισµό του λογάριθµου, προκύπτουν οι σχέσεις: 

� Αν 0 1α< ≠  και 0θ >  , τότε για κάθε x∈ℝ  ισχύουν ( )log x

a a x=  και 
logaa

θ θ=  

� Επειδή 
0 1a =  και  

1a a= , ισχύουν log 1 0a =  και log 1a a =   

� Αν 10a = , τότε ο 10log θ  συµβολίζεται ως logθ  και λέγεται δεκαδικός λογάριθµος  

του θ .  Άρα,  log 10xxθ θ= ⇔ =  
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� Αν a e= , τότε ο logeθ  συµβολίζεται ως lnθ  και λέγεται φυσικός ή νεπέρειος 

λογάριθµος του θ .  Άρα, ln xx eθ θ= ⇔ =  

 

3.2 Ιδιότητες των λογαρίθµων 

Αν 0 1α< ≠ , τότε για οποιουσδήποτε 1 2 3,  ,   θ θ θ   θετικούς αριθµούς και k∈ℝ  

ισχύουν: 

� ( )1 2 1 2log log loga a aθ θ θ θ⋅ = +        � 1
1 2

2

log log loga a a

θ
θ θ

θ
 

= − 
 

 

� ( )log logk

a akθ θ=                                � ( ) 1
log loga a

ν θ θ
ν

=  , ν ∈ℕ  

� Αν 1 2 0θ θ⋅ >  , τότε  ( )1 2 1 2log log loga a aθ θ θ θ⋅ = +  

� Αν 1 2,  ,...,   νθ θ θ  θετικοί αριθµοί, τότε 

 ( )1 2 1 2log ... log log ... loga a a aν νθ θ θ θ θ θ⋅ ⋅ ⋅ = + + +  

 

3.2.1 Τύπος αλλαγής βάσης των λογαρίθµων  

Αν 0 , 1α β< ≠ , τότε για κάθε 0θ > ισχύει: 
log

log
log

a

a

β

θ
θ

β
=  

Αν θ α= , τότε ο παραπάνω τύπος γράφεται   
1

log
loga

β α
β

=  

 

3.3 Εφαρµογές 

1.  Βρείτε το x  αν   i) 2log 2x = −                ii) 3log 5x =               iii) ( )log 2 2 4x =        

                               iv) 
5 9

log 0,6
3

x

 
= − 

 
    v) 4log 1 2x − =           vi) ( )3log 2 11 3x + =  

Λύση 

i) 
2

2

1
log 2 2

4
x x −= − ⇔ = =  

ii) 5

3log 5 3 243x x= ⇔ = =  

iii) ( ) 4 4 4 8log 2 2 4 2 2 2 2 8 8x x x= ⇔ = ⇔ = = =  , 0 1x< ≠   

iv) 
35 5 5

0,6 3 3 355
3 5 5
5

9 9 1 9 3 3 243
log 0,6 27 3

3 3 3 99 9
x x x x x x x

x

− 
= − ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = 

 

 

v) 4

4

16 17

log 1 2 1 2 1 16 1 ή ή

16 15

x x x x x

  
  

− = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =  
  − −  

   

vi) ( ) 3 4

3log 2 11 3 2 11 3 2 11 27 2 16 2 2 4x x x x x x+ = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

 

2. ∆είξτε ότι    i) 3 35 2
log 2 log 5 9⋅ =                                              ii) ( )3 2log log 512 2=   

                       iii) ( ) ( )2 8 7 411 log log 64 5log log 4 11⋅ − =  

Απόδειξη 
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i)  3 35 2 33

log 2 log5 log 2 log5
log 2 log 5 9 3 3 9

1 1log 5 log 2 log5 log 2
3 3

⋅ = = ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

ii) ( ) ( ) ( )9 2

3 2 3 2 3 2 3 3 3log log 512 log log 2 log 9 log 2 log 9 log 3 2 log 3 2= = = = = =  

iii)   

( ) ( )

( )
( )

2 8 7 4

2

2 8 7

2 8

2

11 log log 64 5log log 4

11 log log 8 5log 1

11 log 2log 8 0

11 log 2 11 1 11

⋅ − =

⋅ − =

⋅ − =

⋅ = ⋅ =

 

 

3. Αν 0 ,  ,  ,  1α β αβ θ< ≠  , δείξτε ότι 

i) 
log

1 log
log

a
a

aβ

θ
β

θ
= +     ii) 

1 1 1

log log loga β αβθ θ θ
+ =  

Απόδειξη 

i)  

( )

( ) ( )
log loglog log

log log log 1 log
loglog log

log

a aa a
a a a a

aa a

a

β

θ α βθ θ
α β α β β

θθ θ
α β

⋅ ⋅
= = = ⋅ = + = +

⋅

 

ii) ( )1 1 1
log log log

log log loga

θ θ θ
β αβ

α β α β
θ θ θ

+ = + = ⋅ =  

 

4.  Αν 0 1α< ≠ , δείξτε ότι  
2 3 4

1 1 1 1
10log

log log log loga

θ

α α α

α
θ θ θ θ

+ + + =  

Απόδειξη 

2 3 4

2 3 4

1 1 1 1

log log log log

log log log log

log 2log 3log 4log 10log

a α α α

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

α α α α

α α α α α

+ + + =

+ + + =

+ + + =

 

 

5. Αν 40log 100 α= , βρείτε τον 16log 25  συναρτήσει του α.  

Λύση 

Είναι  

( )

2

40

log100 log10 2log10 2 2
log 100 log4

log40 log 4 10 log10 log4 1 log4
a

α
α
−

= = = = = ⇔ =
⋅ + +

 

Οπότε 

40
16 2

40

100 2log 2
log25 log100 log4 3 2 3 2 3log 100 24

log 25
2log16 log4 2log4 4 2 4 2 4 2log 100

2

α
α αα

α α α
α

  −
−  − − − − = = = = = = =

− − − − 
 
 

 

6. Αν 0 1α< ≠ , 0 2β< ≠  και 
2

log log
2

α β

α
β  = 

 
, δείξτε ότι 2αβ = . 

Απόδειξη 
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( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

log log
log log log log 2 1 log 2

2 log log 2
log

2

1 log 2 log log 2 log log log 2 log 2 log

log 2 log log 2 log 2 log log 2 0 1 log

log 2 log log log 2 log

a
a a

α
α β α α

α α
α

α α α α α α α α

α α α α α α α

α α α α

β βα
β

β β

β β β β

β β β

α β

  = ⇔ − = ⇔ − = ⇔  −  
 
 

⇔ − − = ⇔ − − +

+ = ⇔ + − = ⇔ + =

= ⇔ + = ⇔ ( ) log 2 2α ααβ αβ= ⇔ =
 

 

7. Αν 0x > , 0 , 1a β< ≠  ,  1αβ ≠ , δείξτε ότι  

( )2

log log log 1 log log
a a
x x a xβ β αββ+ = +  

Απόδειξη 

( ) ( )

( )

( )2

log log 1 1
log log log

log log log log

log log log log log log log log

1
log 2 log log log 2 log

log

log 2log 1
log

log

a

x x
x x x

x x

x x

x

αβ αβ
β αβ

αβ αβ αβ αβ

αβ α β αβ α α β β

αβ α β αβ β
β

β β
αβ

β

α β α β

αβ αβ α β α β

β α α
α

α α

α

 
+ = + = + =  

 

+ = + + + =

 
+ + = + + =  

 

 + +
 

 

( )

( )

2

2

1
log log 1

log

log log log 1

x

x

αβ β
β

αβ α β

α
α

β α

= ⋅ + =


⋅ +

 

 

8. Αν 0 , 1a β< ≠ ,  1αβ ≠ , δείξτε ότι 

( ) ( )log log 2 log log log 1 logα β α αβ β αβ α β β α β+ + + − = +
 

Απόδειξη 

( ) ( )log log 2 log log logα β α αβ ββ α β β α+ + + − =  

( )
1 log

log 2 log log
log log

α
α α α

β α

β
β β β

α αβ

   
+ + ⋅ − ⋅ =    

  
 

2log 2log 1 1
log 1 log

log log log

α α
α β

α α α

β β
β α

β α β
   + +

⋅ − =   +   

( )

( )

2

2

1
log 1 1 log

1 log

log log
log 1

1 log

α β
α

α β
α

α

β α
β

β α
β

β

 
+ ⋅ − = + 

 
+ = + 

 

( ) 1
log 1 log 1 log

log
α α α

α

β β β
β

+ = +  

 

9. Αν 0 , 1a β< ≠ , δείξτε ότι ( ) ( )3
log log 1 log log 1 logα β α α α

α
β α β β

β
 

+ + ⋅ = − 
 
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Απόδειξη 

( )log log 1 log logα β α α

α
β α β

β
 

+ + ⋅ = 
 

 

( )1
log 1 log log log

log
α α α α

α

β β α β
β

 
+ + ⋅ − = 

 
 

( ) [ ] ( )2 3
log log 1 1 log 1 logα α α αβ β β β + + − = −   

 

10. Αν 0 1α< ≠ , δείξτε ότι 84log log log logS α α α α= + + + =…  

Απόδειξη 
84log log log

1 1 1 1
log log log log

2 4 8 2

1 1 1 1
log

2 4 8 2

S

ν

α α α

α α α α
ν

α

= + + + =

+ + + + + =

 + + + + + 
 

…

… …

… …

 

Η ακολουθία 
1 1 1 1

, , , , ,
2 4 8 2ν… …  είναι γεωµετρική πρόοδος µε 1

1 1
,  

2 2
α λ= =  και 

άπειρο πλήθος όρων. Ισχύει ότι  
1

1
1 1 1 1 2 1

12 4 8 2 1
1

2

ν

α
λ

+ + + + + = = =
− −

… …  

Άρα, logS α=  

 

11. Αν 0 , , 1α β γ< ≠ , 1θ ≠ , β γ≠  και οι αριθµοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι 

γεωµετρικής προόδου, δείξτε ότι  
loglog log

log log log

βα α

β γ γ

θθ θ
θ θ θ

− =  

Απόδειξη 

Εφόσον οι αριθµοί α, β, γ  είναι διαδοχικοί όροι γεωµετρικής προόδου, ισχύει ότι
2β αγ= .  Άρα, ( )2log log 2log log logθ θ θ θ θβ αγ β α γ= ⇔ = +   

Είναι 

1 1 1 2

loglog log log log log log

1 1 2 1log log

log log log log log

βα θ θ θ θ θ

β γ

θ θ θ θ θ

θθ α β α α γ
θ θ

β γ α γ γ

− −
+

− = = =
− −

+

 

 

log log 2 log log log log

2 log log log log log log

θ θ θ θ θ α

θ θ θ θ θ γ

α γ α γ γ θ
γ α γ α α θ
+ −

⋅ = =
− −

  

 

12. Αν 0x > , 0y > , 0 , 1α β< ≠  µε x yα β=  και x yβ α= , δείξτε ότι  

log log

x y
βα

α ββ α

  
=        

 

Απόδειξη 
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� log log log
log log

a

x y x y x x
x y y yα

α α α
α α

α β α β β
β β

 
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = 

 
 

� log log log
log log

x y x y y y
x y x y

β

β
β β β

α α

α β α β α
β β

 
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = 

 
 

Επειδή x yβ α= , προκύπτει 
log log

x y
βα

α ββ α

  
=        

 

 

13. ∆είξτε ότι i) 
17 34

1
20

log 34 log 68
>

−
    ii) 

2 5

1 1
1

log logπ π
+ >  

Απόδειξη 

i)   Είναι ( )17 17 17 17 17log 34 log 2 17 log 2 log 17 1 log 2= ⋅ = + = +  

Είναι 

( ) 17
34 34 34 34 34

17

17 17

17 17

log 2
log 68 log 34 2 log 34 log 2 1 log 2 1

log 34

log 2 1 2log 2
1

1 log 2 1 log 2

= ⋅ = + = + = + =

+
+ =

+ +

  

Είναι  
1717 17

17

17

1 1
20 20

1 2log 2log 34 log 64 1 log 2
1 log 2

> ⇔ > ⇔
+− + −
+

 

217
17 172

17

1 log 2
20 1 log 2 20log 2

log

+
> ⇔ + > ⇔  

( ) ( ) ( )2

17 17 17 1720 log 2 log 2 1 0 5log 2 1 4 log 2 1 0− − < ⇔ + − <  

Η τελευταία ανίσωση είναι αληθής, διότι 175log 2 1 0+ >  και 
4

17 174log 2 1 0 log 2 1 16 17− < ⇔ < ⇔ <  

ii) 

2

2 5

1 1
1 log 2 log 5 1 log 10 1 10 10

log log
π π π π π

π π
+ > ⇔ + > ⇔ > ⇔ > ⇔ >  

(αληθής). 

 

3.4 Λογαριθµική συνάρτηση 

Έστω η εκθετική συνάρτηση ( ) xf x a=  , x∈ℝ . Επειδή η f  είναι συνάρτηση 

1 1− , ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 1f −  της f  . Εφόσον η εκθετική συνάρτηση 

f  έχει ως πεδίο ορισµού το ℝ  και ως πεδίο τιµών το διάστηµα ( )0,+∞ , η αντίστροφη 

συνάρτηση 1f −  έχει ως πεδίο ορισµού το διάστηµα ( )0,+∞ και ως πεδίο τιµών το ℝ . 

Είναι logx

aa y x y= ⇔ =  , 0 1α< ≠ . Άρα, ( )1 logf y yα
− =  , 0 1α< ≠ , 0y > . 

Άρα,  η αντίστροφη συνάρτηση της εκθετικής συνάρτησης ( ) xf x a=  , x∈ℝ  

µε 0 1α< ≠  είναι η συνάρτηση ( ) logag x x= , 0x > , που λέγεται λογαριθµική 

συνάρτηση µε βάση α.  
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3.4.1 Ιδιότητες της λογαριθµικής συνάρτησης 

Οι βασικές ιδιότητες της λογαριθµικής συνάρτησης ( ) logaf x x= , 0x > , είναι οι 

παρακάτω: 

� Είναι συνάρτηση 1 1− , άρα ισχύει ότι 

1 2 1 2log loga ax x x x= ⇔ =  

� Αν 1a >  είναι γνησίως αύξουσα, 

δηλαδή για κάθε θετικούς αριθµούς 

1 2,  x x µε 1 2x x<   είναι 1 2log loga ax x<  

Ισχύει ότι: log 0 1x x> ⇔ >  

                     log 0 (0,1)x x< ⇔ ∈  

                     log 0 1x x= ⇔ =  

� Αν 0 1α< <  είναι γνησίως φθίνουσα, 

δηλαδή για κάθε θετικούς αριθµούς 

1 2,  x x µε 1 2x x<  είναι 1 2log loga ax x>  

Ισχύει ότι: 0,1log 0 (0,1)x x> ⇔ ∈  

                     0,1log 0 1x x< ⇔ >  

                     0,1log 0 1x x= ⇔ =    

Η γραφική παράσταση της λογαριθµικής συνάρτησης δίνεται στο παραπάνω σχήµα. 

 

3.4.2 Εφαρµογές 

1. Στο ίδιο ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων, να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις 

( ) lnf x x= , ( ) ln 1g x x= −  

Λύση 

Η γραφική παράσταση της ( ) ln 1g x x= −  

προκύπτει από την κατακόρυφη µετατόπιση 

της γραφικής παράστασης της ( ) lnf x x=  

προς τα κάτω, κατά µια µονάδα. Οι 

γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, 

g δίνονται στο διπλανό σχήµα.  

 

 

2. Στο ίδιο ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων, να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις

( ) lnf x x= , ( ) ( )ln 1g x x= +  

Λύση 

Η γραφική παράσταση της ( ) ( )ln 1g x x= +  

προκύπτει από µια οριζόντια µετατόπιση της 

γραφικής παράστασης της ( ) lnf x x= κατά 

µια µονάδα, προς τα αριστερά και δίνεται στο 

διπλανό σχήµα. 
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3. Να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις i) ( ) lnf x x= ,  ii) ( ) lnf x x=  

Λύση 

 i) Είναι x
∗∈ℝ . Για κάθε x

∗∈ℝ  ισχύει ότι ( ) ( )ln lnf x x x f x= − = =  

Άρα,  η f  είναι άρτια συνάρτηση οπότε η γραφική της παράσταση της  έχει ως άξονα 

συµµετρίας τον άξονα yy′  και δίνεται στο ακόλουθο σχήµα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ii)   Είναι ( )
ln ,   0 1

ln
ln ,            1

x x
f x x

x x

− < <
= = 

≥
  

Η γραφική παράσταση της f  αποτελείται από τα τµήµατα των γραφικών 

παραστάσεων των συναρτήσεων ( ) lnf x x= −  µε 0 1x< <  και ( ) lnf x x=  µε 1x ≥  

όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Βρείτε το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων i) ( ) 2
ln

2

x
f x

x

− =  + 
  

ii) ( ) ( ) ( )2 2ln 1 2 ln 4f x x x= − − −  

Λύση 

i) Πρέπει ( ) ( ) ( )2
0 2 2 0 2 2 2,  2

2

x
x x x x

x

−
> ⇔ − + > ⇔ − < < ⇔ ∈ −

+
 

Άρα, η συνάρτηση έχει ως πεδίο ορισµού το σύνολο ( )2,  2− . 

ii) Πρέπει 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

2

1 1 0 , 1 1,1 0
4, 1 1,4

2 2 0 4,44 0

x x xx
x

x x xx

− + > ∈ −∞ − +∞    − >     
⇔ ⇔ ⇔ ∈ − −     

− + > ∈ −− >          

∪
∪  

Άρα, η συνάρτηση έχει ως πεδίο ορισµού το σύνολο ( ) ( )4, 1 1,4− − ∪  
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5.  ∆ίνονται οι συναρτήσεις i) ( )2( ) ln 1f x x x= + − , ii) ( ) ln
x

g x x
x

π
ηµ

π
− =  + 

    

∆είξτε ότι η συνάρτηση f  είναι περιττή και ότι η συνάρτηση g είναι άρτια.   

Απόδειξη 

i) Πρέπει  
2 2

1 0 1x x x x+ − > ⇔ + >   

α) Αν 0x ≤ , τότε η παραπάνω σχέση είναι αληθής διότι 
2

1 0x + >  x∀ ∈ℝ  

β) Αν 0x > , τότε η παραπάνω σχέση γίνεται: ( )
2

2 2 2 21 1 1 0x x x x+ > ⇔ + > ⇔ >  

αληθής x∀ ∈ℝ . 

Άρα, η παραπάνω σχέση αληθεύει x∀ ∈ℝ . Συνεπώς, η f  έχει ως πεδίο ορισµού το 

σύνολο ℝ . x∀ ∈ℝ  ισχύει ότι: 

( ) ( )( ) ( )

( )

2 2 2 2

2

2 2

2

2

1 1 1
( ) ln 1 ln ln

1 1

1
ln ln1 ln 1 0 ( ) ( )

1

x x x x x x
f x x x

x x x x

x x f x f x
x x

+ + + − + −
− = + + = =

+ − + −

= = − + − = − = −
+ −

 

Άρα, η συνάρτηση f  είναι περιττή. 

 

ii) Πρέπει 0 ( )( ) 0 ή

x
x

x x
x

x

π
π

π π
π

π

>
− 

> ⇔ − + > ⇔ 
+  < −

 

Άρα, η συνάρτηση g έχει ως πεδίο ορισµού το σύνολο ( ) ( ), ,π πΑ = −∞ − +∞∪  

x∀ ∈Α ισχύει  

1
( ) ln ( ) ln ln ln ( )

x x x
g x x x x x g x

xx x x

x

π π π
ηµ ηµ ηµ ηµ

ππ π π
π

− − + −     − = − = − = − ⋅ = − − =     −− − − +      
 + 

Άρα,  η g είναι άρτια συνάρτηση. 

 

6.  ∆ίνεται η συνάρτηση 
10

( )
1 10

x

x
f x =

+
 µε x∈ℝ . ∆είξτε ότι η f  είναι αντιστρέψιµη 

και να βρεθεί η 1f − . 

Απόδειξη 

∆είχνω ότι η συνάρτηση f  είναι 1–1. 1 2,x x∀ ∈ℝ  µε 1 2( ) ( )f x f x=  έχω 

( )

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

10 10

1 10 1 10

10 (1 10 ) 10 1 10

10 10 10 10

10 10

x x

x x

x x x x

x x x x x x

x x x x

+ +

= ⇔
+ +

+ = + ⇔

+ = + ⇔

= ⇔ =

  

Άρα, η συνάρτηση f  είναι 1–1, συνεπώς είναι αντιστρέψιµη.  

Εύρεση του τύπου της 1f − . 

( )10
( ) 10 1 10 10 10

1 10

x
x x x x

x
f x y y y y y= ⇔ = ⇔ = + ⇔ = + ⋅ ⇔

+
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10 10 10 , 1
1

x x x y
y y y

y
− ⋅ = ⇔ = ≠

−
 

Η παραπάνω εξίσωση έχει λύση στο ℝ  αν και µόνο αν 

0 (1 ) 0 (0,1)
1

y
y y y

y
> ⇔ − > ⇔ ∈

−
. Η µοναδική λύση αυτής είναι η log

1

y
x

y
=

−
 

Άρα,  είναι 
log( )

1

(0,1)

y
xf x y

y
x

y

 ==   −⇔   
∈   ∈ 
ℝ

Συνεπώς,  
1( ) log

1

x
f x

x

− =
−

, µε (0,1)x∈  

 

7.  ∆ίνεται η συνάρτηση 
1

( ) ln
1

x
f x

x

− =  + 
. ∆είξτε ότι η f  είναι αντιστρέψιµη και 

έπειτα να βρεθεί η 1f − . 

Λύση 

Πρέπει  
1

0 (1 )(1 ) 0 ( 1,1)
1

x
x x x

x

−
> ⇔ − + > ⇔ ∈ −

+
. Άρα, η f  έχει πεδίο ορισµού το 

σύνολο ( 1,1)Α = −   Αν ( )1 2 1 2, µε ( )x x f x f x∈Α = , τότε είναι 

1 2

1 2

1 1
ln ln

1 1

x x

x x

   − −
= ⇔   + +   

1 2

1 2

1 1

1 1

x x

x x

− −
= ⇔

+ +
 ( ) ( )1 2 2 11 1 (1 )(1 )x x x x− + = − + ⇔  

2 1 1 2 1 2 1 21 1x x x x x x x x+ − = = + − = ⇔ 1 2 1 22 2x x x x= ⇔ =   

Άρα, η f  είναι συνάρτηση 1 1−  οπότε είναι αντιστρέψιµη.  Εύρεση της ( )1f x−
  

( )1 1
( ) ln 1 1 1

1 1

y y y yx x
f x y y e x e x x e xe

x x

− − = ⇔ = ⇔ = ⇔ − = + ⇔ − = + ⇔ + = 

( ) 1
1 1 1

1

y
y y y y

y

e
xe x e e x e x

e

−
+ = − ⇔ + = − ⇔ =

+
  

Επειδή ( )1,1 1 1 1x x x∈ − ⇔ − < < ⇔ < , από την παραπάνω σχέση προκύπτει 

( ) ( ) 2 21
1 1 1 1 1 1 2 1 2

1

y
y y y y y y y y

y

e
e e e e e e e e

e

−
< ⇔ − < + ⇔ − < + ⇔ − + < + + ⇔

+

4 0ye y> ⇔ ∈ℝ   Άρα, ( ) 1 1
( ) ,

1

y

y

e
f x y f y x y

e

− −
= ⇔ = = ∈

+
ℝ  

Άρα,  ( )1 1

1

x

x

e
f x

e

− −
=

+
, x∈ℝ  

8. Υπολογίστε τους λογαρίθµους   (i) 
3 3

log 9 3 , (ii) 0,04log 5  , (iii) 1

2

log 2  

Λύση 

(i) Έστω 
3 3

log 9 3 x= . Τότε ( ) ( )1/2 2 1/23 3 9 3 3 3 3 3
x x

= ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔  

1 1 3 5
1 2

2 2 2 2
3 5 5

3 3 3 3
2 2 3

x
x

x
x

+ + 
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = 

 
 

(ii) Έστω 0,04log 5 x= . Τότε 

( ) ( )2 24 1 1
0,04 5 5 5 5 5 5 5 2 1

100 25 2

x x
xx x x x− − −   = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ =   

   
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(iii)  Έστω 1

2

log 2 x= . Τότε   
1/21 1 1

2 2 2
2 2 2

x

x x x− −  = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = 
 

 

 

9. Βρείτε το x  αν (i) 
1

6

2
log

3
x

−
= , (ii) 

1
log 2

3
x =  

Λύση 

(i) 

2
2

3 2
233

1

8

2 1
log 8 8 2 4

3 8
x x

−

−  = ⇔ = = = = = 
 

 

(ii) 
1

3
33

1
log 2 2 2 2 2 2

3
x x x x= ⇔ = ⇔ = ⇔ = =  

 

10. ∆είξτε ότι: 

(i) 
1

3log2 log18 log16 log9 4log3
2

− = + − , (ii) 
2 log 49 3log 4

3 3log7 6log 8

−
=

−
 

Λύση 

(i) 
3 1/2

3 1/2 4

4

2 16 9
log 2 log18 log16 log 9 log 3 log log

18 3

⋅
− = + − ⇔ = ⇔  

8 4 9 4 36

18 81 9 81

⋅
= ⇔ =  Ισχύει 

(ii) 

2

3 2 2 2

6 33 33

3

7 7
log 2 log

log 49 3log 4 log 49 log 4 log7 log8 28 8
77log7 log8 33log7 6log 8 log7 log 8 3 loglog
88

⋅− − −
= = = = =

−− − ⋅
 

 

11. Υπολογίστε την τιµή των παραστάσεων (i) 23 log 32 +
, (ii) 

5

1
log 2

225
−

 

Λύση  

(i) 2 23 log 3 log 332 2 2 8 3 24+ = = ⋅ =  

(ii) ( )5 5

2
5 5

1 1
log 2 2log 2

22 2
2log 2 log 2

5 5 5
25 5

5 45

− −
= = = =  

 

12. ∆είξτε ότι 2 2log log ... 2

άν ριζικ

ν
 
  = −
 
 

�����
    

Λύση  

( )
1

2 2
2 2 2 2 2 2 2

1
log log ... 2 log log 2 log log 2 log log 2

2
ά

ν ν

ν ριζικ
ν

       = = = =        
�����

 

 2 2

1
log log 2

2

ν ν
ν

= − = −  
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13. ∆είξτε ότι (i) 
1

log , (0 , 1)
log

α
θ

θ α θ
α

= < ≠ , (ii)

log 2

log33 2= , (iii) 

1

3

1 3
log log

4
a aα β

⋅ =  

Λύση  

(i) 
log 1

log
log log

θ
α

θ α

θ
θ

α θ
= =  

(ii) 3

log 2

log 2log33 3 2= =  

(iii) ( ) ( )
1/2

3/2

1

1 1
log log log

log1
log log

1 1log log log log
α

β

αα αβ β
α α

αβ α
β β

 
⋅ 

 ⋅ = ⋅ = =
⋅

 

1 1 3
log log

32 2

1 4log log

α
β

α
β

⋅ ⋅ ⋅
=

⋅
 

14. Λύστε την εξίσωση ( ) ( )1
log 3 2 2 log 2 log50

2
x x− − = + −  

Λύση  

Πρέπει 

2

3 2 0 3
2

και και
3

2 0 2

x
x

x

x x

 > − > 
  

⇔ ⇔ >   
   + > > −   

 

   

( )1/22log(3 2) log10 log 2 log50x x− − = + − ⇔  

3 2 2 3 2 2
log log

100 50 100 50

x x x x− + − +
= ⇔ = ⇔  

( )
2

2
32 2 3 2 4( 2) 3 2

x

x x x x
>

+ = − ←→ + = − ⇔  

24 8 9 12 4x x x+ = − + ⇔ 29 16 4 0x x− − = ⇔

2
(απορρίπτεται)

9

ή

2

x

x

 = −


 =



 

 

15. Λύστε την εξίσωση 2 2

1
log log

2
x x− =  

Λύση  

Πρέπει 0x >  και 2 2 2log 0 log log 1 1x x x≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥   

Είναι 
1

2
2 2 2 2

1 1
log log log log

2 2
x x x x− = = =  
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Θέτω 2logy x=  οπότε είναι ( )22 21 1
2 1 0 1 0 1

2 2
y y y y y y− = ⇔ − + = ⇔ − = ⇔ =  

Άρα,  2 2log 1 log 1 2x x x= ⇔ = ⇔ = , δεκτή. 

 

16. Για ποιες τιµές του x∈ℝ  οι αριθµοί log ,  log 2 3,  log( 1)x x −  είναι διαδοχικοί 

όροι αριθµητικής προόδου; 

Λύση  

Πρέπει  

0

και 1

1 0

x

x

x

> 
 

⇔ > 
 − > 

    Το ζητούµενο, ισχύει µόνο όταν 

[ ]22log2 3 log log( 1) log(2 3) log ( 1)x x x x= + − ⇔ = − ⇔  

2 2

3,  απορρίπτεται

4 3 12 0 ή

4,  δεκτή

x x x x x

−


⋅ = − ⇔ − − = ⇔ = 



 

 

17. Λύστε την εξίσωση 
3 1 35 2x x− +=  

Λύση  

Λογαριθµίζω 
3 1 3

3

3

log5 log 2

(3 1) log5 ( 3) log 2

3 log5 log5 log 2 3log 2

3 log5 log2 3log 2 log5

(3log5 log2) 3log 2 log5

3log2 log5

3log5 log 2

log 2 log5 log 40

125log5 log2
log

2

x x

x x

x x

x x

x

x

x

− += ⇔

− = + ⇔

− = + ⇔

− = + ⇔

− = + ⇔

+
= ⇔

−

+
= =

−

 

 

18. Λύστε την ανίσωση ( ) ( )2

2 2

3 3

log 9 log 8x x− >  

Λύση 

Πρέπει 

2 9 0 3 ή 3

και και 3

8 0 0

x x x

x

x x

 − > < − > 
   

⇔ ⇔ >   
   > >  

 

Η δοθείσα ανίσωση γράφεται 2 29 8 8 9 0 1 9x x x x x− < ⇔ − − < ⇔ − < <  

Και λόγω του περιορισµού, τελικά  είναι 3 9x< < . 

 

19. ∆είξτε ότι 3 6log 2 log 4<  

Λύση  
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2

3 6

2 2

log 2 log 4 log 2 log 2 log 2 2log 2
log 2 log 4

log3 log6 log3 log6 log3 log6

1 2 log6
log3 2log3 log6 log3 log6 3 6

log3 log6 2

< ⇔ < ⇔ < ⇔ < ⇔

< ⇔ > ⇔ > ⇔ > ⇔ >

 

Η τελευταία σχέση ισχύει. Έγινε χρήση της σχέσης log 2 0, log 3 0, log 6 0> > >  

 

20. Για ποιες τιµές του α η εξίσωση 2

26 5 logx x α− + =  έχει δύο πραγµατικές και 

άνισες ρίζες; 

Λύση 

Είναι  2 2

2 26 5 log 6 5 log 0x x x xα α− + = ⇔ − + − = , οπότε πρέπει και αρκεί 
2

2 2 20 ( 6) 4 (5 log ) 0 36 20 4 log 0 16 4 log 0α α α∆ > ⇔ − − ⋅ − > ⇔ − + > ⇔ + > ⇔  

4

2 2 2 2

1
4 log 0 log 4 log log 2

16
α α α α−+ > ⇔ > − ⇔ > ⇔ >  

 

21. Λύστε την ανίσωση 21 1
log log 1

2
x

x
+ >  

Λύση 

Πρέπει 0x > . Είναι  

 

2

2

1

2 2

2

2

1 1
log log 1

2

1
log log 1

2

1
log log 1

2

1 1
log log 1

2 2

log log 2 0

x
x

x x

x x

x x

x x

+ > ⇔

− > ⇔

− > ⇔

− > ⇔

− − >

 

Θέτω logy x=  οπότε 

 

1

2

2

1 log 1 log 10

2 0 ή ή ή

2 log 2 log 10

y x x

y y

y x x

− < − < − <   
     

− − > ⇔ ⇔ ⇔ ⇔     
     > > >     

1

10

ή

100

x

x

 < 
 
 
 >
 
 

 

22. Βρείτε τα βρεθούν τα x  για τα οποία (i) 
3log 1

3
x

x
−

=   (ii) 

1

4

12log
log

416
x

x

x x> ⋅  

Λύση 

 (i) Πρέπει 0x >  

Λογαριθµίζω µε βάση το 3 (επειδή στον εκθέτη έχω λογάριθµο µε βάση 3). 

( )
( )

( )

3log 1

3 3

3 3

3 3

log log 3

log 1 log 1

1
log 1 log 1

2

x

x

x x

x x

−
= ⇔

− = ⇔

− =
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Θέτω 
3

logy x= , οπότε η παραπάνω ισότητα  γράφεται ως 

 

1

3

2

2
3

1
3

log 11 3
1

( 1) 1 2 0 ή ή ή
2

2 log 2 3 9

x
xy

y y y y

y x x

− = = = −= −   
    

− = ⇔ − − = ⇔ ⇔ ⇔     
     = = = =     

 

 

(ii) Πρέπει 0x >  

Λογαριθµίζω µε βάση το 
1

4
 (επειδή στον εκθέτη έχω λογάριθµο µε βάση 

1

4
). 

1 1

4 4

1

4

2log log

1 1

4 4

log

1 1 1 1

4 4 4 4

2

1 1 1 1

4 4 4 4

log log 16

2log log log log 16

2log log log log 16

x x

x

x x

x x x

x x x

 
< ⋅ ⇔ 

 

⋅ < + ⇔

< + ⋅

 

Είναι  

1

2

1 1 1 1 1

4 4 4 4 4

1 1
log 16 log 4 2log 4 2log 2 log 2

4 4

−
 = = = = − = − 
 

 

Άρα,   
2

1 1 1

4 4 4

2

1 1

4 4

2log log 2log

2log log 0

x x x

x x

< − ⇔

+ <
 

Θέτω 1

4

logy x= , οπότε η παραπάνω ανίσωση γράφεται  ως 

( )

( )

2

1

4

1

2

1 1 1

4 4 4

1
1 2

1 1 1

4 4 4

1 1 1

4 4 4

2 0

2 1 0

1
0

2

1
log 0

2

1
log log log 1

4

log 4 log log 1

log 2 log log 1

2 1 1 2

y y

y y

y

x

x

x

x

x x

−

−
−

+ < ⇔

+ < ⇔

−
< < ⇔

−
< < ⇔

  < < ⇔ 
 

< < ⇔

< < ⇔

> > ⇔ < <

 

 

23. Υπολογίστε τους λογαρίθµους  

α) 2log 16      β) 4

1
log

32
 γ) 

1

3

log 27    δ) 
8

log 32  

Λύση 
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α) Είναι 4

2log 16 2 16 2 2 4x xx x= ⇔ = ⇔ = ⇔ =           

β) Είναι 

( )2 5

4

2 5

1 1
log 4 2 2

32 32

2 2 2 5 2,5

x
x

x

x

x x

−

−

= ⇔ = ⇔ = ⇔

= ⇔ = − ⇔ = −

          

γ) Είναι 

( ) ( )

1

3

11
3 22

1
log 27 27

3

3 27 3 3

3 3

2 2

x

x x

x

x x

− −

 = ⇔ = ⇔ 
 

= ⇔ = ⇔

−
− = ⇔ =

              

δ) Είναι 

 
( ) ( )3 5

8

3

52

log 32 8 32 2 2

3 10
2 2 5

2 3

xx

x

x

x
x

= ⇔ = ⇔ = ⇔

= ⇔ = ⇔ =
 

24. Βρείτε τις τιµές των παραστάσεων α) 

1
1 4log 2 3log 4 log8

3

log 75 2log 3

+ − +
Α =

−
 

β) 
1 2

ln 9 ln8 ln12
2 3e

− +
   γ) 

log 45 ln 5

log 3 ln 3
Α = −  

Λύση 

α) Είναι 

4 3 1/3

2

1

2

1
1 4log 2 3log 4 log8

1 log 2 log 4 log83

log75 2log 3 log75 log 3

16 2
1 log

1 log16 log64 log 2 64
75log75 log3 log
3

1 10
1 log log

1 log 2 1 log 2 log5 12 2
log 25 log 25 log 25 log5 2log5 2

−

+ − + + − +
Α = = =

− −

⋅
++ − +

= =
−

+ + −
= = = = =

 

 

β) Υπολογίζω τον εκθέτη της παράστασης Β. 

1 2
ln9 ln8 ln12

2 3
− + =  

1

2/32ln 9 ln8 ln12− + =  

23ln 9 ln 8 ln12− + =  

ln 3 ln 4 ln12− + =  

3 12
ln ln9

4

⋅
=    Έτσι, η παράσταση Β γίνεται ln 9 9eΒ = =  
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γ)  Από τον τύπο αλλαγής βάσης των λογαρίθµων είναι  
3

log 45
log 45

log 3
= ,  3

ln5
log 5

ln3
=      

Άρα,  

3 3

2

3 3 3 3

log45 ln5
log 45 log 5

log3 ln 3

45
log log 9 log 3 2log 3 2 1 2

5

Α = − = − =

= = = = ⋅ =

 

 

25. Βρείτε τις τιµές του  x  αν  α) 4log 3x =   β) log 3x = −     

Λύση 

Σύµφωνα µε τον ορισµό του λογαρίθµου είναι 

α) 3

4log 3 4 64x x= ⇔ = =   

β) 
3 1

log 3 10
1000

x x −= − ⇔ = =  

 

26. Για ποιες τιµές του x∈ℝ έχει νόηµα κάθε µια από τις επόµενες εκφράσεις;  

α) ( )log 1 x−     β) ( )log 3 2x x−      γ) ( )2

2log 1x x x− +  

     Λύση 

α) Πρέπει 1 0 1 1 1x x x− > ⇔ > ⇔ − < <  

β) Πρέπει  ( )

3

3 2 0 2
3

και και 0,  1 1,  
2

0 1 0 1

x
x

x

x x

 < − > 
    ⇔ ⇔ ∈     

    < ≠ < ≠   
 

∪  

γ) Επειδή x∀ ∈ℝ  είναι ( )
2

2 1 3
1 0

2 4
x x x

 − + = − + > 
 

 πρέπει 

1
0 2 1 0  και 

2
x x x< ≠ ⇔ < ≠  

 

27. Αν ,a β +∈ℝ  δείξτε ότι log logaβα β=  

Απόδειξη 

Είναι  

( ) ( )

log log

log loglog log

log log log log

a

a

β

β

α β

α β

β α α β

= ⇔

= ⇔

⋅ = ⋅

 

Η τελευταία σχέση ισχύει 

 

28. Αν { }, , 1a β γ +∈ −ℝ  δείξτε ότι log log log 1a β γβ γ α⋅ ⋅ =  

Λύση 

Από τον τύπο αλλαγής βάσης των λογαρίθµων είναι  

ln ln ln
log log log 1

ln ln ln
a β γ

β γ α
β γ α

α β γ
⋅ ⋅ = =  
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29. Αν ( )2 2log x y a=  και log logx y β− =  εκφράστε τα log , logx y συναρτήσει των 

,α β     

Λύση 

 

( )2 2log 2log 3log 2log 3log

log log 3log 3log 3log log

x y a x y a x y a

x y x yx y β ββ

 = + = + =    
⇔ ⇔ ⇔     

− = − =− =      
3 3

3 log log
5log 3 log 5 5

5
log log 3 2

log log log 5 log
5 5

a a
a x x

x a x

x y a a
y x y y

β βββ
β β ββ

+ +   + = =     = + =       ⇔ ⇔ ⇔       
− = + −       = − = − =        

 

 

30. Αν α > 1, β > 1 υπολογίστε την τιµή της παράστασης 
2 2 2log( 1) log( 1) log ( 1) ( )y a β αβ α β = − + − − + − +   

Λύση  

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]

2

2 2

( 1) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1)

( 1)( 1)

αβ α β

αβ α β αβ α β

αβ α β αβ α β

α β β α β β

β α β α

α α β β

α β

+ − + =

+ + + ⋅ + − + =

+ + + ⋅ − − − =

+ + + ⋅ − − − =

+ + ⋅ − − =

+ − ⋅ + − =

− −

 

Συνεπώς, 2 2 2 2log ( 1) ( 1) log ( 1) ( 1) 0y a β α β   = − ⋅ − − − ⋅ − =     

 

31.  Αν log 2 0,3≃ ,  υπολογίστε την τιµή της παράστασης 

1 1 1 1
log2 (2 2) log(2 2 2) log(2 2 2)

2 2 2 2
y = + + + + + + − +  

Λύση  

2
2

2
2

1 1 1
log 2 log(2 2) log (2 2 2 )(2 2 2

2 2 2

1 1 1
log 2 log(2 2) log 2 ( 2 2)

2 2 2

1 1 1
log 2 log(2 2) log 4 (2 2)

2 2 2

1 1 1
log 2 log(2 2) log(2 2)

2 2 2

1 1
log 2 log (2 2)(2 2)

2 2

1 1
log 2 log 2 ( 2)

2 2

y  = + + + + + − + =  

 + + + − + =  

 + + + − + 

+ + + − =

 + + − = 

 + − −  
1 1

log 2 log 2 log 2 0,3
2 2

=

+ = =
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32.  Αν , ,α β γ +∈ℝ  µε 1αβ ≠ ,  δείξτε ότι 
log

log
1 log

β
αβ

β

γ
γ

α
=

+
               

Απόδειξη  

Είναι  
log log log

log
log ( ) log log log 1

β β β
αβ

β β β β

γ γ γ
γ

αβ α β α
= = =

+ +
 

 

33.  ∆είξτε ότι 2 3 4 7log 3 log 4 log 5... log 8 3⋅ ⋅ =  

Απόδειξη  

2 3 4 7

3

log 3 log 4 log 5...log 8

log3 log 4 log5 log8
...

log 2 log3 log 4 log7

log8

log 2

log 2 3log 2
3

log 2 log 2

⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ =

=

= =

 

 

34.  Αν για τους διαφορετικούς µεταξύ τους , ,α β γ +∈ℝ  ισχύει
log log loga β γ
β γ γ α α β

= =
− − −

 

δείξτε ότι 1α β γα β γ⋅ ⋅ =  

Απόδειξη  

Είναι 

log ( )
log log log

log ( )

log ( )

a k
a

k k

k

β γ
β γ

β γ α
β γ γ α α β

γ α β

= −


= = = ⇔ = −
− − −  = −

 

Πολλαπλασιάζοντας τώρα την (1) επί α, την (2) επί β και την (3) επί γ και 

προσθέτοντας κατά µέλη τις σχέσεις που θα προκύψουν, λαµβάνω 
log log log

( )

0 0 log1

a a

k

k

β β γ γ
αβ αγ βγ αβ αγ βγ

+ + =

− + − + − =

⋅ = =

   

Είναι 

log log log log1

log( ) log1

1

a

a

a

a

β γ

β γ

α β γ

β γ

β γ

α β γ

+ + = ⇔

⋅ ⋅ = ⇔

⋅ ⋅ =

 

 

35.  ∆είξτε ότι αν 
1

( ) log
1

x
f x

x

−
=

+
, τότε ισχύει ( ) ( )

1
f a f f

α β
β

αβ
 +

+ =  + 
 

Απόδειξη  

 Αν θέσω 
1

x
α β

αβ
+

=
+

 έχω 

1
1

log
1 1

1

f

α β
α β αβ

α βαβ
αβ

+
−

 + += =  ++  +
+
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1

(1 ) (1 )1
log log

1 (1 ) (1 )

1

αβ α β
α β ααβ

αβ α β α β β
αβ

+ − −
− − −+ = =

+ + + + + +
+

 

(1 )(1 ) 1 1
log log

(1 )(1 ) 1 1

1 1
log log ( ) ( )

1 1

a a

a

f a f

β β
β β β

α β
β

α β

 − − − −
= ⋅ = + + + + 

− −
+ = +

+ +

 

 

36. Αν 0 1a< ≠ και ( )1

2

x xaβ α −= − , δείξτε ότι ( )2log 1ax β β= + +  

Απόδειξη  

Είναι ( ) 21 1
2 ( ) 2 1 0

2

x x x x x x x

x
a a a a a

a
β α β βα− −= − ⇒ = − = − ⇒ − − =  

Θέτω  xt a= , ( 0t > ), οπότε 2 2 1 0t tβ− − =  και επειδή 0t >  έχω αν λύσω την 

τελευταία εξίσωση 
2 2

22 4 4 2 2 1
1

2 2
t

β β β β
β β

+ + + +
= = = + +  

Αλλά xt a= , οπότε είναι 

( )
( )

2

2

2

1

log log 1

log log 1

x

x

a a

a a

a

a

x a x

β β

β β

β β

= + + ⇒

= + + ⇒

⋅ = = + +

 

 

37. Aν , , xα β ∈ℝ  µε 1α ≠ , 1β ≠  και 1αβ ≠ , δείξτε ότι 

( )2

log log log 1 log log
a a
x x a xβ β αββ+ = + ⋅  

Απόδειξη  

Είναι 
log 1

log log log
log log

a a

x
x xθ

θ
θ θ

θ
α α

= = ⋅ =  διότι log log 1
a θθ α⋅ =  

Εφαρµόζω τον παραπάνω τύπο µε θ αβ= , οπότε 

( ) ( )log log log log log loga ax x xαβ αβ α ααβ α β= ⋅ = + =  

( )
1 log1

log 1 log log 1 log
log log

a

a
x x x

β
αβ αβ αβ

β β

β
α α

  +
+ = + = ⋅  

 
 

 Επίσης είναι 

( )

( ) ( )
log log log

log log log log 1 log

x x

x x

β β αβ

αβ β β αβ β

αβ

α β β

= ⋅ =

+ = +
  

Από πρόσθεση των παραπάνω σχέσεων, κατά µέλη, λαµβάνω  

log loga x xβ+ =  

( ) 1
log 1 log 1

log
xαβ β

β

α
α

 
+ + =  

 
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( )1 log
log 1 log

log

a
x

a

β
αβ β

β

α
+

+ =  

( )2 1
log 1 log

log
xαβ β

β

α
α

+ = ( )2log 1 log log
a

x xαβ β α β+ ⋅  

Έτσι έχω 
2

2

log (1 log ) log

log
log (1 log )

1 log

(1 log ) log log

log log log log log

log 1 log

a

a

a

a a

x

x

x

x x

x x

β αβ

β
β

β

β β

β β β

α β

β α

β α
α

α β

β α β

⋅ + ⋅ =

+ ⋅ =
+

+ ⋅ ⋅ =

⋅ + ⋅ ⋅ =

+ ⋅

 

 Επεξήγηση log log loga x xβ αβ ⋅ = και ότι log log 1
a αβ β⋅ =  

 

38.   Έστω συνάρτηση f  µε τύπο ( ) log logf x x= . Βρείτε το πεδίο ορισµού της 

συνάρτησης και λύστε την εξίσωση ( ) 0f x =  

Λύση 

Πρέπει 0x > και log 0 1x x≠ ⇔ ≠ , άρα (0,1) (1, )x∈ +∞∪  

log log 0

log log log1

log 1

log log10 10
log 1

1 1
log 1 log log

10 10

x

x

x

x x
x

x x x

= ⇔

= ⇔

= ⇔

= =   =     
⇔ ⇔     

= − = =        

 

 

39. Πόσα ακέραια ψηφία έχει ένας αριθµός, του οποίου ο λογάριθµος έχει 

χαρακτηριστικό 3, 5, 0, 1, 7, 4, 2 ; 

Απάντηση  

Ο αριθµός έχει 4, 6, 1, 2, 8, 5, 3 αντιστοίχως, ακέραια ψηφία   

 

40. Βρείτε το y, αν ( ) ( )1 1
log 4 7 log 4 7

2 2
y = + + −  

Λύση  

 Είναι ( ) ( )1 1
log 4 7 log 4 7

2 2
y = + + − =  

( ) ( )1
log 4 7 4 7

2
 + ⋅ − =   

( )1
log 16 7

2
− =  

1
log9

2
=  
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21
log3 log3 γνωστό

2
= =  

 

41.  Αν α = 0,27355, β = 29,534, γ = 44,340, υπολογίστε την αριθµητική τιµή του x  

που ορίζεται από τη σχέση 
2

2

x

a

β
γ

=  . 

 Λύση  

 Είναι  

( )

2
2 2

4
2

4 4log log log log

1 1
log log log log log 1,39292

4 4

x
x a x a

a

x a a

a a

β β β
γ γ γ

β β
γ γ

β
β γ

γ

= ⇔ = ⋅ ⇔ = ⋅ ⇔

 
= ⋅ = + = 

 

+ = + − =

 

Άρα, 0,24713x =  
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