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1. Ορισµός των πολικών συντεταγµένων 

        Για τον προσδιορισµό της θέσης ενός σηµείου στο επίπεδο, εκτός από τις 

καρτεσιανές συντεταγµένες, (x, y), υπάρχουν πολλά εναλλακτικά συστήµατα 

συντεταγµένων όπως οι πολικέ συντεταγµένες. Οι πολικές συντεταγµένες είναι 

ένα σύστηµα αναφοράς για τον προσδιορισµό της θέσης ενός σηµείου στο επίπεδο, 

χρησιµοποιώντας δύο τιµές: τη γωνία και την απόσταση από µια σταθερή αρχή 

αναφοράς. Το σηµείο του επιπέδου µε πολικές συντεταγµένες (r, θ) ορίζεται ως 

εξής. Έστω ένα ευθύγραµµαµµο τµήµα µήκους r που σχηµατίζει γωνία φ µε 

την ηµιευθεία Ox. Τότε το πέρας του ευθύγραµµάµµου τµήµατος είναι το 

σηµείο µε πολικές συντεταγµένες (r, θ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.1 Εξίσωση της καµπύλης σε πολικές συντεταγµένες 

        Μια καµπύλη µπορεί να αναπαρασταθεί από µια εξίσωση της µορφής r 
= r(θ). Για κάθε τιµή του θ υπάρχει µια αντίστοιχη τιµή r(θ) και ένα 
αντίστοιχο σηµείο (θ, r(θ)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2 Σχέση µεταξύ των καρτεσιανών και των πολικών συντεταγµένων 

 Η σχέση που υπάρχει µεταξύ των καρτεσιανών συντεταγµένων (x, y) 
και των πολικών συντεταγµένων (φ, r) είναι η εξής: cosx ρ ϕ= , siny ρ ϕ= , 

2 2
x yρ = + , 1arctan tan

y y

x x
ϕ −   = =   

   
.  

 

1.3 Πλεονεκτήµατα των πολικών συντεταγµένων 

        Οι πολικές συντεταγµένες είναι πιο κατάλληλες για την περιγραφή 
καταστάσεων όπου υπάρχει κυκλική συµµετρία, π.χ., κύκλοι, σφαίρες ή κυκλικές 
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τροχιές. Επιτρέπουν ευκολότερους υπολογισµούς σε προβλήµατα µε συµµετρία 
γύρω από έναν άξονα, όπως η κίνηση σε κυκλικές τροχιές ή η µελέτη κυκλικών 
αντικειµένων. 
 

1.4 Εφαρµογές των πολικών συντεταγµένων 

1.4.1 Μαθηµατικά και γεωµετρία 

    � Πολικές συντεταγµένες χρησιµοποιούνται συχνά για να περιγράψουν καµπύλες 
και γεωµετρικά σχήµατα που δεν περιγράφονται εύκολα σε καρτεσιανό σύστηµα 
(π.χ. κύκλοι, σπειροειδείς καµπύλες, ακτινικές καµπύλες). 
    � Η εξίσωση ενός κύκλου, µε κέντρο την αρχή του συστήµατος των αξόνων και 
ακτίνα r, είναι απλή και παίρνει τη µορφή r=σταθερό, ενώ στο καρτεσιανό σύστηµα 
θα χρειαζόταν µια πιο περίπλοκη εξίσωση. 
 

1.4.2 Φυσική και µηχανική 

    � Στη φυσική, οι πολικές συντεταγµένες χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν τη 
θέση ενός αντικειµένου σε κυκλικές κινήσεις, όπως η κίνηση των πλανητών ή των 
δορυφόρων γύρω από έναν πλανήτη. 
    � Στην ανάλυση των δυνάµεων και των ροπών, όταν έχουµε συµµετρία γύρω από 
έναν άξονα (π.χ., όταν µελετάµε τις δυνάµεις σε κυλινδρικές ή σε σφαιρικές 
γεωµετρίες), οι πολικές συντεταγµένες είναι πιο φυσικές για να εργαστούµε. 
 

1.4.3 Ηλεκτρονικά και σηµατοδοσία 

    � Στην ανάλυση του σήµατος, οι πολικές συντεταγµένες χρησιµοποιούνται στην 
περιγραφή των φάσεων και του πλάτους των κυµάτων. 
    � Στην τεχνολογία των ραντάρ και των τηλεπικοινωνιών, οι πολικές 
συντεταγµένες χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό της θέσης και της γωνίας 
των εφαπτοµένων σηµάτων. 
 

1.4.4 Υπολογιστική γεωµετρία και εικόνα 

    � Στη γραφική απεικόνιση και στην επεξεργασία εικόνας, οι πολικές 
συντεταγµένες χρησιµοποιούνται για την ανάλυση της εικόνας σε στρογγυλές 
περιοχές (π.χ., αποθήκευση στρογγυλών ή κυκλικών σχηµάτων σε εικόνες). 
    � Στα συστήµατα πλοήγησης ή στη χαρτογραφία, τα πολικά συστήµατα 
χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της θέσης και της κατεύθυνσης µε βάση το 
γεωγραφικό σύστηµα. 
 

1.4.5 Ροµποτική 

    � Στη ροµποτική και στη µηχανική, οι πολικές συντεταγµένες χρησιµοποιούνται 
για τον καθορισµό της κίνησης των ροµπότ που ακολουθούν κυκλικές ή κυλινδρικές 
διαδροµές. 
    � Η ανάλυση της θέσης ενός ροµπότ σε ένα κυκλικό ή σε ένα κυλινδρικό 
περιβάλλον, γίνεται συχνά πιο εύκολη µε τη χρήση των πολικών συντεταγµένων. 

 

1.4.6 Αστρονοµία 

    Στην αστρονοµία, η χρήση των πολικών συντεταγµένων διευκολύνει την 
περιγραφή της θέσης των ουράνιων σωµάτων σε κυκλικές ή ελλειπτικές τροχιές, 
όπως οι τροχιές των πλανητών γύρω από τον ήλιο. 
 

1.4.7 Συγκοινωνία και αρχιτεκτονική 

    Στην αρχιτεκτονική, οι πολικές συντεταγµένες χρησιµοποιούνται για την ανάλυση 
και τη σχεδίαση κυκλικών ή σφαιρικών χώρων και κτιρίων. 
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1.5 Πολικές συντεταγµένες και καµπύλες γραµµές 

    Ακολουθούν µερικές από τις πιο κοινές καµπύλες που περιγράφονται σε πολικές 
συντεταγµένες και εκφράζονται µαθηµατικά. 
 

1.5.1  Κύκλος 

    Ο κύκλος είναι η πιο απλή και κλασική καµπύλη που περιγράφεται σε πολικές 

συντεταγµένες. Στο καρτεσιανό σύστηµα, ένας κύκλος µε κέντρο την αρχή και ακτίνα 

0r  έχει την εξίσωση 
2 2 2

0x y r+ = . Στο πολικό σύστηµα, ο κύκλος έχει την απλή 

εξίσωση 0r . ∆ηλαδή, σε πολικές συντεταγµένες η απόσταση r παραµένει σταθερή 

(ισοδύναµο µε την ακτίνα του κύκλου), ενώ η γωνία θ  µπορεί να παίρνει 

οποιαδήποτε τιµή από 0 έως 2π (ή 360∘). 

 

1.5.2 Σπείρα 

    Μια σπειροειδής καµπύλη, είναι µια 

καµπύλη που διευρύνεται ή στενεύει 

καθώς περιστρέφεται γύρω από την 

αρχή. Η πιο γνωστή σπείρα, είναι η 

αρχιµήδεια σπείρα. 

    Η εξίσωση της αρχιµήδειας σπείρας σε 

πολικές συντεταγµένες είναι r a bθ= +  

όπου a και b είναι σταθερές και θ είναι η 

γωνία. Όσο αυξάνεται η γωνία θ, η 

απόσταση r από την αρχή αυξάνεται, 

δηµιουργώντας τη σπείρα. 

 

 

1.5.3 Ελλειπτική καµπύλη 

    Η εξίσωση µιας έλλειψης σε πολικές συντεταγµένες, έχει τη µορφή 

( )1 cos
r

ε θ
=
+ ⋅
ℓ

 όπου: 

    � ℓ  είναι µία σταθερά που συνδέεται µε τους 
µεγάλες και µικρούς ηµιάξονες της έλλειψης, 

    �ε  είναι η εκκεντρικότητα της έλλειψης 

(µε 0 1ε≤ < ). 

Η έλλειψη  περιγράφει µια τροχιά µε την 
αρχή της ως εστία και η καµπύλη έχει 

συµµετρία γύρω από τον άξονα r . 

 
 

 

1.5.4 Λογαριθµική σπείρα (Λογαριθµική καµπύλη) 

    Η λογαριθµική σπείρα είναι µια σπείρα στην οποία η απόσταση r αυξάνεται 

εκθετικά µε τη γωνία θ . Η εξίσωση της λογαριθµικής σπείρας σε πολικές 

συντεταγµένες, είναι 
br θαε= όπου a, b είναι σταθερές. Η λογαριθµική σπείρα έχει τη 

χαρακτηριστική ιδιότητα ότι το ποσοστό αύξησης της απόστασης r είναι σταθερό, σε 

όλη τη διάρκεια της σπείρας. 
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1.5.5 Ροζέτα ή καµπύλη ροδόσταγµα (Rose curve) 

    Η καµπύλη ροδόσταγµα ή ροζέτα είναι 

µια καµπύλη που σχηµατίζει µοτίβα που 

µοιάζουν µε πέταλα λουλουδιών, και 

περιγράφεται µε την εξίσωση 

( )cosr kα θ= ⋅  ή ( )sinr kα θ= ⋅ , όπου: 

    � a είναι µία σταθερά, 

    � k  είναι ένας ακέραιος αριθµός που 

καθορίζει τον αριθµό των πετάλων της 

ροζέτας. 

    Ανάλογα µε την τιµή του k , η καµπύλη 

µπορεί να έχει 2, 4, 6 ή και περισσότερα 

πέταλα. 

 

1.5.6 Λυρική λογαριθµική καµπύλη 

(Logarithmic spiral) ή καµπύλη 

λογαρίθµου 

    Η λυρική λογαριθµική καµπύλη 

περιγράφεται µε την εξίσωση lnr a θ= ⋅  

ενώ για καρτεσιανές συντεταγµένες 

lny a x= ⋅ . Αυτή η καµπύλη συχνά 

εµφανίζεται σε φυσικά φαινόµενα, όπως 

η δοµή του κελύφους των σαλιγκαριών ή 

οι τροχιές των πλανητών γύρω από τον 

ήλιο. 

 

1.5.7 Αστροειδής 

Η αστροειδής είναι µια καµπύλη που έχει 

χαρακτηριστικά που θυµίζουν τα άκρα ενός 

αστεριού. Η εξίσωση της αστροειδούς είναι: 

( )1 cosr a θ= +  όπου 

� r  είναι η απόσταση από το κέντρο 

� a είναι η σταθερά που καθορίζει το µέγεθος της 

καµπύλης 

� θ είναι η γωνία (µεταβλητή) 

Αυτή η καµπύλη συνήθως εµφανίζεται σε 

εφαρµογές γεωµετρίας και µηχανικής. 
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1.5.8 Ιπποκάµπη (ή καµπύλη καρδιάς) 

    Έχει την εξίσωση 1 cosr θ= + . Η καµπύλη 

είναι συµµετρική ως προς τον κατακόρυφο 

άξονα και αποτελείται από µια καρδιοειδή 

(για το επάνω µέρος) που συνδέεται µε την 

καµπυλότητα της καρδιάς. 

 

 
 

 
 

 
 

 

 

1.5.9 Κυµατοειδείς καµπύλες 

Έχουν την εξίσωση 1 sinr θ= +  
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2. Γραφική παράσταση καµπύλης σε πολικές συντεταγµένες     

Όταν η εξίσωση µιας καµπύλης δίδεται σε πολικές συντεταγµένες, η γραφική 

παράσταση της γίνεται ως εξής: Κάθε καµπύλη η οποία δεν έχει σηµεία ασυνέχειας 

(δηλαδή δεν έχει παρανοµαστή) ορίζεται για τιµές του θ  από 0θ = έως 2θ π= . Για 

τις τιµές του θ  για τις οποίες το ρ είναι αρνητικό, λαµβάνω την τιµήν του ρ  στην 

προέκταση του άξονα, οπότε το ρ γίνεται θετικό. 

 Π.χ. η παράσταση ρ συνθ=  για θ π=  γίνεται 1ρ συνθ συνπ= = = − . Αν 

λάβω στο αντίθετο µέρος του άξονα θ π=  το ρ  θα είναι θετικό, διότι για να µεταβώ 

από τον άξονα θ π=  (2) στον αντίθετο (1),  προσθέτω το π  οπότε τα τόξα 

διαφέρουν κατά π  και το ρ  είναι θετικός.  

                                              

 

 

Στις παρακάτω εφαρµογές γίνεται κατασκευή καµπύλης σε πολικές 

συντεταγµένες   

 

2.1 Εφαρµογές  

1.  Σχεδιάστε την καµπύλη ( )2ρ α συνθ=  µε πεδίο ορισµού 0θ =  ως 2θ π= .  

� 0
2 2

π π
συνθ συνθ συν θ= ⇔ = ⇔ =  

� 1 0 0συνθ συνθ συν θ= ⇔ = ⇔ =  

� 1συνθ συνθ συνπ θ π= − ⇔ = ⇔ =  

 

Πίνακας των µεταβολών 

      
θ  

0 
2

π  π  3
2

π  2π  

ρ  2α  0 2α−  0 2α  

                   

Επειδή για θ π=  είναι ( )2 2 1 2ρ ασυνπ α α= = − = − , λαµβάνω στον οριζόντιο 

άξονα τµήµα ίσο µε 2α  στο αντίθετο µέρος, οπότε το 2ρ α= −  γίνεται 2ρ α=  και 

συµπίπτει µε το σηµείο Α. 

 

2. Σχεδιάστε την καµπύλη ( )1ρ α συνθ= +  µε πεδίο ορισµού από 0θ =  ως 2θ π= .  

� 1 0 1συνθ συνθ συνθ συνπ θ π+ = ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  

� 1 1 0
2 2

π π
συνθ συνθ συνθ συν θ+ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� 1 1 2  Αδύνατοσυνθ συνθ+ = − ⇔ = −  

 

Πίνακας των µεταβολών  

θ  0 

2

π
 
π  3

2

π
 

2π  

ρ  2α α 0 α 2α 

                                                                                                                                                                                                                                                          

Παρατηρώ ότι, το ρ για τις διάφορες τιµές 

του θ  δε γίνεται ποτέ αρνητικό. 
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3. Σχεδιάστε την καµπύλη ( )1ρ α ηµθ= +  µε πεδίο ορισµού 0θ =  ως 2θ π= .  

� 1 0 1  
2 2

π π
ηµθ ηµθ ηµθ ηµ θ

− −
+ = ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  

� 1 1 0 0 0 ηµθ ηµθ ηµθ ηµ θ+ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� 1 1 2 Αδύνατο ηµθ ηµθ+ = − ⇔ = −  

 

Πίνακας των µεταβολών 

 

    

 

 

 

 

 

 

4. Σχεδιάστε την καµπύλη 
1

2
ρ συνθ= +  µε πεδίο ορισµού 0θ =  ως 2θ π= .  

Κάνω τον πίνακα των µεταβολών. Για την τιµή θ π=  λαµβάνω στο αντίθετο µέρος 

του άξονα  
1 1 1

0
2 2 2

ρ συνπ= + = + = .  

� 0
2 2

π π
συνθ συνθ συν θ= ⇔ = ⇔ =  

� 1 0 0συνθ συνθ συν θ= ⇔ = ⇔ =  

� 1συνθ συνθ συνπ θ π= − ⇔ = ⇔ =  

 

Πίνακας των µεταβολών 

θ  0 

2

π
 

2

3

π
 
π  4

3

π
 

3

2

π
 

2π  

ρ  3

2
 

1

2
 

0 1

2

−
 

0 1

2
 

3

2
 

 

5. Σχεδιάστε την καµπύλη 5 3ρ συνθ= +  µε πεδίο ορισµού 0θ =  ως 2θ π= . 

Κάνω τον πίνακα των µεταβολών. Παρατηρώ ότι το ρ  δε  λαµβάνει καθόλου την 

τιµή µηδέν. 

�
5

5 3 0 3 5  Αδύνατο
3

συνθ συνθ συνθ
−

+ = ⇔ = − ⇔ =  

θ  0 

2

π
 
π  3

2

π
 

2π  

ρ  α 2α α 0 α 
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� 
4

5 3 1 3 4  Αδύνατο
3

συνθ συνθ συνθ
−

+ = ⇔ = − ⇔ =  

� 5 3 1 3 6 2 Αδύνατοσυνθ συνθ συνθ+ = − ⇔ = − ⇔ = −  

 

Πίνακας των µεταβολών 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                

3. Γραφική παράσταση καµπύλης της µορφής ( )kρ α ηµ θ= ⋅  και 

( )kρ α συν θ= ⋅  

Στις καµπύλες της µορφής ( )kρ α ηµ θ= ⋅  και ( )kρ α συν θ= ⋅  (οπού k

ακέραιος) λαµβάνω ως πεδίο ορισµού από 0θ = ως 
4

2
2

k

k

π
θ π= = .  ∆ιακρίνω δυο 

περιπτώσεις: 

(α) Αν έχω την ( )kρ α ηµ θ= ⋅ , τότε  για την κατασκευή της καµπύλης 

λαµβάνω ακέραια πολλαπλάσια της τιµής του θ  για την όποια  

( ) ( )1
2 2 2

k k k
k

π π π
ηµ θ ηµ θ ηµ θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

(β)  Αν έχω την ( )2ρ α συν θ= ⋅ ( )kρ α συν θ= ⋅ , τότε  για την 

κατασκευή της καµπύλης λαµβάνω ακέραια πολλαπλάσια της τιµής του θ  για την 

οποία ( ) ( )0
2 2 2

k k k
k

π π π
συν θ συν θ συν θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

 

3.1 Εφαρµογές 

6. Σχεδιάστε την καµπύλη ( )2ρ α συν θ= ⋅  µε πεδίο ορισµού από 0θ =  ως

4 4 2
2

2 2 2

k

k

π π
θ π= = =

⋅
.  

Θα λαβώ τα ακέραια πολλαπλάσια της τιµής 
4

π
θ =  για την οποίο το ( )2 0συν θ =

µέχρι την τιµή 2θ π= , διότι  

� ( ) ( )2 0 2 2
2 2 4

π π π
συν θ συν θ συν θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )2 1 2 0 2 0 0συν θ συν θ συν θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )2 1 2 2
2

π
συν θ συν θ συνπ θ π θ= − ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

θ  0 

2

π
 
π  3

2

π
 

2π  

ρ  8 5 2 5 8 
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Πίνακας των µεταβολών 

 

θ  

0 

4

π
 

2

4

π
 

3

4

π
 

4

4

π
 

5

4

π
 

6

4

π
 

7

4

π
 

8

4

π
 

ρ  α  0 α−  0 α  0 α−  0 α  

Αν  
2

4

π
θ = , τότε ( ) ( )2

2 1
4

π
ρ α συν α συν π α α = ⋅ = ⋅ = − = − 

 
  

Αν 
6 3

4 2

π π
θ = = , τότε ( ) ( )3

2 3 1
2

π
ρ α συν α συν π α α = ⋅ = ⋅ = − = − 

 
 

7. Σχεδιάστε την καµπύλη ( )2ρ α ηµ θ= ⋅  µε πεδίο ορισµού από 0θ =  ως 

8
2

4

π
θ π= = . Λαµβάνω ακέραια πολλαπλάσια της τιµής 

4

π
θ = , για την όποια 

( )2 1ηµ θ = ,  µέχρι την τιµή 2θ π= , διότι 

� ( ) ( )2 1 2 2
2 2 4

π π π
ηµ θ ηµ θ ηµ θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )2 0 2 0 2 0 0ηµ θ ηµ θ ηµ θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )2 1 2 2
2 2 4

π π π
ηµ θ ηµ θ ηµ θ θ

− − −
= − ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Πίνακας µεταβολών 

θ 0 

4

π
 

2

4

π
 

3

4

π
 

4

4

π
 

5

4

π
 

6

4

π
 

7

4

π
 

8

4

π
 

ρ 0 α  0 α−  0 α  0 α−  0 
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8. Σχεδιάστε την καµπύλη ( )3ρ α συν θ= ⋅  µε πεδίο ορισµού από 0θ =  ως

4 4 3 12
2

2 2 3 6

k

k

π π π
θ π

⋅
= = = =

⋅
 

Εδώ θα λαβώ τα πολλαπλάσια της τιµής του θ για την οποία ( )3 0συν θ =  δηλαδή  

� ( ) ( )3 0 3 3
2 2 6

π π π
συν θ συν θ συν θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )3 1 3 3
3

π
συν θ συν θ συνπ θ π θ= − ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )3 1 3 0 3 0 0συν θ συν θ συν θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Πίνακας των µεταβολών 

θ 0 

6

π
 

2

6

π
 

3

6

π
 

4

6

π
 

5

6

π
 

6

6

π
 

7

6

π
 

8

6

π
 

9

6

π
 

10

6

π
 

11

6

π
 

12

6

π
 

ρ α  0 α−  0 α  0 α−  0 α  0 α−  0 α  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο παραπάνω σχήµα υπάρχουν 3 φύλλα διότι ορισµένα συµπίπτουν. Π.χ. για 

2

6

π
θ =  είναι ( ) ( )2

3 3 1
6

π
ρ ασυν θ ασυν ασυνπ α α = = = = − = − 

 
 δηλαδή 
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αντίθετο από την περίπτωση που 
8

6

π
θ =  διότι 

( ) ( )8
3 3 4 1

6

π
ρ ασυν θ ασυν ασυν π α α = = = = ⋅ = 

 
 

 

9. Σχεδιάστε την καµπύλη ( )3ρ αηµ θ=  µε πεδίο ορισµού  0θ =  ως  

4 4 3 12

2 2 3 6

k

k

π π π
θ

π
⋅

= = =
⋅

.    Εδώ θα λαβώ πολλαπλάσια της τιµής του θ  για την οποία  

� ( ) ( )3 1 3 3
2 2 6

π π π
ηµ θ ηµ θ ηµ θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )3 1 3 3
2 2 6

π π π
ηµ θ ηµ θ ηµ θ θ

− − −
= − ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� ( ) ( )3 0 3 0 3 0 0ηµ θ ηµ θ ηµ θ θ= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

 

Πίνακας των µεταβολών 

θ 0 

6

π
 

2

6

π
 

3

6

π
 

4

6

π
 

5

6

π
 

6

6

π
 

7

6

π
 

8

6

π
 

9

6

π
 

10

6

π
 

11

6

π
 

12

6

π
 

ρ 0 α  0 α−  0 α  0 α−  0 α  0 α−  0 

 

Στο παραπάνω σχήµα έχω 3 φύλλα, διότι ορισµένα φύλλα συµπίπτουν π.χ. για 

7

6

π
θ =  είναι ( )7 7 3

3 1
6 2 2

π π π
ρ αηµ αηµ αηµ α α     = = = = − = −     

     
 και 

λαµβανόµενο αντίθετα, συµπίπτει µε το φύλλο 1, δηλαδή αν το τόξο είναι: 

� άρτιο, τότε ο αριθµός των φύλλων είναι διπλάσιος του τόξου π.χ. αν είναι 

( )4ρ αηµ θ=  τότε το τόξο έχει 8 φύλλα    

� περιττό, τότε  ο αριθµός των φύλλων είναι ίσος µε το πολλαπλάσιο του 

τόξου π.χ. αν είναι ( )5ρ ασυν θ=  τότε το τόξο έχει 5 φύλλα 

 

  10. Σχεδιάστε την καµπύλη 3 5ρ συνθ= +  µε πεδίο ορισµού  0θ =  ως  2θ π= . 

  Για µία τιµή του θ , 
2

π
θ π< <  και 

3

2

π
π θ< <  είναι  

3 3
0 3 5 0 5 3

5 5
ρ συνθ συνθ συνθ θ τοξσυν

− − = ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  
 
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Πίνακας των µεταβολών 

θ 0 

2

π
 

3

5
θ τοξσυν

− =  
 

 
π  3

5
θ τοξσυν

− =  
 

 
3

2

π
 

2π  

ρ 8 3 0 2−  0 3 8 

 

11. Σχεδιάστε την καµπύλη 1 2ρ ηµθ= +  µε πεδίο ορισµού  0θ =  ως  2θ π= . 

� 
1

0 1 2 0 2 1
2 6 6

π π
ρ ηµθ ηµθ ηµθ ηµθ ηµ θ

− − −
= ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = ⇔ = ⇔ =   

� 1 1 2 1 2 0 0 0 0ρ ηµθ ηµθ ηµθ ηµθ ηµ θ= ⇔ + = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

� 1 1 2 1 2 2 1
2 2

π π
ρ ηµθ ηµθ ηµθ ηµθ ηµ θ

− −
= − ⇔ + = − ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = ⇔ =  

Πίνακας των µεταβολών 

θ 0 

2

π
 
π  7

6

π
 

3

2

π
 

10

6

π
 

2π  

ρ 1 3 1 0 1−  0 1 

 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

12. Σχεδιάστε την καµπύλη 
2

1
ρ

συνθ
=
−

 µε πεδίο ορισµού  0θ =  ως  2θ π= . 
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Η καµπύλη είναι ορισµένη και συνεχής για κάθε τιµή του θ  µεταξύ 0 και 2π  εκτός 

των τιµών για τις οποίες ο παρονοµαστής γίνεται µηδέν, οπότε είναι ασυνεχής. 
� 1 0 1 0 0συνθ συνθ συν συνθ θ− = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

 

Πίνακας των µεταβολών 

  

 

 

 
 

 

 

4. Γραφική παράσταση καµπύλης της µορφής 
k

θ
ρ α ηµ  = ⋅  

 
  και 

k

θ
ρ α συν  = ⋅  

 
 

Για το σχεδιασµό της καµπύλης 
k

θ
ρ αηµ  =  

 
 λαµβάνω ακέραια πολλαπλάσια της 

τιµής 
2

π
θ =  για την οποία 1ηµθ = , µέχρι το ακέραιον πολλαπλάσιο της 

2

π
θ =

διαιρούµενο δια k να δώσει 2θ π= . 

 

4.1 Εφαρµογές  

1. Σχεδιάστε την καµπύλη 
3

θ
ρ αηµ  =  

 
. 

Πίνακας των µεταβολών 

 
θ  

0 

2

π

 

2

2

π
 

3

2

π

 

4

2

π
 

5

2

π

 

6

2

π

 

7

2

π

 

8

2

π
 

9

2

π

 

10

2

π
 

11

2

π

 

12

2

π

 

3

θ

 

0 

6

π

 

3

π
 

2

π
 

2

3

π
 

5

6

π

 

π  7

6

π

 

8

6

π
 

9

6

π

 

10

6

π
 

11

6

π

 

12

6

π

 

ρ 0 

2

α

 

3

2

α

 

α  3

2

α

 

2

α
 

0 

2

α−

 

3

2

α−

 

α−
 

3

2

α−

 

2

α−

 

0 

 

 

θ 0 

2

π
 
π  3

2

π
 

2π  

ρ ∞  2 1 2 ∞  
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Από τον παραπάνω πίνακα, προκύπτει ότι είναι αρκετό να λάβω ακέραια 

πολλαπλάσια του 
2

π
θ =  µέχρι να έχω 

2

2

k

k

π
θ π= =  διότι πέραν αυτής, οι τιµές του ρ 

είναι αρνητικοί αριθµοί, οι οποίοι λαµβανόµενοι στα αντίθετα µέρη των αντίστοιχων 

αξόνων, συµπίπτουν µε τις τιµές του ρ από 0θ =  ως  
2

2

k

k

π
θ π= = . 

Αν έχω την 
k

θ
ρ α συν  = ⋅  

 
, τότε  για την κατασκευή της καµπύλης θα λαβώ 

ακέραια πολλαπλάσια της τιµής 
2

π
θ =  για την οποία 0συνθ =  έως ότου το ακέραιο 

πολλαπλάσιο της τιµής 
2

π
θ =  διαιρούµενο δια του k  να δώσει 2θ π= . 

 

2. Σχεδιάστε την καµπύλη 4

4

θ
ρ α συν  = ⋅  

 
 

Πίνακας των µεταβολών  

θ  0 

2

π
 

2

2

π
 

3

2

π
 

4

2

π
 

5

2

π
 

6

2

π
 

7

2

π
 

8

2

π
 

4

θ
 

0 

8

π
 

4

π
 

3

8

π
 

2

π
 

5

8

π
 

6

8

π
 

7

8

π
 

8

8

π
 

ρ α β 

4

α
 

γ 0 γ 

4

α
 

β α 

Στον πίνακα µεταβολών έλαβα τιµές του θ  από 0θ =  ως 
2

2

k

k

π
θ π= =  διότι πέραν 

αυτής είναι αρνητικοί αριθµοί, οι οποίοι γίνονται θετικοί διότι είναι υψωµένοι σε 

άρτιο εκθέτη. 
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2. Σχεδιάστε την καµπύλη 
2

θ
ρ α συν  = ⋅  

 
                                                                                                                               

Πίνακας των µεταβολών      

θ  0 

2

π
 

2

2

π
 

3

2

π
 

4

2

π
 

5

2

π
 

6

2

π
 

7

2

π
 

8

2

π
 

2

θ
 

0 

4

π
 

2

4

π
 

3

4

π
 

4

4

π
 

5

4

π
 

6

4

π
 

7

4

π
 

8

4

π
 

ρ α  2

2

α
 

0 2

2

α−
 

α−  2

2

α−
 

0 2

2

α
 

α  
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Παρατηρήσεις 

1. Το α λαµβάνεται θετικό, διότι αν το λαβώ αρνητικό θα έχω την ίδια 

καµπύλη, αρχίζοντας όµως από άλλο σηµείο  

2. Οι αριθµοί επάνω στους άξονες αντιστοιχούν στα διαφορά πολλαπλάσια 

της διαίρεσης την όποια λαµβάνω για να κάνω καµπύλη  

3. Κάθε συνεχής καµπύλη πρέπει να γράφεται µονοκονδυλιά, δηλαδή 

αρχίζοντας από την τιµή, την όποια λαµβάνει η ρ για θ=0, δεν πρέπει να σηκώσω το 

µολύβι (να διακόψω την καµπύλη) µέχρι να φθάσω στην τιµή της ρ για θ=2π. 

 

5. Εµβαδόν χωρίου σε πολικές συντεταγµένες 

          Το εµβαδόν ενός χωριού που ορίζεται από  µια καµπύλη, της οποίας η εξίσωση 

δίνεται σε πολικές συντεταγµένες, λαµβάνεται από τον τύπο                                            

2

1

21

2
d

θ

θ
ρ θΕ = ∫  

Για να βρω τα όρια ολοκλήρωσης διακρίνω τις παρακάτω µορφές καµπύλων 

γραµµών. 

 

5.1 Καµπύλη της µορφής ( )kρ α ηµ θ= ⋅  

Αν η καµπύλη είναι της µορφής ( )kρ α ηµ θ= ⋅  όπου k  είναι ακέραιος αριθµός, τότε 

τα όρια ολοκλήρωσης θα είναι από 0θ =  ως 
k

π
θ =  µε ( ) 0kηµ θ =  και  διακρίνω τις 

εξής δυο περιπτώσεις. 

  

5.1.1 Αν k  περιττός αριθµός  

Τότε το ολικό εµβαδό είναι η τιµή του ολοκληρώµατος  ( )2 2

0

1
  

2
k d

π
κ α ηµ θ θ∫  επί k , 

διότι ο αριθµός των φύλλων της καµπύλης ισούται µε τον αριθµό k . 

 

Εφαρµογή 

Εύρεση εµβαδού του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη γραµµή ( )3ρ α ηµ θ= ⋅  

από  0θ =  ως 
3k

π π
θ = = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
2 2 2 23 3

0 0
0

2 2

3 31 1 3
3  3  3

2 6 6 2 2

6 2 12

d d

π
π π ηµ θ συν θα θ
α ηµ θ θ α ηµ θ θ

α π πα

− 
Ε = = = + = 

 

=

∫ ∫
 

Άρα, 

2 2

3
12 4

ολ

πα πα
Ε = =  
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5.1.2 Αν k  άρτιος αριθµός 

Τότε το ολικό εµβαδό είναι η τιµή του ολοκληρώµατος ( )2 2

0

1
  

2
k d

π
κ α ηµ θ θ∫                            

επί 2k , διότι ο αριθµός των φύλλων της καµπύλης είναι διπλάσιος του αριθµού k . 

 

Εφαρµογή 

Εύρεση εµβαδού του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη γραµµή ( )2ρ α ηµ θ= ⋅

από  0θ =  ως 
2k

π π
θ = = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22
2 2 22 2

0 0
0

2 21
2  2  2

2 4 4 2 8
d d

π
π π ηµ θ συν θα α πα
α ηµ θ θ ηµ θ θ θ

− 
Ε = = = + = 

 
∫ ∫  

αυτό είναι το εµβαδό του ενός φύλλου.  

Άρα, 

2 2

4
8 2

ολ

πα πα
Ε = = , διότι µε την ολοκλήρωση 

από 0θ = έως 
2

π
θ =  βρήκα το εµβαδό µόνο του 

γραµµοσκιασµένου τµήµατος.  

 

 

 

 

5.2 Καµπύλη της µορφής ( )kρ α συν θ= ⋅  

Αν η καµπύλη είναι της µορφής ( )kρ α συν θ= ⋅  όπου k  είναι ακέραιος αριθµός, 

τότε τα όρια ολοκλήρωσης θα είναι από 0θ =  ως 
k

π
θ =  και  διακρίνω τις εξής δυο 

περιπτώσεις. 

 

5.2.1 Αν  k  περιττός αριθµός 

Τότε, το ολικό εµβαδόν είναι  η τιµή του ολοκληρώµατος ( )2 22

0

1
 

2
k d

π
κ α συν θ θ∫   επί 

2k , διότι µε την προηγούµενη ολοκλήρωση βρίσκω το εµβαδόν του µισού φύλλου. 

Επειδή ο k  είναι περιττός αριθµός,  ο αριθµός των φύλλων ισούται µε τον αριθµό k , 

άρα, το ολικό εµβαδόν είναι η τιµή του ανωτέρω ολοκληρώµατος επί 2k .      

 

Εφαρµογή 

Εύρεση εµβαδού του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη γραµµή ( )3ρ α συν θ= ⋅  

από 0θ =  ως 
2 6

π π
θ

κ
= =  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 26 6

0 0

2 2 26

0

1
3  3  3

2 6

3 3 3

6 2 2 6 4 24

d d
π π

π

α
α συν θ θ συν θ θ

συν θ ηµ θα θ α π πα

Ε = = =

 
+ = = 

 

∫ ∫
 

Με την ολοκλήρωση βρήκαµε το εµβαδών του γραµµοσκιασµένου τµήµατος 
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Άρα, 

2 2

6
24 4

ολ

πα πα
Ε = =  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

   

 

5.2.2 Αν k   άρτιος αριθµός 

Τότε, το ολικό εµβαδόν είναι η τιµή του ολοκληρώµατος ( )2 22

0

1
 

2
k k d
π

α συν θ θ∫                          

επί 4k , διότι µε την ολοκλήρωση βρίσκω το εµβαδόν του µισού φύλλου. Όταν το k

είναι  άρτιος αριθµός, τότε ο αριθµός των φύλλων είναι 2k . Το ολικό εµβαδόν είναι η 

τιµή του ολοκληρώµατος επί 4k . 

 

Εφαρµογή 

Εύρεση εµβαδού του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη γραµµή ( )2ρ α συν θ= ⋅  

από  θ=0 ως 
2 4k

π π
θ = =  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 24 4

0 0

2 2 24

0

1
2  2  2

2 4

2 2

4 2 4 4 16

d d

a

π π

π

α
α συν θ θ συν θ θ

συν θ ηµ θα π πα
θ

Ε = = =

 
+ = = 

 

∫ ∫
 

Με την ολοκλήρωση βρήκα το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου τµήµατος. 

Άρα, 8
16 2

ολ

πα πα
Ε = =  

 

                                                                                                                                                              

 

 

 

5.3 Καµπύλη της µορφής ( )kρ α β συν θ= ± ⋅   

Αν η καµπύλη είναι της µορφής ( )kρ α β συν θ= ± ⋅  όπου k  είναι ακέραιος 

αριθµός, τότε διακρίνω δυο περιπτώσεις: 
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5.3.1 Αν α>β (κατά απόλυτη τιµή) 

∆ηλαδή, το ρ κινείται µεταξύ 0θ = και 2θ π= και είναι διάφορο του µηδέν.  

 

Εφαρµογή     

Εύρεση εµβαδού του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη γραµµή 3 2ρ συνθ= + ⋅  

από 0θ = ως 2θ π= . Είναι α=3>β=2 και ρ ≠ 0 µια κάθε τιµή του µεταξύ θ=0 ως 

2θ π= . Άρα, ( )
22

0

1
3 2 11

2
d

π

ολ συνθ θ πΕ = + =∫  

 

5.3.2  Αν α ≤ β (κατά απόλυτη τιµή) 

Τότε, θέτω ως κατώτερο όριο 0θ = , για να βρω το ανώτερο όριο θέτω ρ=0 και λύνω  

την εξίσωση ( )0 kα β συν θ= ± ⋅  δηλαδή λαµβάνω  ως ανώτερο όριο τη µικρότερη 

τιµή του θ  για την οποία ρ=0. Για να βρω το ολικό εµβαδόν, πρέπει να 

κατασκευασθεί  η καµπύλη γραµµή, οπότε θα δω πόσα φύλλα έχει η καµπύλη και 

ποιο µέρους του εµβαδού βρήκα. 

 

5.4 Καµπύλη της µορφής ( )kρ α β ηµ θ= ± ⋅  

Αν η καµπύλη της µορφής ( )kρ α β ηµ θ= ± ⋅  τότε διακρίνω δυο περιπτώσεις: 

      

5.4.1 Αν  α>β (κατά απόλυτη τιµή) 

∆ηλαδή, το ρ µια κάθε τιµή του θ µεταξύ 0θ = και 2θ π= είναι διάφορο του µηδέν. 

 

Εφαρµογή       

Εύρεση εµβαδού του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη γραµµή ρ=3+2ηµθ      

α>β και ρ ≠ 0 για κάθε τιµή του θ µεταξύ θ=0 και θ=2π. Άρα  

( )
22

0

1
3 2 11

2
d

π

ολ ηµθ θ πΕ = = =∫  

 

5.4.2 Αν α ≤ β (κατά απόλυτη τιµή) 

Τότε, κατώτερο όριο είναι 
2

π
θ = , για να βρω το ανώτερο όριο θέτω ρ=0 και λύνω 

την εξίσωση ( )0 kα β ηµ θ= ± ⋅ δηλαδή λαµβάνω ως ανώτερο όριο την µικρότερη 

τιµήν του θ  για την όποια ρ=0.  Για να βρω το ολικό εµβαδόν πρέπει να 

κατασκευασθεί ή καµπύλη, οπότε θα δω ποσά φύλλα έχει η καµπύλή και ποιο µέρους 

το εµβαδών βρήκα. 

Σηµείωση. Γενικά πρέπει να κατασκευάζεται η καµπύλη  και εκ΄ του σχήµατος 

αυτής θα βρω τα όρια ολοκλήρωσης και το ολικό εµβαδόν αυτής.  
 

6. Εφαρµογές 

1) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που 

ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής   

Είναι 
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2) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής   

Μπορώ να ολοκληρώσω από θ=0 ως θ=π και να διπλασιάσω. Επειδή κάθε µία τιµή 

του θ µεταξύ 0 και 2π το ρ διάφορο του µηδενός µπορώ να ολοκληρώσω από θ=0 ως 

θ=2π και να βρω το ολικό εµβαδόν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

3) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής   
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4) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που 

ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής   

Είνα

 

     

 
 

5) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

Είναι 
 

 

 
  

6) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

Είναι 
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7) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

Είναι         

                                

 

 

 

 

 

 

 

 

8) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  
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9) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

 

 

        

 
 

10) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής                                                                                                                                      

 

 

  

11) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  
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Σηµείωση. Η καµπύλη έχει 4 φύλλα και όχι 8 όπως θα έπρεπε, διότι τα 4 

φανταστικά. 

 

12) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  
 

 

 

 

 

 

 

  Η καµπύλη έχει 2 φύλλα και όχι 4, διότι τα 2  

 

 

13) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

 

 
 

 

 

 

 

 

14) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  
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15) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

   

 

 

 

 

 
Αν θέλω το εµβαδόν του µικρού σχήµατος  

 
Αν θέλω του ολικού, λαµβάνω το άθροισµα του µεγάλου και του µικρού ή 

ολοκληρώνω από θ=0 ως θ=π 
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16) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις 

κλειστές  καµπύλες της µορφής  

 

 

 
Εολ = Εµεγάλου+Εµικρού 

 

 

17) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής                                                                                                                                                                              

 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

18) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής Ρ=12(1-ηµθ) 
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19) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

                                                                     

                                                                    

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

20) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  
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21) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

                                                                           

                                                                      

 
 

 

 

22) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις κλειστές  καµπύλες της 

µορφής  

 

  
Επειδή η καµπύλη έχει 5 φύλλα και εγώ βρήκα το εµβαδόν του µισού φύλλου, το 

 
 

23) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από ένα φύλο της καµπύλης 

( )2 2 3ρ συνθ α ηµ θ⋅ = ⋅  του παρακάτω σχήµατος                                                                        
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24) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου εντός της καρδιοειδούς 1ρ συνθ= +  και 

εκτός του κύκλου 1ρ = . 

Το εµβαδόν µεταξύ δύο καµπύλων µε εξισώσεις:                             

                                                                                                                   
δίνονται από τον τύπο 

      
Για να βρω τα όρια, λύνω το σύστηµα των εξισώσεων των 2 καµπύλων γραµµών, 

δηλαδή εντοπίζω   τα κοινά τους σηµεία. Σε αυτή την εφαρµογή, ολοκληρώνω από  

0θ =  ως 
2

π
θ =   και βρίσκω το εµβαδόν του (ΒΓΑ∆), οπότε διπλασιάζω και έχω το 

ολικό εµβαδόν, ή ολοκληρώνω από 
2

π
θ

−
=  ως 

2

π
θ =  και βρίσκω το εµβαδόν του 

(∆ΒΓΑ∆), δηλαδή το ολικό εµβαδόν.  Ως ρ1  λαµβάνω µία εκ των δύο καµπύλων 

γραµµών, άνευ περιορισµού, διότι αν βρω αρνητικό αποτέλεσµα στο ολοκλήρωµα, η 

απόλυτη τιµή του ολοκληρώµατος  ισούται αριθµητικά µε το εµβαδόν.                                                                         
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25) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου εντός του κύκλου 2ρ α συνθ= ⋅  και εκτός 

του κύκλου ρ=α. 

 

 

                                                        
 

 

 

 

 

 

 

 

26) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου εντός του κύκλου 4ρ α συνθ= ⋅   και εκτός 

του κύκλου ρ=α. 
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27) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου εντός του καρδιοειδούς ( )1ρ α συνθ= ⋅ + και 

εκτός του κύκλου ρ=α. 

 

      

 

 
 

28) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου εντός του κύκλου 2ρ α συνθ= ⋅  και εκτός 

του κύκλου 2ρ α=  

  Άρα  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

29) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου εντός του κύκλου 2ρ α ηµθ= ⋅  και εκτός του  

κύκλου 2ρ α συνθ= ⋅ . 
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   Άρα     

 

 
 

30) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από τις καµπύλες 8ρ συνθ= ⋅  

και 
2

ρ
συνθ

=                                                  

                                                                                                  

 

                                                                                                                                                         
Αν θέλω το εµβαδόν του (ΑΒΓ∆Α) 

 

 

 

Αν θέλω το εµβαδόν του (ΒΟ∆ΓΒ)  

 
 

31) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που είναι εντός του κύκλου 1ρ συνθ= +  και 

εκτός του κύκλου 3ρ συνθ= ⋅ . 

 

Αν θέλω εντός της ρ = 1+συνθ και εντός 

της ρ=3συνθ 

 

 

32) Να βρεθεί το εµβαδόν  του χωρίου που ορίζεται από την κλειστή καµπύλη 

γραµµή 
1

ρ
ρ

ε συνθ
=
+ ⋅

 µε ε<1. 
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Τα όρια ολοκλήρωσης είναι από 0θ =  ως 2θ π=  διότι το ρ µία κάθε τιµή του θ 

µεταξύ 0 και 2π είναι διάφορο του µηδενός. 

 
 


