
1 

 

Ακαδηµία Εµπορικού Ναυτικού Ασπροπύργου 

Σχολή Μηχανικών 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Πτυχιακή εργασία 

Εισαγωγή στον διανυσµατικό λογισµό 

 

 

 

 

 

 

Σπουδαστές: Νικολάου Βασίλειος (ΑΜ 8917) 

                                                  Κολοκάθης Κωνσταντίνος  (ΑΜ  9053) 

 

 

 

 

                      

Επιβλέπων: Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.), 

                                          Επίκουρος Καθηγητής 

 

 

 

 

 

 

Ακαδηµαϊκό έτος: 2023–2024 

 

 



2 

 

Ηµεροµηνία ανάθεσης:  15.12.2023 

Ηµεροµηνία κατάθεσης:  ….06.2024 

Ηµεροµηνία εξέτασης: ….06.2024 

 

Α/Α Ονοµατεπώνυµο Χαρακτηρισµός Υπογραφή 

1 Στέφανος  Ι.  Καρναβάς 

Μαθηµατικός (Μ.Εd.) 

Επίκουρος Καθηγητής 

∆έκα 

(10) 

 

2 ∆ρ. Λάλου Παναγιώτα 

Μαθηµατικός 

Καθηγήτρια 

  

3 ∆ρ. Αναστασόπουλος Γεώργιος 

Μηχανολόγος Μηχανικός 

Επίκουρος Καθηγητής 

  

Τελικός χαρακτηρισµός 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 

 

Περιεχόµενα 

Λέξεις κλειδιά ................................................................................................................... 3 

Περίληψη .......................................................................................................................... 3 

Εισαγωγή .......................................................................................................................... 4 

1. Φυσική ................................................................................................................... 4 

2. Μηχανική .............................................................................................................. 4 

3. Γεωγραφία &  πλοήγηση ....................................................................................... 4 

4. Υπολογιστική γραφική .......................................................................................... 4 

5. Ροµποτική .............................................................................................................. 4 

6. Οικονοµικά &  χρηµατοοικονοµική ...................................................................... 4 

7. Βιολογία & ιατρική ............................................................................................... 5 

8. Αθλητισµός ............................................................................................................ 5 

1. Το εφαρµοστό διάνυσµα ............................................................................................... 5 

1.1 Θεώρηµα ................................................................................................................. 6 

2. Το ελεύθερο διάνυσµα .................................................................................................. 7 

2.1 Ισότητα στο ℰ .......................................................................................................... 7 

2.2 Γραφική παράσταση ελεύθερου διανύσµατος ........................................................ 8 

2.3 Πρόσθεση διανυσµάτων ......................................................................................... 8 

2.3.1 Ιδιότητες της πρόσθεσης των διανυσµάτων ..................................................... 9 

2.3.2 Παρατηρήσεις ................................................................................................ 10 

2.3.3 Η τριγωνική ανισότητα ................................................................................... 11 

2.4 Πολλαπλασιασµός πραγµατικού αριθµού επί διάνυσµα ...................................... 12 

2.4.1 Παρατηρήσεις ................................................................................................ 12 

2.4.2 Ιδιότητες του πολλαπλασιασµού πραγµατικού αριθµού επί διάνυσµα .......... 14 

2.5 Βασικές προτάσεις ................................................................................................ 16 

2.6 Μέθοδοι για την λύση ασκήσεων ......................................................................... 18 

2.6.1 Μέθοδος 1 ...................................................................................................... 18 

2.6.2 Μέθοδος 2 ...................................................................................................... 18 

2.6.3 Μέθοδος 3 ...................................................................................................... 20 

2.6.4 Μέθοδος 4 ...................................................................................................... 20 

2.6.5 Mέθοδος 5 ...................................................................................................... 21 

2.6.2 Μέθοδος 6 ...................................................................................................... 22 

2.6.7 Mέθοδος 7 ...................................................................................................... 23 

2.6.8 Mέθοδος 8 ...................................................................................................... 23 

2.6.9 Mέθοδος 9 ...................................................................................................... 25 

2.7 Παραδείγµατα µε συνδυασµό όλων των µεθόδων................................................ 27 

Βιβλιογραφία .................................................................................................................. 34 
 

Λέξεις κλειδιά 

∆ιανύσµατα (εφαρµοστό, ελεύθερο, µηδενικό, αντίθετο), πρόσθεση & αφαίρεση 

διανυσµάτων, τριγωνική ανισότητα, ιδιότητες διανυσµάτων (ανακλαστική, 

αντιµεταθετική, προσεταιριστική, µεταβατική 1η & 2η επιµεριστική),  ιδιότητες 

βαρύκεντρου G των τριγώνων, διανυσµατική ακτίνα σηµείου, αρχή διανυσµατικών 

ακτίνων (ή σηµείο αναφοράς), σχέση του Chasles, εσωτερική πράξη.   

 

Περίληψη 

Τα διανύσµατα αποτελούν απαραίτητο εργαλείο στη µελέτη των µαθηµατικών 

και της φυσικής. Η χρήση του διανυσµατικού συµβολισµού απλοποιεί σηµαντικά τη 

µαθηµατική διατύπωση των φυσικών νόµων και θεωρηµάτων. Επιπλέον τα διανύσµατα 
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βοηθούν στην κατανόηση και περαιτέρω διερεύνηση των συµµετριών που ενδεχοµένως 

να σχετίζονται µε νέους νόµους.  

 

Εισαγωγή 

Τα διανύσµατα έχουν εφαρµογές σε διάφορους τοµείς της επιστήµης, της 

τεχνολογίας, και της καθηµερινής ζωής. Εδώ είναι µερικές από τις κύριες εφαρµογές 

τους: 

1. Φυσική 

Κινηµατική & δυναµική: Τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν την 

ταχύτητα, την επιτάχυνση και τη δύναµη. Για παράδειγµα, η δύναµη F και η 

επιτάχυνση a συνδέονται µέσω του νόµου του Νεύτωνα F=ma, όπου m είναι η µάζα του 

σώµατος. 

Ηλεκτροµαγνητισµός: Τα ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία περιγράφονται µε 

διανύσµατα. Ο νόµος του Κουλόµπ για την ηλεκτρική δύναµη µεταξύ δύο φορτίων 

είναι διανυσµατικός νόµος. 

 

2. Μηχανική 

Στατική & ανάλυση δοµών: Στη µηχανική, τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για την 

ανάλυση των δυνάµεων και των ροπών σε κατασκευές, βοηθώντας στον υπολογισµό 

των φορτίων και της αντοχής των υλικών. 

Κινηµατική µηχανών: Η ανάλυση της κίνησης των µηχανισµών, όπως οι ροµποτικοί 

βραχίονες, γίνεται χρησιµοποιώντας διανύσµατα για να περιγραφούν οι θέσεις, οι 

ταχύτητες και οι επιταχύνσεις των κινούµενων µερών. 

 

3. Γεωγραφία &  πλοήγηση 

Χαρτογραφία: Τα γεωγραφικά συστήµατα πληροφοριών (GIS) χρησιµοποιούν 

διανύσµατα για να αποθηκεύουν δεδοµένα σχετικά µε την τοποθεσία, το σχήµα και τα 

χαρακτηριστικά γεωγραφικών αντικειµένων. 

Ναυσιπλοΐα & αεροναυτιλία: Οι πορείες πλοίων και αεροπλάνων καθορίζονται και 

παρακολουθούνται µε τη βοήθεια διανυσµάτων για να προσδιοριστεί η θέση, η 

ταχύτητα και η κατεύθυνση. 

 

4. Υπολογιστική γραφική 

Απεικόνιση 3D: Στα βιντεοπαιχνίδια και τις τρισδιάστατες γραφικές εφαρµογές, τα 

διανύσµατα χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν τις θέσεις, τις κατευθύνσεις και τις 

κινήσεις των αντικειµένων στον τρισδιάστατο χώρο. 

Φωτισµός & σκιές: Η κατεύθυνση του φωτός και η δηµιουργία σκιών υπολογίζονται 

χρησιµοποιώντας διανύσµατα για να αποδοθεί ρεαλιστικά η εικόνα. 

 

5. Ροµποτική 

Κίνηση ροµπότ: Η πλοήγηση και ο έλεγχος των ροµπότ γίνονται µε τη χρήση 

διανυσµάτων για να προσδιοριστεί η θέση, η ταχύτητα και η κατεύθυνση της κίνησης. 

Ανίχνευση & αποφυγή εµποδίων: Τα ροµπότ χρησιµοποιούν διανυσµατικές αναλύσεις 

για να ανιχνεύσουν και να αποφύγουν εµπόδια στον χώρο τους. 

 

6. Οικονοµικά &  χρηµατοοικονοµική 

Χαρτοφυλάκιο επενδύσεων: Στη θεωρία χαρτοφυλακίου, τα διανύσµατα 

χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν τις αποδόσεις και τους κινδύνους των 

επενδύσεων. 
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Ανάλυση δεδοµένων: Τα διανύσµατα χρησιµεύουν στην ανάλυση πολυδιάστατων 

δεδοµένων και την εφαρµογή τεχνικών µηχανικής µάθησης. 

 

7. Βιολογία & ιατρική 

Μοριακή βιολογία: Τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της κίνησης 

µορίων, όπως πρωτεϊνών και νουκλεϊκών οξέων, στον χώρο. 

Ιατρική απεικόνιση: Οι τεχνικές όπως η µαγνητική τοµογραφία (MRI) και η αξονική 

τοµογραφία (CT) χρησιµοποιούν διανυσµατική ανάλυση για την απεικόνιση του 

εσωτερικού του ανθρώπινου σώµατος. 

 

8. Αθλητισµός 

Ανάλυση κίνησης: Στα αθλήµατα, τα διανύσµατα χρησιµοποιούνται για να αναλύσουν 

και να βελτιστοποιήσουν τις κινήσεις των αθλητών, όπως στη ρίψη δίσκου ή στο σκι. 

Πλοήγηση: Σε αθλήµατα όπως η ιστιοπλοΐα και η αεροπορία, η κατεύθυνση και η 

ταχύτητα του ανέµου ή του νερού αναλύονται χρησιµοποιώντας διανύσµατα. 

 

1. Το εφαρµοστό διάνυσµα 

Αν θεωρήσω τα σηµεία Α, Β, του χώρου µε A≠B, ορίζεται το γεωµετρικό τµήµα ΑΒ 

≡ ΒΑ. Αν επιπλέον θεωρήσω τα άκρα του τµήµατος ΑΒ διατεταγµένα δηλαδή το Α 

πρώτο και το Β δεύτερο, τότε αυτό µπορεί να δηλωθεί από το διατεταγµένο ζεύγος (Α, 

Β). 

� Ορίζω ως εφαρµοστό διάνυσµα µε αρχή Α και πέρας Β, το τµήµα που καθορίζει 

το διατεταγµένο ζεύγος (Α, Β) και το σηµειώνω µε το ίδιο 

σύµβολο. Σχηµατικά, το εφαρµοστό διάνυσµα (Α, Β)  

παρίσταται από το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µε µία αιχµή 

βέλους από το πέρας του Β.  

� Ορίζω ως φορέα του εφαρµοστού διανύσµατος (Α, Β) µε A≠B την ευθεία (ε) που 

ορίζουν τα Α, Β. 

� Ορίζω ως διεύθυνση του εφαρµοστού διανύσµατος (A, B) µε A≠B τη διεύθυνση 

στην οποία ανήκει ο φορέας του (ε). 

� Ορίζω ως φορά του εφαρµοστού διανύσµατος (A, B) µε A≠B τη φορά της 

ηµιευθείας του φορέας του, µε αρχή το Α και εσωτερικό σηµείο το Β. 

� Ορίζω ως µέτρο του εφαρµοστού διανύσµατος (Α, Β) µε A≠B και γράφω d(A, 

Β), τον θετικό πραγµατικό αριθµό που εκφράζει το µέτρο του ευθύγραµµου τµήµατος 

ΑΒ, δηλαδή d(Α, Β)=(ΑΒ). Είναι φανερό ότι το d(Α, Β) εξαρτάται από το µοναδιαίο 

τµήµα που  θεωρήθηκε, προκειµένου να µετρηθεί το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ.  

� ∆ύο εφαρµοστά διανύσµατα (A, B), (Γ, ∆) 

ορίζονται ως παράλληλα ή συγγρα-                  

µικά αν και µόνο αν ανήκουν στην ίδια 

διεύθυνση. 

� ∆ύο εφαρµοστά διανύσµατα (Α, Β),          

(Γ, ∆) ορίζονται ως οµόρροπα αν και µόνο αν 

ανήκουν στην ίδια φορά (προϋποτίθεται ότι τα 

διανύσµατα είναι παράλληλα). 

� ∆ύο εφαρµοστά διανύσµατα (Α, Β),   (Γ, ∆) 

ορίζονται ως αντίρροπα αν και µόνο αν ανήκουν σε 

αντίθετες φορές (προϋποτίθεται ότι τα διανύσµατα 

είναι παράλληλα). 

� Αν τα σηµεία Α, Β ταυτίζονται, το εφαρµοστό 

διάνυσµα (Α, Α) ορίζεται ως µηδενικό εφαρµοστό διάνυσµα. Συνεπώς, κάθε σηµείο Α 
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του χώρου είναι δυνατό να θεωρείται ως µηδενικό εφαρµοστό διάνυσµα (Α, Α). Είναι 

φανερό ότι η διεύθυνση και η φορά του µηδενικού εφαρµοστούν διανύσµατος (Α, Α) 

δεν καθορίζονται µονοσήµαντα. Στα επόµενα θα θεωρώ ότι το µηδενικό εφαρµοστό 

διάνυσµα (Α, Α) είναι παράλληλο και επιπλέον οµόρροπο, προς οποιοδήποτε άλλο 

εφαρµοστό διάνυσµα (Β, Γ).  

� Ως µέτρο του (Α, Α) ορίζω το 0, δηλαδή d(Α, Α) = 0 

 

Σηµείωση Ένα µηδενικό εφαρµοστό διάνυσµα καθορίζεται και από: τον φορέα, την 

αρχή, τη φορά και το µετρό του.  

 

Στο σύνολο � των εφαρµοστών διανύσµατα του χώρου, ορίζω τη σχέση ΄~΄ ως εξής: 

1) Τα (Α, Β) & (Γ, ∆) είναι συγγραµικά

( ,  ) ( ,  ) 2) Τα (Α, Β) & (Γ, ∆) είναι οµόρροπα 

3) ( ,  ) ( ,  ) ( ) ( )d A B d

 
 

Α Β Γ ∆ ⇔  
 = Γ ∆ ⇔ ΑΒ = Γ∆ 

∼  

Παρατηρώ ότι η σχέση ΄~΄ που ορίστηκε µε αυτόν τον τρόπο είναι: 

Ανακλαστική, αφού ∀(Α, Β)∈D είναι: (Α, Β) ~ (Α, Β) 

Συµµετρική, αφού µε (Α, Β)∈D & (Γ, ∆)∈D είναι  (Α, Β) ~ (Γ, ∆) ⇒ (Γ, ∆) ~ (Α, Β) 

Μεταβατική, αφού µε (Α, Β)∈D & (Γ, ∆)∈D & (Ε, Ζ)∈D είναι: (Α, Β) ~ (Γ, ∆) & (Γ, ∆) 

~ (Ε, Ζ) ⇒ (Α, Β) ~(Ε, Ζ). 

Η µεταβατικότητα στη φορά, συµπεραίνεται από 

την παρατήρηση ότι τα επίπεδα (ΑΓΕ) και (Β∆Ζ) είναι 

παράλληλα. ∆έχοµαι επιπλέον, ότι τα µηδενικά 

εφαρµοστά διανύσµατα, είναι µεταξύ τους ισοδύναµα. 

Άρα, η σχέση ΄~΄ είναι µία σχέση ισοδυναµίας στο �. 

 

1.1 Θεώρηµα 

Οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες:  

α) τα (Α, Β) & (Γ, ∆)  είναι ισοδύναµα 

β) τα τµήµατα Α∆ & ΓΒ έχουν κοινό µέσο 

Απόδειξη  από ( ) ( )α β⇒  

� Αν τα (Α, Β), (Γ, ∆) δεν έχουν τον ίδιο φορέα επειδή 

( ) ( ), ~ ,Α Β Γ ∆ είναι (ε)∥(ε΄) και ( , ) ( , )Α Β = Γ ∆ οπότε 

ΑΒ = Γ∆   άρα το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο ⇒  

τα Α∆, ΓΒ έχουν κοινό µέσο το Ο.  

 

� Αν τα (Α, Β) & (Γ, ∆) έχουν τον ίδιο φορέα επειδή

( ) ( ), ~ ,Α Β Γ ∆  έχω ότι ( , ) ( , )Α Β = Γ ∆ ⇒   ΑΒ=Γ∆. Αν 

Ο είναι το µέσο του ΓΒ τότε ΑΟ=ΑΒ+ΒΟ= Γ∆+ΟΓ=Ο∆ δηλαδή το Ο είναι το µέσο του 

Α∆ ή (κάτω σχήµα) ΑΟ=ΑΒ-ΟΒ=Γ∆-ΓΟ= 0∆ δηλαδή το Ο είναι και πάλι το µέσο του 

Α∆. 

Απόδειξη  από ( ) ( )β α⇒  

� Αν τα (Α, Β), (Γ, ∆) δεν έχουν τον ίδιο φορέα, επειδή τα Α∆, ΓΒ έχουν κοινό µέσο 

δηλαδή διχοτοµούνται, το ΑΓΒ∆ είναι παραλληλόγραµµο, άρα τα (Α, Β), (Γ, ∆) είναι 

συγγραµικά, οµόρροπα και (αφού ΑΒ=Γ∆ ⇒ ( , ) ( , )Α Β = Γ ∆ ) έχουν και ίσα µέτρα, άρα 

( ) ( ), ~ ,Α Β Γ ∆ . 
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� Αν τα (Α, Β) & (Γ, ∆) έχουν τον ίδιο φορέα και Ο είναι το κοινό µέσο των Α∆, ΓΒ έχω 

ΟΑ=Ο∆ και ΟΒ=ΟΓ. Με πρόσθεση ή αφαίρεση, βρίσκω ΑΒ=Γ∆ οπότε ( ) ( )ΑΒ = Γ∆

άρα ( ) ( ), ~ ,Α Β Γ ∆ . 

Παρατήρηση Αν 
( , ) ( , ) Εναλλαγή µέσων γραµµάτων

( , ) ( , )
( , ) ( , ) Εναλλαγή άκρων γραµµάτων

Α Γ Β ∆ 
Α Β Γ ∆ ⇔  

∆ Β Γ Α 

∼
∼

∼
 

 

2. Το ελεύθερο διάνυσµα 

Η σχέση ΄~΄ στο σύνολο � των εφαρµοστών διανυσµάτων 

είναι µία σχέση ισοδυναµίας. ∆ιαµερίζει συνεπώς το � σε 

κλάσεις ισοδυναµίας. 

� Ορίζω ως ελεύθερο διάνυσµα ΑΒ
����

  κάθε κλάσµα 

ισοδυναµίας C(AB)  του εφαρµοστού διανύσµατος (Α,Β). Είναι 

δηλαδή ( ),A B
CΑΒ ≡

����
. 

� Ειδικά η κλάση των µηδενικών εφαρµοστών διανυσµάτων λέγεται µηδενικό 

ελεύθερο διάνυσµα και σηµειώνεται µε 0
�

. Το σύνολο –πηλίκο � /~ είναι το σύνολο 

των ελεύθερων διανυσµάτων του χώρου και θα το συµβολίζω µε ℰ 

Στα επόµενα, µε τον όρο «διάνυσµα» θα εννοώ το «ελεύθερο διάνυσµα» και εφ΄ 

όσον δεν καθορίζεται ένας συγκεκριµένος αντιπρόσωπος του, θα το συµβολίζω µε ένα 

µικρό γράµµα επιγραµµισµένο µε βέλος π.χ. α, β, γ,… Είναι δηλαδή { }, , ...α β γ=
�� ���

E  

� Ορίζω ως διεύθυνση του ελεύθερου διανύσµατος ΑΒ
����

, τη διεύθυνση ενός 

αντιπροσώπου της κλάση ( ),A B
C . 

� Ορίζω φορά του ελεύθερου διανύσµατος ΑΒ
����

, τη φορά ενός αντιπροσώπου της 

κλάσης ( ),A B
C . 

� Ορίζω ως µέτρο του ελεύθερου διανύσµατος ΑΒ
����

, το µέτρο ενός αντιπροσώπου 

της κλάσης ( )ABC Ειδικά, το µέτρο του ΑΒ θα το συµβολίζω µε ΑΒ
����

 = d(A, B). 

�  Τo 0

���
E ορίζεται ως µοναδιαίο διάνυσµα της διεύθυνσης στην οποία, ανήκει, αν 

και µόνο αν έχει φορά θετική και 0 1=
���
E . 

�  Ορίζω ως συγγραµµικά ή παράλληλα τα ΑΒ
����

, Γ∆
����

και γράφω ΑΒ
����

//Γ∆
����

, αν και 

µόνο αν, οι αντιπρόσωποι τους δηλαδή τα εφαρµοστά διανύσµατα (Α,Β), (Γ,∆), είναι 

συγγραµικά εφαρµοστά διανύσµατα. 

� Ορίζω ως οµόρροπα τα ΑΒ
����

, Γ∆
����

 και γράφω ΑΒ Γ∆
���� ����
րր , αν και µόνο αν, οι 

αντιπρόσωποι τους δηλαδή τα εφαρµοστά διανύσµατα (Α,Β), (Γ,∆), είναι οµόρροπα 

εφαρµοστά διανύσµατα. 

�  Ορίζω ως αντίρροπα τα ΑΒ
����

, Γ∆
����

 και γράφω ΑΒ Γ∆
���� ����
րւ , αν και µόνο αν, οι 

αντιπρόσωποι τους δηλαδή τα εφαρµοστά διανύσµατα (Α,Β), (Γ,∆), είναι αντίρροπα 

εφαρµοστά διανύσµατα. 

�  Το 0
�

δεν έχει συγκεκριµένη διεύθυνση και φορά, Επιπλέον 0 0=
�

. 

 

2.1 Ισότητα στο ℰ 

Θεωρώ τα στοιχεία– ελεύθερα διανύσµατα ΑΒ
����

 &Γ∆
����

του ℰ. Επειδή ( )ABCΑΒ =
����

 και 

( ),
C Γ ∆Γ∆ =

����
 έχω  ( , ) ( , )ΑΒ = Γ∆⇔ Α Β Γ ∆

���� ����
∼  
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Η διανυσµατική ισότητα ( ουσιαστικά ισότητα συνόλων) είναι: 

� Ανακλαστική, αφού α∀ ∈
��

E είναι α α=
�� ��

  

� Συµµετρική, αφού µε , βα ∈
�� ��

E   είναι α β β α= ⇒ =
�� ���� ��

 

�  Μεταβατική, αφού µε , βα ∈
�� ��

E είναι ( ) & α β β γ α γ= = ⇒ =
�� �� � ��� ��

 

  

2.2 Γραφική παράσταση ελεύθερου διανύσµατος 

� Θεωρώ το διάνυσµαα ∈
��

E  το οποίο καθορίζεται απόλυτα αν είναι 

γνωστός ένας αντιπρόσωπος του, δηλαδή το εφαρµοστό διάνυσµα (Α, 

Β). Συνεπώς, προκειµένου να παραστήσω γραφικά το ελεύθερο 

διάνυσµα α
��

, θα παριστάνω γραφικά έναν αντιπρόσωπο του. Η γραφή 

α = ΑΒ
������

, θα δηλώνει ότι το ελεύθερο διάνυσµαα
��

 έχει αντιπρόσωπο το 

(Α, Β). 

� Ας θεωρήσω τώρα το σταθερό σηµείο Ο του χώρου 3Ε και το 

τυχαίο α∈
��

E . Υπάρχει τότε, ένας και µόνο ένας, αντιπρόσωπος 

(Ο, Α) του α
��

. Παρατηρώ                                                                            

ότι, µε την θεώρηση του Ο και στη συνέχεια του (Ο, Α), σε κάθε 

α ∈
��

E αντιστοιχεί ένα και µόνο σηµείο Α του χώρου 3Ε , το πέρας 

του αντιπροσώπου του α
��

, που έχει αρχή το Ο.  

Αντίστροφα: Στο τυχαίο σηµείο Α του χώρου 3Ε αντιστοιχεί ένα και µόνο ένα 

εφαρµοστό διάνυσµα (Ο, A) που είναι αντιπρόσωπος ενός και µόνο ελεύθερου 

διανύσµατος α
��

 του E . 

Ορίστηκε έτσι µία αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση 0ϕ  του E επί του 3Ε , η οποία 

στο α ∈
��

E  αντιστοιχίζει το σηµείο 3A∈Ε  ώστε 0A α=
��� ��

. Μπορώ συνεπώς να γράψω 

{ }3 µε MM= Ο ∈Ε
�����

E . Το σταθερό σηµείο Ο µε βάση το οποίο έγινε η απεικόνιση 0ϕ  

λέγεται αρχή των διανυσµατικών ακτινών ή σηµείο αναφοράς. Το εφαρµοστό 

διάνυσµα (Ο, Α) λέγεται διανυσµατική ακτίνα του σηµείου Α και συµβολίζεται για 

συντοµία µε rΑ

���
. 

 

2.3 Πρόσθεση διανυσµάτων 

Θεωρώ το ( ),α β ∈ ×
����

E E  και το τυχαίο σηµείο Ο του χώρου 3Ε . Θεωρώ τα 

, α βΟΑ = ΑΒ =
���� ���� ����

.  Αν Ο΄ είναι ένα άλλο σηµείο 

του  χώρου 3Ε και , Α΄Β΄΄ ΄ α βΟ Α = =
������ ������ ����

                

παρατηρώ ότι ' 'αΟΑ = = Ο Α
���� ��������

 και  

΄ ΄βΑΒ = = Α Β
���� �� ������

 οπότε είναι  

 

1) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

΄ ΄ ΄ ΄

΄ ΄ ΄ ΄

Ο Α Ο Α ⇒ Ο Ο Α Α 
⇒

Α Β Α Β ⇒ Α Α Β Β 

∼ ∼

∼ ∼
 

 

(0,0 ) ( , ) (0, ) (0 , ) 0 0΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄Β Β ⇒ Β Β ⇒ Β = Β
��� �����

∼ ∼  
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Άρα, τα 0 , 0́ ΄Β Β
��� �����

 είναι αντιπρόσωποι του ίδιου διανύσµατος γ
�

, που είναι 

ανεξάρτητο από την εκλογή του Ο και προκύπτει µε την παραπάνω διαδικασία, το 

συµβολίζω µε α β+
����

 και το ονοµάζω άθροισµα των διανυσµάτων ,α β
����

.  Ορίστηκε 

έτσι στο E  µία πράξη, που ονοµάζω πρόσθεση ΄΄+΄΄, σύµφωνα µε την οποία σε κάθε 

( , )α β ∈ ×
����

E E αντιστοιχίζεται το διάνυσµα  α β+
����

 του E  και του οποίου ένας 

αντιπρόσωπος είναι το ΟΒ
����

 όπου ,  ΟΑ ΑΒ
���� ����

 

είναι αντιπρόσωποι των                                                            

,α β
����

αντίστοιχα.                                                                    

 

Παρατηρήσεις 

� Η πράξη της πρόσθεσης είναι εσωτερική πράξη στο σύνολο ℰ. 

� Για τυχαία σηµεία Α, Β, Γ του χώρου 3Ε  ισχύει ΑΒ+ΒΓ = ΑΓ
���� ���� ����

 

(σχέση του Chasles). 

� Αν ,  α β α βΟΑ = ΑΒ = ⇒ΟΒ = + = ΟΑ + ΑΒ
���� ���� �� ���� �� ���� ������ ��

.  

Αλλά αν είναι και 0 βΓ =
��� ��

 έχω  

α βΟΒ = + = ΟΑ +ΟΓ
���� �� ���� ������

. Άρα, το άθροισµα α β+
����

 των 

,α β
����

 ορίζεται και από το διάνυσµα ΟΒ
����

όπου 0Β είναι 

η διαγώνιος του παραλληλογράµµου που κατασκευάζεται µε πλευρές τους 

αντιπροσώπους 0 ,0Α Γ
���� ���

 των ,α β
����

 αντίστοιχα. 

 

2.3.1 Ιδιότητες της πρόσθεσης των διανυσµάτων 

� ( , , )α β γ∀ ∈
�� ���

E ισχύει ( ) ( )α β γ α β γ+ + = + +
�� � �� ��� ��

  (προσεταιριστική) 

Απόδειξη: Θεωρώ ως σηµείο αναφοράς  

το Ο και τα ,  ,  ABα β γΟΑ = = ΒΓ =
���� ���� �� ���� ���

 . Είναι 

( ) ( )τότε α β γ+ + = ΟΑ + ΑΒ + ΒΓ = ΟΒ+ ΒΓ =
�� � ���� ���� ���� ���� ������

 

( ) ( )α β γΟΓ = ΟΑ + ΑΓ = ΟΑ + ΑΒ+ ΒΓ = + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� �� ���

 

 

� ( ) 2,α β∀ ∈
����

E ισχύει  α β β α+ = +
�� ���� ��

 (αντιµεταθετική) 

Απόδειξη: Θεωρώ ως σηµείο αναφοράς το Ο και  

,  α βΟΑ = ΑΒ =
���� ���� ����

,  βΟΓ =
���� ��

. Επειδή

( , ) ( , )ΑΒ = ΟΓ⇔ Α Β Ο Γ ⇔
���� ����

∼   

( , ) ( , )Γ Β Ο Α ⇔ ΓΒ = ΟΑ
���� ����

∼  έχω αΓΒ =
���� ��

,   

α β β α+ = ΟΑ + ΑΒ = ΟΒ = ΟΓ + ΓΒ = +
�� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��

. 

 

�   το 0  ώστε 0α α α∀ ∈ ∃ + =
� ��� �� ��

E E   (ύπαρξη ουδέτερου 

στοιχείου) 

Απόδειξη: Θεωρώ ως σηµείο αναφοράς το Ο και τα αΟΑ =
���� ��

. 

Είναι τότε 0α α+ = ΟΑ + ΑΑ = ΟΑ =
� ���� ���� ������ ��

. 
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�   ώστε 0΄ ΄α α α α∀ ∈ ∃ ∈ + =
��� �� �� ��

E E  (ύπαρξη συµµετρικού στοιχείου) 

Απόδειξη: Θεωρώ ως σηµείο αναφοράς το Ο και τα αΟΑ =
���� ��

. 

Θα δείξω ότι υπάρχει σηµείο Μ τέτοιο, ώστε αν άΑΜ =
����� ��

να 

είναι 0΄α α+ =
��� ��

 Έχω 

0 0 0΄α α+ = ⇔ ΟΑ + ΑΜ = ⇔ ΟΜ = ⇔ Μ
� ���� ����� � ����� ��� ��

 ταυτίζεται µε το 

Ο. Άρα, υπάρχει στο ℰ το ΄α
��

, µε 0ά =
���

. 

 

2.3.2 Παρατηρήσεις 

� Για κάθε α ∈
��

E  το  ΄α
��

 είναι µοναδικό.  

� Το ΄α
��

 συνήθως λέγεται αντίθετο του α
��

 και συµβολίζεται µε α−
��

. Άρα είναι 

( ) 0α α+ − =
��� ��

και 0 0− =
� �

. 

� Τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα δηλαδή α α− =
�� ��

. 

� Η δοµή (ℰ,+) είναι αβελιανή οµάδα. 

� Ισχύει  ( ) 3  , ,α β α γ β γ α β γ= ⇔ + = + ∀ ∈
�� � �� � �� ��� �� ��

E . 

Απόδειξη: Αν α β=
����

 τότε α γ β γ+ = +
� �� ���

 από το µονοσήµαντο του αθροίσµατος δύο 

διανυσµάτων. Αν τώρα ( ) ( ) ( ) ( )α γ β γ α γ γ β γ γ+ = + ⇒ + + − = + + −
� �� � � � �� � ��� ��

⟹ 

( ) ( ) 0 0α γ γ β γ γ α β α β   ⇒ + + − = + + − ⇒ + = + ⇒ =   

� � �� � � � �� � ���� �� ��
 

        

� Ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( ) 2  ,α β α β α β− + − = − + ∀ ∈
�� �� ���� �� ��

E  

Απόδειξη: Είναι  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α β α β α β β α α β β α      − + − + + = − + − + + = − + − + + =      

�� �� �� �� �� ���� �� �� �� �� ��
 

= ( ) ( ) ( ) ( )0 0α β β α α α α α    − + − + + = − + + = − + =   

�� �� � ��� �� �� �� �� ��
 άρα, τα διανύσµατα 

( ) ( ) ( )  και α β α β− + − +
�� ���� ��

είναι αντίθετα, οπότε ( ) ( ) ( )α β α β− + − = − +
�� ���� ��

. 

        

� 
2

( , )α β∀ ∈E η εξίσωση xα β+ =
� ����

έχει µοναδική λύση στο ℰ. 

Απόδειξη: Η εξίσωση xα β+ =
� ����

 έχει ως λύση το διάνυσµα ( )α β− +
����

 του ℰ . 

Πράγµατι ( ) ( ) 0α α β β α α β β β β β β   + − + = ⇔ + − + = ⇔ + = ⇔ =   
�� �� �� �� �� �� �� ���� �� �� ��

. 

Η λύση αυτή είναι µοναδική διότι αν υποθέσω ότι 1 2,  x x
�� ���

 είναι δύο λύσεις της 

xα β+ =
� ����

  θα έχω  
1

1 2 1 2

2

x
x x x x

x

α β
α α

α β

 + = 
⇒ + = + ⇒ = 

+ =  

�� ����
�� ��� �� ����� ��

��� ����  

 Άρα, η εξίσωση α χ β+ =
�� ����

 έχει µοναδική λύση στο ℇ, την 

( ) ( )x α β β α= − + = + −
� �� ���� ��

. Τη λύση αυτή (για απλοποίηση στη γραφή) την γράφω 

x β α= −
� �� ��

 και την ονοµάζω διαφορά του α
��

από το β
��

. Την πράξη µε την οποία, στο 

τυχαίο 
2( , )β α ∈

�� ��
E αντιστοιχίζω τη διαφορά β α− ∈

�� ��
E  ονοµάζω αφαίρεση στο ℰ. 
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� Επειδή είναι  ( )x xα β β α β α+ = ⇔ = + − = −
� �� � �� ���� �� ��

 

συµπεραίνω ότι προκειµένου να σχηµατίσω τη διαφορά 

β α−
�� ��

, αρκεί στο β
��

 να προσθέσω το αντίθετο διάνυσµα 

του α
��

. 

 

� Αν το Ο είναι τυχαίο σηµείο του χώρου  Ε3 και ΑΒ ένα τυχαίο διάνυσµα έχω 

AB ABΟΑ + = ΟΒ⇔ = ΟΒ −ΟΑ
���� ���� ���� ���� ���� ����

. Αν το Ο θεωρηθεί ως 

σηµείο αναφοράς διανυσµατικών ακτινών, ή ως αρχή των 

διανυσµατικών ακτινών, τούτο διατυπώνεται ως εξής: 

Κάθε διάνυσµα AB
����

είναι ίσο µε τη διανυσµατική ακτίνα 

του πέρατος µείον τη διανυσµατική ακτίνα της αρχής. 

 

� Αν ΟΑΓΒ παραλληλόγραµµο έχω ΒΓ = ΟΑ −ΟΒ
���� ���� ����

,  

,  ΟΓ = ΟΑ+ΟΒ ΑΒ = ΟΒ−ΟΑ
���� ���� ���� ���� ���� ����

. 

 

 

Σηµείωση 

 Αν 1 2 3,  ,  ,...,   ( 3)να α α α ν∈ >
�� �� �� ��

E  

ορίζεται επαγωγικά το άθροισµα 

1 2 3... να α α α+ + +
�� �� �� ����

 ως εξής 

( )1 2 3 1 2 3 1... ...ν ν να α α α α α α α α−+ + + + = + + + + +
��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ���

. Αν συνεπώς Ο είναι το σηµείο 

αναφοράς και θεωρήσω τα 
1αΟΑ =

���� ���
, 

1 2 2 2 3 3 1,  ,  ...,  ν ν να α α−Α Α = Α Α = Α Α =
������ ��� ������ ��� �������� ���

τότε θα 

έχω 1 2 3... να α α α+ + +
�� �� �� ����

= 

1 1 2 2 3 1... ν ν ν−= ΟΑ + Α Α + Α Α + + Α Α = ΟΑ
����� ������ ������ �������� �����

. Αν το Αν  ταυτίζεται µε το Ο τότε 

1 2 3 ... 0να α α α+ + + + =
��� ��� ��� ��� �

 και λέω ότι τα 
1 1 2 2 3 1,  ,  ,  ..., ν −= ΟΑ Α Α Α Α Α Ο

����� ������ ������ �������
αποτελούν µία 

κλειστή πολυγωνική γραµµή.  

 

2.3.3 Η τριγωνική ανισότητα 

Για τα µηδενικά διανύσµατα ,α β
����

ισχύει ότι  α β α β α β− ≤ ± ≤ +
�� �� ���� �� ��

. 

Απόδειξη:  

α) Έστω ότι  και ,   ABα β ΟΑ
�� ���� ������

� οι αντιπρόσωποι των 

ελεύθερων διανυσµάτων ,α β
����

µε  

( ),  ( ),α β= ΟΑ = ΑΒ
����

 

(0 )α β+ = Β
����

.  Από το τρίγωνο ΟΑΒ είναι: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A AB B A ABΟ − < Ο < Ο +  

οπότε  

α β α β α β− < + < +
�� �� ���� �� ��

 (1)  

Αν  τότε  ή α β α β α β
�� �� ���� ��
� ր րւ
��

ր  και 
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� Αν α β
����

րր   τότε α β α β+ = +
�� ���� ��

    (2)  

� Αν α β
����

րւ   τότε α β α β+ = −
�� ���� ��

   (3) 

          β) Έστω ότι α β
����

�  και ,  ΟΑ ΟΒ
���� ����

 οι αντιπρόσωποι των ελευθέρων διανυσµάτων. 

Τότε α βΒΑ = ΟΑ −ΟΒ = −
���� ���� ���� ����

 . Από το τρίγωνο ΟΑΒ 

είναι ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΟΑ − ΟΒ < ΑΒ < ΟΑ + ΟΒ  οπότε:  

α β α β α β− < − < +
�� �� ���� �� ��

     (4)  

Ανα β
�� ��
�  τότε   ή  α β α β

�� ���� ��
րր րւ  και 

� Αν α β
����

րր  τότε α β α β− = −
�� ���� ��

            (5)   

� ( )Αν  τότε ( ) οπότε α β α β α β− + − =
�� �� ���� �� ��

րւ րր

( )α β α β α β= + − ⇒ − = +
�� �� ���� �� ��

  (6)  

Από τις  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6) έχω ότι  α β α β α β− ≤ ± ≤ +
�� �� ���� �� ��

. 

2.4 Πολλαπλασιασµός πραγµατικού αριθµού επί διάνυσµα  

 Ορίζω ως πολλαπλασιασµό πραγµατικού αριθµού επί διάνυσµα, την πράξη 

εκείνη µε την οποία, σε κάθε ( ) *,λ α ∈
��

ℝ E αντιστοιχίζεται ένα διάνυσµα του που 

σηµειώνω µε λ α⋅
��

 (ή απλούστερα λα
��

, το διαβάζω «λ επία
��

» και καθορίζεται από τα: 

�  Το λ α⋅
��

είναι συγγραµµικό µε το α
��

. 

�  αν λ>0, λ  αν λ<0λα α α α
�� �� ��

րր րւ . 

� λα λ α= ⋅
�� ��

. Ειδικά αν λ=0 είτε 0α =
��

το λα
��

ορίζεται ως µηδενικό διάνυσµα. 

  

2.4.1 Παρατηρήσεις 

� Η πράξη του πολλαπλασιασµού πραγµατικού αριθµού επί διάνυσµα, είναι εξωτερική 

πράξη  στο σύνολο  ℇ µε σύνολο τελεστών το ℝ . 

� Αν λα β=
����

συµπεραίνω ότι 

α) Τα ,α β
����

 είναι συγγραµµικά  

β)  αν λ>0 ,  αν λ<0α β α β
�� ���� ��

րր րւ  

γ) β λ α= ⋅
�� ��

 

� Αν ΑΒ Γ∆
���� ����
րր  και 0Γ∆ ≠

���� �
τότε 

( )

( )

ΑΒ
ΑΒ = ⋅ Γ∆

Γ∆

���� ����
. Πράγµατι  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

 ΑΒ = ΑΒ
 ΑΒ
⇒ ΑΒ = ⋅Γ∆ ΑΒ ΑΒ ΑΒ Γ∆⋅Γ∆ = Γ∆ = ⋅ Γ∆ = ΑΒ 

Γ∆ Γ∆ Γ∆  

����

���� ����
����  

( )

( )
AB

ΑΒ
⋅Γ∆

Γ∆

���� ����
րր  
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� Αν ΑΒ Γ∆
���� ����
րր  και 0Γ∆ ≠

���� �
τότε 

( )

( )

ΑΒ
ΑΒ = − ⋅ Γ∆

Γ∆

���� ����
. Πράγµατι επειδή 

( )

( )
AB AB

ΑΒ
Γ∆⇒ − Γ∆

Γ∆

���� ���� ���� ����
րւ րր  και επιπλέον  

 

( )

( ) ( )
Άρα ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

AB AB

 
 ΑΒ = ΑΒ
 
 ΑΒ ΑΒ 

− Γ∆ = − ⋅ Γ∆ 
Γ∆ Γ∆ 

 ΑΒ ΑΒ ΑΒ
− Γ∆ = − ⋅ Γ∆ = ⋅ Γ∆ = ΑΒ 

Γ∆ Γ∆ Γ∆  

����

���� ���� ����
րր

���� ����

 

  
� Από τις δύο προηγούµενες παρατηρήσεις  και τον ορισµό του πολλαπλασιασµού 

πραγµατικού επί διάνυσµα, έχω την ισοδυναµία 

  µοναδιαίο λ  τέτοιο ώστε ,  0α β α λβ β⇔∃ = ≠
�� �� �� �� ��
� ℝ
�

E  

 

Θεώρηµα 1 

Αν ( )0 0 ή 0λα λ α= ⇒ = =
� ��� ��

. 

Απόδειξη Αφού 0 0 0 ( 0 είτε 0)λα λα λ α λ α= ⇒ = ⇒ = ⇒ = =
� � ��� �� �� ��

. 

 

Θεώρηµα 2 

Για κάθε ( , ) *λ α ∈
��
ℝ E ισχύει  ( ) ( ) ( )λ α λ α λα− = − −

�� �� ��
. 

Απόδειξη Αν λ=0 ή 0α =
��

το θεώρηµα ισχύει. Έστω ότι 0,  0λ α≠ ≠
���

. Αρχικά θα δείξω  

ότι ( ) ( )λ α λα− = −
�� ��

 

α) Αν λ>0, άρα 0λ− <  έχω 

( )
( ) ( )

     (λ )

( ) ( )
( ) ( )

( )

λ α α
λ α λα

λα α α α

λ α λ α λ α λ α
λ α λα

λα λα λ α λ α

 − 
⇒ − − 

−  
 − = − = − − = 

⇒ − = −
− = = =  

�� ��
�� ��րւ
րր�� �� �� ��

րր րւ
�� �� �� ��

�� ��
�� �� �� ��

Άρα ( ) ( )λ α λα− = −
�� ��

                                                                                       

 

β) Αν λ<0, οπότε 0λ− >  έχω 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

λ α α
λ α λα

λα α λα α
λ α λα

λ α λ α λ α
λ α λα

λα λα λ α λ α

 − ⇒ − − 
⇒ −   

⇒ − = − − = − = − ⇒ − = − 
− = = = −   

�� ��
�� ��րր
րր�� �� ��� ��

րւ րր �� ��
�� �� ��

�� ��
�� �� �� ��

 

 Όµοια δείχνω ότι ( ) ( )λ α λα− = −
�� ��

. 
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2.4.2 Ιδιότητες του πολλαπλασιασµού πραγµατικού αριθµού επί διάνυσµα 

� 
2,  ( , )λ α β∀ ∈ ∀ ∈

����
E E  ισχύει ( )λ α β λα λβ+ = +

�� ���� ��
    (1η επιµεριστική)              

Απόδειξη Αν λ=0 είτε 0 είτε 0α β= =
� �� ���

 η αλήθεια προς ιδιότητας είναι φανερή. 

 Α) Έστω ότι 0, 0, 0 και α β λ α β≠ ≠ ≠
� �� � � ���� ��

� . Θεωρώ τα 

,α βΑΒ = ΒΓ =
���� ���� ����

, οπότε α βΑΓ = +
���� ����

. Αν Ο το τυχαίο σηµείο 

του χώρου και θεωρήσω  τα λΟΑ = ⋅ΟΑ
���� ����

, 

,  Ολ λΟΒ = ⋅ΟΒ Γ = ⋅ΟΓ
���� ���� ����� ����

 έχω ότι ' λΟΑ = ΟΑ
���� ����

 

' λΟΒ = ΟΒ
����� ����

, ' ( ')λ λΟΓ = ΟΓ ⇔ ΟΑ = ΟΑ
���� ����

,

( ') ( ),  (0 ') ( )λ λΟΒ = ΟΒ Γ = ΟΓ ⇔

( ') ( ') ( ') ' ' '

( ) ( ) ( )
λ λ

ΟΑ ΟΒ ΟΓ ΟΑ ΟΒ ΟΓ
= = = ⇔ = = =

ΟΑ ΟΒ ΟΓ ΟΑ ΟΒ ΟΓ
 

Άρα, τρίγωνο ΟΑΒ≈ τρίγωνο Α΄Β΄, τρίγωνο ΟΒΓ≈ τρίγωνο 

ΟΒ΄Γ΄ και τρίγωνο ΟΑΓ≈ τρίγωνο ΟΑ΄Γ΄ µε λόγο 

οµοιότητας λ . Άρα, είναι ' '  & Α'Β'= λ ΑΒΑ ΒΑ ⇔Β
�����
�

����
 

( ' ') ( ) ' 'λ λΑ Β = ΑΒ ⇔ Α Β = ΑΒ
������ ����

.                                        

Άρα, ' ' λΑ Β = ⋅ΑΒ
������ ����

. Όµοια έχω ' ' λΒ Γ = ΒΓ
����� ����

 και  

' ' λΑ Γ = ΑΓ
������ ����

. Επειδή ' ' ' ' ' ' λ λ λΑ Γ = Α Β + Β Γ ⇔ ⋅ΑΓ = ⋅ΑΒ + ⋅ΑΓ
������ ������ ������ ���� ���� ����

                            

( )λ α β λα λβ⇔ + = +
�� ���� ��

. 

 Β) Έστω ότι   οπότε  ή  α β α β α β
�� �� ���� �� ��
� րր րւ και λ>0 ή λ<0. Τα παρακάτω 

σχήµατα καλύπτουν προς περιπτώσεις αυτές και η απόδειξη γίνεται µε τον ίδιο τρόπο.  

  

                     

' '

' '

' ' ( )

α

β

α β

λα

λ β

λ α β

ΑΒ =

ΒΓ =

ΑΓ = +

Α Β =

Β Γ =

Α Γ = +

���� ��

���� ��

���� ����

������ ��

����� ��

������ ����

 

 

 

� 
2( , ) ,Rλ µ α∀ ∈ ∀ ∈
��

E ισχύει ( )λ µ α λα µα+ = +
�� �� ��

 (2η επιµεριστική) 

Απόδειξη 

1) Αν λ=0 είτε µ=0 είτε 0α =
���

η αλήθεια προς ιδιότητας είναι φανερή. 

2) Αν λ+µ=0 είναι λ µ= −  άρα 

( , ) 0 0
( )

( ) ( ) 0

λ µ α α
λ µ α λα µα

λα µ α λα µα λα µα

 = ⋅ = 
⇒ + = + 

= − ⇒ = − ⇒ + =  

��� ��
�� �� ��

��� �� �� �� �� ��  

3) Έστω ότι ( ) 0 και 0λµ λ µ α+ ≠ ≠
���
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3α. Με λ>0, µ>0 είναι λ+µ>0, άρα  

 

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

λ µ α α

λ µ α λα µαλα α
λα µα α

µα α

λ µ α λ µ α λ µ α
λ µ α λα µα

λα µα λα µα λ α µ α λ µ α

 +
 

⇒ + + 
⇒ +     

 + = + = +  ⇒ + = + 
+ = + = + = +   

�� ��
րր

�� �� ���� ��
�� �� �� րրրր

րր�� ��
րր
�� �� ��

�� �� ��
�� �� �� �� �� �� ��

 

Άρα, ( )λ µ α λα µα+ = +
�� �� ��

 

3β. Με λ<0, µ<0 είναι λ+µ<0   

 

( )

( )

( ) ( )
( )

λ µ α α

λ µ α λα µαλα α
λα µα α

µα α

λ µ α λ µ α λ µ α λ α µ α
λ µ α λα µα

λα µα λα µα λ α µ α λ α µ α

 +
 

⇒ + + 
⇒ +     

 + = + = − + = − −  ⇒ + = + 
+ = + = + = − −   

�� ��
րւ

�� �� ���� ��
�� �� �� րրրւ

րւ�� ��
րւ
�� �� �� �� ��

�� �� ��
�� �� �� �� �� �� �� ��

Άρα, ( )λ µ α λα µα+ = +
�� �� ��

. 

 

3γ. Με λ>0, µ<0 και  οπότε και λ+µ>0λ µ> , έχω  

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ µ µ α λ µ α µ α λα λ µ α µα λα µα λ µ α+ + − = + + − ⇒ = + − ⇒ + ⇒ +
�� �� �� �� �� �� �� �� ��

 

3δ. Με λ<0, µ>0 και λ µ>  είναι λ+µ<0, άρα  

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ µ µ α λ µ α µ α λα λ µ α µα λα µα λ µ α+ + − = + + − ⇒ = + − ⇒ + ⇒ +
�� �� �� �� �� �� �� �� ��

 

 

� 
2( , ) ,  ισχύει: λ(µ ) ( )λ µ α α λµ α∀ ∈ ∀ ∈ =
�� �� ��

ℝ E    (προσεταιριστική) 

Απόδειξη Αν λ=0 είτε µ=0 είτε α=0 η αλήθεια προς ιδιότητας είναι φανερή 

Έστω ότι λµ≠0 και 0α ≠
���

Τότε: 

α) Με λ>0, µ>0 οπότε λµ>0 έχω  

 

( )
( ) ( )

                      (λµ) ( )

( ) ( ) ( )

µα α λ µα α
λ µα λµ α

α α λµ α

λ µα λ µα λ µ α λµ α λµ α λµ α

 ⇒ 
⇒  

⇒ 
 

= ⋅ = ⋅ ⋅ = = =  

�� �� �� ��
�� ��րր րր
րր�� �� ��

րր
�� �� �� �� �� ��

 

β) Με λ<0, µ<0 οπότε λµ>0 έχω 

 

( )
( ) ( )

                      (λµ) ( )

( ) ( ) ( )

µα α λ µα α
λ µα λµ α

α α λµ α

λ µα λ µα λ µ α λµ α λµ α λµ α

 ⇒ 
⇒  

⇒ 
 

= ⋅ = ⋅ ⋅ = = =  

�� �� �� ��
�� ��րւ րւ
րւ�� �� ��

րւ
�� �� �� �� �� ��

 

γ) Με λ>0, µ<0 οπότε λµ<0 έχω 
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( )
( ) ( )

                      (λµ) ( )

( ) ( ) ( )

µα α λ µα α
λ µα λµ α

α α λµ α

λ µα λ µα λ µ α λµ α λµ α λµ α

 ⇒ 
⇒  

⇒ 
 

= ⋅ = ⋅ ⋅ = = =  

�� �� �� ��
�� ��րւ րւ
րւ�� �� ��

րւ
�� �� �� �� �� ��

 

δ) Με λ<0, µ>0 έχω ανάλογη απόδειξη. 
 

�  είναι 1a α α∀ ∈ ⋅ =
�� ��

E  

Απόδειξη Η αλήθεια είναι φανερή, από τον ορισµό του γινοµένου πραγµατικού 

αριθµού επί διάνυσµα. 
 

� { }2( . ) , 0  ισχύει: λλ µ α α µα λ µ∀ ∈ ∀ ∈ − = ⇒ =
��� �� ��

ℝ E  

Απόδειξη Έχω ( ) ( )λα µα λα µα µα µα λα µα µα µα= ⇒ + − = + − ⇒ − = − ⇒
�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

 

( ) 0 0λ µ α λ µ λ µ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =
���

 

 

� { } 20 , ( , )  ισχύει: λλ α β α λβ α β∀ ∈ − ∀ ∈ = ⇒ =
�� ���� ��

ℝ E  

Απόδειξη  Επειδή 
1 0  λ λ−≠ ∃ ∈ℝ . Τότε: 

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 1 1λα λβ λ λα λ λβ λ λ α λ λ β α β α β− − − −= ⇒ = ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ =
�� �� �� �� ���� �� �� �� ��

 

Ορισµός. Ως λόγος του διανύσµατος α
��

προς το συγγραµµικό του διάνυσµα 0β ≠
�� �

, 

ορίζεται ο πραγµατικός αριθµός λ για τον οποίο ισχύει α λ β= ⋅
����

. Τότε γράφω 
α

λ
β
=

��

�� . 

Άρα, έχω 
α

λ α λ β
β
= ⇔ = ⋅

��
����

�� . 

 

2.5 Βασικές προτάσεις 

� Το Μ είναι το µέσο του ΑΒ αν και µόνο αν, ( ) ( ), ~ ,Α Μ Μ Β . 

Απόδειξη  Αν το Μ είναι το µέσο του ΑΒ τα εφαρµοστά διανύσµατα (Α,Μ) και (Μ,Β) 

έχουν ίδια διεύθυνση, ίδια φορά και ίσα 

µέτρα οπότε ( ) ( ), ~ ,Α Μ Μ Β  

Αντίστροφα: Αν ( ) ( ), ~ ,Α Μ Μ Β ⇒ τα τµήµατα ΑΒ, ΜΜ έχουν κοινό µέσο (και αφού 

το µέσο Μ είναι το µέσο του τµήµατος ΜΜ) ⟹ το Μ είναι το µέσο του ΑΒ.  

 

�  Η ΑΜ είναι η διάµεσος στο τρίγωνο ΑΒΓ, αν και µόνο αν 2AB + ΑΓ = ⋅ΑΜ
���� ���� �����

 

Απόδειξη Αν ΑΜ διάµεσος, είναι  

2
ΑΜ = ΑΒ+ΒΜ
⇒ ΑΜ = ΑΒ+ ΑΓ

ΑΜ = ΑΓ+ΓΜ 

����� ���� �����
����� ���� ����

����� ���� ����  

Αντίστροφα Αν 2 ABΑΜ = + ΑΓ
����� ���� ����

και Κ
��

το µέσο της ΒΓ 

έχω και 2ΑΚ = ΑΒ+ ΑΓ
���� ���� ����

οπότε ΑΜ = ΑΚ ⇒Μ ≡ Κ
����� ����

δηλαδή  ΑΜ διάµεσος. 

 

� Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ µε διάµεσους Α∆, ΒΕ, ΓΖ ισχύει 0Α∆ +ΒΕ +ΓΖ =
���� ���� ���� �
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Απόδειξη Είναι  

2

2 2( ) 0

2

Α∆ = ΑΒ+ ΑΓ


ΒΕ = ΒΑ+ΒΓ ⇒ Α∆ +ΒΕ+ΓΖ =


ΓΖ = ΓΑ+ΓΒ 

���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� �

���� ���� ����
 

οπότε 0Α∆ +ΒΕ +ΓΖ =
���� ���� ���� �

 

 

� Αν G είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου 

ΑΒΓ και Μ τυχαίο σηµείο του χώρου τότε 

ισχύει 3 GΜΑ+ΜΒ+ΜΓ = Μ
����� ����� ���� �����

. 

Απόδειξη Είναι 

2 2( ) 2 2AG GK MG MA MK MG MG MA MK MG= ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒
���� ���� ����� ���� ����� ����� ����� ���� ����� �����

3 2 3MG MA MK MG MA MB M= + ⇒ = + + Γ
����� ���� ����� ����� ���� ���� �����

 είναι η διάµεσος στο τρ. ΜΒΓ οπότε 

2ΜΚ =ΜΓ+ΜΓ
����� ���� ����

. 

 

� Το G το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. Τότε 

 
( )

2

2 1 2 2
2 0 0

3 3 3 3

GA GB G GA GK

KA AK KA AK

+ + Γ = + =

+ = + = ⋅ =

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� � �  

Αντίστροφα Αν G΄ είναι ένα άλλο σηµείο, τέτοιο ώστε  

' ' 0GA G B G+ + Γ =
���� ����� �����

 

( ' ) ( ' ) ( ' ) 0 3 ' ( ) 0G G GA G G GB G G G G G GA GB G+ + + + + Γ = ⇒ + + + Γ =
����� ���� ����� ���� ����� ���� � ����� ���� ���� ���� �

3 ' 0 0 ' 0 'G G G G G G⇒ + = ⇒ = ⇒ ≡
����� � � ����� �

 

 

�  Αν Μ,Ν είναι τα µέσα δύο τµηµάτων ΑΒ, Γ∆ 

του χώρου αντιστοίχως, τότε είναι

2ΜΝ = ΑΓ +Β∆
����� ���� ����

. 

Απόδειξη 

     κα

Είναι   

ι 

ΜΝ = ΜΑ + ΑΓ + ΓΝ
⇒

ΜΝ = ΜΒ+ Β∆ + ∆Ν 

����� ����� ���� ����

����� ���� ���� ����  

2  αφού, 0 & 0⋅ΜΝ = ΑΓ + Β∆ ΜΑ +ΜΒ = ΓΝ + ∆Ν =
����� ���� ���� ����� ���� � ���� ���� �

 

 

� Αν G, G΄ τα βαρύκεντρα των τριγώνων ΑΒΓ,  Α΄Β΄Γ΄ 

τότε ισχύει: ' ' 3 '΄ GGΑΑ +ΒΒ + ΓΓ =
����� ����� ���� �����

. 

Απόδειξη Είναι 

GG'=GA+AA'+A'G'

GG' ' ' '

GG' ' ' '

GB BB B G

G G




= + + ⇒
= Γ + ΓΓ + Γ 

����� ���� ����� �����

����� ���� ���� ������

����� ���� ���� ������
3GG' AA' ' ' BB= + + ΓΓ
����� ����� ���� ����

διότι 0G G GΑ + Β+ Γ =
���� ���� ���� �

 και 0G G G′ ′ ′ ′ ′ ′Α + Β + Γ =
����� ����� ����� �
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2.6 Μέθοδοι για την λύση ασκήσεων 

2.6.1 Μέθοδος 1 

Όταν θέλω να δείξω ότι ( , ) ( , )Α Β Γ ∆∼  αρκεί να δείξω ένα από τα παρακάτω 

α) Τα τµήµατα Α∆,ΓΒ έχουν κοινό µέσο. 

β) ( , ) ( , )∆ Β Γ Α∼ οπότε µε εναλλαγή των άκρων γραµµάτων έχω το ζητούµενο. 

γ) ( , ) ( , )Α Γ Β ∆∼  οπότε µε εναλλαγή των άκρων γραµµάτων έχω το ζητούµενο. 

δ) Ότι τα ( ) ( ),  και ,Α Β Γ ∆ είναι ισοδύναµα προς ένα τρίτο εφαρµοστό διάνυσµα 

( ),Κ Λ  οπότε µε βάση την µεταβατική ιδιότητα προκύπτει το ζητούµενο.  

 

� Θεωρώ τα παραλληλόγραµµα ΑΒΓ∆, ΑΕΓΖ. ∆είξτε 

ότι ( , ) ( , )Β Ε Ζ ∆∼ και ( , ) ( , )Β Ζ Ε ∆∼ . 

Απόδειξη Αφού τα παραλληλόγραµµα έχουν κοινή 

διαγώνιο ΑΓ, έπεται ότι το µέσο της ΑΓ είναι και µέσο 

των Β∆, ΕΖ. Άρα, τα Β∆, ΖΕ έχουν κοινό µέσο άρα 

( , ) ( , )Β Ε Ζ ∆∼ οπότε µε  εναλλαγή των µέσων 

γραµµάτων έχω και ( , ) ( , )Β Ζ Ε ∆∼ .  

 

� ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆, τα σηµεία Ε, Ζ της ΑΒ και το σηµείο Η της ΒΓ. Αν 

Ο το κέντρο του παραλληλογράµµου και οι ευθείες ΕΟ, ΖΟ, ΗΟ τέµνουν τις απέναντι 

πλευρές στα Ε΄, Ζ΄, Η΄ αντίστοιχα, δείξτε ότι 

( , ) ( ', ')Ε Ζ Ζ Ε∼  και ( , ) ( ', ')Ζ Η Η Ζ∼ . 

Απόδειξη: Επειδή το Ο είναι κέντρο συµµετρίας                                                                

του παρ/µου ΑΒΓ∆ ⇒ τα Ε΄, Ζ΄, Η΄ είναι συµµε-                                                            

τρικά των Ε, Ζ, Η ως προς το Ο αντίστοιχα. Τα ΕΕ’, Ζ’Ζ 

έχουν µέσο το Ο ⇒ ( , ) ( ', ')Ε Ζ Ζ Ε∼ . Άρα τα ΖΖ’,Η’Η 

έχουν µέσο το Ο ⇒ ( , ) ( ', ')Ζ Η Η Ζ∼ . 

 

� ∆ίνεται τετράεδρο ΑΒΓ∆. Ονοµάζω Α1,Α2 τα συµµετρικά του Α ως προς τα ∆, Γ 

αντίστοιχα και Β1, Β2 τα συµµετρικά του Β ως προς τα ∆,Γ 

αντίστοιχα. ∆είξτε ότι  1 1 2 2( , ) ( , )Α Β Α Β∼ και 

1 2 1 2( , ) ( , )Α Α Β Β∼ .                                 

Απόδειξη  Το ∆ είναι κοινό µέσο των ΑΑ1, ΒΒ1   άρα                                                                                                          

1 ,1( , ) ( )Α Β Β Α∼     (1)    Το Γ είναι κοινό µέσο των                                                               

Α2Α, ΒΒ2  άρα 2 2 ,( , ) ( )Α Β Β Α∼  (2)                                                                                                     

Από (1), (2) ⇒ 1 1 2 2( , ) ( , )Α Β Α Β∼ και µε εναλλαγή των                                                                                

µέσων γραµµάτων προκύπτει 1 2 1 2( , ) ( , )Α Α Β Β∼  .                                                                        

 

2.6.2 Μέθοδος 2 

Όταν θέλω να δείξω ότι δύο σηµεία Μ,Ν ταυτίζονται τότε, αρκεί να δείξω ένα 

από τα ακόλουθα:  

α) 0ΜΝ =
����� �

. 

β) Θεωρώντας ένα σηµείο Ο ως το σηµείο αναφοράς, ότι τα ΟΜ = ΟΝ
����� ����

. 

Ειδικότερα, αν τα Μ,Ν είναι µέσα των τµηµάτων ΑΒ,Γ∆ αντίστοιχα, αρκεί να   

δείξω ένα από τα ακόλουθα:  

α) ( , ) ( , )Α ∆ Γ Β∼ . 
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β) Τα ΑΒ, Γ∆ έχουν κοινό µέσο. 

 

� Θεωρώ τα τρίγωνα ΑΒΓ, Α’Β’Γ’ τέτοια ώστε ' ' ' 0ΑΑ +ΒΒ + ΓΓ =
����� ����� ���� �

. ∆είξτε ότι τα 

βαρύκεντρα τους συµπίπτουν. 

Απόδειξη  Έχει δειχθεί στα προηγούµενα ότι 3GG' AA' ' ' 0BB= + + ΓΓ =
����� ���� ���� ����

 άρα 'G G≡  

Ισχύει και το αντίστροφο αν ' ' 0 ' ' ' 3 ' 0G G GG AA BB GG≡ ⇒ = ⇒ + +ΓΓ = =
����� �

 

Άρα, τα βαρύκεντρα G, G΄ των τριγώνων ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄ ταυτίζονται 

' ' ' 0⇔ ΑΑ +ΒΒ + ΓΓ =
����� ����� ���� �

. 

 

� Αν ΑΒΓ∆ΕΖ στρεβλό εξάγωνο και Κ, Λ, Μ, Ν, Ρ, 

Σ τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Ε, ΕΖ, ΖΑ αντίστοιχα, 

δείξτε ότι τα τρίγωνα ΚΜΡ, ΛΝΣ έχουν κοινό 

βαρύκεντρο. 

Απόδειξη Αν Ο είναι ένα σηµείο αναφοράς                                                                              

και G, G΄ τα βαρύκεντρα των τριγώνων ΚΜΡ,                                                                  

ΛΝΣ αντίστοιχα, τότε µε βάση  προγενέστερα  

3 ,  3G K M P GΟ =Ο +Ο +Ο Ο =ΟΛ +ΟΝ +ΟΣ
���� ���� ����� ���� ���� ���� ���� ����

 οπότε

6ΟG=2ΟK+2ΟM+2ΟP=(ΟA+ΟB)+(ΟΓ+Ο∆)+(ΟΕ+ΟΖ)
ΟG ΟG'

6ΟG=2ΟΛ+2ΟΝ+2ΟΣ=(ΟΒ+ΟΓ)+(Ο∆+ΟΕ)+(ΟΖ+Α)

  
⇒ = 

 

���� ���� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� �����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��   άρα 

'G G≡  

  

� Θεωρώ τα τρίγωνα ΑΒΓ, Α∆Ε τέτοια ώστε 

AEΑΒ+ ΑΓ = Α∆ +
���� ���� ���� ����

. ∆είξτε ότι τα τµήµατα ΒΓ, 

∆Ε έχουν κοινό µέσο. 

Απόδειξη Ονοµάζω Μ,Ν τα µέσα των ΒΓ, ∆Ε 

αντίστοιχα και έχω  

Στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΜ είναι διάµεσος, άρα 2ΑΒ+ ΑΓ = ⋅ΑΜ
���� ���� �����

 

Στο τρίγωνο Α∆Ε η ΑΝ είναι διάµεσος, άρα 2Α∆ + ΑΕ = ⋅ΑΝ
���� ���� ����

 

Συνεπώς 2 2⋅ ΑΜ = ⋅ΑΝ ⇒ ΑΜ = ΑΜ⇒Μ ≡ Ν
����� ���� ����� �����

 

 

� Θεωρώ τρίγωνο ΑΒΓ. Προσδιορίστε τα σηµεία ∆, Ε 

ώστε ,  ΑΕ = ΒΓ Α∆ = ΓΒ
���� ���� ���� ����

και δείξτε ότι το Α είναι το 

µέσο του ∆Ε. 

Απόδειξη Για να είναι ( , ) ( , )ΑΕ = ΒΓ⇔ Α Ε Β Γ ⇔
���� ����

∼                                                       

τα ΑΓ, ΒΕ να έχουν κοινό µέσο. Άρα, αν Κ είναι το                                                             

µέσο του ΑΓ, τότε το Ε είναι το συµµετρικό του Β                                                                  

ως προς το Κ. Όµοια το ∆ είναι συµµετρικό του Γ                                                                     

ως προς το µέσο Λ του ΑΒ. Άρα :  

Τα ΑΓ,ΒΕ έχουν κοινό µέσο (Α,Ε) (Β,Γ)
( , ) ( , ) τότε

Τα ∆Γ,ΒΑ έχουν κοινό µέσο (∆,Α) (Β,Γ)

⇒ 
⇒ Α Ε ∆ Α

⇒ 

∼
∼

∼
τα τµήµατα 

ΑΑ,∆Ε έχουν κοινό µέσο ⇒ το Α είναι το µέσο του ∆Ε. 

  

� Στις πλευρές ΑΒ,ΒΓ,Γ∆,∆Α παρ/µου θεωρώ τα 

Ε,Ζ,Η,Θ αντίστοιχα ώστε  και ΖΓ=ΑΘΑΕ = ΗΓ
���� ���� ���� ����

. 

∆είξτε ότι τα ΕΗ,ΖΘ έχουν κοινό µέσο.  
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Απόδειξη ∆ίνεται ότι   και ΑΕ = ΗΓ ΖΓ = ΑΘ
���� ���� ���� ����  ΑΕ = ΗΓ 

⇒ΘΑ + ΑΕ = ΗΓ + ΓΖ⇒
ΘΑ = ΓΖ 

���� ����
���� ���� ���� ����

���� ����  

( , ) ( , )ΘΕ = ΗΓ⇔ Θ Ε Η Ζ
���� ����

∼ άρα τα ΘΖ, ΗΕ έχουν κοινό µέσο. 

 

2.6.3 Μέθοδος 3 

Όταν θέλω να δείξω µία σχέση της µορφής 1 2 ... uλν ν ν λ+ + + = ⋅
� � � �

 (δηλαδή το 

πλήθος των προσθετέων είναι ίσο µε το συντελεστή του ,  u λ∈Ν
�

) τότε εκφράζω το 

   λu
�

φορές, µε τη βοήθεια κάθε φορά ενός από τα 1 2 ... λν ν ν+ + +
� � �

και προσθέτοντας 

έχω το ζητούµενο. 

 

� Αν ΑΒΓ∆ παραλληλόγραµµο κέντρου Ο και Ρ τυχαίο 

σηµείο τότε      4ΡΑ + ΡΒ + ΡΓ = ⋅ ΡΟ
���� ���� ��� ����

.  Απόδειξη 

2
4

2

ΡΑ + ΡΓ = ΡΟ
⇒ ΡΑ + ΡΒ+ ΡΓ + Ρ∆ = ΡΟ

ΡΒ+ Ρ∆ = ΡΟ

���� ��� ����
���� ���� ��� ��� ����

���� ��� ����  

 

� Αν Κ, Λ τα µέσα των διαγωνίων ΑΓ,Β∆ αντίστοιχα, 

τετράπλευρου ΑΒΓ∆ δείξτε ότι 

4ΑΒ+ Α∆ + ΓΒ+ Γ∆ = ⋅ΚΛ
���� ���� ���� ���� ����

. Απόδειξη  

4

 ΚΛ = ΚΑ + ΑΒ+ ΒΑ
 
ΚΛ = ΚΑ + Α∆ + ∆Λ 

⇒ ⋅ΚΛ = ΑΒ+ Α∆ + ΓΒ+ Γ∆ 
ΚΛ = ΚΓ + ΓΒ+ ΒΑ 
 ΚΛ = ΚΓ + Γ∆ + ∆Α 

���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ����

αφού 0 και 0ΚΑ +ΚΓ = ΒΑ + Λ∆ =
���� ���� � ���� ���� �

. 

  

� Αν τα τµήµατα ΑΒ,Γ∆,ΕΖ έχουν κοινό µέσο το Ο και Μ είναι τυχαίο σηµείο δείξτε 

ότι: 

6ΜΑ +ΜΒ+ΜΓ +Μ∆ +ΜΕ +ΜΖ = ⋅ΜΟ
����� ���� ���� ���� ���� ���� �����

. 

Απόδειξη Αν τα τρίγωνα ΜΑΒ, ΜΓ∆, ΜΕΖ                                                                       

έχουν κοινή διάµεσο ΜΟ οπότε έχω

2

2

2

ΜΑ +ΜΒ = ΜΟ


ΜΓ +Μ∆ = ΜΟ 
ΜΕ +ΜΖ = ΜΟ 

����� ����

���� ����

���� ����
 

Άρα, 6ΜΑ +ΜΒ+ΜΓ +Μ∆ +ΜΕ +ΜΖ = ⋅ΜΟ
����� ���� ���� ���� ���� ���� �����

 

 

2.6.4 Μέθοδος 4 

Όταν θέλω να δείξω µία σχέση της µορφής 1 2 1 2... ...u u uλ λν ν ν+ + + = + + +
� � � �� ��� ���

  τότε 

αρκεί να δείξω ένα από τα παρακάτω 

α) Ότι  1 2 1 2... ... 0u u uλ λν ν ν+ + + − − − − =
� � � �� ��� ��� �

έχοντας υπ όψη τις βασικές ασκήσεις  

β) Ότι τα 1 2 1 2... ,  ...u u uλ λν ν ν+ + + + + +
� � � ��� ��� ���

είναι ίσα προς ένα τρίτο διάνυσµα,  συνήθως 

λ α⋅
��
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γ)  Ότι ( ) ( )1 2 1 2... ... ,u u uλ λρ ν ν ν ρ ρ+ + + = + + + ∈
� � � �� ��� ���

ℕ . 

 

� Θεωρώ τρίγωνο ΑΒΓ και τα µέσα Κ, Λ, Μ των ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ αντίστοιχα. Αν Ρ τυχαίο 

σηµείο τότε ισχύει  

ΡΑ + ΡΒ + ΡΓ = ΡΚ + ΡΛ + ΡΜ
���� ���� ��� ���� ���� ����

. 

Απόδειξη 

( ) ( ) ( ) 0

0

0 που ισχύει

ΡΑ + ΡΒ+ ΡΓ = ΡΚ + ΡΛ + ΡΜ⇔

ΡΑ − ΡΛ + ΡΒ− ΡΜ + ΡΓ − ΡΚ = ⇔

ΛΑ +ΜΒ+ΚΓ = ⇔

ΑΛ + ΒΜ + ΓΚ =

���� ���� ��� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ��� ���� �

���� ���� ���� �

���� ����� ���� �

 

β’ τρόπος Από τα τρίγωνα ΡΑΒ, ΡΒΓ, ΡΓΑ µε διαµέσους τις ΡΚ, ΡΛ, ΡΜ έχω  

2 ,  2 ,  2  οπότε µε πρόσθεση κατά µέλη έχω

2( ) 2( )

ΡΑ + ΡΒ = ΡΚ ΡΒ+ ΡΓ = ΡΛ ΡΓ + ΡΑ = ΡΜ

ΡΑ + ΡΒ+ ΡΓ = ΡΚ + ΡΛ + ΡΜ ⇒ ΡΑ + ΡΒ+ ΡΓ = ΡΚ + ΡΛ + ΡΜ

���� ���� ���� ���� ��� ���� ��� ���� ����

���� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ���� ���� ����  

 

� Αν τα παραλληλόγραµµα ΑΒΓ∆ και Α΄Β΄Γ΄∆΄ έχουν κοινό κέντρο Κ, δείξτε ότι για το 

τυχαίο σηµείο Μ ισχύει ' ' ' 'ΜΑ +ΜΒ+ΜΓ +Μ∆ = ΜΑ +ΜΒ +ΜΓ +Μ∆
����� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����

 

Απόδειξη Η ΜΚ είναι διάµεσος στα τρίγωνα ΜΑΓ,  ΜΒ∆, ΜΑ΄Γ΄, ΜΒ΄∆΄ οπότε

2
4

2

' ' 2 '
' ' ' ' 4 '

' ' 2 '

ΜΑ+ΜΓ = ΜΚ
⇒ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ+Μ∆ = ΜΑ 

ΜΒ+Μ∆ = ΜΚ  


ΜΑ +ΜΓ = ΜΚ 
⇒ΜΑ +ΜΒ +ΜΓ +Μ∆ = ΜΑ 

ΜΒ +Μ∆ = ΜΚ   

����� ���� �����
����� ����� ���� ���� �����

����� ���� �����

����� ���� �����
����� ����� ���� ���� �����

����� ���� �����

' ' ' '⇒ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ+Μ∆ =ΜΑ +ΜΒ +ΜΓ +Μ∆
����� ����� ���� ���� ����� ����� ���� ����

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.6.5 Mέθοδος 5 

Όταν θέλω να προσδιορίσω ένα σηµείο Ρ που επαληθεύει µια διανυσµατική σχέση 

( ) 0f Ρ =
�

 τότε από την ( ) 0f Ρ =
�

 υπολογίζω διάνυσµα ΑΡ
����

, (φροντίζοντας για τη 

διατήρηση των ισοδυναµιών) όπου Α γνωστό σηµείο, οπότε το ΑΡ
����

 κατασκευάζεται και 

άρα προσδιορίζεται το Ρ. 

 

� Αν ΑΒΓ∆ παραλληλόγραµµο, να βρεθεί σηµείο Ρ ώστε 0ΡΑ+ ΡΒ + ΡΓ + Ρ∆ =
���� ���� ��� ��� �

 

Λύση  Επειδή 4ΡΑ + ΡΒ + ΡΓ + Ρ∆ = ⋅ ΡΟ
���� ���� ��� ��� ����

 όπου το κέντρο του παραλληλογράµµου 

έχω 0 4 0 0ΡΑ + ΡΒ + ΡΓ + Ρ∆ = ⇔ ⋅ΡΟ = ⇔ ΡΟ = ⇔ Ρ ≡ Ο
���� ���� ��� ��� � ���� � ���� �

. 

 

�  ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να προσδιοριστεί σηµείο Ρ 

τέτοιο, ώστε 3 0ΑΡ + ΒΡ −ΓΡ =
���� ���� ��� �

. 
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Λύση Είναι 0ΡΑ + ΡΒ + ΡΓ + Ρ∆ = ⇔
���� ���� ��� ��� �

1
( ) 3 0 3 0

3

−
ΑΡ + ΡΓ + ΒΡ = ⇔ ΑΒ+ ΒΡ = ⇔ ΒΡ = ΑΓ
���� ��� ���� � ���� ���� � ���� ����

 

� ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να προσδιοριστεί σηµείο Ρ τέτοιο, ώστε 2 3 0ΑΡ + ΒΡ + ΓΡ =
���� ���� ��� �

. 

2 3 0

2( ) 3( ) 0

6 2 3 0

1 1

3 2

ΑΡ + ΒΡ + ΓΡ = ⇔

ΑΡ + ΒΑ + ΑΡ + ΓΑ + ΑΡ =

⇔ ⋅ΑΒ+ ΒΑ + ΓΡ = ⇔

ΑΡ = ΑΒ+ ΑΓ

���� ���� ��� �

���� ���� ���� ���� ���� �

���� ���� ��� �

���� ���� ����

 

 

� Σε  τετράπλευρο ΑΒΓ∆, προσδιορίστε το σηµείο Μ τέτοιο, ώστεΑΓ +ΒΜ = Β∆ −Γ∆
���� ����� ���� ����

. 

Λύση Είναι  

0 0ΑΓ + ΒΜ = Β∆ − Γ∆ ⇔ ΑΓ + ΒΜ − Β∆ + Γ∆ = ⇔ ΑΜ = ⇔Μ ≡ Α
���� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ���� � ����� �

 

 

2.6.2 Μέθοδος 6 

Όταν στο τυχαίο σηµείο Μ αντιστοιχίζω το εφαρµοστό διάνυσµα ( )f Μ
�������

 και 

θέλω να δείξουµε ότι ο φορέας του ( )f Μ
�������

 διέρχεται από σταθερό σηµείο,  τότε 

προσπαθώ να φθάσω στη µορφή ( )f λΜ = ⋅ΜΣ
������� ����

 µε Σ σταθερό σηµείο και  απ’ όπου 

συµπεραίνω το  ζητούµενο. 

 

� Στο τυχαίο σηµείο Μ τριγώνου ΑΒΓ αντιστοιχίζω το εφαρµοστό διάνυσµα  

( ) 2f Μ =ΜΑ+ΜΒ+ ΜΓ
������� ����� ����� ����

. ∆είξτε ότι ο φορέας του ( )f Μ
�������

 διέρχεται από σταθερό 

σηµείο. 

 Απόδειξη  Αν Κ το µέσο του ΑΒ και Λ το µέσο του ΚΓ έχω 

( ) 2 2 2 )

2( ) 2 2 4  και άρα ο φορέας 

του ( ) διέρχεται από το σταθερό σηµείο Λ

f

f

Μ = ΜΑ +ΜΒ+ ΜΓ = ΜΚ + ΜΓ =

ΜΚ +ΜΓ = ⋅ ΜΛ = ΜΛ

Μ

������� ����� ���� ���� ����� ����

����� ���� ����� �����

�������
 

 

 

� Στο τυχαίο σηµείο Μ τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ αντιστοιχίζω το εφαρµοστό διάνυσµα 

( )f Μ =ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ+Μ∆
������� ����� ����� ���� ����

. ∆είξτε ότι ο φορέας του ( )f Μ
�������

 διέρχεται από σταθερό 

σηµείο . 

Απόδειξη Αν Κ,Λ τα µέσα των ΑΓ,Β∆ αντίστοιχα και Ο το                                                   

µέσο του ΚΛ έχω 

( ) ( ) ( ) 2 2

2( ) 2 2 0 και άρα ο φορέας του ( )

διέρχεται από το σταθερό σηµείο Ο

f

f

Μ = ΜΑ +ΜΓ + ΜΒ+Μ∆ = ΜΚ + ΜΛ =

ΜΚ +ΜΛ = ⋅ Μ Μ

������� ����� ���� ���� ���� ����� �����

����� ����� ���� �������
 

 

� Στο τυχαίο σηµείο Μ σταθερού τµήµατος ΑΒ αντιστοιχίζω το εφαρµοστό διάνυσµα

( ) 2 3f Μ = ΜΑ+ ΜΒ
������� ����� �����

.  ∆είξτε ότι ο φορέας του

( )f Μ
�������

 διέρχεται από σταθερό σηµείο.                                                                                                
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Απόδειξη Θεωρώ το σηµείο Ρ της ΑΒ
����

ώστε 
3

2
ΑΡ = − ΡΒ
���� ����

 άρα για το τυχαίο σηµείο Μ 

θα είναι:  

2 3 2( ) 3( ) 2 3  

δηλαδή ( )  άρα ο φορέας του ( ) διέρχεται από το σταθερό σηµείο Ρf f

ΑΡ = − ΡΒ⇔ ΜΡ −ΜΑ = − ΜΒ−ΜΡ ⇔ −ΜΡ = ΜΑ − ΜΒ

Μ = −ΜΡ Μ

���� ���� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ����

������� ���� �������  

 

2.6.7 Mέθοδος 7 

Όταν στο τυχαίο σηµείο Μ αντιστοιχίζω το εφαρµοστό διάνυσµα ( )f Μ
�������

 και 

θέλω να δείξω ότι το ( )f Μ
�������

 είναι ισοδύναµο προς το σταθερό διάνυσµα, τότε 

προσπαθώ να φτάσω στη µορφή ( )f λ αΜ = ⋅
������� ��

µε λ σταθερό πραγµατικό και α
��

σταθερό 

διάνυσµα, απ’ όπου συµπεραίνω το ζητούµενο. Το ίδιο κάνω και όταν στα Μ,Ν 

αντιστοιχίζω το ( , )f Μ Ν
����������

. 

� ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Στο τυχαίο σηµείο Μ αντιστοιχίζω 

το εφαρµοστό διάνυσµα ( ) 2f Μ =ΜΑ+ΜΒ− ΜΓ
������� ����� ����� ����

 δείξτε 

ότι το ( )f Μ
�������

είναι ισοδύναµο προς σταθερό διάνυσµα.                                                                                                                          

Λύση: Αν Κ το µέσο του ΑΒ, έχω Κ = σταθερά  

( ) 2 2 2 2( )

2( ) 2   άρα το ( ) είναι ισοδύναµο προς το σταθερό διάνυσµα 2

f

f

Μ = ΜΑ +ΜΒ− ΜΓ = ΜΚ − ΜΓ = ΜΚ −ΜΓ =

ΓΜ +ΜΚ = ΓΚ Μ ⋅ΓΚ

������� ����� ���� ���� ����� ���� ����� ����

���� ����� ���� ������� ����  

 

� Θεωρώ γωνία ɵχοψ . Πάνω στις πλευρές της ολισθαίνουν τα ,ΑΒ Γ∆
���� ����

για τα οποία 

υποθέτω ότι έχουν σταθερό µέτρο. Αν Μ,Ν είναι τα µέσα των ΑΓ,Β∆ αντίστοιχα, να 

αποδειχθεί ότι το διάνυσµα ( , )f Μ Ν =ΜΝ
���������� �����

είναι ισοδύναµο προς σταθερό διάνυσµα.  

Λύση Έχω  και 

 άρα 2       (1)

Αν θεωρήσω τα Κ,Λ ώστε ΟΚ  και 

ΟΛ  τότε τα Κ, Λ είναι σταθερά σηµεία 

και

ΜΝ = ΜΑ + ΑΒ+ ΒΝ ΜΝ =

= ΜΓ = Γ∆ + ∆Ν ΜΝ = ΑΒ+ Γ∆

= ΑΒ

= Γ∆

����� ����� ���� ���� �����

���� ���� ���� ����� ���� ����

���� ����

���� ����

 αν Ρ είναι το µέσο του ΚΛ θα έχω

2ΟΡ ΟΚ ΟΛ 2ΟΛ  (2) . Από

(1), (2) ΟΡ

= + ⇒ + ΑΒ+ Γ∆

⇒ΜΝ =

���� ���� ���� ���� ���� ����

����� ����

 

 

Σηµείωση Στο σχήµα που έχω, αν τα Μ,Ν ήταν τα µέσα των Α∆,ΒΓ θα είχα  

ΜΝ =ΜΑ+ ΑΒ+ΒΝ
����� ����� ���� ����

και ΜΝ =Μ∆ + ∆Γ +ΓΝ
����� ���� ���� ����

οπότε 2ΜΝ = ΑΒ+ ∆Γ ⇔
����� ���� ����

 

1 1 1
( ) ( )  και η πρόταση θα ίσχυε και πάλι.

2 2 2
ΜΝ = ΑΒ−Γ∆ = ΟΚ −ΟΛ = ΛΚ
����� ���� ���� ���� ���� ����

 

 

2.6.8 Mέθοδος 8 

Όταν θέλω να βρω το γεωµετρικό τόπο ενός σηµείου Μ που επαληθεύει µια 

γραµµική διανυσµατική σχέση.  



24 

 

 

� ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ για τα οποία 

είναι (1 ) , 0λ λ λΑΜ = − ΑΒ+ ΑΓ >
����� ���� ����

                                                                                              

Λύση Το Μ είναι σηµείο του γεωµετρικού τόπου ⇔

(1 )

( )    (1)

Επειδή λ>0 από (1)  και 

λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ

ΑΜ = − ΑΒ+ ΑΓ⇔ ΑΜ = ΑΒ− ΑΒ+ ΑΓ⇔

ΑΜ − ΑΒ = ΑΓ − ΑΒ ⇔ ΒΜ = ⋅ΒΓ

⇒ ΒΜ ΒΓ

ΒΜ = ⋅ΒΓ = ΒΓ = ΒΓ

����� ���� ���� ����� ���� ���� ����

����� ���� ���� ���� ����� ����

����� ����
րր

����� ���� ���� ����

                                                   

Άρα ο γεωµετρικός τόπος του Μ είναι η ηµιευθεία Βx. 

 

� ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ για τα οποία 

είναι 2 ,  λ λΜΒ+ΜΓ = ⋅ΑΒ ∈
���� ���� ����

ℝ                                                                                                   

Λύση: Θεωρώ το σηµείο Ρ ώστε 

1
2

2
ΒΡ = ΡΓ⇔ ΒΡ = ΡΓ
���� ��� ���� ���

. Για το τυχαίο σηµείο  

 είναι τότε  2 2( )

3 2     (1). Τότε

Μ ΒΡ = ΡΓ ⇔ ΜΡ −ΜΒ =

ΜΓ −ΜΡ⇔ ΜΡ = ΜΒ+ΜΓ

���� ��� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����  

Το Μ είναι σηµείο του τόπου 2 λ⇔ ΜΒ+ΜΓ = ⋅ΑΒ
���� ���� ����

 

3 . Άρα ο γ.τ. του Μ 
3

λ
λ⇔ ΜΡ = ⋅ΑΒ⇔ ΡΜ = ΒΑ

���� ���� ���� ����
 

είναι η ευθεία (ε) που διέρχεται από το σταθερό σηµείο Ρ & είναι παράλληλη στην ΑΒ  

 

� ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν Κ το µέσο της ΒΓ, να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των 

σηµείων Μ για τα οποία είναι [ ]•  µε λ 1, 2λΜΑ+ΜΒ+ΜΓ = ΑΚ ∈ −
����� ����� ���� ����

Λύση Αν G το κ.β του τριγώνου ΑΒΓ έχω

Το Μ είναι σηµείο του τόπου  

3        (1)
3

Επειδή το  έχει φορέα την ευθεία ΑΚ έπεται

ότι το Μ 

G G

λ
λ

λ

⇔ ΜΑ +ΜΒ+ΜΓ = ⋅ΑΚ

⇔ Μ = ⋅ΑΚ ⇔ Μ = ⋅ΚΑ

ΚΑ

����� ���� ���� ����

����� ���� ����� ����

����

[ ]

κείται στην ευθεία ΑΚ. Επιπλέον έχω

1 2
λ 1,2 1 2       (2)

3 3 3

λ
λ∈ − ⇔ − ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤
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2
Αν 0  τότε το GM KA και επειδή από (1) έχω 

3 3

GM KA KA ,  τόπος του Μ το τµήµα GA (συµπεριλαµβανοµένωντων άκρων) 
3

1
Αν 0 τότε GM KA και επειδή από (1) έχω

3 3

GM

λ

λ

λ

≤ ≤

= ≤

− ≤ ≤

����� ����
րր

����� ���� ����

����� ����
րւ

����� 1
KA KA ,  τόπος του Μ το τµήµα GA (συµπεριλαµβανοµένου

3 3

και του Κ). Τελικά ο τόπος του Μ είναι η διάµεσος ΑΚ.

λ
= ≤
���� ����

 

� ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του 

επιπέδου του, για τα οποία είναι [ ]( ) µε λ 1,1λΜΒ+Μ∆ = ΜΓ −ΜΑ ∈ −
����� ���� ���� �����

                                                            

Λύση Ονοµάζω Ο το κέντρο του ΑΒΓ∆. Τότε  

 σηµείο του γ.τ. ( ) 2  (1)
2

1 1
Αν 0 1 0 0

2 2 2 2

από την (1) έχω  και ,
2

οπότε τόπος του Μ είν

λ
λ λ

λ λ
λ

λ

Μ ⇔ΜΒ+Μ∆ = ΜΓ −ΜΑ ⇔ ⋅ΜΟ = ⋅ΑΓ ⇔ΟΜ = ΓΑ

≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ΓΑ ≤ ΓΑ

ΟΜ ΓΑ ΟΜ = ΓΑ

���� ���� ���� ����� ����� ���� ����� ����

���� ����

����� ���� ����� ����
րր

αι το τµήµα ΟΑ (συµπεριλαµβανοµένων των άκρων)
1 1

Αν 1 0 1 0 0 0
2 2 2 2

από την (1) έχω  και ,
2 2 2

οπότε τόπος του Μ είναι το τµήµα ΟΓ (

λ λ
λ λ

λλ λ

− −
− ≤ < ⇔ ≥ > ⇔ ≥ > ⇔ ΓΑ ≥ ΓΑ >

−
ΟΜ ΓΑ ΟΜ = ΓΑ = ΓΑ = ΓΑ

���� ����

����� ���� ����� ���� ���� ����
րր

συµπεριλαµβανοµένου του Γ)
Άρα ο γ.τ. του Μ είναι η διαγώνιος ΑΓ.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.6.9 Mέθοδος 9 

 Όταν θέλω να βρω τον γεωµετρικό τόπο ενός σηµείου Μ που επαληθεύει µία 

σχέση µεταξύ µέτρων διανυσµάτων τότε επιδιώκω να φθάσω στις µορφές:  

α) ΜΑ = ΜΒ
����� ����

µε Α,Β σταθερά σηµεία, οπότε ο γεωµετρικός τόπος είναι η 

µεσοκάθετος του ΑΒ (ή µεσοκάθετο επίπεδο για το χώρο). 

β) 0αΜΑ = >
�����

 µε Α σταθερό σηµείο, οπότε ο γεωµετρικός τόπος είναι περιφέρεια µε 

κέντρο το Α και ακτίνα α (ή σφαίρα για το χώρο). 

γ) 0k
ΜΑ

= >
ΜΒ

�����

���� µε Α,Β σταθερά σηµεία, οπότε ο γεωµετρικός τόπος είναι Απολλώνιος 

περιφέρεια (ή Απολλώνειος σφαίρα για τον χώρο).  
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� Αν Α,Β,Γ,∆ σταθερά σηµεία, να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ για τα 

οποία είναι ΜΑ+ΜΒ = ΜΓ+Μ∆
����� ����� ���� ����

 

Λύση Ονοµάζω Κ,Λ τα µέσα των ΑΒ,Γ∆ 

αντίστοιχα. Τότε: Το Μ είναι σηµείο του τόπου 

2 2  Άρα 

⇔ ΜΑ+ΜΒ = ΜΓ+Μ∆ ⇔

⇔ ΜΚ = ΜΛ ⇔ ΜΚ = ΜΛ

����� ����� ���� ����

����� ����� ����� �����  

ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων  Μ είναι η 

µεσοκάθετος του ΚΛ (αν το πρόβληµα δοθεί στο 

επίπεδο0 ή το µεσοκάθετο επίπεδο του ΚΛ (αν το πρόβληµα δοθεί στο χώρο).  

 

� Αν Α,Β,Γ σταθερά σηµεία να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του 

επιπέδου τους για τα οποία είναι 2ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ = ΜΑ−ΜΒ−ΜΓ
����� ����� ���� ����� ����� ����

 

Λύση Ονοµάζω Κ το µέσο του ΒΓ και G το κέντρο βάρους του τριγώνου. ΑΒΓ. Τότε Μ 

σηµείο του γεωµετρικού τόπου 

2 3 2 ( )

3 2 2 3 2 3 2

2
 και άρα ο γ.τ. του Μ είναι περιφέρεια µε κέντρο το G και α

3

MG

G G G

G

⇔ ΜΑ +ΜΒ+ΜΓ = ΜΑ −ΜΒ−ΜΓ ⇔ = ΜΑ − ΜΒ+ΜΓ

⇔ Μ = ΜΑ − ΜΚ ⇔ Μ = ΜΑ −ΚΜ ⇔ Μ = ΚΑ ⇔

Μ = ΚΑ

����� ���� ���� ����� ���� ���� ����� ���� ����

����� ����� ����� ����� ����

���� 2
κτίνα 

3
ΑΚ
����

 

 

 

 

 

 

 

 

� ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος 

των σηµείων Μ του επιπέδου του για τα οποία είναι 

2 2ΜΑ+ΜΒ = ΜΑ+ ΜΓ
����� ����� ����� ����

. Στη συνέχεια, να βρεθεί 

η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το Α το 

σηµείο του τόπου.                                                                      

Λύση Με βάση προηγούµενη πρόταση  θεωρώ τα 

σηµεία Ρ,Σ τέτοια ώστε 
1

 και 2
2

ΑΡ = ΡΒ ΑΣ = ΣΓ
���� ���� ���� ����

. Αν Μ σηµεία του γεωµετρικού 

τόπου είναι                                                                        

2 2( ) 3 2   (1)ΑΡ = ΡΒ⇔ ΜΡ−ΜΑ = ΜΒ−ΜΡ⇔ ΜΡ = ΜΑ +ΜΒ
���� ���� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ����

 

 (1),(2)

) 2 2( ) 3 2   (2) Άρα
                                                                
β

Μ ση

                    

2µείο του τόπου 

ΑΣ = ΣΓ⇔ΜΣ−ΜΑ = ΜΓ −ΜΣ ⇔ ΜΣ = ΜΑ + ΜΓ

⇔ ΜΑ

���� ��� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ����

����
2 3 3

 και άρα ο γ.τ. του Μ είναι η µεσοκάθετος του ΡΣ.

+ΜΒ = ΜΑ + ΜΓ ⇔ ΜΡ = ΜΣ ⇔

⇔ ΜΡ = ΜΣ

� ���� ����� ���� ���� ����

���� ����
  

Το Α είναι σηµείο του τόπου ⇔ Το Α κείται στη µεσοκάθετο του ΡΣ  

1 2
2

3 3
⇔ ΑΡ = ΑΣ ⇔ ΑΒ = ΑΓ ⇔ ΑΒ = ΑΓ
���� ���� ���� ���� ���� ����
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� Θεωρώ τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί ο 

γεωµετρικός τόπος των σηµείων του 

επιπέδου του για τα οποία είναι 

2 2ΜΒ+ΜΓ+ ΜΑ = ΜΒ+ΜΓ− ΜΑ
����� ���� ����� ����� ���� �����

 

Λύση Αν Κ το µέσο της ΒΓ έχω

Μ σηµείο του τόπου 2 2

2 2 2 2

 (και αν Λ το µέσο της διαµέσου ΑΚ, 

είναι Λ 

⇔ ΜΒ+ΜΓ + ΜΑ = ΜΒ+ΜΓ − ΜΑ ⇔

ΜΚ + ΜΑ = ΜΚ − ΜΑ ⇔ ΜΚ +ΜΑ = ΜΚ −ΜΑ ⇔

ΜΚ +ΜΑ = ΑΚ

���� ���� ����� ���� ���� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����

= σταθερό, = σταθερό άρα,  2ΑΚ ΜΛ = ΑΚ ⇔ ΜΛ =
���� ����� ���� �����

  

 

2.7 Παραδείγµατα µε συνδυασµό όλων των µεθόδων 

� Αν 2 ,  ,  wu uα β α β α β= − = − + = +
� �� � �� ��� ���� �� ��

 να  υπολογιστεί µε τη βοήθεια των µη 

µηδενικών και µη παράλληλων διανυσµάτων ,  το 2 3u u wα β γ = + −
�� � � � ����

 και να σχεδιαστεί 

γραφικά. Λύση 

 Έχω 2 2( ) 2 2  & 3w 3( ) 3 3  

άρα, 2 3w 2 2 2 3 3 4 3

u

u u

α β α β α β α β
γ α β α β α β α β

= − + = − + − = − + = − −
= + − = − − + − − = − −

� �� �� �� �� ���� �� �� ��
� � � �� �� �� �� ���� �� �� ��  

 

 

 

�  Αν ,α β
����

διανύσµατα του E  και µε µ∈ℝ  βρείτε τα διανύσµατα ,x y
� ��

  από τις σχέσεις  

           ( 3)
 (Σ)

( 1)          3

x y

x y

µ α
µ α µβ

 − − =
 + + = + 

� �� ��
� �� ����  

Λύση Έχω 
( 3) ( 3)

(Σ)
( 1) ( 3) 3 ( 2) ( )

x y x y
y y y

α µ α µ
µ α µ α µβ µ µ µ β α

 = + −    = + −⇔ ⇔    + + − + = + − = −    

� ���� � ����
�� �� ���� �� �� �� ��  

α)  Αν 

0
1 1 3

( 2) 0 & τότε ( ) & 
2 2 2

µ 2

y x

µ
µ

µ µ β α α β
µ µ µ

≠ 
− 

− ≠ ⇔ = ⋅ − = + 
− − − ≠ 

�� �� � ���� ��
 

β) Αν 
3 3

 µ=0 τότε (Σ)  όπου  τυχαίο διάνυσµα του 
3

x y x u
u

x y y u

α α

α

  = − = −   
⇔ ⇔   

+ = =    

� �� � ��� ��
�

� �� �� ��� E  
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γ) Αν 
( )

 µ=2 τότε (Σ) 1
2

3

x y

x y

α

α β

 + =
 

⇔  
+ = +  

� �� ��

� �� ����

Αν  το Σ  όπου  τυχαίο διάνυσµα του 
=

x w
w

y w

α
α β

 = − = ⇔  
  

� ����
�� ����

�� �� E  

 

�  Θεωρώ τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και ονοµάζω Κ, Λ τα µέσα των ΑΒ, Γ∆. Αν (ε) είναι 

ευθεία που ορίζουν τα Κ, Λ και Μ ένα σταθερό σηµείο, δείξτε ότι το σηµείο Ν που 

καθορίζεται από τη σχέση 

ΜΝ =ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ +Μ∆
����� ����� ����� ���� ����

 είναι 

σηµείο της (ε).  

Απόδειξη Είναι 

=( ) ( )

       =2 2 2( )

ΜΝ = ΜΑ +ΜΒ+ΜΓ +Μ∆ ΜΑ +ΜΒ + ΜΓ +Μ∆
ΜΚ + ΜΛ = ΜΚ +ΜΛ

����� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����
����� ����� ����� �����  

Επειδή τα ,  έχουν φορέα την (ε) τα  +  & 2( ) έχουν

φορέα την (ε) το  έχει φορέα την (ε), δηλαδή το Ν είναι σηµείο της (ε)

ΜΚ ΜΛ ⇒ ΜΚ ΜΛ ΜΚ +ΜΛ
⇒ ΜΝ

����� ����� ����� ����� ����� �����
�����  

 

� Αν Α,Β,Γ,∆ σηµεία του χώρου Β≠Γ και • ,k kΑ∆ = ΒΓ ∈
���� ����

ℝ υπολογίστε το x∈ℝ  για 

να ισχύει xΑΒ+ Γ∆ = ⋅ΒΓ
���� ���� ����

. 

Λύση Είναι  

( 1)

( 1)  (και αφού Β Γ 0) 1 1

x x x

k x k x x k

ΑΒ+ Γ∆ = ⋅ΒΓ ⇔ ΑΒ+ ΒΓ + Γ∆ = ⋅ΒΓ + ΒΓ⇔ Α∆ = + ⋅ΒΓ ⇔
⋅ΒΓ = + ΒΓ ≠ ⇔ ΒΓ ≠ ⇔ = + ⇔ = −

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� �  

 

� Αν Α΄, Β΄, Γ΄, ∆΄ τα βαρύκεντρα των εδρών ΒΓ∆,  ΑΓ∆, ΑΒ∆, ΑΒΓ του τετράεδρου 

ΑΒΓ∆ δείξτε ότι 0ΑΑ +ΒΒ+ ΓΓ + ∆∆ =
���� ���� ���� ���� �

 

Απόδειξη Είναι 

3

3
3( ) 0

3

3

οπότε 0

ΑΑ = ΑΒ+ ΑΓ+ Α∆
ΒΒ = ΒΑ+ΒΓ +Β∆ ⇒ ΑΑ+ΒΒ+ΓΓ + ∆∆ =ΓΓ = ΓΑ+ΓΒ+Γ∆ 

∆∆ = ∆Α+ ∆Β+∆Γ 
ΑΑ+ΒΒ+ΓΓ + ∆∆ =

���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� �

 

 

� Θεωρώ τα µη συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ, ∆. ∆είξτε ότι, αν υπάρχει σηµείο Ρ τέτοιο 

ώστεΡΑ+ ΡΓ = ΡΒ+ Ρ∆
���� ��� ���� ���

, τότε το ΑΒΓ∆ είναι 

παραλληλόγραµµο. 

Απόδειξη  

 

Αν ισχύει 

( , ) ( , )  τα Β∆,ΓΑ έχουν κοινό µέσο
το ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο

ΡΑ + ΡΓ = ΡΒ+ Ρ∆ ⇔
ΡΑ − ΡΒ = Ρ∆ − ΡΓ ⇔ ΒΑ = Γ∆ ⇔
Β Α Γ ∆ ⇔
⇔

���� ��� ���� ���
���� ���� ��� ��� ���� ����

∼
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� Θεωρώ παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και το σηµείο Ρ,  έτσι ώστε 2 0ΡΓ + ΡΒ =
��� ���� �

. ∆είξτε 

ότι 2ΡΑ + ΡΒ + Ρ∆ = ΒΑ
���� ���� ��� ����

. 

Απόδειξη Είναι  

( ) ( )

(2 ) 0

2

ΡΑ + ΡΒ+ Ρ∆ =
ΡΒ+ ΒΑ + ΡΒ+ ΡΓ + Γ∆ =
ΡΒ+ ΡΓ + ΒΑ + Γ∆ = + ΒΑ + Γ∆ =

ΒΑ + ΒΑ = ⋅ΒΑ

���� ���� ���
���� ���� ���� ��� ����
���� ��� ���� ���� � ���� ����
���� ���� ����

 

 

� Θεωρώ τα τµήµατα Α∆, ΒΕ, ΓΖ που έχουν κοινό µέσο το 0. ∆είξτε ότι 

2ΑΒ+ ΑΓ + ΑΕ + ΑΖ = ⋅Α∆
���� ���� ���� ���� ����

. 

Απόδειξη Είναι  

( ) ( ) 2 2

2

ΑΒ+ ΑΓ + ΑΕ + ΑΖ =
ΑΒ+ ΑΕ + ΑΓ + ΑΖ = ⋅ΑΟ + ⋅ΑΟ =
Α∆ + Α∆ = ⋅Α∆

���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ����  

� Θεωρώ τετράεδρο ΑΒΓ∆ και τα µέσα Ε,Ζ των ΑΒ 

και Γ∆ αντίστοιχα. Αν G είναι το µέσο του ΕΖ δείξτε 

ότι 4 GΑΒ+ ΑΓ + Α∆ = ⋅Α
���� ���� ���� ����

 και 0G G G GΑ+ Β+ Γ + ∆ =
���� ���� ���� ���� �

. 

Απόδειξη Είναι 

( ) 2 2

2( ) 2 2 4G G

ΑΒ+ ΑΓ + Α∆ = ΑΒ+ ΑΓ + Α∆ = ΑΕ + ΑΖ =
= ΑΕ + ΑΖ = ⋅ Α = ⋅Α

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����  

Επίσης είναι  

( ) ( )

2 2 2( ) 2 0 0

G G G G G G G G

G G G G

Α + Β+ Γ + ∆ = Α + Β + Γ + ∆ =
= Ε + Ζ = Ε + Ζ = ⋅ =

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� � �  

 

� Θεωρώ κύκλο (K, R) και τις κάθετες χορδές του ΑΒ,  Γ∆ που τέµνονται στο Μ. ∆είξτε 

ότι 2ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ +Μ∆ = ΜΚ
����� ����� ���� ���� �����

. 

Απόδειξη Είναι  

( )

( ) ( ) ( )

4 ( ) ( )

4 2 2 4 2( )

4 2

ΜΑ +ΜΒ+ΜΓ +Μ∆ = ΜΚ + ΚΑ +

+ ΜΚ + ΚΒ + ΜΚ + ΚΓ + ΜΚ + Κ∆ =

ΜΚ + ΚΑ + ΚΒ + ΚΓ + Κ∆ =

ΜΚ + ΚΛ + ΚΝ = ΜΚ + ΚΛ + ΚΝ =

ΜΚ +

����� ���� ���� ���� ����� ����

����� ���� ����� ���� ����� ����

����� ���� ���� ���� ����

����� ���� ���� ����� ���� ����

�����
2 2 2

2 2( ) 2 .

ΚΜ = ΜΚ + ΜΚ + ΚΜ =

ΜΚ + ΜΚ + ΚΜ = ΜΚ

����� ����� ����� �����

����� ����� ����� �����

 

 

� Αν Μ το µέσο της διαγωνίου ΑΓ τετραπλεύρου 

ΑΒΓ∆ δείξτε ότι ΜΒ+Μ∆ = ΑΒ−∆Γ
����� ���� ���� ����

. 

Απόδειξη Είναι  

0

0  ισχύει αφού το Μ είναι µέσο του ΑΓ

ΜΒ+Μ∆ = ΑΒ− ∆Γ⇔
ΜΒ+Μ∆ − ΑΒ+ ∆Γ = ⇔
ΜΑ +ΜΓ =

���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� �
����� ���� �  

 

� ∆είξτε ότι τα µέσα των πλευρών τετραπλεύρου είναι κορυφές παραλληλογράµµου.  
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Απόδειξη Είναι  

2
ΕΖ = ΕΒ+ ΒΖ ⇒ ΕΖ = ΑΓΕΖ = ΕΑ + ΑΓ + ΓΖ

���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����  και  

2  
ΘΗ = Θ∆ + ∆Η ⇒ ΘΗ = ΑΓΘΗ = ΘΑ + ΑΓ + ΓΗ

���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� οπότε 

2 2 ( , ) ( , )ΕΖ = ΘΗ⇒ ΕΖ = ΘΗ⇒ Ε Ζ Θ Η
���� ���� ���� ����

∼  άρα 

τα τµήµατα ΕΖ, ΗΘ έχουν κοινό µέσο άρα το 

τετράπλευρο ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο 

 

� Θεωρώ τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και ονοµάζουµε Κ, Λ τα µέσα των Γ∆, ΑΒ. ∆είξτε ότι 

2 0ΑΓ +Β∆ + ΚΛ =
���� ���� ���� �

. 

Απόδειξη  

Είναι 

2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0

ΑΓ + Β∆ + ΚΛ = ΑΓ + Β∆ + ΚΛ + ΚΛ =
ΑΓ + Β∆ + ΚΓ + ΓΑ + ΑΛ + Κ∆ + ∆Β+ ΒΛ =
ΑΓ + ΓΑ + Β∆ + ∆Β + ΚΓ + Κ∆ + ΑΛ + ΒΛ =

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �  

� Θεωρώ τρίγωνο  ΑΒΓ. Να προσδιοριστεί σηµείο Μ 

ώστε 2 3 0ΜΑ+ ΜΒ+ΜΓ =
����� ����� ���� �

 

 Απόδειξη  

Αν Κ, Λ τα µέσα των ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα είναι  

2 3 0

2 2 0

2( ) ( ) 0

2 2 2 0 2 0

2 2

3

ΜΑ + ΜΒ+ΜΓ = ⇔
ΜΑ + ΜΒ+ΜΒ+ΜΓ = ⇔
ΜΑ +ΜΒ + ΜΒ+ΜΓ = ⇔
⋅ ΜΚ + ΜΛ = ⇔ ΜΚ +ΜΛ = ⇔
ΜΚ = ΛΚ ⇔ ΜΚ +ΜΚ = ΛΜ +ΜΚ ⇔

ΜΚ = Λ

����� ���� ���� �
����� ���� ���� ���� �
����� ���� ���� ���� �
����� ����� � ����� ����� �

����� ���� ����� ����� ����� �����

����� 1
 

3
Κ ⇔ ΚΜ = ΚΛ
���� ����� ����

 

Άρα, το σηµείο Μ προσδιορίζεται 

 

� Αν Κ,Λ τα µέσα των πλευρών ΑΒ,ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ δείξτε ότι 2 ⋅ΚΛ = ΒΓ
���� ����

. Ποια 

πρόταση της ευκλείδειας γεωµετρίας 

επαληθεύεται;  

Απόδειξη  

Είναι 

2
ΚΛ = ΚΒ+ ΒΓ + ΓΛ ⇒ ⋅ΚΛ = ΒΓΚΛ = ΚΑ + ΑΛ 

���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ����                                                    

Άρα ΚΛ ΒΓ
���� ����
�  και 2ΒΓ = ⋅ ΚΛ

���� ����
 δηλαδή το                                                                            

τµήµα που ορίζεται από τα µέσα δύο πλευρών  

τριγώνου είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και ίσο µε το µισό αυτής. 

� Θεωρώ τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ∥Γ∆) και ονοµάζω Ε,Ζ,Η,Θ τα µέσα των Α∆, ΒΓ, ΑΓ, Β∆ 

αντίστοιχα. ∆είξτε ότι 

2 ,  2 .ΑΒ+∆Γ = ΕΖ ΑΒ−Γ∆ = ΗΘ
���� ���� ���� ���� ���� ����

 Ποιες προτάσεις της 

ευκλείδειας γεωµετρίας επαληθεύονται; Απόδειξη 

Είναι 
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( )
2

Επειδή  &

. Άρα αφού 

και 2

ΕΖ = ΕΑ + ΑΒ+ ΒΖ ΕΖ = ΑΒ+ ∆ΓΕΖ = Ε∆ + ∆Γ + ΓΖ 
ΑΒ ∆Γ⇒ ΑΒ ∆Γ ΑΒ+ ∆Γ

ΑΒ+ ∆Γ = ΑΒ + ∆Γ ΕΖ ΑΒ+ ∆Γ

ΕΖ

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����
րր րր րր

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
�

����
 επαληθεύτηκε η πρόταση= ΑΒ+ ∆Γ

���� ����

    

Το τµήµα που ορίζεται από τα µέσα των µη παρ/µων πλευρών τραπεζίου, είναι παρ/λο 

προς τις βάσεις και ίσο µε το ηµιάθροισµα αυτών. 

( )
( )

2 . 

Επειδή  έχω  & .

Αφού  & 2

ΗΘ = ΗΑ + ΑΒ+ ΒΘ ⇒ ⋅ΗΘ = ΑΒ+ Γ∆ΗΘ = ΗΓ + Γ∆ + ∆Θ 
ΑΒ Γ∆ ΑΒ Γ∆ ΑΒ+ Γ∆ ΑΒ+ Γ∆ = ΑΒ − Γ∆

ΗΘ ΑΒ+ Γ∆ ΗΘ

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
րր � �

���� ���� ���� �� �
�  = ΑΒ+ Γ∆

� ���� ����
 

Άρα, το ευθύγραµµο τµήµα που ορίζεται από τα µέσα των διαγωνίων του τραπεζίου 

είναι παράλληλο προς τις βάσεις και ίσο µε την ηµιδιαφορά τους. 

 

� Αν ΑΒΓ∆ παραλληλόγραµµο να προσδιοριστεί σηµείο Ρ ώστε ΡΑ+ΡΒ+ΡΓ = Ρ∆
���� ���� ��� ���

 

Απόδειξη   

Είναι 

 

( ) ( )

2  

(και αφού )

είναι 2 0 0

ΡΑ + ΡΒ+ ΡΓ = Ρ∆ ⇔
ΡΒ+ ΒΑ + ΡΒ+ ΡΒ+ ΡΓ = ΡΒ+ Β∆ ⇔
ΡΒ+ ΒΑ + ΒΓ = Β∆

ΒΑ + ΒΓ = Β∆
ΡΒ = ⇔ ΡΒ = ⇔ Ρ ≡ Β

���� ���� ��� ���
���� ���� ���� ���� ��� ���� ����
���� ���� ���� ����

���� ���� ����
���� � ���� �

 

 

� Θεωρώ τρίγωνο ΑΒΓ και το τµήµα ∆Ε εκτός του επιπέδου του τριγώνου. Να βρεθεί 

σηµείο Ρ τέτοιο ώστε ΡΑ+ΡΒ+ΡΓ = Ρ∆+ΡΕ
���� ���� ��� ��� ���

. 

Λύση   

Αν G το κέντρο βάρους  του τριγώνου ΑΒΓ και Μ 

το µέσο του ∆Ε τότε έχω  

3 2

2 2 2 2

G

G G G G G G

ΡΑ+ ΡΒ+ ΡΓ = Ρ∆ +ΡΕ⇔ Ρ = ΡΜ ⇔
Ρ = ΡΜ − Ρ ⇔ Ρ = Μ ⇔ Ρ = Μ

���� ���� ��� ��� ��� ���� ����
���� ���� ���� ���� ����� ���� �����  

Άρα το Ρ προσδιορίζεται. 

 

� Θεωρώ τρίγωνο ΑΒΓ.  Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του επιπέδου 

του για τα οποία είναι

3 3 2 2ΜΑ − ΜΒ = ΜΑ + ΜΓ
����� ���� ����� ����

  

 Λύση  

Θεωρώ τα σηµεία Ρ, Σ τέτοια ώστε                                       

2
 & 2

3

−
ΑΡ = ΡΒ ΑΣ = ΣΓ
���� ���� ���� ���

.  Αν Μ σηµείο του 

γεωµετρικού τόπου είναι  

α) 
3 2 3( )

2( ) 3 2   (1)

ΑΡ = − ΡΒ⇔ ΜΡ −ΜΑ =
− ΜΒ−ΜΡ ⇔ΜΡ = ΜΑ − ΜΒ

���� ���� ���� �����
���� ���� ���� ����� ����  
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β) 
2 2( )

3 2  (2) 

ΑΣ = ⋅ΣΓ⇔ΜΣ−ΜΑ = ΜΓ −ΜΣ ⇔
ΜΣ = ΜΑ + ΜΓ

���� ��� ���� ����� ���� ����
���� ����� ����  

      Το σηµείο Μ είναι σηµείο του γεωµετρικού τόπου αν και µόνο αν       
(1,2)

3 3 2 2 3 3ΜΑ − ΜΒ = ΜΑ + ΜΓ ⇔ ΜΡ = ΜΣ ⇔ ΜΡ = ΜΣ
����� ���� ����� ���� ���� ���� ���� ����

 άρα, ο γεωµετρικός 

τόπος του σηµείου Μ είναι η µεσοκάθετος (ε) του ευθυγράµµου τµήµατος ΡΣ.   

   

� Θεωρώ τρίγωνο ΑΒΓ και ονοµάζουµε ∆, Ε, Ζ τα µέσα των πλευρών του ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ 

αντίστοιχα. ∆είξτε ότι υπάρχει, µοναδικό σηµείο G τέτοιο ώστε 0G G GΑ+ Β+ Γ =
���� ���� ���� �

 και 

προσδιορίστε το. 

Απόδειξη   

Ύπαρξη του σηµείου G 

Θεωρώ σηµείο Ο  ως σηµείο αναφοράς και το 

διάνυσµα  
3

G
ΟΑ +ΟΒ+ΟΓ

= Ο

���� ���� ����
����

. Είναι  

( ) ( ) ( )

3 ( )

3 3 3( ) 0

G G G

G G G

G

G G G G

Α + Β+ Γ =
Ο +ΟΑ + Ο +ΟΒ + Ο +ΟΓ =
⋅ Ο + ΟΑ +ΟΒ+ΟΓ =
⋅ Ο + ⋅Ο = Ο +Ο =

���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� �

 

 Άρα, υπάρχει σηµείο G, ένα τουλάχιστον, ώστε 0G G GΑ+ Β+ Γ =
���� ���� ���� �

 .                         

 

Μονοσήµαντο του G 

 Αν υπάρχει και άλλο σηµείο G΄ τέτοιο ώστε:  

' ' ' 0 ( ' ) ( ' ) ( ' ) 0

3 ' ( ) 0 3 ' 0 0 ' 0 '

G G G G G G G G G G G G

G G G G G G G G G G G

Α+ Β+ Γ = ⇔ + Α + + Β + + Γ = ⇒
⇒ + Α+ Β+ Γ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ ≡

����� ����� ����� � ����� ���� ����� ���� ����� ���� �
����� ���� ���� ���� � ����� � � ����� �  

 

Προσδιορισµός του σηµείου G 

0

( ) ( ) 2 ( )
2

3 2 3  (2)
3

G G G G G G

G G G G G

G G G

Α + Β+ Γ = ⇔ Β+ Γ = − Α ⇔
Α + ΑΒ + Α + ΑΓ = − Α ⇔ Α + ΑΒ+ ΑΓ = − Α ⇔

ΑΒ+ ΑΓ = − Α ⇔ ⋅Α∆ = Α ⇔ Α = Α∆

���� ���� ���� � ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
 

Άρα, το σηµείο G είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου. 

 

Σηµείωση  Είναι  
2 2

,  .
3 3

G GΒ = ΒΕ Γ = ΓΖ
���� ���� ���� ����

 Οι σχέσεις αυτές εκφράζουν ότι οι διάµεσοι 

κάθε τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο G που απέχει από κάθε κορυφή τα 
2

3
της 

αντίστοιχης διαµέσου.  

 

� Θεωρώ τετράπλευρο ΑΒΓ∆. ∆είξτε ότι υπάρχει, µοναδικό σηµείο G τέτοιο ώστε, 

0G G G GΑ+ Β+ Γ + ∆ =
���� ���� ���� ���� �

και προσδιορίστε το. 

Απόδειξη  Ύπαρξη του G. Θεωρώ σηµείο Ο ως σηµείο 

αναφοράς και το διάνυσµα 
0 0 0 0

0
4

G
Α+ Β+ Γ + ∆

=

���� ��� ��� ���
����

 (1). Τότε 



33 

 

έχω ( ) ( ) ( ) ( )

4 ( ) 4 4 0

G G G G

G G G G

G G G

Α + Β+ Γ + ∆ =
Ο +ΟΑ + Ο +ΟΒ + Ο +ΟΓ + Ο +Ο∆ =
Ο + ΟΑ +ΟΒ+ΟΓ +Ο∆ = Ο + Ο =

���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �                                     

Μονοσήµαντο του G. Αν υπάρχει και άλλο σηµείο G΄ έτσι ώστε 

' ' ' ' 0

( ' ) ( ' ) ( ' ) ( ' ) 0

4 ' ( ) 0 ' 0 '

G G G G

G G G G G G G G G G G G

G G G G G G G G G G

Α + Β+ Γ + ∆ = ⇒
+ Α + + Β + + Γ + + ∆ = ⇒
+ Α + Β+ Γ + ∆ = ⇒ = ⇒ ≡

����� ����� ����� ����� �
����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� �
����� ���� ���� ���� ���� � ����� � Προσδιορισµός του 

σηµείου  G. Είναι 0G G G GΑ+ Β+ Γ + ∆ =
���� ���� ���� ���� �

 (και αν Κ, Λ τα µέσα των ΑΓ,Β∆)  είναι 

( ) ( ) 0 2 2 0 0G G G G G G G G G GΑ + Γ + Β+ ∆ = ⇔ Κ + Λ = ⇔ Κ + Λ = ⇔Κ + Λ
���� ���� ���� ���� � ���� ���� � ���� ���� � ���� ����

  άρα το 

σηµείο G είναι το µέσο του ΚΛ.  

 

� Θεωρώ τετράεδρο ΑΒΓ∆ και ονοµάζω Α΄, Β΄, Γ΄, 

∆  και τα κέντρα βάρους  των εδρών ΒΓ∆, ΑΓ∆, 

ΑΒ∆, ΑΒΓ αντίστοιχα. ∆είξτε ότι υπάρχει 

µοναδικό σηµείο G, τέτοιο ώστε 

0G G G GΑ+ Β+ Γ + ∆ =
���� ���� ���� ���� �

 και προσδιορίστε το. 

Λύση  Ύπαρξη του σηµείου G. Θεωρώ  σηµείο Ο 

ως σηµείο αναφοράς και το διάνυσµα 

0 0 0 0
0

4
G

Α+ Β+ Γ + ∆
=

���� ��� ��� ���
����

.          (1) Τότε 

( 0 ) ( ) ( ) ( )G G G G G G G GΑ + Β+ Γ + ∆ = +ΟΑ + Ο+ΟΒ + Ο+ΟΓ + Ο+Ο∆ =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

4 ( ) 4 4 4( ) 0G G G G GΟ+ ΟΑ +ΟΒ+ΟΓ +Ο∆ = Ο+ Ο = Ο+Ο =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �

  

Μονοσήµαντο του σηµείου G. Αν υπάρχει και άλλο σηµείο G’ τέτοιο ώστε  

' ' ' ' 0

( ' ) ( ' ) ( ' ) ( ' ) 0

4 ' ( ) 0 4 ' 0 ' 0 '

G G G G

G G G G G G G G G G G G

G G G G G G G G G G G G

Α+ Β+ Γ+ ∆ = ⇒
+ Α + + Β + + Γ + + ∆ = ⇒

⇒ + Α+ Β+ Γ+ ∆ = ⇒ = ⇒ = ⇒ ≡

����� ����� ����� ����� �
����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� �
����� ���� ���� ���� ���� � ����� � ����� �

Προσδιορισµός του σηµείου G. Επειδή 

 0G G G G G G G GΑ+ Β+ Γ + ∆ = ⇔ Β+ Γ + ∆ = − Α⇔
���� ���� ���� ���� � ���� ���� ���� ����

3 ' 3 'G G G G⇔ Α = − Α⇔ Α = Α
���� ���� ���� ����

 

άρα το G κείται στην ΑΑ’. Όµοια βρίσκω ότι 3 ', 3 ', 3 'G G G G G GΒ = Β Γ = Γ ∆ = ∆
���� ���� ���� ���� ���� ����

 και 

συµπεραίνω ότι  σε κάθε τετράεδρο τα τµήµατα ΑΑ΄ , ΒΒ΄, ΓΓ΄, ∆∆΄ διέρχονται από το 

ίδιο σηµείο G (κ.β. του τετραέδρου). Τα τµήµατα ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, ∆∆΄ λέγονται 

διάµεσοι του τετραέδρου και είναι 
3 1

',  '
4 4

G GΑ = ΑΑ Α = ΑΑ
���� ���� ���� ����

.          

                                                              

� Θεωρώ τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και ονοµάζω Κ, 

Λ τα µέσα των ΑΓ, Β∆ αντίστοιχα.  

α) ∆είξτε ότι 2ΚΛ = ΑΒ+Γ∆ = Α∆+ΓΒ
���� ���� ���� ���� ����

.  

β) Αν Μ τυχαίο σηµείο και 
Σ(Α)

1Μ→Μ
Σ(Β) Σ(Γ) Σ(∆)

1 2 2 3 3, , 'Μ →Μ Μ →Μ Μ →Μ  δείξτε ότι 

' 4ΜΜ = ΚΛ
����� ����

 .                    

Απόδειξη                                                                                                                          

α) Είναι 
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2
 ΚΛ = ΚΑ+ ΑΒ+ΒΛ ⇒ ΚΛ = ΑΒ+Γ∆ ΚΛ = ΚΓ +Γ∆ + ∆Λ 

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����                                                       

2
 ΚΛ = ΚΑ+Α∆ + ∆Λ ⇒ ΚΛ = Α∆ +ΓΒ ΚΛ = ΚΓ+ΓΒ+ΒΛ 

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� ���� ����  

β) Είναι 2 22  & ' 2  ΜΜ = ⋅ΑΒ Μ Μ = ⋅Γ∆
������ ���� ������� ����

άρα,  

2 2' ' 2 2 2( ) 2 2 4ΜΜ = ΜΜ +Μ Μ = ΑΒ+ Γ∆ = ΑΒ+ Γ∆ = ⋅ ΚΛ = ΚΛ
������ ������ ������� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

Παρατήρηση 'Κ ≡ Λ⇔Μ ≡Μ                                                                                       

 

� Θεωρώ τα τρίγωνα ΑΒΓ, Α΄Β΄Γ΄, τα 

βαρύκεντρα τους G, G΄  και τα µέσα α, β, 

γ, των ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ. Αν g το βαρύκεντρο 

του τριγώνου αβγ δείξτε ότι το g είναι το 

µέσο του GG΄.                                                                                                                     

Απόδειξη  

3  και 3 ' ' ' 'Gg G gα β γ α β γ= Α +Β +Γ = Α +Β +Γ
���� ���� ���� ��� ����� ����� ����� ����

άρα,  

3( ' ) ( ' ) ( ' ) ( ' ) 0

' 0 '

Gg G g

Gg G g Gg gG

α α β β γ γ+ = Α + Α + Β + Β + Γ + Γ = ⇔
+ = ⇔ =

���� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ���� �
���� ����� � ���� �����  

Άρα, το g είναι το µέσον του GG΄. 

 

� Θεωρώ  σταθερό τρίγωνο ΑΒΓ και τις οµόρροπες ηµιευθείες Αx, Βy, Γω.  Αν Α’, Β’, 

Γ’ µεταβλητά σηµεία των Αx, Βy, Γω αντίστοιχα, ώστε ' ' ' αΑΑ +ΒΒ + ΓΓ =
����� ����� ���� ��

, α
��

σταθερό διάνυσµα, δείξτε ότι το βαρύκεντρο του τριγώνου Α΄Β΄Γ΄ παραµένει σταθερό.    

Απόδειξη  

Θεωρώ το σταθερό κέντρο βάρους G του τριγώνου ΑΒΓ.  Αν G΄ είναι το κέντρο βάρους  

του τριγώνου Α΄Β΄Γ΄, είναι 

  
1

3 ' ' ' ' 3 ' ' '  σταθερό σηµείο
3

GG GG GG Gα α= ΑΑ + ΒΒ + ΓΓ ⇒ = ⇒ = ⇒ =
����� ����� ����� ���� ����� ������� ��
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