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Περιεχόµενα 

32 λυµένα προβλήµατα 

Λέξεις κλειδιά 

Γραµµικό σύστηµα, λύση γραµµικού συστήµατος, γραφική επίλυση γραµµικού 

συστήµατος, συµβιβαστό/ αδύνατο/ αόριστο σύστηµα 

Περίληψη 

 Αν έχω  δύο γραµµικές εξισώσεις µε δύο αγνώστους ,x y  π.χ.  
ax by c

a x b y c

+ = 
 ′ ′ ′+ = 

 και 

αναζητώ το ζεύγος των αριθµών ( ),x y  που είναι ταυτόχρονα λύση και των δύο εξισώσεων, 

τότε λέω ότι έχω να λύσω ένα γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους  ,x y .   

Λύση του γραµµικού συστήµατος δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους ,x y

ονοµάζεται κάθε διατεταγµένο ζεύγος ( ),x y  που επαληθεύει τις εξισώσεις  του. Ένα 

γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους ,x y  επιλύεται γραφικά και αλγεβρικά.  

Γραφική επίλυση γραµµικού συστήµατος µε δύο αγνώστους.  

� Σύστηµα µε µοναδική λύση (συµβιβαστό). Αν σχεδιάσω τις γραφικές παραστάσεις των 

εξισώσεων του συστήµατος, στο ίδιο ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων, είναι ευθείες γραµµές 

που τέµνονται σε ένα σηµείο, το οποίο είναι η µοναδική λύση του συστήµατος.  

� Αδύνατο ονοµάζεται το σύστηµα εξισώσεων όταν οι ευθείες γραµµές που παριστάνουν τις 

εξισώσεις του, είναι παράλληλες µεταξύ τους, δηλαδή  δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο, άρα 

οπότε το σύστηµα δεν έχει καµία λύση.  

�  Αόριστο ονοµάζεται το σύστηµα των εξισώσεων όταν οι γραφικές παραστάσεις των 

εξισώσεων του, είναι ευθείες γραµµές που συµπίπτουν δηλαδή έχω µόνο µία ευθεία γραµµή, 

άρα και µία µόνο εξίσωση. 
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� Λύστε γραφικά τις παρακάτω ανισώσεις, µε ( ) 2,x y ∈ℝ . 

α) 2 3 6 0x y− − ≥          β) 3 6x y− ≤      γ) 2 4x y+ ≥      δ) 3 6x y− <   ε) 2 4x y+ >   

στ) 2 3 6 0x y− − <       ζ) 2x > −             η) 8x y− <       θ) 0x y− <                  

Λύση: Για να λύσω γραφικά µία οποιαδήποτε από τις ανισώσεις αυτές, κατασκευάζω πρώτα 

την ευθεία γραµµή την οποία παριστάνει η κάθε εξίσωση. Στη συνέχεια αντικαθιστώ τα ,x y

του 1ου µέλους της ανισώσεως, µε τις συντεταγµένες ( )0,0 της αρχής των αξόνων (ή τις 

συντεταγµένες κάποιου άλλου σηµείου, που δεν επαληθεύει την αντίστοιχη εξίσωση). Έτσι, 

εντοπίζω το ηµιεπίπεδο που παριστάνει το σύνολο λύσεων της ανισώσεως και διαγράφω το 

άλλο ηµιεπίπεδο. Αν εργαστώ µε τον τρόπο αυτό, βρίσκω τα επόµενα σχήµατα: 

 

 

� Λύστε γραφικά τα παρακάτω συστήµατα, µε ( ) 2,x y ∈ℝ . 

α)

0

0

5

x

y

x y

≥ 
 

≥ 
 + ≤ 

   β)

0

0

8

x

y

x y

> 
 

> 
 + < 

   γ)

0

0

2 8

x

y

x y

> 
 

< 
 + > 

   δ)

2

6

y

x y

y x

≤ 
 

+ ≤ 
 ≥ − 

  ε)

6

5

y

y x

x y

≤ 
 

≥ 
 + ≤ 

 

 

στ)

0y

y x

y x

≥ 
 

≤ 
 > − 

               ζ)

10

8

x

y x

y x

< 
 

< 
 ≤ − 

  η)
x

y

θ
θ

≥ 
 

≥ 
  θ)

2

4

x y

y x

+ ≤ 
 

≥ − 
   ι) 

2 1

2 6

5

y x

x y

y

> − 
 

+ ≥ 
 ≤ 

  

 

ια) 

2 5 1

2 5 5

2 0

x y

x y

x

− > 
 

+ > − 
 − < 

    ιβ) 

0

3 3 0

5 0

x y

x y

x y

− > 
 

− + < 
 + − > 
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Λύση: Για κάθε σύστηµα ανισώσεων κατασκευάζω  πρώτα τις ευθείες γραµµές, που 

παριστάνουν τις αντίστοιχες εξισώσεις και στη συνέχεια διαγράφω τα ηµιεπίπεδα, στα οποία 

δεν αληθεύει (ισχύει) η κάθε µία από τις ανισώσεις του συστήµατος. Το µέρος του επιπέδου 

που δε διαγράφεται, παριστάνει το σύνολο των λύσεων του συστήµατος. Στα παρακάτω 

σχήµατα το λευκό µέρος παριστάνει το σύνολο λύσεων του κάθε συστήµατος.  

 

  

   

� Βρείτε τη  µέγιστη τιµή της παράστασης 5 3x y+  µε περιορισµούς: 0x ≥ , 0y ≥ , 

4 16x y+ ≤ , 6 5 30x y+ ≤ , 2 10x y+ ≤ , όπου ( ) 2,x y ∈ℝ . 



8 

 

Λύση: Βρίσκω πρώτα το σύνολο των λύσεων του συστήµατος των ανισώσεων και βλέπω ότι 

τα ,x y  παίρνουν τιµές στο πεντάγωνο ΟΑΒΓ∆. Στη συνέχεια κατασκευάζω µία ευθεία 

γραµµή της µορφής 5 3x y a+ =  π.χ. την 5 3 15x y+ =  και µε παράλληλη µετατόπιση της, 

διακρίνω ότι το ζητούµενο µέγιστο βρίσκεται στην κορυφή Β, η οποία είναι τοµή των 

ευθειών 
6 5 30

4 16

x y

x y

+ = 
 

+ = 
. Λύνοντας το σύστηµα, βρίσκω ότι οι συντεταγµένες του σηµείου Β 

είναι ( ) 25 12
, ,

7 7
x y

 =  
 

, άρα η µέγιστη τιµή της παράτασης 5 3x y+  είναι 

25 12 125 36 161
5 3 23

7 7 7 7 7
+ = + = = . 

 
 

� Βρείτε τους ,x y∈ℝ  που επαληθεύουν το σύστηµα

5 0

8 0

5 0

8 0

x

x y

y

x y

− ≤ ≤ 
 − − ≤ 
 

− ≤ 
 + − ≤ 

ώστε να µεγιστοποιηθεί 

η τιµή της παράστασης 2 3x y+ . 

Λύση: Βρίσκω πρώτα το σύνολο των λύσεων του συστήµατος των ανισώσεων και βλέπω ότι 

τα ,x y  παίρνουν τιµές στο τραπέζιο ΑΒΓ∆. Στη συνέχεια κατασκευάζω µια ευθεία γραµµή 

της µορφής 2 3x y a+ =  π.χ. τη 2 3 6x y+ =  και διακρίνω µε παράλληλη µετατόπιση της, ότι 

το ζητούµενο µέγιστο βρίσκεται στην κορυφή ( )0,  5A . Άρα, το µέγιστο της παράστασης 

2 3x y+ είναι 2 0 3 5 15⋅ + ⋅ = . 
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� Βρείτε τους ,x y∈ℝ  που επαληθεύουν το σύστηµα 

0 7

0 5

2 13 0

x

y

x y

≤ ≤ 
 

≤ ≤ 
 + − ≤ 

ώστε να 

µεγιστοποιηθεί η τιµή της παράστασης x y+ . 

Λύση: Το σύνολο των λύσεων του συστήµατος των ανισώσεων παριστάνεται από το 

πεντάγωνο ΟΑΒΓ∆. Με παράλληλη µετατόπιση µίας ευθείας γραµµής που έχει εξίσωση της 

µορφής x y a+ = , π.χ. της 4x y+ = , διακρίνω ότι το µέγιστο της παράστασης x y+
βρίσκεται στην κορυφή Β(7,3) και ισούται µε 7 3 10+ = . 

 

 
 

� Έστω δύο ειδών χάπια,  Ρ1 &  Ρ2. Το Ρ1 περιέχει 40 µονάδες βιταµίνης Β & 25 µονάδες 

βιταµίνης C. Το Ρ2 περιέχει 35 µονάδες βιταµίνης Β & 30 µονάδες βιταµίνης C. Ποιός είναι ο 

ελάχιστος αριθµός χαπιών από κάθε είδος που πρέπει να χορηγηθούν σε αθλητή ώστε αυτός 

να λάβει τουλάχιστον 6.800 µονάδες βιταµίνης Β & τουλάχιστον 4.900 µονάδες βιταµίνης C; 

Λύση:  

 Μονάδες 

Είδος χαπιού Ποσότητα σε τεµάχια Βιταµίνης Β Βιταµίνης C 

Ρ1 x  40 25 

Ρ2 y  35 30 

Σύνολο x y+  40 x + 35 y  25 x +30 y  

 

Αν x  ο αριθµός των χαπιών τύπου Ρ1 και y  ο αριθµός των χαπιών τύπου Ρ2, 

, *x y∈ℕ  που καταναλώνει ο αθλητής,  τότε αυτός  λαµβάνει η βιταµίνη Β που και στους 

δύο τύπους χαπιών θα είναι  40 35x y+ . Αφού θέλω να εξασφαλίσω 6.800 µονάδες 

βιταµίνης Β και 4.900 µονάδες βιταµίνης C, έχω το σύστηµα  
40 25 6800

35 30 4900

x y

x y

+ ≥ 
 

+ ≥ 
. Οι 

λύσεις του συστήµατος των ανισώσεων, παριστάνονται µε εκείνα τα σηµεία που έχουν ως 

συντεταγµένες φυσικούς αριθµούς και βρίσκονται στην ανοιχτή περιοχή ABx yΓ .  

Επειδή όσο πιο µικροί είναι οι φυσικοί αριθµοί, τόσο πιο µικρό είναι και το άθροισµα 

τους, θα βρω το ελάχιστο της παράτασης x y+ . Κατασκευάζω µία ευθεία γραµµή που έχει 

εξίσωση της µορφής x y a+ =  π.χ. την 100x y+ = και µε παράλληλη µετατόπιση της 

βρίσκω ότι η παράσταση x y+ έχει ελάχιστη τιµή στην κορυφή Β (100, 80). Άρα, στον 

αθλητή  πρέπει να χοηργηθούν τουλάχιστον 100 χάπια τύπου Ρ1 και τουλάχιστον 80 χάπια 

τύπου Ρ2. 
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� Βρείτε τους ,x y∈ℕ  που επαληθεύουν το σύστηµα  

0 11

3

2 3 15

2 1

x

y

x y

y x

≤ ≤ 
 ≥ 
 

+ ≥ 
 ≥ − 

ώστε να 

ελαχιστοιποιέιτε το 3x y+ . 

Λύση: Το σύνολο των λύσεων του συστήµατος των ανισώσεων είναι η ανοικτή περιοχή, πού 

περικλείεται από την πολυγωνική γραµµή y zΑΒΓ∆ . Κατασκευάζω µία ευθεία γραµµή, πού 

έχει εξίσωση της µορφής 3x y α+ = , π.χ την 3 6x y+ =  και µε παράλληλη µετατόπιση της 

βλέπω ότι η παράσταση 3x y+  ελαχιστοποιείται στο σηµείο Α(0,5) και η τιµή που λαµβάνει 

είναι 3 0 5 5⋅ + = . 
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� Βρείτε τη µέγιστη τιµή  της παράστασης 40 50x y+  όταν οι ,x y∈ℝ  επαληθεύουν το 

σύστηµα

0

0

5 2 30

5 7 35

2 5 20

x

y

x y

x y

x y

≥ 
 ≥  

+ ≤ 
 + ≤
 

+ ≤  

 

Λύση: Η λύση του συστήµατος των ανισώσεων παριστάνεται µε το ζητούµενο πολύγωνο 

ΟΑΒΓ∆. Κατασκευάζω µία ευθεία γραµµή, πού έχει εξίσωση της µορφής 40 50x y α+ = , 

π.χ την 40 50 200x y+ =  και µε παράλληλη µετατόπιση της βλέπω ότι το ζητούµενο µέγιστο 

βρίσκεται στην κορυφή Β, οι συντεταγµένες της οποίας  δίνονται από τη λύση του 

συστήµατος 
5 2 30

5 7 35

x y

x y

+ = 
 

+ = 
 και  είναι ( ) 28

, ,1
5

x y
 =  
 

. Άρα, το ζητούµενο µέγιστο είναι 40

⋅
28

5
+50 ⋅ 1=224+50=274 

 

 

� Γράψτε τα διατεταγµένα ζεύγη πού επαληθεύουν στο σύνολο ℕ  την εξίσωση 2 7x y+ =  

και ακολούθως δείξτε τα γραφικά. 

Λύση: ∆ίνοντας στο x  διαδοχικά τις τιµές 

0, 1, 2, 3 βρίσκω από την εξίσωση ότι οι 

αντίστοιχες τιµές του y  είναι 7, 5, 3, 1 ενώ 

για 3x >  προκύπτουν αρνητικές τιµές του 

y . Άρα, το σύνολο των λύσεων της 

εξίσωσης 2 7x y+ =  είναι το 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0,7 , 1,5 , 2,3 , 3,1 και παριστάνετε 

από τα τέσσερα σηµεία πού έχουν ως 

συντεταγµένες αυτά  τα διατεταγµένα 

ζεύγη. 
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� Γράψτε τα διατεταγµένα ζεύγη πού επαληθεύουν στο ℕ  την ανίσωση 2 4x y+ ≤ και 

ακολούθως δείξτε τα γραφικά. 

Λύση:To σύνολο των λύσεων της ανίσωσης είναι τα σηµεία του τριγώνου ΟΑΒ, πού ως 

έχουν συντεταγµένες φυσικούς αριθµούς. Έτσι, το x  παίρνει τιµές µικρότερες ή ίσες του 4 

και το y  παίρνει τιµές µικρότερες ή ίσες του 2. Το σύνολο των λύσεων της ανίσωσης είναι 

το ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0,0 , 0,1 , 0,2 , 1,0 , 1,1 , 2,0 , 2,1 , 3,0 , 4,0  και παριστάνει γραφικά µε τα 

σηµεία που έχουν ως συντεταγµένες αυτά τα διατεταγµένα ζεύγη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� ∆είξτε γραφικά το σύνολο λύσεων στο ℝ  των παρακάτω ανισώσεων: α) 2 8x y− =      β) 

10x y+ ≤    γ) 3 4 24x y+ = . 

Λύση: Τα σύνολα των λύσεων των δυο εξισώσεων α) & γ) παριστάνονται από τα σηµεία των 

αντίστοιχων ευθειών, ενώ το σύνολο λύσεων της ανισότητας β) είναι το ένα  από τα δύο 

ηµιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία 10x y+ = . Βρίσκω µε το γνωστό τρόπο τα παρακάτω 

σχήµατα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

� Λύστε γραφικά τα παρακάτω συστήµατα εξισώσεων, όπου ,x y∈ℝ : 

α) 
7

4 3 36

x

x y

= 
 

− = 
  β) 

5

2 5 10

x y

x y

− = 
 

+ = 
                                

Λύση: Για το κάθε ένα σύστηµα κατασκευάζω εκείνες τις ευθείες γραµµές που παριστάνουν 

οι εξισώσεις του συστήµατος και µετρώ τις συντεταγµένες των σηµείων τους. Έτσι, έχω τα 

παρακάτω σχήµατα: 
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� Λύστε µε µια από τις αριθµητικές µεθόδους τα συστήµατα: 

 α) 
2

2 3 4

x y

x y

− = 
 

+ = 
  β) 

1 0

5 7 0

x y

x y

+ + = 
 

− + = 
 γ) 

2 3

3 4 1

y x

x y

= + 
 

+ = 
  

Λύση :    α) Εφαρµόζω τη µέθοδο των αντίθετων συντελεστών (πολλαπλασιάζοντας τα µέλη 

της 1ης  εξίσωσης επί  3 και έχω διαδοχικά: 

2

2 3 4

x y

x y

− =


+ =
 ⇔

3 3 6

2 3 4

x y

x y

− =


+ =
  ⇔

2

5 10

x y

x

− =


=
 ⇔

0

2

y

x

=


=
 . 

 

β) Εφαρµόζω  την ίδια µέθοδο (πολλαπλασιάζοντας τα µέλη της 1ης  εξίσωσης επί 1− ) και 

έχω διαδοχικά: 

1 0

5 7 0

x y

x y

+ + =


− + =
 ⇔  

1

5 7

x y

x y

− − =


− = −
⇔

1

6 6

x y

y

+ = −

− = −

⇔
2

1

x

y

= −


=
. 

 

γ) Αφού η 1η  εξίσωση είναι λυµένη ως προς y, εφαρµόζω την µέθοδο της αντικατάστασης, 

οπότε 

  
2 3

3 4 1

y x

x y

= +


+ =
⇔

2 3

3 4(2 3) 1

y x

x x

= +


+ + =
⇔

2 3

1

y x

x

= +


= −
⇔

1

1

y

x

=


= −
. 

� Λύστε τα παρακάτω συστήµατα ανισώσεων µε ,x y∈ℝ . 

α)  

0

0

10

x

y

x y

≥ 
 

≥ 
 + ≤ 

  β)

0

0

2 5 20

x

y

x y

> 
 

> 
 + < 

   γ) 

0

0

2 20 0

x

y

x y

< 
 

< 
 + + > 

. 

Λύση: Για κάθε σύστηµα βρίσκω τα ηµιεπίπεδα πού παριστάνουν τα σύνολα των λύσεων 

των ανισώσεων του συστήµατος και παίρνω την τοµή τους. Έτσι προκύπτουν τα παρακάτω 

σχήµατα. 
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�  Αν η  εξίσωση 
2 0x ax b+ + =  έχει ως ρίζες τους αριθµούς 2x =  και 1x = − , βρείτε τις 

τιµές των ,a b . 

Λύση: Αφού οι αριθµοί 2,  1−  είναι ρίζες της εξίσωσης θα την επαληθεύουν. Η εξίσωση για 

2x =  και 1x = −  δίνει αντιστοίχως τις ισότητες 
4 2 0

1 0

b

b

α
α

+ + = 
 

− + = 
οι οποίες αποτελούν 

σύστηµα µε αγνώστους τα ,a b . Λύνοντας το σύστηµα βρίσκω ότι  1α = − ,   2b = − . 

 

� Αν ισχύει ότι y px q= + , βρείτε τις τιµές των  ,p q  δοθέντος ότι για 1x = είναι 3y = −  και 

ότι για 3x =  είναι  9y = . 

Λύση: Τα ζεύγη ( )1, 3− , ( )3,9  θα επαληθεύουν τον τύπο y px q= +  άρα ισχύει ότι 

3 1

9 3

p q

p q

− = ⋅ + 
 

= ⋅ + 
. Από  τη λύση του συστήµατος προκύπτει ότι 

6

9

p

q

= 
 

= − 
. 

 

�  Βρείτε το σύνολο ,A B∩ όταν 

( ){ }
( ){ }

, : 2 3 0

, : 4 7

,

A x y x y

B x y x y

x y

 = + =
  

= − = 
 ∈  

ℝ

. 

Λύση: Τα Α, Β είναι τα σύνολα λύσεων των εξισώσεων 2 3 0x + = και 4 7x y− =

αντιστοίχως. Έτσι, το A B∩  είναι σύνολο των λύσεων τού συστήµατος 
2 3 0

4 7

x y

x y

+ = 
 

− = 
 

      Αν το λύσω µε τη µέθοδο των αντίθετων συντελεστών (πολλαπλασιάζοντας π.χ. τα µέλη 

της 2ης  επί 3) βρίσκω 
3

2
x = , 1y = . Συνεπώς, 

3
, 1

2
A B

  ∩ = −  
  

. 

 

� Βρείτε γραφικά τα σύνολα λύσεων των παρακάτω ανισοτήτων: α) 0 5x≤ ≤     β) 12x y+ <   

γ) 3 15x≤ −    δ) 2 2y− ≤ ≤ , όπου ,x y∈ℝ . 

Λύση: α) Οι ανισώσεις 0 5x≤ ≤ γράφονται πιο αναλυτικά ως 0 5x y+ ⋅ ≤  και 0 0x y+ ⋅ ≥ . 

Άρα, έχω  σύστηµα δύο ανισώσεων, το σύνολο των λύσεων του οποίου είναι η λωρίδα που 

περιέχεται από τις ευθείες 0x =  και 5x =  (σχήµα  α). 

 

β) Το σύνολο των λύσεων της ανισότητας 12x y+ <  παριστάνεται µε το ένα από τα δύο 

ηµιεπίπεδα πού ορίζει η ευθεία  12x y+ = (σχήµα β). Στο σύνολο των λύσεων δεν ανήκουν 

τα σηµεία αυτής της ευθείας. 

 

γ) Το σύνολο των λύσεων της 3 15y x≤ − παριστάνεται µε το ένα από τα δύο ηµιεπίπεδα πού 

ορίζει η ευθεία 3 15y x= −  (σχήµα γ). 

 

δ) Οι ανισότητες  2 2y− ≤ ≤ γράφονται πιο αναλυτικά 0 2x y⋅ + ≤ και 0 2x y⋅ + ≥ − . Άρα, 

έχω σύστηµα δύο ανισώσεων, το σύνολο των λύσεων του οποίου είναι η λωρίδα (σχήµα δ) 

πού περιέχεται µεταξύ των ευθειών 2y = και 2.y = −  
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� Λύστε  τα παρακάτω  συστήµατα µε ,x y∈ℝ . α) 

0

0

2 10

2 10

x

y

x y

x y

≥ 
 ≥ 
 

+ ≤ 
 + ≤ 

, β) 

8

5

5

x

y

y x

≤ 
 

≥ 
 ≤ + 

. 

Λύση: α) ∆ιαγράφοντας το ηµιεπίπεδο στο οποίο δεν αληθεύει κάθε ανίσωση του 

συστήµατος,  καταλήγω στο αριστερό σχήµα. 

 
β) Αν εργασθώ µε τον ίδιο τρόπο καταλήγω στο δεξιό σχήµα. 

 

� Λύστε µε αριθµητική µέθοδο τα παρακάτω συστήµατα όπου ,x y∈ℝ  α)
1

4 6

4 5

x y

x y

 + = 
 
 − = 

  

β) 

1
8

4

1
6

6

x
y

y
x

− + =  
 

− + =
  

  γ) 

1
2 2

2 4
2

5 3

x y

x y x y

 + =  
 

+ − − = −
  

. 

Λύση: α) Αν απαλείψω τους παρονοµαστές στην 1η  εξίσωση βρίσκω το ισοδύναµο σύστηµα 

3 2 12

4 5

x y

x y

+ = 
 

− = 
το οποίο λύνω εύκολα µε τη µέθοδο των αντίθετων συντελεστών 

(πολλαπλασιάζοντας τα µέλη της 2ης  εξίσωσης του επί 2) και βρίσκω 2,  3x y= = . 

 

β) Αν απαλείψω  τους παρονοµαστές των εξισώσεων, βρίσκω το ισοδύναµο σύστηµα 

1 4 32

1 6 36

x y

y x

− + = 
 

− + = 
 ή  

4 33

6 37

x y

x y

+ = 
 

+ = 
 το οποίο λύνω εύκολα µε τη µέθοδο των αντίθετων 
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συντελεστών (πολλαπλασιάζοντας π.χ. τα µέλη της 2ης  εξίσωσης επί 4− ) και βρίσκω τελικά 

5x = ,  7y =  

 

γ) Απαλείφω τους παρονοµαστές των δύο εξισώσεων και βρίσκω το ισοδύναµο σύστηµα 

( ) ( )
2

3 2 4 5 30

x y

x y x y

+ =


+ − − = −
 ή  

2

17 30

x y

x y

+ =


+ = −
 

Αν αφαιρέσω κατά µέλη την 1η  από την 2η  εξίσωση, βρίσκω 16 32,y = −  δηλαδή 2y = −  και 

βάζοντας την τιµή αυτή στην 1η  εξίσωση βρίσκω 4.x = Έτσι, η λύση του συστήµατος είναι 

4,  2x y= = − . 

 

� Ο τύπος ( )22

7
A R r= −   ( )R r− δίνει το εµβαδόν ενός κυκλικού στίβου. Αν 44A =  και 

7R r+ = , υπολογίστε τις τιµές των ,  R r . 

Λύση: Αντικαθιστώντας, ο τύπος γράφεται ως ( )22
44 7

7
R r= ⋅ −  ή ( )44 22 R r= −  ή 

44
2

22
R r− = = .  Έτσι, για τα ,  R r  έχω τις δύο ισότητες 

7

2

R r

R r

+ = 
 

− = 
 οι οποίες αποτελούν 

σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους από τη λύση του οποίου βρίσκω 4,5R =  &  

2,5r = . 

 

� Ένας µανάβης έχει άγνωστο αριθµό κιλών πορτοκάλια. Με αυτά γέµισε 63 οµοιόµορφα 

καφάσια µε ίδιο αριθµό κιλών στο κάθε ένα και του περίσσεψε 1 κιλό. Αν είχε ακόµη 47 

κιλά πορτοκάλια, θα γέµιζε 67 καφάσια ακριβώς. Πόσα κιλά πορτοκάλια είχε και πόσα κιλά 

χωράει κάθε καφάσι; 

Λύση: Αν έχει x  κιλά πορτοκάλια και κάθε καφάσι χωράει y  κιλά, τότε σύµφωνα µε τα 

δεδοµένα, έχω τις δύο ισότητες 
63 1

47 67

x y

x y

= + 
 

+ = 
οι οποίες αποτελούν σύστηµα που δίνει  

12y =  και 757x = . Συνεπώς, ο µανάβης έχει συνολικά 757 κιλά πορτοκάλια ενώ το κάθε 

καφάσι χωράει 12 κιλά. 

 

� Σε ένα εργοστάσιο κατασκευάζονται δύο τύποι ψυγείων, Α Β. Κάθε ψυγείο τύπου Α δίνει 

κέρδος 600 € και χρειάζεται 20 ώρες για συναρµολόγηση, 6 ώρες για βάψιµο και 3 ώρες για 

δοκιµή. Κάθε ψυγείο τύπου Β δίνει κέρδος 400 € και χρειάζεται 30 ώρες για 

συναρµολόγηση, 5 ώρες για βάψιµο και 2 ώρες για δοκιµή.  

 Αν σε ένα µήνα το εργοστάσιο µπορεί να διαθέσει 6.000 ώρες για συναρµολόγηση, 

3.000 ώρες για βάψιµο και 600 ώρες για δοκιµή, πόσα ψυγεία τύπου Α και πόσα τύπου Β 

πρέπει να κατασκευάσει, ώστε να έχει το µέγιστο δυνατό κέρδος; 

Λύση:  

  Ώρες 

Τύπος ψυγείου Κέρδος Συναρµολόγηση Βάψιµο ∆οκιµή Σύνολο 

 Α 600 € 20 6 3 29 

 Β 400 € 30 5 2 37 

  

 Αν το εργοστάσιο κατασκευάζει κάθε µήνα x  ψυγεία τύπου Α και y  ψυγεία τύπου 

Β, τότε το αναµενόµενο κέρδος του είναι 600x+400y. Θέλω  η παράσταση αυτή να γίνει 
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µέγιστη, µε τούς εξής περιορισµούς 

0

0

20 30 6.000

6 5 3.000

3 2 600

x

y

x y

x y

x y

≥ 
 ≥  

+ ≤ 
 + ≤
 

+ ≤  

. Το σύνολο των λύσεων αυτού του 

συστήµατος των ανισώσεων παριστάνεται µε τα σηµεία τού τετράπλευρου ΟΑΒΓ, τα οποία 

έχουν ως συντεταγµένες φυσικούς αριθµούς. 

 

Κατασκευάζω τώρα µια ευθεία ( )ε , που έχει εξίσωση της µορφής 600 400 ,x y α+ =

π.χ. την 600 400 6000x y+ = ή 6 4 600x y+ = ή  3 2 300x y+ =  και κάνω παράλληλη 

µετατόπιση της για να δω σε ποιά κορυφή του τετραπλεύρου ΟΑΒΓ έχω τη µέγιστη τιµή της 
παράστασης.  

Παρατηρώ ότι η ( )ε  είναι παράλληλη προς την πλευρά ΑΒ ( διότι η ευθεία ΑΒ έχει 

εξίσωση  3 2 600x y+ = ), άρα θα έχω µέγιστο σε ένα οποιοδήποτε σηµείο της πλευράς ΑΒ 

το οποίο έχει ως συντεταγµένες φυσικούς αριθµούς.  

Τέτοια σηµεία της ΑΒ είναι π.χ τα ( )120,120B  και ( )200,0 .A Έτσι το µέγιστο 

κέρδος είναι 600 120 400 120 72.000 48.000 120.000⋅ + ⋅ = + = €. 

 

� Λύστε γραφικά κάθε µία από τις εξισώσεις: α) 1
4 6

x y
+ =  , β) 1

2 3

x y
+ = . Τι παρατηρείτε για 

τις λύσεις τους; 

Λύση: Επειδή και οι δύο εξισώσεις είναι 1ου  βαθµού ως προς ,x y  οι λύσεις κάθε 

µίας θα παριστάνονται µε τα σηµεία της αντίστοιχης ευθείας. Έτσι, οι λύσεις της ανισότητας 

(α) παριστάνονται µε τα σηµεία της ευθείας ( )1ε πού διέρχεται από τα σηµεία ( ) ( )0,6 , 4,0 ,

αφού για x=0 έχω y=6 και για x=4 έχω y=0, ενώ οι λύσεις της ανισότητας (β) παριστάνονται 

µε τα σηµεία της ευθείας ( )2ε  πού διέρχεται από τα σηµεία ( ) ( )0,3 , 2,0 , αφού για x=0 έχω 

y=3 και για x=2 έχω y=0.  
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Παρατηρώ ότι οι ευθείες ( )1ε , ( )2ε είναι παράλληλες διότι έχουν τον ίδιο συντελεστή 

διεύθυνσης (ή κατεύθυνσης) δηλαδή την ίδια κλίση επειδή  ισχύουν οι σχέσεις
3 6

1,5
2 4
= = . 

Άρα, το σύστηµα των δύο εξισώσεων δεν έχει λύση (αδύνατο). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Λύστε το σύστηµα: 

1 0
3 2

2
3 0

3 4

x y

x y

 − + =  
 
 − − =
  

. 

Λύση: Αν πολλαπλασιάσω τα µέλη της 2ης εξίσωσης επί  2−  (για να εφαρµόσω τη µέθοδο 

 των αντίθετων συντελεστών) βρίσκω το ισοδύναµο σύστηµα 

4
6 0

3 2

1 0
3 2

x y

x y

− + + =

 − + =


. 

Προσθέτοντας κατά µέλη τις δύο εξισώσεις βρίσκω ότι 7 0x− + = ή 7x =  και 

αντικαθιστώντας την τιµή αυτή στην 1η  εξίσωση έχω διαδοχικά: 
7

1
3 2

y
− = −  ή  

7
1

2 3

y
= +  ή   

20

3
y = . Άρα, λύση του συστήµατος είναι το διατεταγµένο ζεύγος ( ) 20

, 7,  
3

x y
 =  
 

. 

 

� Λύστε το σύστηµα: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

3 4 5 6 2 1 55

1 2 1 2 28

x y x x

x y x y

 − − + = + −


+ + − = − + + −
 

Λύση: Αν κάνω πράξεις στην κάθε εξίσωση, προκύπτουν  διαδοχικά τα ισοδύναµα 

συστήµατα: 

2 2 2 2

3 3 4 5 12 6 55

2 1 4 4 2 1 4 4 28

x y x x

x x y y x x y y

− − + = + − 
 

+ + + − + = − + + + + − 
 

 

ή  
2 2 2 2

3 3 4 5 12 6 55

2 4 2 4 1 4 1 4 28

x y x x

x x y y x x y y

− − + = + − 
 

+ + − − + − − = − − + + − 
 

 

ή  
13 3 54 13 3 54 13 3 54

            
4 8 28 2 7 2 7

x y x y x y
ή ή

x y x y x y

− − = − + = + =     
     

− = − − = − = −     
 



19 

 

Το σύστηµα στο οποίο κατέληξα έχει ως λύση το διατεταγµένο ζεύγος ( ) ( ), 3,  5x y = . 

 

� Λύστε το σύστηµα: 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 63 2

2 2
9

7 4

x y x y x y y y x

x y y x
y

 + − − − + + = +
 
 − −

− + = 
 

 

Λύση: Εκτελώντας πράξεις στην 1η  εξίσωση και απαλοιφή παρονοµαστών στη  2η  εξίσωση, 

έχω διαδοχικά τα ισοδύναµα συστήµατα: 

( )
( ) ( )

2 2 2 2 21 2 2 2 63 2 2

4 2 7 2 9 28 28

x y xy y x x y y xy

x y y x y

 + + + − − − − + = +


− − − + ⋅ =
 

ή  

2 2 2 2 22 2 2 2 2 1 63

8 4 14 7 252 28

x y xy y x x y y xy

x y y x y

 + + − − − + − − = − −


− − + + =
 

ή  
2 2 64 32

15 18 28 252 15 46 252

x y x y
ή

x y y x y

− − = − + = 
 

− − = − − = − 
 

Λύνοντας το τελικό σύστηµα στο οποίο κατέληξα βρίσκω ότι 20x = ,  12y = . 

 

� Λύστε το σύστηµα: 

( ) ( ) ( )( )2 2

2 3 2 3 112

5 11 55

5 3 48

x y y x

x y x y x y

− − − =

 − − − = − + −

 

Λύση: Κάνοντας απαλοιφή παρoνοµαστών έχω: 

( ) ( )
( )2 2 2 2

11 2 3 5 2 3 112

10 25 9 6 48

x y y x

x x y y x y

− − − =


− + − − + = − −
      ή  

 

2 2 2 2

22 33 10 15 112

10 25 9 6 48

x y y x

x x y y x y

− − + =


− + − + − − + = −
 ή           

37 43 112

10 6 64

x y

x y

− =

− + = −

 

Λύνοντας το τελικό σύστηµα στο οποίο κατέληξα, βρίσκω  10x = , 6y = . 

 

� Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα  ,
α γ α γ
β δ β δ

+
= =

+
λύστε το σύστηµα: 

5

2 7

x y

x y

+ =



=

 

Λύση: Εφαρµόζοντας την ιδιότητα των αναλογιών στη 2η εξίσωση, έχω 
5

2 7 2 7 9

x y x y+
= = =

+
 

και συνεπώς το σύστηµα µας είναι ισοδύναµο µε το  
5 5

,
2 9 7 9

x y
= = από το οποίο βρίσκω ότι 

10

9
x = , 

35

9
y = . 
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� α) Λύστε γραφικά το σύστηµα: 
1 0

2 4 0

y x

y x

− + = 
 

− + = 
 

β) Επαληθεύστε το αποτέλεσµα που βρήκατε, κάνοντας αριθµητική επίλυση του 

συστήµατος. 

γ) Προσδιορίστε τον λ ∈ℝ , ώστε η συνάρτηση →ℝ ℝ  µε τύπο 3y x λ= +  να παριστάνεται 

γραφικά µε µία ευθεία γραµµή, που διέρχεται από το σηµείο τοµής των ευθειών του 

συστήµατος α). 

Λύση: α) Για να κάνω γραφική λύση του συστήµατος κατασκευάζω τις αντίστοιχες ευθείες. 

Η 1η  εξίσωση 1 0y x− + =  παριστάνει την ευθεία ( )1ε  που διέρχεται από τα σηµεία 

( )0,  1Α −  και (1,  0)Β (αφού για 0x =  έχω 1y = − και για 0y =  έχω 1x = ), ενώ η 2η  

εξίσωση 2 4 0y x− + = παριστάνει την ευθεία ( )2ε  που διέρχεται από τα σηµεία (0,  4)Γ −  

και ∆(2, 0) (αφού για 0x =  έχω 4y = −  και για 0y =  έχω 2x = ). Αν υπολογίσω τις 

συντεταγµένες του σηµείου τοµής των ευθειών ( )1ε , ( )2ε  βρίσκω 3x = , 2y = . 

 

β) Για να λύσω αριθµητικά το σύστηµα πολλαπλασιάζω τα µέλη της 1ης  επί 2−  και έχω το 

ισοδύναµο σύστηµα 
2 2 2

2 4

x

y x

− + = +


− = −
. Προσθέτοντας τις εξισώσεις κατά µέλη, έχω 2y = . 

Αντικαθιστώντας την τιµή αυτή σε µία εξίσωση, βρίσκω x=3. Άρα, η λύση του συστήµατος 

είναι 3x = , 2y = . 

 

γ) Αρκεί να αντικαταστήσω στον τύπο της συνάρτησης το x  µε 3 και το y  µε 2 (διότι η 

γραφική παράσταση της συνάρτησης περιέχει τη λύση (3,2) του συστήµατος). Έχω  2=9+λ    

ή 7λ = − .  Άρα, ο τύπος της συνάρτησης είναι 3 7y x= − . 

 

 
 

� α) Αν ,x y∈ℝ γράψτε µε απλή µορφή τα πολυώνυµα  ( ) 9 1 2 4

3 2

y y
B y

− −
= + ,

( ) ( ) ( )2 21 1
3 1 4 2

2 2
A x x x x x

  = + − + − + +  
  

.  

β) Λύστε διαδοχικά τις :A(x)=0 και A(x)<0 

γ) Λύστε γραφικά την εξίσωση: A(x)+B(y)=0 



21 

 

δ) Λύστε την ανίσωση: A(x)+B(y)>0. 

Λύση: α) ( ) ( ) ( )2 21 1
3 1 4 2

2 2
A x x x x x

  = + − + − + +  
  

 

( ) ( )2 2 21
3 2 1 4 4 4

4
x x x x x

 = + + − − + + + 
 

2 2 2
3 6 3 4 1 4 4x x x x x= + + − + + + + 10 8x= +  

1 2
( ) 3 1 2

3 3
B y y y y= − + − = +  

 

β) Η εξίσωση A(x)=0 γράφεται ως 10x+8=0 άρα έχει ως λύση την 
8 4

10 5
x = = −  . Η ανίσωση 

A(x)<0 γράφεται ως 10x+8<0 άρα, οι λύσεις της  δίδονται από την 
4

5
x < − . 

 

γ) Η εξίσωση A(x)+B(y)=0 γράφεται ως ( ) 2
10 8 0

3
x y

 + + + = 
 

ή τελικά ως 30 3 26x y+ = − .  

Συνεπώς οι λύσεις της θα παριστάνονται µε τα σηµεία της αντίστοιχης ευθείας 

γραµµής, η οποία διέρχεται από τα σηµεία 
26 26

0,  , ,  0
3 30

A B
   − −   
   

 αφού για 0x =  έχω 

26

3
y = − και για y=0 έχω 

26

30
x = − . 

 

δ) Η ανίσωση A(x)+B(y)>0 γράφεται ως ( ) 2
10 8 0

3
x y

 + + + > 
 

ή τελικά 30 3 26x y+ > − . 

Το σύνολο των λύσεων αυτής της ανισότητας παριστάνεται από τα σηµεία του ενός 

από τα δύο ηµιεπίπεδα στα οποία χωρίζεται το επίπεδο από την ευθεία 30 3 26x y+ = − . Το 

ηµιεπίπεδο αυτό είναι εκείνο στο οποίο βρίσκεται η αρχή του ορθοκανονικού συστήµατος 

των αξόνων, αφού µε 0x =  και 0y =  η ανίσωση αληθεύει (γίνεται 0 26> − ). 

 

� Εργοστάσιο που κατασκευάζει δύο τύπους προϊόντων Α, Β θέλει να µεγιστοποιήσει το 

συνολικό ηµερήσιο κέρδος του όταν το κέρδος του για κάθε κιλό του προϊόντος Α είναι 200 

€ και για κάθε κιλό του προϊόντος Β είναι 160 €.  

 Για την κατασκευή 1 κιλού του προϊόντος Α πρέπει να χρησιµοποιήσω µία µηχανή 

Μ1 για 3 ώρες και µία µηχανή Μ2 για 1 ώρα, ενώ για την κατασκευή 1 κιλού του προϊόντος 

Β πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τη µηχανή Μ1 για 1 ώρα και τη µηχανή Μ2 για 1 ώρα. Αν η 

µηχανή Μ1 δε µπορεί να δουλέψει πάνω από 6 ώρες την ηµέρα και η µηχανή Μ2 πάνω από 4 
ώρες την ηµέρα, πόσα κιλά από το κάθε προϊόν πρέπει να κατασκευάζει το εργοστάσιο; 
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Λύση:  
  Ώρες λειτουργίας/ Kgr προϊόντος 

Προϊόν  Κέρδος σε €/Kgr Μ1 Μ2 Σύνολο 

Α 200 3 1 4 

Β 160 1 1 2 

Σύνολο 360 4 2 6 

 

Αν x  είναι ο αριθµός των κιλών του προϊόντος A και y  είναι ο αριθµός των κιλών 

τού προϊόντος B πού κατασκευάζει σε 1 ηµέρα, το ηµερήσιο κέρδος είναι 200 160K x y= + .  

Θέλω  η παράταση αυτή να πάρει τη µέγιστη τιµή της µε τούς εξής περιορισµούς 

0

0

3 6

4

x

y

x y

x y

≥ 
 ≥ 
 

+ ≤ 
 + ≤ 

. Οι δύο τελευτές ανισώσεις εκφράζουν ότι οι µηχανές Μ1, Μ2 δε µπορούν να 

δουλέψουν περισσότερο από 6 και 4 ώρες, αντιστοίχως. Οι λύσεις του συστήµατος των 

ανισώσεων δίνονται από τις συντεταγµένες των σηµείων του πολυγώνου ΟΑΒΓ.  

 

Κατασκευάζω τώρα µία ευθεία γραµµή που έχει εξίσωση της µορφής 

200 160x y a+ =  π.χ. την 200 160 320x y+ =  και µε παράλληλη µετατόπιση της βλέπω ότι 

το ζητούµενο µέγιστο βρίσκεται στην κορυφή B(1,3). Για να έχει µέγιστο κέρδος το 

εργοστάσιο θα πρέπει να κατασκευάζει την ηµέρα 1 κιλό από το προϊόν A και 3 κιλά από το 

προϊόν B. Τότε το µέγιστο κέρδος θα είναι 200 1 160 3 680⋅ + ⋅ = €. 

 

� Εργοστάσιο παράγει δύο τύπου κάρβουνου, έναν τύπο Κβ για βιοµηχανική χρήση 

και έναν τύπο Κο για οικιακή χρήση, υπό τις εξής προϋποθέσεις: 

α) Η δυνατότητα παραγωγής του τύπου Κο είναι το πολύ 10 τόνοι την ηµέρα, ενώ 

ολόκληρη η παραγωγή του πωλείται σε µία αποθήκη που απέχει 5 km µε την υποχρέωση η 

ηµερήσια παραγωγή να είναι τουλάχιστον 5 τόνοι. 

β) Ο τύπος Κβ έχει δυνατότητα να παραχθεί σε διπλάσια ποσότητα από τον τύπο Κο, 

ενώ ολόκληρη η παραγωγή του πωλείται σε µία άλλη αποθήκη που απέχει 7 km µε την 

υποχρέωση η ηµερήσια παραγωγή  του να είναι τουλάχιστον 8 τόνοι. 

γ) Το εργοστάσιο έχει δυνατότητα διακίνησης του κάρβουνου µέχρι 175 

τονοχιλιόµετρα (δηλαδή µπορεί να διακινήσει π.χ. 25 τόνους σε 7 km ή 35 τόνους σε 5 km 

κ.ο.κ.).  
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Αν ο τύπος Κο δίνει 500 € τον τόνο και ο τύπος Κβ δίνει κέρδος 300 € τον τόνο, 

πόσους τόνους από τον κάθε τύπο πρέπει να παράγει το εργοστάσιο για να έχει το µέγιστο 

δυνατό κέρδος; 

Λύση: Αν το εργοστάσιο παράγει κάθε µέρα x  τόνους από τον τύπο Κβ και y  

τόνους από τον τύπο Κο το κέρδος του θα είναι K=300x+500y. Θέλω τώρα να βρω τα x, y 

ώστε το K να είναι µέγιστο µε τους περιορισµούς: 

5 10

8 20

7 5 175

y

x

x y

≤ ≤ 
 

≤ ≤ 
 + ≤ 

.  

 Ηµερήσια παραγωγή σε tn    

Τύπος minimum maximum Απόσταση σε tn tn x Km Κέρδος σε €/tn 

Κο 5 10 5 5y 500 

Κβ 8 20 7 7x 300 

Σύνολο 13 30 12 5y+7x 800 

 

 
 

Το σύνολο των λύσεων του συστήµατος των περιορισµών παριστάνεται µε το 

πεντάγωνο ΑΒΓ∆Ε. Κατασκευάζω µία ευθεία που έχει εξίσωση της µορφής 300x+500y=α,   

π.χ. την   300x+500y=1500 και µε παράλληλη µετατόπιση της βλέπω ότι το µέγιστο κέρδος 

βρίσκεται στην  κορυφή Α, της οποίας οι συντεταγµένες προκύπτουν από τη λύση τού 

συστήµατος  
10

7 5 175

y

x y

= 
 

+ = 
και είναι 

6
17 , 10

7
x y= = .  

Άρα,  το εργοστάσιο θα πρέπει να παράγει περίπου 18 τόνους από τον τύπο Κβ και 10 

τόνους από τον τύπο Κο, οπότε το ηµερήσιο κέρδος του είναι 

 300 18 500 10 5.400 5.000 10.400Κ = ⋅ + ⋅ = + =  € 
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