
1 

 

Ακαδηµία Εµπορικού Ναυτικού Ασπροπύργου 

Σχολή Μηχανικών 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Πτυχιακή εργασία 

Η µέθοδος παραγώγισης του Newton. 

 

 

 

 

Σπουδαστές: Φάκαρος Παντελής    (ΑΜ  9168) 

                                                     Ευστρατουδάκης Ευστράτιος  (ΑΜ  8872) 

 

                       

 

Επιβλέπων Καθηγητής: Στέφανος Ι. Καρναβάς, Μαθηµατικός (Μ.Εd.),   

                                          Επίκουρος Καθηγητής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ακαδηµαϊκό έτος: 2023–2024 

 



2 

 

Ηµεροµηνία ανάθεσης: 01.12.2022 

 

Ηµεροµηνία κατάθεσης: 05.05.2023 

 

Ηµεροµηνία εξέτασης: ….05.2023 

 

 

Α/Α Ονοµατεπώνυµο Χαρακτηρισµός Υπογραφή 

1 Στέφανος  Ι.  Καρναβάς 

Μαθηµατικός (Μ.Εd.) 

Επίκουρος Καθηγητής 

Άριστα 

(10) 

 

2 ∆ρ. Λάλου Παναγιώτα 

Μαθηµατικός 

Καθηγήτρια 

Άριστα 

(10) 

 

3 Χρηστίδου Αθανασία 

Ηλεκτρολόγος Μηχανικός 

Επίκουρη Καθηγήτρια 

Άριστα 

(10) 

 

Τελικός χαρακτηρισµός Άριστα (10) 

 

Λέξεις κλειδιά. 
Απειροστικός λογισµός, Αρχιµήδης, Γαλιλαίος, Εύδοξος, εφαπτοµένη, Ζήνων 

Ελεάτης, µέθοδος εξάντλησης, παράγωγος, ρευστά, ροές,  Barrow, Cavalieri, Collins, 

De Analysi, De Quadratura, Fermat, Gregory,  Huygens, Kepler, Leibniz, Principia, 

Roberval, Wallis.  

Περίληψη. 

Το µαθηµατικό έργου του Newton συνίσταται στη µέθοδο των ροών και 

περιλαµβάνει τον προσδιορισµό µεγίστων και ελαχίστων, τον υπολογισµό του µήκους 

των καµπύλων γραµµών, τον προσδιορισµό εφαπτοµένων, τον υπολογισµό εµβαδών, 

την προσέγγιση των ριζών των εξισώσεων,  την άθροιση των άπειρων σειρών και τον 

τύπο διωνύµων µε µη ακέραιο εκθέτη.   Ο Newton συνδέει τη µελέτη του ρυθµού 

µεταβολής µε φυσικά µεγέθη, για αυτό και αντί του όρο «µεταβλητή ποσότητα» 

χρησιµοποίησε τον όρο «ρέουσα» (fluent), ενώ το ρυθµό µεταβολής τον ονόµασε 

«µέθοδο των ροών» (fluxions). Θεωρούσε ότι ο χρόνος ρέει µε οµοιόµορφο 

τρόπο. Πάντως δεν ήταν ο πρώτος που είχε την ιδέα ότι τα πάντα στον κόσµο 

βρίσκονται σε κατάσταση συνεχούς κίνησης. Ας µην ξεχνάµε τον Ηράκλειτο  «Τα 

πάντα ρει». Ο συµβολισµός που χρησιµοποίησε ήταν η τελεία (χρησιµοποιείται 

ακόµα στη φυσική όταν η µεταβλητή είναι ο χρόνος). Συµπέρανε ότι ο ρυθµός 

µεταβολής ενός µεγέθους κάποια χρονική στιγµή, είναι ίσος µε την κλίση της 

εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο αυτό.  

Ασχολήθηκε και µε το αντίστροφο πρόβληµα, αν γνωρίζουµε τη ροή να 

βρούµε τη ρέουσα (αόριστο ολοκλήρωµα µε σύγχρονη ορολογία) και για αυτό 

θεωρείται εκείνος που συνέδεσε τον διαφορικό µε τον ολοκληρωτικό 

λογισµό. Κοινοποιεί την εργασία του µόνο στους µαθητές του και σε κάποιους 

συνεργάτες του στο Πανεπιστήµιο του Cambridge. Το 1669 συγγράφει το έργο του 

«Περί του λογισµού µέσω εξισώσεων µε άπειρο πλήθος όρων». Το 1671 τη 

βελτιώνει µε το «Περί µεθόδου σειρών & ροών». Το 1703 (προς το τέλος του έτους) 

δηµοσιεύεται η πρώτη πλήρης ανάλυση του θέµατος.  
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Σήµερα  µπορεί κανείς  να  δει  πολλά  από  αυτά  τα  κείµενα  στο ιnternet, 

στη  διεύθυνση  του  προγράµµατος  Νεύτων  ( www.newtonproject.ic.ac.uk ). 

To  απροσδόκητο  περιεχόµενο  αυτών  των  κειµένων  είχε  καταπλήξει  κάποτε  τον  

John  Μέιναρντ  Κέινς, που  είχε  αγοράσει  µερικά  σε  έναν  πλειστηριασµό  στου  

Σόθµπις, το  1936. Πως  είχαν  καταλήξει  στο  σφυρί; Με  µία  πράξη  βανδαλισµού  

που  έµεινε  στην  ιστορία, ο  λόρδος  Λάιµινγκτον, κόµης  του  Πόρτσµουθ, τα  είχε  

ξεπουλήσει  για  ένα  κοµµάτι  ψωµί, προκειµένου  να  χρηµατοδοτήσει  τη  

Βρετανική  ένωση  φασιστών. Αργότερα, πολλά  από  αυτά  τα  κείµενα  

επιστράφηκαν (ο Κέινς  έδωσε  τα  δικά  του  στο  Τρίνιτι  Κόλετζ), αλλά  

εξακολουθεί  να  αγνοείται  η  τύχη  πολλών άλλων. 
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Dates                     Life of Isaac Newton                                                             Times                                                                           

 1642 April (exact date unknown): Marriage of the elder Isaac Newton, an 

illiterate but quite well-to-do yeoman farmer, to Hannah Ayscough. 

Oct: Death of the elder Isaac Newton (buried 6/16 Oct.). 

Death of Galileo Galilei. 

Marriage of Princess Mary (later Mary II, Then aged 

nine) to William of Orange. 

Outbreak of English Civil War (Oct.). 

1642/3 25 Dec./4 Jan.: Birth of Isaac Newton in Woolsthorpe, Lincolnshire.  

1645    Royalist defeat at Battle of Naseby marks the 

beginning of the end of the Civil War. 

1646 27 Jan./6 Feb.: Hannah Newton marries Barnabas Smith, rector of 

North Witham (about a mile and a half from Woolsthorpe), and 

moves to North Witham, leaving young Isaac in Woolsthorpe in the 

care of Hannah's mother, Margery. 

Birth of Gottfried Wilhelm Leibniz. 

Birth of John Flamsteed. 

1648    Peace of Westphalia ends Thirty Years War in 

Northern Europe. 

1649    Execution of Charles I; England becomes a republic. 

1650    Death of René Descartes. 

1651    Publication of Thomas Hobbes' Leviathan. 

1652    Publication of Elias Ashmole's alchemical verse 

anthology Theatrum Chemicum Britannicum. 

1653 Death of Barnabas Smith. Hannah returns to Woolsthorpe with her 

three children by her second marriage, Mary (b. 1647), Benjamin (b. 

1651) and Hannah (b. 1652). 

Oliver Cromwell appointed Lord Protector. 

1654 Newton is enrolled at King's School, Grantham (about 7 miles from 

Woolsthorpe). Boards with a Mr. Clark, the town apothecary, who 

provides the first stimulus to his interest in chemistry. Initially 

regarded as a poor scholar, he eventually rises to top of the class. 

Publication of The Marrow of Alchemy by 'Eirenæus 

Philalethes' (i.e. George Starkey). 

1656    Birth of Edmond Halley. 

c. 

1658 

Leaves school and is set to learn to manage the family estate. Perhaps 

wilfully, proves thoroughly incompetent and neglectful. The 

Grantham schoolmaster, Henry Stokes, and Hannah's brother, 

William, persuade her to let him return to the Grantham school to be 

trained for university. Apparently forms a short-lived romantic 

attachment to Clark's step-daughter (according to a report of her 

recollections in her old age). 

Death of Oliver Cromwell (24 Aug./3 Sept.1658). 

Succeeded as Protector by his son  Richard. 

1659-

1661 

   Publication of Lazarus Zetzner's huge alchemical 

anthology Theatrum Chemicum. 

1660    Restoration of Charles II. 

Foundation of the Royal Society. 

Publication of Robert Boyle's New 

Experiments Physico-Mechanicall. 

1661 Enters Trinity College, Cambridge (26 May/5 June), first as a 

subsizar and then a sizar (i.e. paying his way by acting as servant for 

socially superior fellow-students or for tutors). Further supports 

himself with a small money-lending operation. 

Publication of Boyle's Sceptical Chymist. 

1662 Apparently undergoes some form of religious crisis: draws up a list 

of his sins before and after Whitsun that year, presumably in the hope 

Establishment of the Royal Society by royal charter. 
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of charting an improvement. His conscience is still troubled by such 

remembered boyhood sins as 'Stealing cherry cobs from Eduard 

Storer', 'Calling Derothy [sic] Rose a jade' and 'Squirting water on 

Thy day [i.e. Sunday]' - but also, more ominously, 'Threatning my 

father and mother Smith to burne them and the house over them' and 

'Wishing death and hoping it to some'. 

1663 Makes friends with John Wickins, a new arrival at Cambridge, who 

becomes his room-mate for the next twenty years and works as his 

assistant. 

   

1664 Probably attends the mathematics lectures given by Isaac Barrow, 

holder of the newly-instituted Lucasian Chair of Mathematics. 

Devotes himself to private studies in mathematics and optics, largely 

ignoring the official university curriculum of classics, Euclidean 

geometry and Aristotelian philosophy. Begins to fill up his college 

notebook instead with a series of wide-ranging scientific entries 

headed 'Quæstiones quædam Philosophiæ' ('Certain Philosophical 

Questions'). 

Publication of Boyle's Experiments Touching 

Colours. 

Birth of Nicolas Fatio de Duillier, a Swiss 

mathematician who is later (c. 1689-93) to become 

Newton's closest friend for a time. 

1665-

7 

Graduates BA. 

Returns to Woolsthorpe for the summer of 1665. Is detained there by 

the outbreak of plague in Cambridge and remains in Woolsthorpe 

until March 1667, apart from a short stay in Cambridge in spring 

1666 which is cut short by a recurrence of the plague. During this 

period, despite being almost entirely self-taught in mathematics and 

optics, he establishes the fundamentals of what is now called the 

calculus (Newton calls it 'the method of series and fluxions'), setting 

down the basic rules of differentiation and integration in a paper of 

October 1666, and demonstrates the heterogeneity of white light 

through its separation by refraction. Nearly blinds himself by 

conducting optical experiments on his own eyes. 

The sight of a falling apple in a Woolsthorpe orchard - or so Newton 

himself is said to have claimed decades later - focuses his attention 

on the subject of gravity. Realises that the force required to keep the 

moon in orbit round the earth (as stated by Kepler in his Third Law) 

is of the same kind as that operating in terrestrial gravity. However, 

Newton's theory of universal gravitation is not fully worked out for 

another twenty years. 

1665 Great Plague. Publication of Robert Hooke's 

Micrographia and of the (posthumous) complete 

works of Joseph Mede (dated 1664, i.e. early 1665), 

whom Newton later acknowledges as the greatest 

influence on his interpretation of Biblical prophecy. 

1666 Great Fire of London. Publication of Boyle's 

Origin of Formes and Qualities.1665-7 Second 

Anglo-Dutch War. 

1667 Made Fellow of Trinity College (22 Sept./2 Oct.). This requires him 

to subscribe to the Thirty-Nine Articles of the Church of England (a 

declaration of orthodoxy with particular emphasis on the doctrine of 

the Trinity), to take a vow of celibacy, and to promise to take holy 

orders within seven years of receiving his MA. 

 

1668 Awarded an MA. Publication of the Opera chymiatrica (Works of 

Chemical Medicine) of Jodocus a Rhe (a.k.a. 

Johannes Rhenanus). 

1668-

9 

Installs elaborate experimental apparatus in his and Wickins' rooms, 

adding two furnaces for (al)chemical experiments and a copy of 

Zetzner's monumental Theatrum chemicum in 1669. Constructs the 

first functioning reflecting telescope (from a design by David 

Gregory). 

   

1669 Writes 'De analysi per æquationes numero terminorum infinitas' ('On 

Analysis by Infinite Series'), another milestone on the road to 

calculus. Barrow retires as Lucasian Professor of Mathematics to 

become chaplain to Charles II and recommends Newton to succeed 

him, which he does on 19/29 Oct. Barrow and the mathematician and 

publisher John Collins urge Newton to publish his work on calculus, 

but he is reluctant. At Barrow's request, Newton prepares the former's 

Lectiones opticæ (Optical Lectures) for the press, despite being well 

Publication of Secrets Reveal'd by 'Eirenæus 

Philalethes' (i.e. George Starkey), an English version 

of the Introitus apertus that had appeared two years 

earlier. Publication of Barrow's Lectiones opticæ. 
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aware that his own unpublished optical discoveries are far in advance 

of Barrow's and contradict many of his conclusions. 

1670 Begins delivering his Lucasian lectures (Jan.), which according to 

later anecdotes are extremely poorly attended. Lectures on 

geometrical optics rather than pure maths, putting forward the radical 

view that the science of colours, and indeed the whole of natural 

philosophy, is governed by mathematical principles. 

   

1671 Barrow persuades Newton to allow him to demonstrate the telescope 

to the Royal Society, where it causes a sensation. Newton writes De 

methodis serierum et fluxionum (On the Method of Series and 

Fluxions), expounding the principles of calculus, though this is not 

published until 1736. 

Publication of John Webster's Metallographia and of 

Henry More's Enchiridion metaphysicum. 

1672 Elected Fellow of the Royal Society (1/11 Jan.). 

Newton's 'Theory about Light and Colors' published in the Royal 

Society's journal, Philosophical Transactions (30 Jan./9 Feb.). 

Critical reactions from various quarters, and especially from the 

Society's own Curator of Experiments, Robert Hooke, elicit furious 

responses from Newton and embroil him in numerous polemical 

exchanges for the next four years, during which he repeatedly 

declares himself unwilling to engage in any further scientific 

publication or correspondence. However, he intermittently keeps up a 

vicious semi-public quarrel with Hooke until the latter's death in 

1703. 

Outbreak of Third Anglo-Dutch War. 

1673 Cold-shoulders various attempts to persuade him to re-engage with 

the scientific community and concentrates harder on his still almost 

totally secret (al)chemical studies. At about this date, he also begins 

an intensive study of the textual history of the Bible (both in the 

original and in various translations) and of the Church Fathers, which 

continues to occupy him for the rest of his life and soon leads him to 

conclude that the doctrine of the Trinity is a heretical error 

introduced in the 4th century AD. 

Leibniz elected Fellow of the Royal Society. 

Publication of Christian Huygens' Horologium 

oscillatorium (Of Pendulum Clocks). 

1674    End of Third Anglo-Dutch War. 

1675 Visits London in spring to ask the Secretary of State, Joseph 

Williamson, for a dispensation from taking holy orders, as the 

statutes of Trinity require him to do as an MA of seven years' 

standing. This is granted and the statutes altered for Newton's benefit. 

It is not clear what grounds he argues for his exemption, though his 

private reasons are almost certainly his dissent from the Church's 

teaching on the Trinity. 

Sends the Royal Society a 'Hypothesis' concerning the causes of light 

and colours. This is closely related to an alchemical essay, 'Of 

natures obvious laws and processes in vegetation', written (but not 

disclosed) by Newton at about the same time. Relations with Hooke 

worsen as the latter thinks Newton credits himself in the 'Hypothesis' 

with a number of ideas Hooke had already put forward in his 

Micrographia (1665). 

Greenwich Observatory founded, with John 

Flamsteed as the first Astronomer Royal. 

1676 Leibniz visits London in October and (without Newton's knowledge) 

is shown a copy of Newton's 'De Analysi' by John Collins. However, 

Leibniz has already independently established the fundamental 

principles of calculus, though (as he later acknowledges) he learns 

much from Newton's work on series expansion. 

   

1677    Death of Isaac Barrow. 

1678    Publication of Ralph Cudworth's True Intellectual 
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System of the Universe. 

Publication of Ripley Reviv'd by 'Eirenæus 

Philalethes' (i.e. George Starkey). 

1679 Returns to Woolsthorpe in the spring to nurse his dying mother 

(buried 4/14 June). Newton remains in Woolsthorpe for most of the 

year settling the family's affairs. 

Birth of Newton's half-niece Catherine Barton. 

1679-

1680 

Correspondence with Hooke about the path of falling bodies provides 

Newton with the key dynamic concepts of inertia and centripetal 

attraction. 

   

1681 Correspondence with Flamsteed about the comets of November and 

December 1680, which Flamsteed maintains are one and the same. 

Newton initially disagrees but later acknowledges Flamsteed was 

right: this has further important implications for Newton's 

understanding of gravity. 

   

c. 

1683 

Wickins resigns his fellowship and leaves Cambridge (probably to 

allow him to marry, which he cannot do as a Fellow). Newton invites 

Humphrey Newton (no relation) to share his rooms and work as his 

amanuensis. 

   

1684 August: Halley visits Newton to discuss astronomical matters, 

particularly the notion of gravity. The two get on well and Halley 

becomes one of Newton's staunchest supporters. Correspondence 

with Flamsteed about the possibility of an attraction between Jupiter 

and Saturn. 

Leibniz publishes an account of his calculus ιn the 

Leipzig-based journal Acta Eruditorum. 

1685    Accession of the Roman Catholic James II (27 Jan./6 

Feb.). 

1686 Fully formulates his theory of universal gravitation: every object in 

the universe attracts and is attracted to every other object. 

Publication of Edmund Dickinson's alchemical 

Epistola ad Theodorum Mundanum (Letter to 

Theodorus Mundanus). 

1687 Plays a significant role in orchestrating opposition to the King's 

demand that Sidney Sussex College award an MA to a Benedictine 

monk, Alban Francis, without requiring him to take the statutory oath 

of allegiance to the Church of England - despite the fact that Newton, 

as a convinced but secret unitarian, owes the Church of England no 

more allegiance than Francis does. Newton and other delegates face 

examination by Judge Jeffreys, and Vice Chancellor John Peachell is 

sacked, but the college stands its ground and the degree is never 

conferred. 

July: largely at Halley's urging and entirely at Halley's expense, 

publishes Philosophiæ naturalis principia mathematica (The 

Mathematical Principles of Natural Philosophy), his masterwork on 

mechanics, fluids and gravity. Though few outside England are 

initially convinced by Newton's theory of gravity, the book 

establishes his reputation throughout Europe as at least one of the 

greatest mathematicians and scientific thinkers of his day. 

Death of Henry More. 

1688    Petition of Seven Bishops against James II's toleration 

of Roman Catholics. 

The 'Glorious Revolution': arrival from 

theNetherlands of the Protestant William of  

Orange and his army (Nov.) and flight of James 

(Dec.). 

1689 Elected MP for Cambridge University. Applies for provostship of 

King's College, Cambridge, but (much to his chagrin) is not 

appointed. 

Accession of William III and Mary II (James II's 

sister). 

Publication of The Cambridge Case, an anonymous 
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Now seen as something of a superstar in English intellectual circles, 

Newton acquires a devoted following of mostly younger disciples, 

many of whom come to share his unorthodox theological views as 

well as championing his natural philosophy. At this time or a little 

earlier, makes friends with the philosopher John Locke and with the 

Swiss mathematician Fatio de Duillier: his friendship with the latter 

is arguably the one really close relationship of Newton's life. 

Terminates Humphrey Newton's service as his amanuensis. 

account of the Sidney Sussex 

affair (probably not Newton's compositionthough he 

may well have had a hand in it). Publication of Le 

triomphe hermétique (The Hermetic Triumph) by 

Alexandre Toussaint de Limojon, Sieur de Didier. 

1690 Writes two long letters to Locke, and a shorter supplement, 

concerning 'corruptions of Scripture', explicitly stating his own anti-

trinitarian convictions. Begins revising the Principia and elaborating 

on his conviction that true (i.e. Newtonian) natural philosophy was 

known to the sages of various pre-Christian civilisations and 

represented in veiled, allegorical form in myths and in the design of 

ancient temples and monuments such as Stonehenge. Maintains that 

all 'his' discoveries are in fact re-discoveries of 'prisca sapientia' 

('ancient wisdom'). 

Publication of Boyle's The ChristianVirtuoso and 

Locke's Essay Concerning Human Understanding. 

1691/2    Death of Boyle (31 Dec./10 Jan. - at quarter to οne in 

the morning, for which reason many sources treat the 

date as 30 Dec./9 Jan.). Hiswill endows the Royal 

Society's Boyle  Lectures in defence of religion. 

1692-

3 

Correspondence with the mathematician Richard Bentley on the 

value of natural philosophy as a proof of God's existence and a 

bulwark of true religion. 

Correspondence with Locke about alchemy. Locke, who is one of a 

team appointed to inspect Boyle's manuscript legacy, sends Newton 

copies of two alchemical recipes he finds among the papers. 

Bentley delivers the first Boyle lectures (1692), 

drawing heavily on his reading of and correspondence 

with Newton, and publishes them (1693). 

1693 Invites Fatio to take rooms next to his in Cambridge, though this plan 

is never realised. Suffers a nervous breakdown (c. July/August). 

Writes distractedly to Locke in September apologising for having 

imagined 'that you endeavoured to embroil me w
th

 woemen' and that 

'when one told me you were sickly ... I answered twere better if you 

were dead'. Explains a month later that 'when I wrote to you I had not 

slept an hour a night for a fortnight together & for 5 nights together 

not a wink'. Has regained his composure by the end of the year. From 

this point on, has little if anything more to do with Fatio (the reasons 

for this rupture remain obscure). 

   

1694 Presses Flamsteed for data on the moon's motion, which Newton still 

cannot satisfactorily explain in terms of his gravitational theory. 

Deeply offends Flamsteed by telling him not to waste time on his 

own theoretical speculations on the subject but to concentrate on 

collecting and supplying better data. 

Death of Mary II leaves William III as sole monarch. 

1696 Visited in March by an anonymous 'adept' who reveals what he 

claims is a 'menstruum' to dissolve all metals. Probably in about this 

year, Newton composes (but does not publish) the essay 'Praxis', the 

most substantial of his own (al)chemical compositions. However, his 

practical research into the subject seems to be abandoned at about 

this date, though he continues to collect books and manuscripts. 

Appointed Warden of the Royal Mint (19/29 March), which is 

housed at this date in the Tower of London. Leaves Cambridge on 

20/30 April to settle in London. Though the post has traditionally 

been treated as a sinecure, Newton (much to the annoyance of the 

other Mint officers) takes his duties very seriously indeed, waging 

vigorous campaigns against the institution's endemic corruption and 

inefficiency. 

Silver recoinage in England (till 1698). 
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At some point after this move, probably before 1700, Catherine 

Barton (b. 1679), the daughter of Newton's half-sister Hannah (née 

Smith), comes to live with him in London. 

1697    Publication of John Pollexfen's Of Trade,Coin and 

Paper Credit, an attack on credit and paper money. 

1699 Fatio publishes a work asserting Newton's priority in the discovery of 

calculus and heavily implying that Leibniz stole the idea from him 

(though Newton himself acknowledged in the Principia that Leibniz 

had reached at least some of the same conclusions independently). 

Newton later denies having had any hand in the publication. 

   

1700 At his own request, Newton transfers from being Warden to Master 

of the Mint (a nominally less prestigious but in fact more influential 

and lucrative position). The appointment is made on 25 Dec. 1699/4 

Jan. 1700 - a birthday present. 

Leibniz responds to Fatio's criticisms in the Acta Eruditorum, and an 

increasingly bitter and personal dispute erupts between Leibniz and 

Newton, waged - on both sides - largely through third parties or 

under cover of anonymous publication. This preoccupies both men 

until Leibniz's death (and Newton until his). Exacerbated more or 

less wilfully by the seconds of both parties, the argument swells to 

encompass attacks on Leibniz's views on miracles and 'pre-

established harmony' (later satirised by Voltaire as the doctrine that 

'all is for the best in the best of all possible worlds') on the one hand, 

and Newton's theory of gravity on the other. 

Second edition of Pollexfen's Of Trade, to which 

Newton writes (but never publishes) an extensive 

rejoinder. 

1701 Again elected MP for Cambridge University. 

Appointment of Newton's friend and fellow unitarian Hopton Haynes 

to the Mint post of weigher and teller. 

Officially resigns as Lucasian Professor (Dec.), having held the post 

in absentia for over five years, and is succeeded by his protégé 

William Whiston. 

Outbreak of the War of the Spanish  

Succession. Act of Settlement debars Roman 

Catholics from the British throne. 

1702 Designs Queen Anne's Coronation Medal. Accession of Anne. 

1703 Elected President of the Royal Society, a post he holds (by annual re-

election) until his death. 

Death of Robert Hooke. 

1704 Publishes Opticks, his second masterpiece, setting out the principles 

of refraction and arguing for the corpuscular nature of light. 

   

1705 Knighted.    

1706 Publication of Optice, a Latin translation of the Opticks. Fatio

becomes deeply involved with a sect of controversial and much-

derided radical mystics, the 'French Prophets'. 

Publication of A Demonstration of the Being and 

Attributes of God by Newton's protégé Samuel 

Clarke. 

1707 Fatio and other 'French Prophets' pilloried in London. Union of England and Scotland. Silver recoinage in 

Scotland (to 1709) and re-organisation of the 

Edinburgh Mint. 

1710    Ejection of Whiston from Lucasian Professorship for 

his advocacy of unitarianism (Oct.). 

1712 At Leibniz's somewhat naive request, the Royal Society appoints a 

committee to review the history of the calculus controversy. The 

committee is selected by the Society's President - Newton - who also 

compiles its report for it. Consisting principally of carefully selected 

extracts from relevant scientific correspondence, with explanatory 

notes, the report emphatically (and quite correctly) asserts Newton's 

priority, and heavily (and quite unjustly) implies plagiarism on 

Leibniz's part. 

Publication of Samuel Clarke's Scripture 

Doctrine of the Trinity (in fact a work with a 

distinctly anti-trinitarian flavour). 
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Uses his authority as President of the Royal Society to compel 

Flamsteed, who is still smarting from the lack of credit given him for 

his contributions to the Principia, to hand over an unfinished star-

chart and compilation of astronomical observations to be completed 

and edited by Halley. 

1713 Publication of the 1712 calculus report as Commercium epistolicum 

... de analysi promota (Correspondence ... Relating to the Progress 

of Analysis). 

Second edition of the Principia, with the acknowledgments of 

Leibniz toned down and all reference to Flamsteed excised. Adds a 

'General Scholium' setting out Newton's view of the relationship 

between God and Creation. The new preface by Newton's disciple 

Roger Cotes denounces Leibniz as a 'miserable reptile'. 

Peace of Utrecht ends British involvement inWar of 

the Spanish Succession. 

1714    Accession of George I. 

1715 Devotes almost an entire issue of the Philosophical Transactions to 

'An Account of the Book entituled Commercium Epistolicum', his 

own anonymous review of his own report on the calculus 

controversy. 

Flamsteed acquires most of the copies of Halley's 

edition of his star-chart and burns them. 

1716 Draws up a summary of his theories on ancient chronology at the 

request of Princess Caroline of Wales, asking her to keep the 

manuscript to herself (which she does not). 

Death of Leibniz. 

1717 Marriage of Catherine Barton to John Conduitt.    

1718 Second English edition of the Opticks.    

1719 Second Latin edition of Optice. Death of Flamsteed. 

1720 Newton is said to have lost £20,000 in the South Sea Bubble 

according to Catherine Conduitt. 

South Sea Bubble. Halley succeeds Flamsteed as 

Astronomer Royal. 

1721 Third English edition of the Opticks.    

1722 Begins to suffer from bladder stones and is increasingly forced to 

delegate his duties at the Royal Society and Mint to others (in the 

case of the Mint, largely to Conduitt, who eventually succeeds him as 

Master). 

   

1725 Unauthorised publication, in Paris, of Abregé de la chronologie de 

M. le Chevalier Newton, a French translation of the 'Abstract of 

Cronology [sic]' Newton had written in 1716, with adversely critical 

commentary by the translator. Newton promptly publishes a 

withering rejoinder in the Philosophical Transactions. 

Posthumous publication of Flamsteed's Historia 

coelestis britannica (British History of The Heavens), 

his own completion of the work he had been forced to 

surrender unfinished to Halley. 

1726 Third edition of the Principia.    

1727 Presides over his last Royal Society meeting on 19 Feb./2 March. 

Shortly afterward takes to his bed, suffering from a new bladder 

stone. Dies, having refused the last rites, on 20/31 March. 
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Ο  διαφορικός  λογισµός  είναι θεωρία  λογισµού που  ασχολείται  µε  

ποσότητες  που  µεταβάλλονται  στην  αύξηση  τους,  κατά  απείρως  µικρές  

διαφορές  σε  µερικά  µεταβλητά  µεγέθη. Ο  λογισµός  αυτός  επιτρέπει  να  

προσδιορίσουµε  τις  υπάρχουσες  σχέσεις  µεταξύ  ορισµένων  µεγεθών, σχέσεις  τις  

οποίες  δε  θα  µπορούσαµε   να  προσδιορίσουµε  µε  άµεσο  τρόπο, διότι  τα  

δοσµένα  και  τα  άγνωστα  στοιχεία  δεν  έχουν  σύµµετρη  σχέση.   Η  ανάπτυξη  και  

το  περιεχόµενο  του  διαφορικού  λογισµού  συνδέονται  στενά  µε  την  ανάπτυξη  

και  το  περιεχόµενο  του  ολοκληρωτικού  λογισµού, µαζί  µε  τον  οποίο  ο  

διαφορικός   αποτελεί  βασικό  τµήµα  της  µαθηµατικής  ανάλυσης.  Η  κεντρική  

έννοια  του  διαφορικού  λογισµού, η  παράγωγος, προέκυψε  από  την  εξέταση  

µεγάλου  αριθµού  προβληµάτων  των  φυσικών  επιστηµών  και  της  µαθηµατικής  

επιστήµης, που  αναφέρονται  στον  υπολογισµό  των  ορίων  του  ίδιου  τύπου. Τα  

σπουδαιότερα  από  αυτά  τα προβλήµατα είναι  ο  προσδιορισµός  της  ταχύτητας  

της  ευθύγραµµης  κίνησης και  η  κατασκευή  εφαπτοµένης  µίας  επίπεδης  

καµπύλης. Έστω  ότι  ζητείται  να  καθορισθεί  η  ταχύτητα  της  ευθύγραµµης  

κίνησης  ενός  υλικού  σηµείου: 

� Αν  η  κίνηση  είναι  ισοταχής, το  διάστηµα  που  διανύθηκε  από  το  σηµείο  

είναι  ευθέως  ανάλογο  προς  το  χρόνο  της  κίνησης.  Η  ταχύτητα  αυτής  της  

κίνησης  µπορεί  να  ορισθεί  ως το  διάστηµα που  διανύθηκε  στη  µονάδα  του  

χρόνου  ή  ως  ο  λόγος  του διαστήµατος που  διανύθηκε  σε  κάποιο  διάστηµα    

χρόνου, προς  τη  χρονική  διάρκεια  αυτού  του  διαστήµατος. 

� Αν  η  κίνηση  είναι  ανισοταχής,  τα  διαστήµατα  που  διανύθηκαν  από  το  

σηµείο  σε  ίσα  στη  διάρκεια  τους  διαστήµατα, θα  είναι  γενικώς  διαφορετικά.          

Οι  κύριες  ιδέες  που  υποστύλωσαν  το  λογισµό, αναπτύσσονταν  για  µία  

µεγάλη  χρονική  περίοδο. Τα  πρώτα  βήµατα  είχαν  γίνει  από  τους  Έλληνες  

µαθηµατικούς. Για  τους  Έλληνες, οι  αριθµοί  ήταν  λόγοι  ακεραίων, συνεπώς  η  

ευθεία  των  αριθµών  είχε  «τρύπες». Παρέκαµψαν  αυτή  τη  δυσκολία  

χρησιµοποιώντας  µήκη, εµβαδά  και  όγκους,  συµπληρωµατικά  στους  αριθµούς.  

Για  τους  Έλληνες δεν  ήταν  όλα  τα  µήκη  αριθµοί.   Ο  Ζήνων  ο  Ελεάτης περίπου  

το  450 π.Χ., έδωσε  στη  δηµοσιότητα  έναν  αριθµό  προβληµάτων  που  

στηρίζονταν  στο  άπειρο. Για  παράδειγµα  υποστήριξε  την  άποψη  ότι  η  κίνηση  

είναι  αδύνατη: «Αν  ένα  σώµα  κινείται  από  το  Α  στο  Β, πριν  φτάσει  στο  Β, 

διέρχεται    από το  ενδιάµεσο  σηµείου  Β1 του  ΑΒ. Για  να  µετακινηθεί  στο Β1  

πρέπει  πρώτα  να  έχει προσεγγίσει  το  ενδιάµεσο  σηµείο  Β2  του  ΑΒ1. Συνεχίζοντας  

αυτό  το  επιχείρηµα  βλέπει  ότι  το  Α  πρέπει  να  µετακινηθεί  µέσω  ενός  άπειρου  

πλήθους  αποστάσεων  και  άρα  δε  µπορεί  να  µετακινηθεί». 

                   Η  έννοια  του  συνεχούς  αποτελούσε  αντικείµενο  προβληµατισµού  και  

έρευνας  ήδη  από  τα  χρόνια  της  αρχαιότητας. Η  ανακάλυψη  των  αρρήτων  που  

ανέτρεψε  την  αρµονία  ανάµεσα  στην  αριθµητική  και  στη  γεωµετρία, σε  

συνδυασµό  µε  τα  µετέπειτα  παράδοξα  που  αποδίδονται  στον  Ζήνωνα  τον  

Ελεάτη, σχετικά  µε  τις  ατέρµονες  διαδικασίες  και  µε  τις  αντιλήψεις  για  το  

«απείρως  µικρό»  και  το  «απείρως  µεγάλο», υπήρξαν  οι  απαρχές  - αφορµές  για  

τη  διερεύνηση  της  έννοιας  του  συνεχούς, ιδιαίτερα  από  τον  Αριστοτέλη. Κατά  

το  µεσαίωνα, η  µελέτη  των  έργων  του  Πλάτωνα  και  του  Αριστοτέλη, από  

σχολαστικούς  φιλοσόφους, συνδυαζόµενη  µε  θεωρητικές  αναζητήσεις  για  τη  

φύση  της θεότητας, οδήγησε  σε  λεπτεπίλεπτες  εικασίες  για  τη  φύση  της  

κίνησης, για  το  συνεχές  και για το  άπειρο. Οι  Λύσιππος, ∆ηµόκριτος  και  

Αντιφών  είχαν  συνεισφορά  στην  ελληνική  µέθοδο  της  εξάντλησης που  

τοποθετήθηκε  σε επιστηµονική  βάση  από  τον  Εύδοξο περίπου  το  370  π.Χ..  
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Η  µέθοδος   αυτή  καλείται  έτσι  διότι  κάποιος  σκέπτεται  ότι  τα  εµβαδά  

µετρώνται  επεκτείνοντας τα έτσι  ώστε  αυτά  να  υπολογίζονται  για  επιπλέον  και  

επιπλέον  του  ζητούµενου  εµβαδού. Ο  Εύδοξος  χρησιµοποιώντας   την  υπολόγισε  

τον  όγκο  του  κώνου. Τα  ονόµατα  των  Ζήνωνα,  Ευδόξου και  Αρχιµήδη
1
  

συνδέονται  άµεσα  µε  την  επινόηση «ατέρµονων  διαδικασιών»  για  τον  

υπολογισµό  διαφόρων  προβληµάτων. Οι  «ατέρµονες  ή  άπειρες» διαδικασίες  είναι  

στενά  συνδεδεµένες  µε  την  έννοια  του ορίου.  Ο  Αρχιµήδης (287- 212 π.Χ.), 

περίπου  το  225 π. Χ., έκανε  µία  από  τις  πιο  αξιοσηµείωτες  ανακαλύψεις  µέχρι  

τότε. Η  πρώτη  του  σηµαντική  κίνηση  προς  τα  εµπρός  ήταν  να  αποδείξει  ότι  το  

εµβαδόν  ενός  τµήµατος  µίας  παραβολής  είναι  τα  4/3  του  εµβαδού  ενός 

τριγώνου  µε  την  ίδια  βάση  και  ύψος (κορυφή) και  τα 2/3  του  εµβαδού  του  

περιγεγραµµένου  παραλληλογράµµου. Ο  Αρχιµήδης  κατασκεύασε  µία  άπειρη  

σειρά  από  τρίγωνα  αρχίζοντας  µε  ένα  που  είχε  εµβαδόν  Α  και  συνεχώς  

προσέθετε  επιπλέον  τρίγωνα  ανάµεσα  στα  ήδη  υπάρχοντα  τρίγωνα  και  στην  

παραβολή,  της  οποίας  ήθελε  να  βρει  το  εµβαδόν. 

A ,  
4

A
A+  ,  

4 16

A A
A+ +  ,   

4 16 64

A A A
A+ + + . 

  Άρα  το  εµβαδόν  του  τµήµατος  της  παραβολής  είναι: 

2 3

1 1 1 1 1 1 4
1 1 ...

4 16 64 4 34 4
A A A
      + + + = + + + + =        

. 

Αυτό  είναι  το  πρώτο  γνωστό  παράδειγµα  άθροισης  µίας  άπειρης  

σειράς. Ο  Αρχιµήδης  χρησιµοποιούσε  την  µέθοδο  της  εξαντλήσεως προκειµένου  

να  βρει  µία  προσέγγιση  του  εµβαδού  του  κύκλου. Αυτό  φυσικά  είναι  ένα  

πρώιµο  παράδειγµα  ολοκλήρωσης  το  οποίο  οδηγεί  στο  να  προσεγγιστούν  οι  

τιµές  του  π. Εδώ  είναι  το  διάγραµµα  του  Αρχιµήδη:  

 
Ανάµεσα  σε  άλλες  «ολοκληρώσεις» από  τον  Αρχιµήδη,  ήταν  ο  όγκος  

και  η  επιφάνεια  της  σφαίρας και  του  κώνου, το  εµβαδόν  της  επιφάνειας  της  

έλλειψης, το  εµβαδόν  χωρίου  που  περιέχεται  µεταξύ  της  παραβολής  2y=x και  

κάποιων  ευθειών, ο  όγκος  κάθε  τµήµατος  ενός  παραβολοειδούς  από  περιστροφή  

και  τµήµατος  υπερβολοειδούς  εκ  περιστροφής. Καµία  περαιτέρω  πρόοδος  δεν  

είχε  γίνει  µέχρι  τον  16
ο
  αιώνα  όταν  οι  µηχανικοί  άρχισαν  να  οδηγούν  τους  

µαθηµατικούς  να  εξετάζουν  προβλήµατα  σχετικά µε  κέντρα  βάρους. Η  ιδέα  της  

άπειρης  διαδικασίας  και  τα  προβλήµατα  που  δηµιουργεί, βρήκε  για  πρώτη  φορά  

έκφραση  στα  περίφηµα  µαθηµατικοφιλοσοφικά  παράδοξα  του  Ζήνωνα  που  είναι  

κυριολεκτικά  ανεξάντλητα  σε  προεκτάσεις  και  ερµηνείες. Η  βαθιά  εντύπωση  

που  προξένησαν  στην  αρχαία  ελληνική  διανόηση  αυτά  τα  παράδοξα  είχε  ως  

αποτέλεσµα  την  ολική  απόρριψη  από  τους  µαθηµατικούς  της  αρχαιότητας  της  

έννοιας  του  ορίου, σαν  συµπληρωµένης  και  τελειωµένης  µετά  από  έναn  άπειρο  

                                                           
1
 Το  έργο  του  οποίου  είχε  τεράστια  επιρροή  σε  όλη  την  µεταγενέστερη  εξέλιξη  των  

µαθηµατικών.  
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αριθµό  βηµάτων  διαδικασίας.  Έτσι  οι  αποδείξεις  του  Ευδόξου  ή  του  Αρχιµήδη  

που  σήµερα  θα  θεωρούσαµε  ότι  ασχολούνται  µε  υπολογισµούς  ορίων, ποτέ  δεν  

χρησιµοποιούν  κατά  εκπεφρασµένο  τρόπο  την  έννοια  του  ορίου που  την  

θεωρούσαν  όχι  µαθηµατικά  έγκυρη  και  αυστηρή, αλλά  βασίζονται  σε  µία  

πεπερασµένου  τύπου  µέθοδο  διπλής  αντίφασης. Κατά  την  διάκριση  του  

Αριστοτέλη, οι  µαθηµατικοί  δεν  χρησιµοποιούσαν  τα  απείρως  µεγάλα  ή  τα  

απείρως  µικρά  µεγέθη, αλλά  µεγέθη  οσοδήποτε  µεγάλα  ή  οσοδήποτε  µικρά. 

Αυτή  η  τάση  των  αρχαίων  ελληνικών  µαθηµατικών  επηρέασε  αποφασιστικά  τα  

µεταγενέστερα  µαθηµατικά  για  πολλούς  αιώνες  και  ιδιαίτερα  την  περίοδο  µέχρι  

τον  16
ο
–17

ο
  αιώνα, οπότε  από  πολλές  πλευρές  δηµιουργήθηκε  µία  αντίδραση  

στην  δεσµευτική  για  την  ανάπτυξη  των  µαθηµατικών (όπως  πίστευαν) 

αυστηρότητα  που  είχαν  επιβάλει  µε  το  κύρος  τους  οι  αρχαίοι  Έλληνες  

µαθηµατικοί. Κυριότεροι  εκφραστές  αυτής  της  αντίδρασης  ήταν  οι: B. Pascal, P. 

Fermat, J. Kepler και  ο  Γαλιλαίος  καθώς  και  οι  µαθητές  του  µεταξύ  των  οποίων  

και  ο  B. Cavalieri. Η  µέθοδος  του  Αρχιµήδη  συνέχισε  να  χρησιµοποιείται, 

ώσπου  τον  16
ο
  αιώνα  άρχισε  να  αποσαφηνίζεται  η  έννοια  του  ορίου  από  τον  

Ιταλό  Luca  Valerio  και  τον  Φλαµανδό  Simm  Stevin, οι  οποίοι  αποφεύγουν  την  

χρήση  της  µεθόδου  της  εξαντλήσεως  και  της  διπλής  αντιφάσεως. Η  έννοια  του  

ορίου  εισήχθη  για  να  αντιµετωπισθούν  οι  δυσκολίες  σε  τρία  βασικά  

προβλήµατα. 

• Γεωµετρικά  προβλήµατα (υπολογισµοί  εµβαδών, µελέτη  της  φύσεως  των  

γεωµετρικών  µηκών, υπολογισµοί  όγκων, εφαπτόµενη  καµπύλης, …). 

• Το  πρόβληµα  του  αθροίσµατος  και  το  ύψος   συγκλίσεως  µίας  σειράς. 

• Πρόβληµα  της  διαφόρισης  (που  προκύπτει  από  την  σχέση  δύο  

ποσοτήτων  που  συγχρόνως  τείνουν  στο  0). 

Την  αρχική  έννοια  του  ορίου  πρέπει  να  την  αναζητήσουµε  στους  

γεωµετρικούς  υπολογισµούς  των  εµβαδών  και  των  όγκων  την  εποχή  του  

ορθολογισµού, της  φιλοσοφίας  και   της  επιστηµονικής  αντιµετωπίσεως  των  

προβληµάτων  από  τους  µεγάλους  Έλληνες  µαθηµατικούς. Εκείνο  που  

χαρακτηρίζει  την  παράγωγο ως  έννοια, είναι  ότι  συνδέει  την  ταχύτητα  µε  την  

οποία  κινείται  ένα  σηµείο  µίας  καµπύλης, µε  την  εφαπτοµένη  της  καµπύλης  

στο  σηµείο  αυτό. Είναι  εποµένως  φυσικοµαθηµατική  έννοια. ∆εν  είναι   τυχαίο  

ότι  τα  πρώτα  στοιχεία  αυτής  της  έννοιας  εµφανίζονται  στα  έργα  του  Αρχιµήδη  

και  συγκεκριµένα  στο  έργο  του  «Περί  ελίκων». Όταν  µία  ευθεία  περιστρέφεται  

οµαλά  γύρω  από  ένα  σηµείο  Ο, ενώ  ένα  σηµείο  P, ξεκινώντας  από  το  Ο  

κινείται  οµαλά  κατά  µήκος  αυτής, τότε  το  σηµείο  P  διαγράφει  µία  έλικα.                     

 

Ο  Αρχιµήδης  απέδειξε (µε  µεθόδους  που  παραπέµπουν  στο  σύγχρονο  

ορισµό  της  παραγώγου) ότι  η  διεύθυνση  της  ταχύτητας  του  σηµείου P  πάνω  

στην  έλικα  είναι  η  διεύθυνση  της  εφαπτοµένης  της  έλικας  στο  P. Είναι  

αξιοσηµείωτο  ότι  ο  κινητικός  ορισµός  της  έλικας  που  έδωσε  ο  Αρχιµήδης  

καθιστά  εύκολη  τη  φυσική  έννοια  της  εφαπτοµένης  ως  ταχύτητας. Αυτό  δεν  
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είναι  το  µοναδικό  στοιχείο  που  έχουµε  για  τη  συνεισφορά  του  Αρχιµήδη  στο  

διαφορικό  λογισµό. Στο  έργο  του  «Περί  σφαίρας  και  κυλίνδρου»  διερευνά  τις  

συνθήκες  επίλυσης  µίας  εξίσωσης  3
ου

  βαθµού  και  κατά  τη  διερεύνηση  αυτή  

καταλήγει  στην  ανάγκη  προσδιορισµού  της  µέγιστης  τιµής  µίας  ποσότητας. Τη  

µέγιστη  αυτή  τιµή  την  προσδιορίζει  µε  µεθόδους που  ανάγονται  ευθέως  στις  

σηµερινές. Είναι  βέβαιο  ότι  αν  είχε  κάνει  το  ελάχιστο  βήµα  προς  την  έννοια  

του  ορίου θα  ήταν  ο  θεµελιωτής  και  του  διαφορικού  και  του  ολοκληρωτικού  

λογισµού. Για  αυτό  άλλωστε  όπως  µας  πληροφορεί  ο  Sir Τhomas Little Heath,  

  « Οι  εργασίες  του  Αρχιµήδη  τόσο  δυνατά  και  καθαρά  υποδεικνύουν  τις  

νεότερες  µεθόδους  της  ανάλυσης, ώστε  τον  17
ο
  αιώνα  ο  Torricelli  και  ο  Wallis  

ριψοκινδύνεψαν  την  άποψη  ότι  οι  αρχαίοι  Έλληνες  µαθηµατικοί  έκρυψαν  

εσκεµµένα, κάτω  από  τις  συνθετικές  αποδείξεις  τους, τα  αναλυτικά  τους  

τεχνάσµατα, µε  τα  οποία  οδηγήθηκαν  στην  ανακάλυψη  της  ανάλυσης». 

Από  την  εποχή  των  αρχαίων  Ελλήνων  µέχρι  τον  12
ο
  µ.Χ.  αιώνα  στην  

Ευρώπη  δεν  παρατηρείται  παραγωγή  έργου  προς  την  κατεύθυνση  της  

ανάπτυξης  της  ανάλυσης. Η  ελληνική  παράδοση    καλλιεργήθηκε  από  τους  

Άραβες, οι  οποίοι  συγκέντρωσαν  τα  µέχρι  τότε  διασωθέντα  χειρόγραφα  των  

αρχαίων  Ελλήνων  µαθηµατικών  και  τα  µετέφρασαν  στα  αραβικά. Περί  το  800 

µ.Χ.  ο  χαλίφης  της  Βαγδάτης  Αλ  Μαµούν, προστάτης  των  γραµµάτων  και  των  

επιστηµών, αποδύεται  σε  µία  πρωτοφανή  εκστρατεία  συγκέντρωσης  και  

µετάφρασης  των  αρχαίων  ελληνικών  κειµένων. Για  το  θέµα  που  µας  απασχολεί, 

σηµαντικός   Άραβας  µαθηµατικός  είναι  ο  Σαράφ αλ Ντιν αλ Τουστ  (1201- 1274), 

συνεχιστής  του  έργου  του  Οµάρ αλ Καγιάµ. Σαν  µυστικοσύµβουλος  του  

Χουλαγκού, εγγονού  του  Τσέγκις Χαν, τον  έπεισε  να  ιδρύσει  στο  Μαραγκά  του  

περσικού  Αζερµπαϊτζάν  µέγα  αστεροσκοπείο, βιβλιοθήκη  εκ  400.000  τόµων  και  

ακαδηµία, της  οποίας  τα  µέλη  µισθοδοτούνταν  αδρώς. Μεταξύ  των  

συγγραµµάτων  του  αναφέρονται:  

• Το  πρώτο  αυτοτελές  βιβλίο  ευθυγράµµου  και  σφαιρικής  τριγωνοµετρίας, 

στο  οποίο  γίνεται  χρήση  όλων  των  τριγωνοµετρικών  συναρτήσεων. 

• Ερµηνείες  και  διορθώσεις  της  « Συντάξεως » του  Πτολεµαίου. 

• «Λογική»   

• «Ηθική»  

• «Προλεγόµενα  στην  αστρονοµία» 

• Πραγµατεία  περί  αστρολάβου  

• Περί  ηµερολογίου  

• Ερµηνεία  και  προσθήκες  στα  έργα  του  Αβικέννα   και 

• Άλγεβρα, στα  πλαίσια  της  οποίας  αφού  ολοκλήρωσε  τη  γεωµετρική  

µελέτη  των  εξισώσεων  3
ου

  βαθµού, οδηγήθηκε  στη  µελέτη  καµπυλών  

γενικότερα. Φαίνεται  ότι  στη  µελέτη  αυτή  χρειάστηκε  και  χρησιµοποίησε  ένα  

εργαλείο  που  θα  πρέπει  να  ονοµάσουµε  παράγωγο. 

Με  δεδοµένο  ότι  τα  έργα  του  Αρχιµήδη  είχαν  µεταφραστεί  στα  αραβικά, 

πιθανολογούµε  ότι  θα τα  είχε  µελετήσει  και  αν  µη  τι  άλλο  χρησιµοποίησε  

στοιχεία  από  αυτά. Υπό  την  επίδραση  της  ανατολής  αναζωπυρώνεται  το  

ενδιαφέρον  για  τα  αρχαία  κείµενα  και  στη  δύση. Πολλά  έργα  µεταφράζονται  

από  τα  αραβικά  στα  λατινικά. Οι  έννοιες  του  απείρου, του  απειροστού, του  

συνεχούς, που  είναι  έννοιες  της  ανάλυσης, ανακαλύπτονται  αρχικά  από  τους  

σχολαστικούς  φιλοσόφους  στα  «Φυσικά» του  Αριστοτέλη. Κατά  τον  14
ο
  αιώνα  

ο  Richard  Suiseth, γνωστός  ως  Calculator  και  ο  Nicole  Oresme  ενδιαφέρονται  

για  το  µαθηµατικό  περιεχόµενο  αυτών  των  εννοιών. Ο  Calculator  στο  έργο  του  

«Liber  Calculationum»  ασχολείται  µεταξύ  άλλων  και  µε  λόγους  µεταβολής  και  
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διατυπώνει  την  πρόταση: «Η  ποσότητα  της  οποίας  ο  λόγος  µεταβολής  γίνεται  

άπειρος, έχει  έναν  πεπερασµένο  µέσο  λόγο  µεταβολής». Χρησιµοποιεί  τη  λέξη  

fluent  για  τη  µεταβλητή  ποσότητα  και  τη  λέξη  fluxion  για  το  ρυθµό  

µεταβολής, λέξεις  που  θα  χρησιµοποιήσει  300  χρόνια  αργότερα  ο  Νεύτωνας. 

Υποστήριζε  ότι  ο  λόγος  µεταβολής, αλλά  και  ο  ρυθµός  µεταβολής  του  λόγου  

µεταβολής  µπορούν  να  αποδοθούν  αριθµητικά, αλλά  δεν  έδωσε  ορισµούς. Ο  

Nicole  Oresme (1323–1382) αναφέρεται  στο  έργο  του Calculator  και  ήταν  ο  

πρώτος  που  παρέστησε  τον  στιγµιαίο  ρυθµό  µεταβολής  µε  ευθεία  γραµµή. Ούτε  

αυτός  έδωσε  ορισµό  της  στιγµιαίας  ταχύτητας  κινητού, αλλά  πλησίασε  στον  

καθορισµό  της  παραγώγου  σε  σηµείο  καµπύλης. 

Εν  τω  µεταξύ  το  δύσχρηστο  σύστηµα  των  Ρωµαϊκών  συµβόλων  έχει  

αντικατασταθεί από  τους  ινδοαραβικούς  χαρακτήρες  που  έφερε  ο  Fibonacci  (≅ 

1175–1250)  από  τα  ταξίδια  του  στις  µουσουλµανικές  χώρες, ενώ  τα  µαθηµατικά  

σύµβολα  των  πράξεων  εισάγονται  περί  το  1489  και  της  ισότητας  (από  τον  

Robert  Recorde ) το  1557. Το  1591  ο  Vieta  επινοεί  την  συµβολική  άλγεβρα  και  

αργότερα, τον  17
ο
  αιώνα, ο  Pierre  Fermat  και  ο  Descartes, ανεξάρτητα  ο  ένας  

από  τον  άλλο, την  αναλυτική  γεωµετρία. Όµως  µόνο  από  τον  16
ο
  αιώνα  και  

µετά  αφ΄ ότου  έγιναν  γνωστά  τα  έργα  του  Αρχιµήδη 
*
 αρχίζει πλέον η  

ουσιαστική  προσπάθεια  για  την  ανάπτυξη  της  ανάλυσης.  Η  αναλυτική  

γεωµετρία  ήταν  µία  πραγµατική  επανάσταση. Τώρα  οι  καµπύλες  µπορούσαν  να  

παρασταθούν  µε  εξισώσεις, αλλά  και  κάθε  εξίσωση  όριζε  µία  καµπύλη.  

Οι  Έλληνες  και  οι  Άραβες  είχαν  µελετήσει  κυρίως  τον  κύκλο  και  τις  

κωνικές  τοµές, καθώς  και  ορισµένες  καµπύλες  που  ορίζονταν  από  γεωµετρικούς  

τόπους  και  είχαν  βρει  τις  εφαπτόµενες  και  το  εµβαδόν  τους. Αλλά  τώρα  το  

πλήθος  των  καµπυλών  ήταν  απεριόριστο. Και  για  αυτές  οι  µέθοδοι  της  

συνθετικής  γεωµετρίας  ήταν  ανεπαρκείς. Επιπλέον  ετίθετο  θέµα  ορισµού  των  

εννοιών.  Για  τους  αρχαίους  Έλληνες  η  εφαπτοµένη  καµπύλης  ήταν  η  ευθεία  

που  «αγγίζει» την  καµπύλη, χωρίς  να  την  τέµνει: «Ευθεία  κύκλου  εφάπτεσθαι  

λέγεται, ήτις  απτοµένη  του  κύκλου  και  εκβαλλοµένη  ου  τέµνει  τον  κύκλον.» 3
ο
 

βιβλίο  των  Στοιχείων  του  Ευκλείδη, Ορισµός β.   Σε  ελεύθερη  µετάφραση:  

«Εφαπτοµένη  κύκλου  λέγεται  η  ευθεία, η  οποία  αγγίζει  τον  κύκλο  και  όταν  

προεκταθεί  δεν  τον  τέµνει.» Παρατηρούµε  ότι  ο  ορισµός  του  Ευκλείδη  ήταν  

ένας  στατικός  ορισµός της  εφαπτοµένης  και  αναφέρεται  αποκλειστικά  σε  

εφαπτοµένη  κύκλου. Αυτή  η  έννοια  της  εφαπτοµένης  µπορεί  να  ήταν  

ικανοποιητική  για  τις  καµπύλες  µε  αρκούντως  οµαλή  συµπεριφορά  που  είχαν  

µελετηθεί  μέχρι  τότε , όπως  ο  κύκλος  ή  οι  κωνικές  τομές.  Τι  θα  μπορούσε  όμως  να  

πει  κανείς  για  τις  εφαπτόμενες  καμπυλών, όπως  η  γραφική  παράσταση  της  

συναρτήσεως  

1
x sin , x 0

(x) x

0,            x=0

f

     ⋅ ≠    =   


  

                                                           
Με  πρωτοβουλία  του  φιλοµαθούς  Πάπα  Νικολάου  του  Ε΄, στα  µέσα  του  15

ου
  αιώνα, 

ακριβώς  την  εποχή  που  έσβηνε  η  Βυζαντινή  Αυτοκρατορία, τα  ελληνικά  χειρόγραφα  

µεταφράστηκαν  στα  λατινικά  από  τον  κληρικό  Ιάκωβο  της  Κρεµόνας. Ο  γερµανικής  καταγωγής  

αστρονόµος  Johann  Muller, γνωστός  ως  Regiomontatus  (1436 – 1476)  διόρθωσε  τη  µετάφραση  

του  Ιακώβου  της  Κρεµόνας  το  1462  και  είχε  σκοπό  να  εκδώσει  τα  έργα  του  Αρχιµήδη  µε  το  

ελληνικό  κείµενο  και  τη  λατινική  µετάφραση, αλλά  πέθανε  πριν  προλάβει  να  πραγµατοποιήσει  

αυτή  την  έκδοση. Η  πρώτη  έκδοση  των  έργων  του  Αρχιµήδη  µε  τα  ελληνικά  πρωτότυπα   και  

βελτιωµένη  λατινική  µετάφραση  έγινε  από  τον  Thomas  Gerchauff  (Venatorius) (1488 – 1551), το  

1554, στον  οίκο  Ioannes  Hervagius  της  Βασιλείας  (Ελβετίας).     
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Είναι  γεγονός  ότι  ο  στατικός  ορισµός  της  εφαπτοµένης  είναι  ανεπαρκής.  

Ο  Gilles  Persone  de  Roberval (1602–1675), στο  έργο  του  «Τraite΄ des  

Invisibles», που  χρονολογείται  από  το  1634, αν  και  δεν  εξεδόθη  µέχρι  το  1693, 

γενίκευσε  την  µέθοδο  που  είχε  χρησιµοποιήσει  ο  Αρχιµήδης  για  την  εύρεση  

της  εφαπτοµένης  σε  τυχαίο  σηµείο  της  έλικας  του. Όπως  ο  Αρχιµήδης, έτσι  και  

ο  Roberval  αντιλαµβανόταν  την  καµπύλη  ως  την  τροχιά  ενός  σηµείου, που  

κινείται  υπό  την  επίδραση  δύο  ταχυτήτων. Ο  Torricelli (1608–1647) παρατήρησε  

ότι  η  µέθοδος  του  Roberval  χρησιµοποιούσε  µία  αρχή  ήδη  διατυπωθείσα  από  

τον  Γαλιλαίο, δηλαδή  ότι  η  οριζόντια  και  η  κάθετη  ταχύτητα  δρούσαν  η  µία  

ανεξαρτήτως  της  άλλης. Στο  σηµείο  αυτό  αξίζει  να  παρατηρήσουµε  ότι  κατά  

τον  17
ο
  αιώνα, η  µαθηµατική  επιστήµη  και  κυρίως  ο  απειροστικός  λογισµός, 

γνώρισε  µία  πρωτοφανή  άνθηση. Για  πρώτη  φορά  µετά  την  αρχαιότητα  τα  

µαθηµατικά  απετέλεσαν  το  επίκεντρο  της  πνευµατικής  ανάπτυξης  µίας  εποχής.  

Από  εκείνη  τη  στιγµή, που  χαρακτηρίζεται  κυρίως  από  τη  συµβολή  του  

J. Kepler, του  Γαλιλαίου  και  των  µαθητών  του, δύο  αστρονόµων  και  φυσικών, 

παρά  µαθηµατικών, αρχίζει  ένας  οργασµός  ανάπτυξης  του  απειροστικού  

λογισµού, που  συµπληρώνεται  σε  ένα  πρώτο  στάδιο  το  1675  περίπου  µε  το  

έργο  του  Isaac  Barrow, του  Νεύτωνα, κυρίως φυσικού  και  του  Leibniz, κυρίως  

φιλοσόφου, παρά  µαθηµατικών. Το  γεγονός  αυτό  έχει  την  ερµηνεία  του. Στην  

αρχαία  Ελλάδα  το  κίνητρο  για  την  εξέλιξη  των  µαθηµατικών  ήταν  φιλοσοφικό  

και  θεωρητικό  και  αυτό  είχε  ως  αποτέλεσµα  την  αναζήτηση  της  εσωτερικής  

αρµονίας  και  της  υψηλής  αυστηρότητας. Κατά  τον  17
ο
  αιώνα  ένα  από  τα  

κίνητρα  για  την  εξέλιξη  των  µαθηµατικών  ήταν  η  αναζήτηση  και  η  απόκτηση  

της  γνώσης  που  θα  ήταν  χρήσιµη  για  την  θεµελίωση  της  επερχόµενης  

τεχνολογικής  αναπτύξεως.  Έτσι  πολλά  θεµελιώδη  µαθηµατικά  που  

χρησιµοποιούσαν  τις  έννοιες  του  απειροστικού  λογισµού  προέρχονταν  από  την  

µελέτη  της  αστρονοµίας, της  µηχανικής  και  της  φυσικής  (την  ταχύτητα, την  

κίνηση  των  πλανητών) µε  στόχο, όχι  τόσο  θεωρητικό, όσο  να  αποκτηθούν  οι  

πρακτικές  γνώσεις  σε  µία  εποχή  που  χαρακτηριζόταν  από  την  κινητικότητα  και  

την  ανάπτυξη  του  εµπορίου  και  της  ναυσιπλοΐας. 

Ο  Kepler  στην  εργασία  του  για  την  κίνηση  των  πλανητών, έπρεπε  να  

υπολογίσει  το  εµβαδό  τµηµάτων  µίας  έλλειψης. Η  µέθοδος  του  συνίστατο  στο  

να  θεωρεί  τα  εµβαδά  ως  αθροίσµατα  γραµµών, µία  ακατέργαστη  µορφή  

ολοκληρώσεως, αλλά  ο  Kepler  είχε  λίγο  χρόνο  για  «ελληνική  αυστηρότητα» 

(ακρίβεια  αποδείξεων)  και  ήταν  αρκετά  τυχερός  στο  να  εξασφαλίσει  την  σωστή  

απάντηση  αφότου  έκανε  δυο  λάθος  διαγραφές  σε  αυτήν  την  εργασία! 

Τρεις  µαθηµατικοί  γεννηµένοι  µε  τρία  έτη  διαφορά  ο  ένας  από  τον  

άλλο, ήταν  οι  επόµενοι  που  είχαν  σηµαντικές  συνεισφορές. Αυτοί ήταν  οι  

Fermat, Roberval, Cavalieri. Ο  Cavalieri  οδηγήθηκε  στην  δική  του  «µέθοδο  των  

αδιαιρέτων»  από  τις  προσπάθειες  του  Kepler  στην  ολοκλήρωση. Αυτός  δεν  

ήταν  αυστηρός στην  προσέγγιση  του  και  είναι  δύσκολο  να  δούµε  καθαρά  πως  

σκέφθηκε  αυτός  σχετικά  µε  την  µέθοδο  του. Εµφανίζεται  ότι  ο  Cavalieri  
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σκέφθηκε  µία  επιφάνεια  σα  να  ήταν  φτιαγµένη  από  συστατικά  τα  οποία  ήταν  

γραµµές  και  τότε  άθροισε  τον  άπειρο  αριθµό  των  «αδιαιρέτων». Αυτός  έδειξε  

χρησιµοποιώντας  τέτοιες  µεθόδους , ότι  το  ολοκλήρωµα  του  nx   από  0   έως  a , 

ήταν 
1

1

na

n

+

+
, δείχνοντας  το  αποτέλεσµα  για  έναν  αριθµό  τιµών  του  n   και  

συνάγοντας  το  γενικό  αποτέλεσµα. Ο  Huygens, ήταν  επικριτικός  στις  αποδείξεις  

του  Cavalieri  λέγοντας  ότι  αυτό  που  χρειάζεται  είναι  µία  απόδειξη  που  τελικά  

να  πείθει    ότι  µία  αυστηρή  απόδειξη  µπορούσε  να  κατασκευαστεί. Ο  Huygens  

άσκησε  µείζονα  επιρροή  στον  Leibniz  και  εξ΄ αυτού  έπαιξε  αξιόλογο  ρόλο  στο  

να  παράγει  µία  περισσότερο  ικανοποιητική  προσέγγιση  του  λογισµού. Ο  

Roberval  θεώρησε  προβλήµατα  του  ιδίου  τύπου  αλλά  ήταν  περισσότερο  

αυστηρός  από  τον  Cavalieri. Ο  Roberval  θεώρησε  το  εµβαδόν  ανάµεσα  σε  µία  

καµπύλη  και  µία  ευθεία  γραµµή, ως  να  ήταν  φτιαγµένο  από  έναν  άπειρο  

αριθµό απείρως  στενών  ορθογωνίων  λωρίδων. Το  εφάρµοσε  αυτό  στο  

ολοκλήρωµα  του  mx  από  0  έως  1 το  οποίο  έδειξε  ότι  έχει  την  προσεγγιστική  

τιµή: 
( )

1

0 1 2 ... 1
mm m m

m

n

n +

 + + + + − 
. 

Ο  Roberval  τότε  ισχυρίσθηκε  ότι  αυτό  κατευθύνεται  προς  το  
1

1m +
, όσο  

το  n   τείνει  στο  άπειρο  και  έτσι  υπολόγισε  το  εµβαδό.   Ο  Torricelli  εφάρµοσε  

τη  µέθοδο  του  Roberval  για  να  βρει  τις  εφαπτόµενες  των  καµπυλών  µε  

εξισώσεις  της  µορφής  ny x=  ( µε  σηµερινό  συµβολισµό). Παρόλο  που  ο  

ορισµός  της  εφαπτοµένης  ως  ευθείας  που  έχει  τη  διεύθυνση  της  συνισταµένης  

ταχύτητας  ήταν  πιο  σύνθετος  από  τον  ορισµό  της  ως  « αγγίζουσας » ευθείας  

µίας  καµπύλης, αυτός  ο  νέος  ορισµός  µπορούσε  να  εφαρµοστεί  σε  καµπύλες, 

στις  οποίες  ο  παλαιότερος  ορισµός  ήταν  ανεπαρκής.  

Ήταν  επίσης  χρήσιµος  διότι  συνέδεε  τη  στατική  γεωµετρία  µε  τη  

δυναµική, οι  οποίες  πριν  την  εργασία  του  Γαλιλαίου  αντιµετωπίζονταν  στην  

ουσία  ως  ξεχωριστοί  τοµείς. ∆εν  ήταν  όµως  δεκτός  από  µαθηµατική  πλευρά  

διότι  στηριζόταν  σε  φυσικές  έννοιες. Υπήρχαν  καµπύλες που  εµφανίζονταν  σε  

καταστάσεις  που  δεν  είχαν  σχέση  µε  κίνηση  και  εποµένως  αυτός  ο  ορισµός  

της  εφαπτοµένης  δεν  ήταν  εφαρµόσιµος. Κατόπιν  όλων  αυτών  άρχισαν  να  

προκύπτουν  και  άλλες  µέθοδοι  εύρεσης  εφαπτόµενων. Προς  αυτή  την  

κατεύθυνση  κινούνται  οι  εργασίες  των  Pierre  Fermat  και  Isaac  Barrow. 

O   Pierre  Fermat   (1601 – 1665), ο «πρίγκιπας  των  ερασιτεχνών», ήταν  

βοηθός  στο  ανώτατο  δικαστήριο  της  Τουλούζης  και  ασχολήθηκε  µε  τα  

µαθηµατικά  στον  ελεύθερο  χρόνο  του  για  διασκέδαση. Οι  D΄ Αlembert, Lagrange  

και  Laplace  του  αποδίδουν  τις  πρώτες  ιδέες  του  διαφορικού  λογισµού.  

Θεµελίωσε  τη  σύγχρονη  θεωρία  αριθµών, έβαλε  µαζί  µε  τον  Pascal  τις  

βάσεις  για  τη  θεωρία  πιθανοτήτων  και  επινόησε, λίγα  χρόνια  πριν  από  τον  

Descartes, την  αναλυτική  γεωµετρία. Ο  Fermat  ήταν  επίσης  περισσότερο  

αυστηρός  στην  προσέγγιση  του, αλλά  δεν  έδωσε  καµία  απόδειξη. Γενίκευσε  την  

παραβολή  και  την  υπερβολή: 

2

:       

n m
y x y x

Parabola to
a b a b

     = =     
     

 

                         :    

n m
y b y b

Hyperbola to
a x a x

   = =   
   
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Σε  αυτή  την  εξελικτική  πορεία  που  εξετάζουµε  
y x

a b

ρ
 =  
 

, ο  Fermat  

υπολόγισε  το  άθροισµα  του  rρ  από  1r =  έως  r n= . Επίσης  υπολόγισε  µέγιστα  

και  ελάχιστα  θεωρώντας  ότι   η  εφαπτοµένη  στην  καµπύλη  ήταν  παράλληλη  

στον  άξονα  των x . Έγραψε  στον  Descartes, δίνοντας  του  την  µέθοδο  που  

ουσιαστικά  χρησιµοποιείται  ακόµα  και  σήµερα, βρίσκοντας  µέγιστα  και  ελάχιστα  

υπολογίζοντας  πότε  η  παράγωγος  της  συνάρτησης  ήταν µηδέν. 

  Ο  Fermat  έλυσε  για  πρώτη  φορά  προβλήµατα  µεγίστων  και  ελαχίστων  

µελετώντας  τη  συµπεριφορά  των  συναρτήσεων  κοντά  στις  ακραίες  τιµές  τους.  

Η  βασική  του  παρατήρηση  ήταν  ότι  αν  η  τιµή  0( )f x  είναι  µεγίστη  ή  

ελαχίστη  για  την  συνάρτηση  f , τότε  η  f  µεταβάλλεται  µε  µεγάλη  βραδύτητα  

κοντά  στο 0x . Από  τα  προβλήµατα  µεγίστων  και  ελαχίστων  ο  Fermat  

οδηγήθηκε  σε  µία  µέθοδο  για  την  χάραξη  εφαπτόµενων  καµπύλης. Η  κεντρική  

ιδέα  είναι  ότι  η  εφαπτοµένη  θεωρείται  ως  τέµνουσα της  οποίας  τα  δύο  σηµεία  

προσεγγίζουν  όλο  και  περισσότερο  µέχρι  να  συµπέσουν. Η  µέθοδος  για  την  

εύρεση  της  εφαπτοµένης  της  καµπύλης  ( )y f x= περιλαµβάνει  τον  υπολογισµό  

της  κλίσεως  
( ) ( )f x h f x

h

+ −
 της  τέµνουσας, την  αλγεβρική  επεξεργασία  που  

απαιτεί  ο  τύπος  ( )f x h+  στον  αριθµητή  και  στη  συνέχεια  την  διαίρεση  µε  το  

h .  Όλη  αυτή  η  διαδικασία  υποδηλώνει  πως  όταν  η  ποσότητα h   µηδενίζεται, η  

τέµνουσα  γίνεται  εφαπτοµένη  και  έτσι  η  παράλειψη  του  h   στον  τύπο  κλίσεως  

της  τέµνουσας  δίνει  την  κλίση  της  εφαπτοµένης. Το  µεγαλύτερο  µέρος  του  

έργου  του  περιέχεται  σε  επιστολές  προς  άλλους  µαθηµατικούς. ∆ηµοσιεύτηκε  

µετά  το  θάνατο  του  από  το  γιο  του  Σαµουήλ. Ο  Isaac  Barrow (1630–1677)  

έδωσε  επίσης  µία  ανάλογη  µέθοδο  κατασκευής  εφαπτόµενων  σε  καµπύλες, όπου  

η  εφαπτοµένη  δίνεται  ως  το  όριο  µίας  χορδής  όσο  τα  σηµεία  προσεγγίζουν  το  

καθένα, γνωστή  ως  το  διαφορικό  τρίγωνο  του Barrow.  

 

Μαζί  οι  Barrow  και  Torricelli  µελέτησαν  το  πρόβληµα  της  κινήσεως µε  

µεταβλητή  ταχύτητα. Η  εργασία  του  Torricelli  συνεχίστηκε  στην  Ιταλία  από  

τους  Mengoli  και  Angeli.  Γνωρίζοντας  καλά  ελληνικά  και  αραβικά ο Barrow  

µετέφρασε  ορισµένα  έργα  του  Ευκλείδη  και  βελτίωσε  τις  µεταφράσεις  αρκετών  

έργων  των  Ευκλείδη, Απολλώνιου  και  Αρχιµήδη. Το  κύριο  έργο  του, «Lectiones  

Geometricae»  (1669)  είναι  µία  από  τις  µεγαλύτερες  συνεισφορές  στην  ανάλυση.  

Η  συµβολή  των  Fermat  και  Barrow  στην  εξέλιξη  του  διαφορικού  

λογισµού  είναι  πολύ  πιο  ουσιαστική  από  ότι  είναι  γενικώς  παραδεκτό. Στις  

εργασίες  τους  προσέγγισαν  την  έννοια  της  παραγώγου  µέσω  της  εφαπτοµένης  

καµπύλης, µε  καθαρά  γεωµετρικό  τρόπο  και  όχι  µέσω  στιγµιαίας  ταχύτητας. 

∆ηλαδή  η  παράγωγος  επινοήθηκε  αρχικά  από  καθαρά  µαθηµατικές  

ανάγκες  και  συγκεκριµένα  από  την  ανάγκη  να  βρεθούν  οι  λύσεις  εξισώσεων, 
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γεγονός  που  οδήγησε  στον  προσδιορισµό  ακρότατων  σε  συνδυασµό  µε  την  

κατασκευή  της  εφαπτοµένης  καµπύλης. Η  κυριότερη  αξία  των  προβληµάτων  

φυσικής  που  συνδέθηκαν  µε  την  εξέλιξη  της  έννοιας  της  παραγώγου  έγκειται  

στο  γεγονός  ότι  εισήγαγαν  την  έννοια  της  µεταβολής  στα  µαθηµατικά. 

H  παράγωγος  της  απόστασης  είναι  η  ταχύτητα  και  η  αντίστροφη  

λειτουργία  πηγαίνει  από  την  ταχύτητα  στην  απόσταση. Ως  εκ  τούτου  η  

επίγνωση  της  αντιστροφής  της  παραγώγισης  άρχισε  να  αναπτύσσεται  

φυσιολογικά  και  η  ιδέα  ότι  το  ολοκλήρωµα  και  η  παράγωγος  ήταν  αντίστροφα  

το  ένα  του  άλλου  έγινε  οικεία  στον  Barrow. Στην  πραγµατικότητα, παρόλο  που  

ο  Barrow  ποτέ  δεν  διατύπωσε  κατηγορηµατικά  το  θεµελιώδες  θεώρηµα  του  

λογισµού, εργαζόταν  προς  αυτήν  την  κατεύθυνση  και  ο  Newton  ήταν  αυτός  

που  συνέχισε  σε  αυτήν  την  κατεύθυνση  και  διατύπωσε  κατηγορηµατικά  το  

θεµελιώδες  θεώρηµα  του  λογισµού. Το  1656  ο  Wallis  εξέδωσε  το  έργο  

«Arithematica  Infinitorum», στο  οποίο  γίνεται  χρήση  κάποιας  «έννοιας  ορίου». 

Το  έργο  αυτό  έχει  γεωµετρικό  χαρακτήρα. Ο  Ιταλός  Pietro  Nengoli  το  1659  µε  

το  βιβλίο  του  «Geometrica  Speciosa» βελτίωσε  την  µέθοδο  του  Luca  Valerio    

για  αναπαράσταση  εµβαδών  κάτω  από  συγκεκριµένες  καµπύλες. Ο  Luca  Valerio    

(1552–1618) εξέδωσε  στη  Ρώµη  το  1606  το  De  quadratura  parabolae  το  οποίο  

συνέχιζε  τις  ελληνικές  µεθόδους  αντιµετώπισης  προβληµάτων  εµβαδού  αυτού  

του  είδους. Οι  Καρτέσιος, Fermat και  D’ Alembert  προσέγγισαν  την  έννοια  του  

ορίου  µέσω  της  κλίσης  εφαπτοµένης  καµπύλης  σε  σηµείο. Ο  Καρτέσιος  βρήκε  

µέθοδο  για  τον  υπολογισµό  της  εφαπτοµένης  µίας  καµπύλης  σε  ένα  σηµείο  

1 1( , )M x y . Ο  Fermat προσπαθώντας  να  λύσει  το  πρόβληµα  της  εφαπτοµένης  και  

το  πρόβληµα  µέγιστης  και  ελάχιστης  τιµής  µίας  συνάρτησης, εισάγει  µία  

βασική  ιδέα: «αυξάνει  ελάχιστα  την  µεταβλητή  και  µετά  τις  πράξεις, αφήνει  την  

αύξηση  να  εξαφανίζεται». 

Ο  Barrow (1650) για  τη  χάραξη  εφαπτοµένων, ακολουθεί  µέθοδο  που  

µοιάζει  µε  του  Fermat  και  µε  την  διαδικασία  που  ακολουθούµε  σήµερα. 

∆ιαφέρει  µόνον  ως  προς  την  ορολογία  και  τον  συµβολισµό. Κατά  τον  17
ο
  

αιώνα  έχουµε  ραγδαία  ανάπτυξη  των  µαθηµατικών  και  αυτό  προέκυψε  από  την  

ανάγκη  να  αντιµετωπισθούν  προβλήµατα  των  φυσικών  επιστηµών  που  

απαιτούσαν  αλλαγή  στις  µεθόδους  που  επικρατούσαν  µέχρι  τότε. Ότι  είχε  γίνει  

όµως  µέχρι  τον  17
ο
  αιώνα  ήταν  αποσπασµατικό  και  αθεµελίωτο. Ήταν  καιρός  

να  δοµηθεί  ο  ίδιος  ο  απειροστικός  λογισµός  µε  τη  µορφή  ενός  

αποτελεσµατικού  εργαλείου  αναλυτικών  µεθόδων  που  να  στηρίζονται  σε  

αυστηρούς  φορµαλιστικούς  κανόνες. Υπό  αυτήν  την  έννοια  ο  απειροστικός  

λογισµός  είναι  έργο  των  Isaac  Newton  και  Gottfried  Wilhelm  Leibniz. 

O  Isaac  Newton   εθεωρείτο    πατέρας  του  διαφορικού  λογισµού  µέχρι  

το  1934, οπότε  ο  Louis  Trenchard  Moore  ανακάλυψε  µία  σηµείωση  που  έφερε  

την  αλήθεια  στο  φως, απονέµοντας  στον  Fermat  την  αναγνώριση  που  

εδικαιούτο. Σε  αυτήν  ο   Newton  ανέφερε  ότι  είχε  αναπτύξει  το  διαφορικό  

λογισµό  του, µε  βάση  «τη  µέθοδο  του  κυρίου Fermat  για  το  σχεδιασµό  των  

εφαπτόµενων». Η  δηµιουργία  του  διαφορικού  λογισµού  ως  ανεξάρτητου  κλάδου  

των  µαθηµατικών  πραγµατοποιήθηκε  από  τους  Newton  και  Leibniz. Αυτοί  

ορθολογιστικά  απέδειξαν  ότι  η  διαφόριση  και  η  ολοκλήρωση  είναι  πράξεις  

αµοιβαία  αντίστροφες. Από  εκείνη  την  εποχή  ο  διαφορικός  λογισµός  

αναπτύχθηκε  σε  διαρκή  δεσµό  µε  τον  ολοκληρωτικό  λογισµό.  Παρ΄ όλα  αυτά  

τα  θεµέλια  του  λογισµού  πάσχουν  από  ασάφειες, απουσιάζουν  οι  αυστηροί  

ορισµοί  και  ο  τρόπος  διατύπωσης  των  νοηµάτων  εµποδίζει  την  κατανόηση  και  
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η  σύγχυση  που  προκαλείται  σχετικά  µε  τις  άπειρα  µικρές  ποσότητες  επιφέρει  

αυστηρές  επικρίσεις, ιδιαίτερα  του  επισκόπου  Berkley, το  1734. 

 

Ο  Newton,  εξασφάλισε  µία  γενική  µέθοδο, για  να  λύσει  τα  προβλήµατα  

του  λογισµού  και  µέσω  πειραµάτων  µε  το  φως, έκανε  την  κοσµογονική  

ανακάλυψη  ότι  το  λευκό  φως, όπως  αυτό  του  Ήλιου, αποτελείται  από  όλα  τα  

χρώµατα,  από  το  βιολετί  ως  το  κόκκινο.    Όπως  είπε  ο  ίδιος  « Όλα  αυτά  

έγιναν  τα  2  χρόνια, 1665  και  1666, της  πανούκλας, εκείνες  τις  ηµέρες  που  εγώ  

ήµουν  στην  ακµή  της  ηλικίας  για  ανακάλυψη  και  ασχολήθηκα  µε  µαθηµατικά  και  

φιλοσοφία  περισσότερο  από  κάθε  άλλη  φορά». Αρχικά,  δηµοσιοποίησε  τις  

ανακαλύψεις  του. Λέγεται  πως  είχε  έναν  αφύσικο  φόβο  για  την  κριτική. Ο  De  

Morgan  λέει ότι «ένας  παθολογικός  φόβος  για  αντίδραση  από  άλλους  κυβερνούσε  

ολόκληρη  τη  ζωή  του».   Το  1675,  έκανε  δηµοσίευση  µίας  άλλης  εργασίας  του  

πάνω στο  φως, η  οποία  περιελάµβανε  τη  δική  του  ιδέα  ότι, το  φως  ήταν  ένας  

χείµαρρος   από  µόρια, η  σωµατιδιακή  φύση  του  φωτός. Ξανασυνάντησε  µία  

θύελλα  επικρίσεων  και  ακόµα  ισχυρισµούς  από  πολλούς, ότι  αυτοί  είχαν  ήδη  

ανακαλύψει  αυτές  τις  ιδέες. Αυτή  την  εποχή,  ο  Newton  έλαβε  την  απόφαση ότι  

τα  συµπεράσµατα  του,  θα  δηµοσιεύονταν  µετά  το  θάνατο  του. Ο  Newton  

επίσης,  ήταν  µεγάλος  χηµικός. Παρόλο  που  δεν  υπάρχουν  µεγάλες  ανακαλύψεις  

σχετιζόµενες  µε  την  εργασία  του  σε  αυτό  το  πεδίο, πρέπει  κάποιος  να  λάβει  

υπόψη  του  ότι  η  χηµεία  εκείνη  την  εποχή  ήταν  σε  βρεφική  ηλικία. Είχε  τη  

σωστή  ιδέα,  να  προσπαθήσει  να  εξηγήσει  τα  χηµικά  φαινόµενα  µε  όρους  

εσχάτων  σωµατιδίων  και  είχε  µία  εµβριθή  γνώση  της  πειραµατικής  χηµείας. Για  

αυτό  το  θέµα,  έγραψε  µία  σηµαντική  εργασία, την  “De  natura  acidorum” 

(γράφτηκε  το  1692  και  δηµοσιεύθηκε  το  1710).  

   Στα  φιλοσοφικά  πεπραγµένα  της  βασιλικής  εταιρείας  του  1701, 

δηµοσίευσε  µία  εργασία  σχετική  µε  τη  θερµότητα,  η  οποία  περιείχε  το  διάσηµο  

νόµο  της  ψύξης. Παρόλο  που  είχε  διαβάσει  τις  εργασίες  των  αλχηµιστών, δεν  

αποδέχθηκε  τις  δικές  τους  νεφελώδεις  και  µυστικιστικές  απόψεις. Οι  χηµικές  

και  φυσικές  ιδιότητες  των  σωµάτων, µπορούσαν  πίστευε  να  µετρηθούν  µε  

όρους  µεγέθους, σχήµατος  και  κινήσεις  µικροσκοπικών  σωµατιδίων. Απέρριψε  

τις  απόκρυφες  δυνάµεις  των  αλχηµιστών, όπως  η  συµπάθεια, η  αντιπάθεια, η  

έλξη και  η  καταλληλότητα. Σε  συµπλήρωση  της  εργασίας  του  πάνω  στην  

ουράνια  µηχανική, το  φως  και  τη  χηµεία, ο  Newton  εργάσθηκε  πάνω  στην  

υδροστατική  και  στην  υδροδυναµική. Πέρα  από  τη  δική  του  εξαίσια  

πειραµατική  εργασία  στο  φως, πειραµατίσθηκε   στην  απόσβεση  του  εκκρεµούς  

µε  ποικίλα  µέσα, στην  πτώση  σφαιρών  σε  αέρα  και   νερό  και  στη  ροή   νερού  

µέσα  από  ακροσωλήνια.  Είναι  εµφανές, ότι  ήταν  πάρα  πολύ  απορροφηµένος  

στην  επιστήµη,  παρά  στα  µαθηµατικά  και  ήταν  ένας  ενεργός  συµµέτοχος  στα  

προβλήµατα  της  εποχής  του. Θεωρούσε  ως  κορυφαία  τιµή  της  επιστηµονικής  

δουλειάς  να  είναι  η  υποστήριξη  της  στη  θρησκεία  εξ΄ αποκαλύψεως  και  ήταν  

στην  πραγµατικότητα  ένας  µελετηµένος  θεολόγος, ο  οποίος  ποτέ  δε  δέχονταν  

εντολές. Σκέπτονταν  επιστηµονικά, σκληρά  και  ανιαρά, αλλά  κολλούσε  σε  αυτό  

διότι  του  έδινε  πειστήριο  της  δηµιουργίας  του  Θεού. Όπως  ο  πρόγονος  του 

Barrow, ο  Newton  στράφηκε  σε  σπουδές  θεολογίας,  αργότερα  στη  ζωή  του. Στο  

“The  Chronology  of  Ancient  Kingdoms  Amended”  (βελτιωµένο  χρονολόγιο  των  

αρχαίων  βασιλείων)   προσπάθησε  να  χρονολογήσει  επακριβή  γεγονότα  που  

είχαν  περιγραφεί  στη  Βίβλο  και  άλλα  θρησκευτικά  έγγραφα, συσχετίζοντας  τα  

µε  αστρονοµικά  γεγονότα.    Η  κύρια  θρησκευτική  του  εργασία  ήταν  

«Παρατηρήσεις  πάνω  στις  προφητείες  του  ∆ανιήλ  &  η  Αποκάλυψη  του  Αγίου  
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Ιωάννη». Η  βιβλική  εξήγηση,  ήταν  µία  φάση  της  ορθολογιστικής  προσέγγισης  

της  θρησκείας  και  αυτό  ήταν  δηµοφιλές  την  εποχή  της  λογικής, ο  Leibniz  

έβαλε  το  χέρι  του  σε  αυτό. O  Newton,  είπε  ότι  οδηγήθηκε  στις  ανακαλύψεις  

του  στην  ανάλυση  από  το  “Arithmetica  Infinitorum”. Φυσικά, µέσα  στη  δική  

του  εργασία   στο  λογισµό, σηµείωσε  πρόοδο  µε  το  να  σκέφτεται  αναλυτικά. 

Όµως  ακόµα  και  ο  Newton  θεώρησε  τη  γεωµετρία  ως  απαραίτητη  για  µία  

αυστηρή  απόδειξη. Ο Newton λέει ότι κατείχε το λογισµό του των ροών από το 

1665–66,
2
 δηλαδή κάποια στιγµή κατά την περίοδο στην οποία είχε ακούσει τις 

διαλέξεις του Barrow και είχε ανακαλύψει το διωνυµικό θεώρηµα. Το  1669, ο  

Newton  κυκλοφόρησε  στους  φίλους  του  µία  µονογραφία  τιτλοφορούµενη  “De 

Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas”.
3
 (Πάνω  στην  ανάλυση  µε  

τον  τρόπο  των  εξισώσεων  µε  άπειρο  αριθµό  όρων)  ∆ε  δηµοσιεύθηκε  έως  το  

1711, αλλά κυκλοφόρησε µεταξύ των φίλων του.  Στην εν λόγω µονογραφία,  δεν 

έκανε ρητή χρήση του συµβολισµού ή της ιδέας των ροών. Αντιθέτως, 

χρησιµοποίησε το απείρως µικρό, τόσο γεωµετρικά όσο και αναλυτικά, µε έναν 

τρόπο παρόµοιο µε εκείνο που συναντάται στους Barrow και Fermat και επεξέτεινε 

την εφαρµοσιµότητα του, µέσω της χρήσης του διωνυµικού θεωρήµατος. Σε αυτή την 

εργασία, ο Newton χρησιµοποίησε την ιδέα ενός απεριόριστα µικρού ορθογωνίου ή 

«στιγµής» εµβαδού και έβρισκε τους τετραγωνισµούς καµπυλών ως εξής.  Υπέθετε  

ότι  έχει  µία  καµπύλη  και  ότι  ένα  εµβαδόν  Ζ, κάτω  από  την  καµπύλη  δίνεται  

από  Ζ= α·x 
m

, (1),  όπου  m  ακέραιος  ή  κλασµατικός. Ονοµάζει  µία  απειροστή  

αύξηση  του  x, τη  στιγµή  x  και  την  υποδηλώνει  µε  Ο, ένα  συµβολισµό  που  είχε  

χρησιµοποιηθεί  από  τον  James  Gregory  και  το  ισοδύναµο  µε  το  ε  του  Fermat. 

Η  περιοχή  η  οποία  περικλείεται  από  την  καµπύλη, τον  άξονα  xx΄, τον  άξονα  

yy΄  και  την  τεταγµένη  στο  x+Ο, την  οποία  συµβολίζει  z+Οy , Οy  είναι  η  

στιγµή  της  περιοχής .  

 

 

Σχήµα 1.   

 

   

 

Τότε  Ζ+ΟΨ= α·(Χ+Ο) 
m

. (2)  Εφαρµόζει  το  διωνυµικό  θεώρηµα  στη  

δεξιά  πλευρά, αποκτώντας  µία  άπειρη  σειρά  όπου  m  είναι  κλασµατικός, 

αφαιρώντας  την  (1) από  τη  (2), διαιρώντας  εν  συνεχεία  και  τα  δύο  µέλη  µε  το 

Ο, παραλείποντας  εκείνους  τους  όρους  οι  οποίοι  ακόµα  περιέχουν  το  Ο  και  

αποκτά  Y=m·a·x
m–1

.   Με  τον  τρόπο  αυτό, στη  γλώσσα  µας ο  ρυθµός  αλλαγής  

εµβαδού  για  κάθε  x  είναι  η  τιµή  y  της  καµπύλης  για  την  τιµή  του  x. 

Αντίστροφα, αν  η  καµπύλη  είναι  Y=m·a·x
m–1

, τότε  το  εµβαδόν  κάτω  από  αυτήν  

είναι  Ζ=α·x 
m

. Με αυτή  τη  διαδικασία,  ο  Newton  όχι  µόνο  έδωσε  µία  γενική  

µέθοδο  εύρεσης  του  στιγµιαίου  ρυθµού  αλλαγής  µίας  µεταβλητής  λαµβάνοντας  

υπόψη  µία  άλλη (Ζ  λαµβάνοντας  υπόψη  το  x  στο  ανωτέρω  παράδειγµα), αλλά  

                                                           
2
 Opera omnia, I, 333. 

3
 Opera  omnia, I, 257–282 ; Opuscula, I, 3–28.  
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έδειξε  ότι  το  εµβαδόν  µπορεί  να  αποκτηθεί  µέσω  αντιστροφής  της  διαδικασίας  

εύρεσης  του  ρυθµού  αλλαγής.   Από  τότε  που  τα  εµβαδά  είχαν  εκφρασθεί  και  

αποκτηθεί  µέσω  της  πρόσθεσης  απειροστών  εµβαδών, ο  Newton  επίσης  έδειξε  

ότι  τέτοια  αθροίσµατα  µπορούν  να  αποκτηθούν  αντιστρέφοντας  τη  διαδικασία  

εύρεσης  του  ρυθµού  αλλαγής. Αυτό  το  γεγονός, ότι  οι  προσθέσεις  µπορούν  να  

αποκτηθούν  λαµβάνοντας  παραγώγιση, είναι  που  τώρα  ονοµάζουµε  θεµελιώδες  

θεώρηµα  του  λογισµού. Παρόλο  που  ήταν  γνωστό  σε  ειδικές  περιπτώσεις  και  

αµυδρά  προβλέπονταν  από  τους  προγόνους  του  Newton, αυτός  το  είδε  πιο  

γενικά. Εφάρµοσε  τη  µέθοδο  για  να  αποκτήσει  το  εµβαδόν, το  περιεχόµενο  από  

πολλές  καµπύλες  και  για  να  επιλύσει  άλλα  προβλήµατα, τα  οποία  µπορούν  να  

τυποποιηθούν  ως  αθροίσµατα.   Αφότου  έδειξε  ότι  η  παράγωγος  του  εµβαδού  

είναι  η  τιµή  y και  ισχυριζόµενος  ότι  η  αντίστροφη  πρόταση  είναι  αληθής, ο  

Newton  έδωσε  τον  κανόνα  πως  αν  η  τιµή  y  είναι  ένα  άθροισµα  όρων, τότε  το  

εµβαδόν  είναι  το   άθροισµα  εµβαδών  τα  οποία  προκύπτουν  από  κάθε  έναν  από  

τους  όρους. Σε  σύγχρονους  όρους,  το  αόριστο  ολοκλήρωµα  ενός  αθροίσµατος  

συναρτήσεων,  είναι  το  άθροισµα  των  ολοκληρωµάτων  των  ξεχωριστών  

συναρτήσεων. Έστω ότι, η καµπύλη σχεδιάζεται µε τέτοιο τρόπο ώστε για την 

τετµηµένη x και την τεταγµένη y το εµβαδόν να είναι 
m n

n
n

z ax
n m

+
 =  + 

. Έστω ότι η 

στιγµή ή η απειροστή αύξηση της τετµηµένης, κατά το συµβολισµό του James 

Gregory, είναι ο. Η νέα τετµηµένη θα είναι τότε x+o ενώ το αυξηµένο εµβαδόν θα 

είναι ( )
m n

n
n

z oy a x o
n m

+
 + = + + 

. Αν σε τούτη την έκφραση εφαρµόσουµε το 

διωνυµικό θεώρηµα, διαιρέσουµε κατά µέλη δια ο και κατόπιν αγνοήσουµε τους 

όρους που εξακολουθούν να περιέχουν το ο, τότε το αποτέλεσµα θα είναι 
m

ny ax= . 

∆ηλαδή, αν το εµβαδόν δίνεται από τη σχέση 
m n

n
n

z ax
n m

+
 =  + 

, η καµπύλη θα είναι 

η 
m

ny ax= . Αντιστρόφως, αν η καµπύλη είναι η 
m

ny ax= , τότε το εµβαδόν είναι 
m n

n
n

z ax
n m

+
 =  + 

.
4
 

Εδώ έχουµε µια έκφραση για το εµβαδόν η οποία δεν προέκυψε µέσω του 

προσδιορισµού του αθροίσµατος απειροστών εµβαδών, ούτε µέσω ισοδυνάµων 

µεθόδων που είχαν χρησιµοποιηθεί από τους προκατόχους του Newton από τον 

Αντιφώντα ως τον Pascal. Αντιθέτως, προέκυψε µέσω µιας θεώρησης της στιγµιαίας 

αύξησης του εµβαδού στο εξεταζόµενο σηµείο. Με άλλα λόγια, ενώ οι προηγούµενοι 

τετραγωνισµοί είχαν βρεθεί µέσω του ισοδυνάµου του ορισµένου ολοκληρώµατος 

οριζόµενου ως ορίου ενός αθροίσµατος, ο Newton εδώ προσδιόρισε πρώτα το ρυθµό 

µεταβολής του εµβαδού και κατόπιν βρήκε από αυτόν το εµβαδόν καθαυτό, µέσω 

εκείνου που θα έπρεπε σήµερα να αποκαλέσουµε το αόριστο ολοκλήρωµα της 

συνάρτησης που παριστάνει την τεταγµένη. Περαιτέρω, πρέπει να σηµειωθεί ότι η 

διαδικασία που καθίσταται θεµελιώδης σε αυτή την πρόταση, είναι ο προσδιορισµός 

των ρυθµών µεταβολής. Με άλλα λόγια, εκείνο που θα έπρεπε σήµερα να 

ονοµάσουµε παράγωγο, λαµβάνεται ως η βασική ιδέα και το ολοκλήρωµα ορίζεται σε 

σχέση µε αυτήν. Οι µαθηµατικοί από την εποχή του Torricelli ως του Barrow, 

                                                           
4
 Opera omnia, I, 281; Opuscula, I, 26. 
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γνώριζαν κατά κάποια έννοια µια τέτοια σχέση, αλλά ο Newton υπήρξε ο πρώτος που 

έδωσε µια γενικά εφαρµόσιµη διαδικασία προσδιορισµού ενός στιγµιαίου ρυθµού 

µεταβολής και την αντέστρεψε στην περίπτωση προβληµάτων που ενέπλεκαν 

αθροίσεις. Πριν από την εποχή αυτή, η τάση ήταν µάλλον προς την αντίθετη 

κατεύθυνση, να ανάγονται τα προβλήµατα, όποτε τούτο ήταν εφικτό, στον 

προσδιορισµό τετραγωνισµών. Με αυτό το βήµα, που έγινε από τον Newton, 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι είχε εισαχθεί ο λογισµός. Ο Newton εφάρµοσε τη 

µέθοδο αυτή στον τετραγωνισµό πολλών καµπυλών, όπως η 
3

2 2y x x= +  και η 
2a

y
b x

=
+

.   Για  να  ολοκληρώσει  το    
2a

y=
b+x

 , διαίρεσε  το  α
2
  µε  (β+ x)  και  

πήρε 
2 2 2 2 2 3

2 3 4

a a x a x a x
y= - + - +..

b b b b
 

 Έχοντας  αποκτήσει  αυτή  την  άπειρη  σειρά, βρίσκει  το  ολοκλήρωµα, 

ολοκληρώνοντας  κατά  όρους, έτσι  ώστε  το  εµβαδόν  να  είναι:  
2 2 2 2 3 2 4

2 3 4

a x a x a x a x
- + - +..

b 2b 3b 4b
 

Λέει  για  αυτές  τις  άπειρες  σειρές  ότι,  ελάχιστοι  από  τους  αρχικούς  

όρους  είναι  αυστηρά  για  κάθε  χρήση, υπό  τον  όρο  ότι  το  β  να  είναι  ίσο  µε  το  

x, επαναλαµβανόµενο  µερικές  φορές.   Παροµοίως,  για  να  ολοκληρώσει  την  

2

1
y=

1+x
  χρησιµοποιεί  το  διωνυµικό  ανάπτυγµα  για  να  πάρει  y=1– x

2
+x

4
–x

6
 + 

x
8
– …  και  ολοκληρώνει  κατά  όρους. Επισηµαίνει  ότι,  αν  στη  θέση  του  y  µπει  

το  
2

1

1+x
 τότε  µε  το  διωνυµικό  ανάπτυγµα  προκύπτει y=x

–2
– x

– 4
+x

– 6
–x

– 8
+ …  και  

τώρα  µπορεί να  ολοκληρώσει  κατά  όρους.  Ο  Newton  τότε,  διαπιστώνει  ότι  

όταν  το  x  είναι  αρκετά  µικρό, το  πρώτο  ανάπτυγµα  χρησιµοποιείται, αλλά  όταν  

το  x  είναι   µεγάλο  τότε  χρησιµοποιείται  το  δεύτερο  ανάπτυγµα. Έτσι,  αυτός  

κατά  κάποιον  τρόπο  ήταν  ενηµερωµένος  πως  αυτό  που  εµείς  ονοµάζουµε  

σύγκλιση  είναι  σηµαντικό,  αλλά  δεν  έχει  ακριβή  ιδέα  σχετικά  µε  αυτό. 

Ο Newton, κατάλαβε ότι είχε επεκτείνει την όρο προς όρο  ολοκλήρωση σε 

άπειρες σειρές αλλά λέει στο “De Analysi” «Και οτιδήποτε η συνήθης ανάλυση εκτελεί 

µέσω των εξισώσεων µε πεπερασµένο πλήθος όρων  (µε την προϋπόθεση ότι κάτι 

τέτοιο είναι δυνατό να γίνει), αυτό µπορεί να εκτελεστεί το ίδιο καλά, µέσω απείρων 

εξισώσεων οπότε δεν έχω κανένα πρόβληµα να την ονοµάσω Ανάλυση και αυτή. ∆ιότι 

οι µέθοδοι συλλογισµού, δεν είναι σe αυτήν λιγότερο συγκεκριµένες από ότι στην άλλη. 

Ούτε οι εξισώσεις είναι λιγότερο ακριβείς. Μολονότι εµείς οι θνητοί που οι 

συλλογιστικές µας δυνατότητες περιορίζονται σε στενά όρια, δε µπορούµε ούτε να 

εκφράσουµε, ούτε να συλλάβουµε όλους τους όρους αυτών των εξισώσεων, ώστε να 

βρούµε επακριβώς από αυτές τα µεγέθη που αναζητούµε». 

Ως εδώ, στην προσέγγισή του στο λογισµό, ο Newton χρησιµοποίησε αυτό 

που µπορεί να περιγραφεί ως η µέθοδος των απειροστών. Οι στιγµές είναι απείρως 

µικρά µεγέθη, αδιαίρετα ή απειροστά. Βέβαια, η λογική του τι ακριβώς έκανε ο 

Newton δεν είναι σαφής. Μερικά χρόνια αργότερα, στέλνοντας τούτα τα 

αποτελέσµατά του στον Collins, περιέγραφε επίσης και ένα πλήθος προτάσεων για 

µέγιστα, ελάχιστα και εφαπτόµενες, τις οποίες είχε βρει µέσω των µεθόδων του. Αυτή 

η επιστολή του, της 10.12.1672 προς τον Collins, κατέστη βαρυσήµαντη για τη 

διαµάχη ως προς το αν ο Leibniz είχε κάνει τις ανακαλύψεις του ανεξάρτητα από τον 

Newton. Στην εν λόγω επιστολή, ο Newton παρατήρησε µε ειλικρίνεια ότι οι κανόνες 
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του είναι ανάλογοι εκείνων των Sluse και Hudde, αν και γενικότεροι,
5
 ενώ σε κάποιο 

άλλο σηµείο παραδέχθηκε ότι είχε λάβει την υπόδειξη για την τεχνική του από τη 

µέθοδο του Fermat, βελτιωµένη από τους Gregory και Barrow.
6
 Η µεταβολή από το Ε 

του Fermat στο ο των Gregory και Newton, είναι φυσικά τετριµµένη. Έχει από 

καιρού εις καιρό ερµηνευθεί ως αντικατάσταση του Ε από το µηδέν, µια άποψη που 

θα ανήγαγε τη µέθοδο του Newton σε έναν άσκοπο χειρισµό µηδενικών, κάτι σαν τη 

µέθοδο του Bhaskara.
7
 Ο Newton, θεωρούσε ευκρινώς το σύµβολό του ως το γράµµα 

ο και όχι το σύµβολο του µηδενός και από αυτή την άποψη είναι πλήρως συγκρίσιµο 

µε το Ε του Fermat. Η σηµασία του έργου του Newton, έγκειται πρώτα απ’ όλα στο 

γεγονός ότι εφάρµοσε τη µέθοδο «ευθέως και αντιστρόφως», όπως ο ίδιος έλεγε.
8
 

∆ευτερευόντως, ο Newton θεωρούσε τη µέθοδό του, σε σύνδεση µε τη χρήση των 

απείρων σειρών, ως ένα καθολικό αλγόριθµο, ενώ εκείνη του Fermat, καθώς και οι 

τροποποιήσεις της από τους Sluse, Hudde και Huygens, χρησίµευαν µόνο στην 

περίπτωση ρητών αλγεβρικών συναρτήσεων.  Θα παρατηρηθεί ότι παρ’ όλο που το 

έργο του Newton περιέχει τις ουσιαστικές τεχνικές του λογισµού, η αιτιολόγησή τους 

δεν είναι σαφής από τις επεξηγήσεις που ο ίδιος έδωσε. Ο Newton, δεν υπέδειξε 

καθόλου µε ποιο δικαίωµα µπορούσαν οι όροι που περιέχουν το ο να αγνοηθούν κατά 

τους υπολογισµούς, όπως και ο Fermat δεν αιτιολόγησε την παράληψη των δυνάµεων 

του Ε και ο Barrow των δυνάµεων του e και του α. Η συνεισφορά του, έγκειτο στη 

διευκόλυνση των πράξεων µάλλον, παρά στην αποσαφήνιση των ιδεών. Όπως ο ίδιος 

ο Newton παραδέχθηκε, σ’ αυτή την εργασία η µέθοδός του «εξηγείται εν συντοµία 

µάλλον παρά επιδεικνύεται µε ακρίβεια». Στην παραπάνω απόδειξή του πάντως, για το 

ότι το εµβαδόν της 
m

ny ax=  δίνεται από τη σχέση
m n

n
n

z ax
n m

+
 =  + 

, µπορούµε να 

διαπιστώσουµε κάποια ένδειξη της σκέψης που είχε στο νου του. Η τεταγµένη y 

φαίνεται να παριστάνει την ταχύτητα του αυξανόµενου εµβαδού, ενώ η τετµηµένη το 

χρόνο. Τώρα, το γινόµενο της τεταγµένης επί ένα µικρό διάστηµα της βάσης, θα 

δώσει ένα µικρό τµήµα του εµβαδού και το συνολικό εµβαδόν κάτω από την καµπύλη 

είναι απλώς το άθροισµα όλων αυτών των στιγµών του εµβαδού. Τούτη είναι 

ακριβώς η ιδέα του απειροστού των Oresme, Γαλιλαίου, Descartes και άλλων, στις 

αποδείξεις τους για το νόµο της πτώσης των σωµάτων, µόνο που εκείνοι είχαν βρει το 

εµβαδόν συνολικά µέσω της πρόσθεσης τέτοιων στοιχείων, ενώ ο Newton το 

υπολόγισε από το ρυθµό µεταβολής του σε ένα συγκεκριµένο σηµείο. Είναι δύσκολο 

να πούµε µε ποιον ακριβώς τρόπο σκέφθηκε ο Newton αυτό το στιγµιαίο ρυθµό 

µεταβολής, αλλά πολύ πιθανώς τον αποδέχθηκε ως παρόµοιο µε την ιδέα της 

ταχύτητας που ο Γαλιλαίος είχε καταστήσει τόσο οικεία, αλλά δεν την είχε ορίσει 

αυστηρά. Ένας επιµελής εµπειριστής για τον οποίο τα µαθηµατικά αποτελούσαν µια 

µέθοδο µάλλον παρά µια επεξήγηση,
9
 ο Newton, προφανώς θεωρούσε οποιαδήποτε 

απόπειρα αµφισβήτησης του στιγµιαίου χαρακτήρα της κίνησης ως συνδεόµενη µε τη 

µεταφυσική και έτσι απέφυγε το να σχηµατίσει έναν ορισµό της. Παρά ταύτα, 

αποδέχθηκε αυτή την έννοια και την κατέστησε τη βάση της δεύτερης και 

εκτενέστερης παρουσίασης του λογισµού, όπως αυτή δόθηκε στο “Methodus 

                                                           
5
 Opera  omnia, IV, 510; cf. also Mathematical Principles (Cajori), pp. 251–252 . 

6
 More, Isaac  Newton, p.185, n. 

7
 The  entire  interpretation  of  Newton  given  by  Hoppe, “Zur  Geschihte  der Infinitesimalrechung”, 

is vitiated  by  the  fact  that  he  has  followed  certain  older  historians  in  this  mistake . Cf. Gerhardt 

, Die  Entdeckung  der  hoheren  Analysi , p. 80; Weissenborn, Die  Principien  der  hoheren  Analysis, 

p. 25, n; Gerhardt, “Zur Geschicte  des  Streites” , p. 131. 
8
 More, loc. Cit . 

9
 Burtt, Metaphysical  Foundations, pp. 208–210.  
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Fluxionum et Serierum Infinatorum”,
10

 που γράφηκε περί το 1671,
11

 αλλά δεν 

εκδόθηκε ως το 1736. Στο βιβλίο αυτό, ο Newton εισήγαγε το χαρακτηριστικό του 

συµβολισµό και τις ιδέες του. Εδώ, θεωρούσε τα µεταβλητά του µεγέθη ως 

παραγόµενα από τη συνεχή κίνηση σηµείων, γραµµών και επιπέδων µάλλον, παρά ως 

αθροίσµατα απειροστών στοιχείων, την άποψη που είχε εµφανιστεί στο “De 

Analysi”. Όπως ακριβώς ο Barrow εντόπισε το κύριο χαρακτηριστικό του χρόνου 

στην οµαλή ροή του, έτσι και ο µαθητής του ο Newton, παρ’ όλο που δε «θεώρησε 

τυπικά το χρόνο»,
12

 επηρεάστηκε και κατέστησε τη συνεχή κίνηση θεµελιώδη στο 

σύστηµά του. Φαίνεται ότι ο Newton, αισθάνθηκε ότι αυτή η έννοια ήταν αρκετά 

παρακινητική και τόσο σαφώς γνωστή µέσω της διαίσθησης, ώστε να καθιστά τοn 

περαιτέρω ορισµό της περιττό. Ο Newton, ονόµασε το ρυθµό παραγωγής ροή και τη 

συµβόλισε µέσω ενός γράµµατος µε µια κουκίδα πάνω από αυτό. Το παραγόµενο 

µέγεθος το ονόµασε ρέον. Έτσι, αν τα x και y είναι τα ρέοντα, τότε οι ροές τους είναι 
.

x  και 
.

y . Παρεµπιπτόντως, ο Newton σε άλλα σηµεία
13

 προχώρησε στην 

παρατήρηση ότι κάποιος µπορεί να θεωρήσει τις ροές 
.

x  και 
.

y , διαδοχικά, ως ρέοντα 

των οποίων οι ροές παριστάνονται από τα 
. .

x  και 
. .

y , κοκ. Τα ρέοντα των οποίων τα x 

και y αποτελούν τις ροές, ο Newton τα συµβόλισε µε 
|

x  και 
|

y , τα ρέοντα των οποίων 

οι ροές είναι τα τελευταία µεγέθη γράφονταν 
||

x  και 
||

y , κοκ.  Σε αυτή την εργασία, 

λέει ότι θεωρεί τις µεταβλητές του ως παραγόµενες από τη συνεχή κίνηση σηµείων, 

γραµµών και επιπέδων µάλλον, παρά ως στατικά αθροίσµατα απειροστών στοιχείων, 

όπως σε µια προηγούµενη εργασία. Ένα µεταβλητό µέγεθος, το αποκαλούσε τώρα 

ρέον και το ρυθµό µεταβολής του, ροή. Ο συµβολισµός του είναι 
.

x  και 
.

y  για τις 

ροές των ρεόντων x και y. Η ροή του 
.

x  είναι 
..

x , κοκ. Το ρέον, του οποίου x είναι η 

ροή είναι 
'

x  και το ρέον του τελευταίου είναι 
'  '

x . Σε αυτή τη δεύτερη εργασία, ο 

Newton διατυπώνει κάπως σαφέστερα το θεµελιώδες πρόβληµα του λογισµού. 

∆οθείσης µιας σχέσης µεταξύ δύο ρεόντων, να βρεθεί ή σχέση µεταξύ των ροών τους 

και αντιστρόφως. Οι δύο µεταβλητές των οποίων η σχέση δίνεται, µπορούν να 

παριστάνουν οποιαδήποτε µεγέθη. Παρά ταύτα, ο Newton τις θεωρεί ως 

µεταβαλλόµενες µε το χρόνο, διότι αυτός είναι ένας χρήσιµος τρόπος συλλογιστικής, 

αν και όχι αναγκαίος, όπως ο ίδιος παρατηρεί. Οπότε αν το o είναι ένα «απείρως 

µικρό χρονικό διάστηµα», τότε τα 
.

x o  και 
.

y o  είναι οι απεριόριστα µικρές αυξήσεις 

του x και του y ή οι στιγµές του x και του y. Για να βρούµε τη σχέση µεταξύ των 
.

x  

και 
.

y , ας υποθέσουµε ότι, το ρέον είναι 
.

ny x= . Ο Newton σχηµατίζει πρώτα την 

εξίσωση 
. .

n

y y o x x o
 + = + 
 

 και κατόπιν συνεχίζει όπως στην προηγούµενη εργασία 

του. Αναπτύσσει το δεξί µέλος χρησιµοποιώντας το διωνυµικό θεώρηµα, αφαιρεί 

ny x= , διαιρεί κατά µέλη δια ο, αγνοεί όλους τους όρους που εξακολουθούν να 

                                                           
10

 Opuscula, I, 31–200.  
11

 See  Zeuthen, ‘Notes, 1895, p. 203; cf. also  Newton,  Opera  omnia, II, 280. 
12

 Opuscula, I, 54. 
13

 Cf. Opera  omnia, I,338; Opuscula, I, 55, 61.  
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περιέχουν το ο, και βρίσκει 
. .

1ny nx x−= . Σε σύγχρονο συµβολισµό, αυτό το 

αποτέλεσµα µπορεί να γραφεί n-1dy dx
=nx

dt dt
 και αφού ( ) ( )dy dx dy dt dx dt= , ο 

Newton µε την εύρεση του λόγου του dy dt  προς το dx dt  ή του 
.

y προς το 
.

x , έχει 

βρει το dy dx . Η µέθοδος των ροών, δεν είναι ουσιαστικά διαφορετική από εκείνη 

που χρησιµοποιείται στο “De Analysi”, ούτε είναι αυστηρότερη. Ο Newton, 

απορρίπτει όρους όπως ο 
. .

x xo  και ο 
. . .

x x o x o  (γράφει 
3.

x oo ), µε τη λογική ότι είναι 

απείρως µικροί σε σύγκριση µε εκείνους που διατηρούνται. Μολαταύτα, η άποψή του 

στο “Method of Fluxions” είναι κάπως διαφορετική. Οι στιγµές 
.

x o  και 
.

y o  

µεταβάλλονται µε το χρόνο ο, ενώ στην πρώτη εργασία οι στιγµές είναι έσχατα 

σταθερά τεµάχια των x και z. Αυτή η νεώτερη άποψη, ακολουθεί την περισσότερο 
δυναµική συλλογιστική του Γαλιλαίου. Η παλαιότερη, χρησιµοποιούσε τα στατικά 

αδιαίρετα του Cavalieri. Η µεταβολή εξυπηρέτησε, όπως το έθεσε ο Newton, µόνο 

στο να αποµακρυνθεί η τραχύτητα από το δόγµα των αδιαιρέτων. Μολαταύτα, οι 

στιγµές 
.

x o  και 
.

y o  εξακολουθούν να είναι κάποιο είδος απείρως µικρών µεγεθών. 

Επιπλέον, τα 
.

x και 
.

y , τα οποία είναι οι ροές ή οι παράγωγοι ως προς το χρόνο του x 

και του y, δεν ορίζονται ποτέ πραγµατικά. Αυτό το κεντρικό πρόβληµα αποφεύγεται. 

Με δεδοµένη µια σχέση µεταξύ των 
.

x και 
.

y , η εύρεση της σχέσης µεταξύ των x και y 

είναι πιο δύσκολη από µια απλή ολοκλήρωση µιας συνάρτησης του x. Ο Newton 

µελετά πολλούς τύπους: 

(1) όταν τα 
.

x , 
.

y , και το x ή το y είναι παρόντα,  

(2) όταν τα 
.

x , 
.

y , x και το y είναι παρόντα,, 

(3) όταν τα 
.

x , 
.

y , 
.

z  και τα ρέοντα είναι παρόντα.  

Ο πρώτος τύπος, είναι ο ευκολότερος και σε σύγχρονο συµβολισµό, απαιτεί τη 

λύση της εξίσωσης ( )dy dx f x= . Από το δεύτερο τύπο, ο Newton µελετά την 

. .
21 3y x x y x xy= − + + +  και την επιλύει µέσω µιας διαδικασίας διαδοχικών 

προσεγγίσεων. Ξεκινά µε την 
. .

21 3y x x x= − +  ως µια πρώτη προσέγγιση, βρίσκει το 

y ως συνάρτηση του x, εισαγάγει την τιµή αυτή του y στο δεξί µέλος της αρχικής 

εξίσωσης και συνεχίζει τη διαδικασία. Ο Newton περιγράφει αυτά που κάνει αλλά 

δεν τα αιτιολογεί.  Από τον τρίτο τύπο, µελετά την 
. . .

2 0x z y x− + = . Θεωρεί µια σχέση 

µεταξύ των x και y, έστω την 2x y= , οπότε 
. .

2x y y= . Τότε η εξίσωση γίνεται 

24 0y z yψ ψ− + =ɺ ɺɺ , από την οποία παίρνει ( )2 32 3y y z+ = . Οπότε, αν ο τρίτος τύπος 

θεωρηθεί ως µια µερική διαφορική εξίσωση, ο Newton βρίσκει µόνο ένα 

συγκεκριµένο ολοκλήρωµα. Ο Newton, αντελήφθη ότι σε αυτή την εργασία είχε 

παρουσιάσει µια γενική µέθοδο. Σε µια επιστολή του προς τον John Collins, µε 

ηµεροµηνία 10.12.1672, στην οποία δίνει τα στοιχεία της µεθόδου του και ένα 

παράδειγµα, γράφει «Αυτή είναι µια ιδιαίτερη περίπτωση, ή µάλλον ένα πόρισµα, µιας 

γενικής µεθόδου, που επεκτείνεται, χωρίς κοπιώδεις υπολογισµούς, όχι µόνο στο 

σχεδιασµό εφαπτοµένων σε οποιεσδήποτε καµπύλες γραµµές, είτε γεωµετρικές είναι 
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αυτές ή µηχανικές…αλλά επίσης και στη λύση άλλων περισσότερο δυσνόητων ειδών 

προβληµάτων για την κυρτότητα, τα εµβαδά, τα µήκη, τα κέντρα βάρους καµπυλών, 

κλπ. Ούτε  …περιορίζεται σε εξισώσεις που είναι ελεύθερες από άρρητα µεγέθη. Αυτή 

τη µέθοδο, την έχω συνυφάνει µε εκείνη την άλλη για τις εξισώσεις, µέσω της αναγωγής 

τους σε άπειρες σειρές». Ο Newton, τόνισε τη χρήση άπειρων σειρών διότι έτσι θα 

µπορούσε να µεταχειριστεί συναρτήσεις όπως η ( )
3

21 x+ , ενώ οι προκάτοχοί του 

περιορίζονταν συνολικά στις ρητές αλγεβρικές εξισώσεις. Στη “Method of Fluxions”, 

ο Newton έκανε πλήθος εφαρµογών των ροών στη διαφόριση πεπλεγµένων  

συναρτήσεων και στην εύρεση εφαπτοµένων καµπυλών, µεγίστων και ελαχίστων 

συναρτήσεων, καµπυλότητας καµπυλών και σηµείων καµπής καµπυλών. Επίσης, 

βρήκε εµβαδά και µήκη καµπυλών. Σε σύνδεση µε την καµπυλότητα, έδωσε το 

σωστό τύπο για την ακτίνα καµπυλότητας, συγκεκριµένα, 

3
2 2.

. .

1 y

r

y

 
+ 

 = όπου το 
.

x  

λαµβάνεται ως 1. Επίσης έδωσε αυτό το ίδιο µέγεθος και σε πολικές συντεταγµένες. 

Τέλος, περιέλαβε ένα σύντοµο πίνακα ολοκληρωµάτων. Στη εργασία του “Tractatus 

de Quadratura Curvarum” (Τετραγωνισµός καµπυλών), µια τρίτη εργασία στο 

λογισµό, που γράφηκε το 1676 αλλά δηµοσιεύθηκε το 1704, ο Newton λέει ότι έχει 

εγκαταλείψει το απειροστό ή το απείρως µικρό µέγεθος. Τώρα επικρίνει την 

απόρριψη των όρων που περιέχουν το ο διότι, γράφει «στα µαθηµατικά ακόµη και τα 

παραµικρότερα λάθη δεν πρέπει να παραµελούνται… Θεωρώ τα µαθηµατικά µεγέθη σ’ 

αυτή τη θέση όχι ως αποτελούµενα από πολύ µικρά µέρη, αλλά ως περιγραφόµενα από 

µια συνεχή κίνηση. Οι γραµµές περιγράφονται και συνεπώς παράγονται, όχι από την 

παράθεση τµηµάτων, αλλά από τη συνεχόµενη κίνηση σηµείων, οι επιφάνειες από την 

κίνηση γραµµών, τα χρονικά διαστήµατα από συνεχή ροή….  Οι ροές είναι, οσοδήποτε 

κοντά επιθυµούµε, όπως οι αυξήσεις των ρεόντων που παράγονται σε χρόνους, ίσους 

και όσο το δυνατό µικρότερους, και για να µιλήσω ακριβέστερα, βρίσκονται στον 

πρώτο λόγο των γεννώµενων αυξήσεων. Παρά ταύτα µπορούν να εκφραστούν από 

οποιεσδήποτε γραµµές, που είναι ανάλογες αυτών». 

Στην εν λόγω πραγµατεία, ο Newton προσπάθησε να αποµακρύνει όλα τα ίχνη 

του απείρως µικρού. Τα µαθηµατικά µεγέθη, δεν έπρεπε να θεωρούνται ως 

αποτελούµενα από στιγµές ή πολύ µικρά µέρη, αλλά ως διαγραφόµενα από συνεχή 

κίνηση. Στον προσδιορισµό της ροής του 
nx , ο Newton προχώρησε κατά τρόπο που 

µοιάζει πολύ µε εκείνον στο “Methodus Fluxionum”, αντικαθιστώντας το x µε το 

x o+ . Σε συµφωνία µε το συµβολισµό των ροών, θα αναµένονταν η αύξηση του x να 

συµβολιστεί ως 
.

x o  αντί ο, αλλά επειδή ο Newton ασχολείται εδώ µόνο µε µία 

µεταβλητή, η ροή της µπορεί να ληφθεί, κατά βολικό τρόπο, ίση µε τη µονάδα.  

Η νέα σύλληψη του Newton, η µέθοδος των πρώτων και των έσχατων 

λόγων, έγκειται στο εξής. Θεωρεί τη συνάρτηση ny x= . Για να βρούµε τη ροή του y 

ή του 
nx , ας αφήσουµε το x να γίνει «ρέοντας» x o+ . Τότε το

nx  γίνεται 

( )
2

1 2 2 ...
2

n n n nn n
x o x nox o x− −−
+ = + + +  

Οι αυξήσεις των x και y, συγκεκριµένα, o και 
2

1 2 2 ...
2

n nn n
nox o x− −−

+ +  έχουν 

λόγο ίσο µε το λόγο του (µετά από διαίρεση και των δύο δια του ο) 1 προς το 
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2
1 2 ...

2

n nn n
nx ox− −−

+ + «Αν αφήσουµε τώρα τις αυξήσεις να µηδενιστούν η τελευταία 

τους αναλογία θα είναι» 1 προς 
1nnx −
. Τότε, η ροή του x έχει προς τη ροή του 

nx  λόγο 

ίσο µε το λόγο του 1 προς το 
1nnx −
 ή όπως θα λέγαµε σήµερα, ο ρυθµός µεταβολής 

του y ως προς το x είναι 
1nnx −
. Αυτός είναι ο πρώτος λόγος των γεννώµενων 

αυξήσεων. Φυσικά, η λογική αυτής της εκδοχής δεν είναι καλύτερη από εκείνη των 

προηγούµενων δύο. Παρά ταύτα, ο Newton λέει ότι αυτή η µέθοδος βρίσκεται σε 

αρµονία µε τη γεωµετρία των αρχαίων και ότι δεν είναι απαραίτητο να εισαχθούν 

απείρως µικρά µεγέθη. Το λόγο που προκύπτει, 1 προς 
1nnx −
, θα έπρεπε να τον 

θεωρήσουµε ως ένα όριο του λόγου των µεταβολών, αλλά ο Newton τον ονόµασε 

έσχατο λόγο των µεταβολών, µια ορολογία η οποία αργότερα επρόκειτο να οδηγήσει 

σε κάποια σύγχυση της σκέψης. Αυτός ο έσχατος λόγος των «αφανιζόµενων 

αυξήσεων», είναι ο ίδιος µε τον πρώτο ή πρωτεύοντα λόγο των «γεννώµενων 

αυξήσεων». Είναι επίσης και ο λόγος των ροών στο εξεταζόµενο σηµείο.
14

 

   Στην παραπάνω απόδειξη, τα ουσιαστικά στοιχεία της παραγώγου είναι πιο 

εµφανώς παρόντα από ότι σε οποιοδήποτε άλλο τµήµα του έργου του Newton. Η 

έµφαση δίνεται σε µια συνάρτηση µίας µεταβλητής µάλλον, παρά σε µια εξίσωση µε 

πολλές, στο σχηµατισµό του λόγου των µεταβολών της ανεξάρτητης µεταβλητής και 

της συνάρτησης και τέλος, στον προσδιορισµό του ορίου αυτού του λόγου καθώς οι 

µεταβολές προσεγγίζουν το µηδέν. Παρεµπιπτόντως, ο λόγος όπως εκφράζεται από 

τον Newton, αν αντιστραφεί δίνει τη σύγχρονη παράγωγο. Επιπλέον, υπάρχουν στο 

σκεπτικό του Newton ορισµένα στοιχεία που έκτοτε έχουν απορριφθεί ως εξωγενή. Η 

έκκλησή του στο χρόνο, ως βοηθητική ανεξάρτητη µεταβλητή, θεωρείται σήµερα 

άσκοπη, ενώ ο οριακός λόγος θεωρείται σήµερα ως ένας και µόνο αριθµός µάλλον, 

παρά ως ένα πηλίκο δύο ρυθµών µεταβολής. Αν ο Newton είχε αφιερώσει 

περισσότερο χρόνο για την αποσαφήνιση των στοιχείων του σκεπτικού του στην 

απόδειξή του µέσω των εσχάτων λόγων, ο λογισµός θα µπορούσε να έχει εδραιωθεί 

στην έννοια της παραγώγου έναν αιώνα πριν την εποχή του Cauchy. Στην πρώτη του 

δηµοσιευµένη περιγραφή της νέας του ανάλυσης, ο Newton υποστήριξε αυτό το είδος 

επιχειρήµατος, αλλά στις επιδείξεις του της µεθόδου των ροών στην εργασία αυτή 

κατέφυγε δυστυχώς στην ορολογία των απειροστών των προγενέστερων περιγραφών 

του.  

 

Σχήµα 2. 

 

 

Ο Newton, έδωσε επίσης µια γεωµετρική ερµηνεία. Με δεδοµένα τα στοιχεία 

του σχήµατος  2, υποθέστε ότι το bc κινείται προς το BC έτσι ώστε το c να συµπέσει 

µε το C. Τότε, το καµπυλόγραµµο τρίγωνο CΕc είναι «στην τελευταία µορφή» όµοιο 

µε το τρίγωνο CET και οι «αφανιζόµενες» πλευρές θα είναι ανάλογες των CE, ET και 

CT. Οπότε, οι ροές των µεγεθών AB, BC και AC είναι, στον έσχατο λόγο των 

αφανιζόµενων αυξήσεών τους, ανάλογες των πλευρών του τριγώνου CET ή του 

τριγώνου VBC. Το 1676, έµαθε ότι ο Leibniz εργάζονταν σε παρόµοια προβλήµατα, 

και στις 24.10.1676 έστειλε µια επιστολή στον Leibniz, µέσω του Oldenburg, στην 
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οποία έδινε σε µορφή αναγραµµατισµού, µια διατύπωση του θεµελιώδους 

προβλήµατος του λογισµού του. Αυτή φαίνεται ότι υπήρξε  και η µόνη του 

προσπάθεια να διασφαλίσει την προτεραιότητα της επινόησης του λογισµού. Αν 

µεταθέσουµε τα γράµµατα του αναγραµµατισµού και µεταφράσουµε, το κείµενο έχει 

ως εξής: «∆οθέντων σε µια εξίσωση των ρεόντων, οποιουδήποτε πλήθους µεγεθών, να 

βρεθούν οι ροές και αντιστρόφως».
15

 Παρόµοιες διατυπώσεις του προβλήµατος του 

λογισµού, είχαν περιληφθεί στο “Methodus Fluxionum” και στο “De Quadratura” τα 

οποία είχε ήδη συνθέσει.
16

 Στην επιστολή του αυτή, παραδέχονταν επίσης το χρέος 

του στους Wallis, James Gregory, Sluse και άλλους, αλλά δεν έδωσε µια έκθεση των 

µεθόδων του. Ο Newton, δε δηµοσίευσε τις βασικές του εργασίες στο λογισµό παρά 

µόνο πολύ αργότερα αφότου τις είχε γράψει. Η πιο πρώιµη έντυπη περιγραφή της 

θεωρίας του για τις ροές, εµφανίστηκε στην “Algebra” του Wallis (2
η
 έκδοση στα 

Λατινικά, 1693), στην οποία ο Newton έγραψε τις σελίδες 390 ως 396. Αν είχε 

δηµοσιεύσει αµέσως, θα είχε ίσως αποφύγει τη διαµάχη µε τον Leibniz για την 

πατρότητα της ανακάλυψης.   Η πρώτη δηµοσίευση του Newton που περιλάµβανε το 

λογισµό του είναι το “Mathematical Principles of Natural Philosophy” 
17

 του  1687 . 

Όσον αφορά τη βασική έννοια του λογισµού, τη ροή, ή όπως λέµε εµείς την 

παράγωγο, ο Newton κάνει πολλές αναφορές. Απορρίπτει τα απειροστά ή έσχατα 

αδιαίρετα µεγέθη, προς χάριν των «αφανιζόµενων διαιρετών µεγεθών», µεγεθών που 

µπορούν να µειωθούν απεριόριστα. Οι προτάσεις του εν λόγω βιβλίου, οι οποίες 

αφορούν ταχύτητες, επιταχύνσεις, εφαπτόµενες και καµπυλότητες, είναι κατά µέγα 

µέρος εκείνες που τώρα αντιµετωπίζονται µε τις µεθόδους του λογισµού, αλλά ο 

Newton τις παρουσίασε στη µορφή συνθετικών γεωµετρικών αποδείξεων µε σχεδόν 

παντελή έλλειψη αναλυτικών υπολογισµών. Παρά ταύτα, ο Newton σε πολλά σηµεία 

του έργου έδωσε ενδείξεις γενικότερων απόψεων.  

Στη δεύτερη και την τρίτη έκδοση των “Principia” ο Newton λέει, «Έσχατοι 

λόγοι στους οποίους τα µεγέθη µηδενίζονται δεν είναι, µιλώντας αυστηρά, οι λόγοι των 

εσχάτων µεγεθών, αλλά όρια προς τα οποία οι λόγοι αυτών των µεγεθών, τα οποία 

µειώνονται απεριόριστα, προσεγγίζουν και τα οποία, αν και µπορούν να έλθουν 

πλησιέστερα από οποιαδήποτε δοθείσα διαφορά σ’ αυτά, δεν µπορούν ούτε να 

υπερβούν ούτε να φθάσουν πριν τα µεγέθη µειωθούν απεριόριστα».
18

 Αυτή είναι η 

σαφέστερη διατύπωση που ο ίδιος έδωσε ποτέ, όσον αφορά το νόηµα των εσχάτων 

λόγων του. Σχετικά µε την προηγούµενη διατύπωση, λέει επίσης, «Με το όρο έσχατη 

ταχύτητα εννοούµε εκείνη µε την οποία το σώµα κινείται, ούτε πριν φθάσει στην 

τελευταία θέση του, όταν παύει η κίνηση, ούτε µετά, αλλά τη στιγµή ακριβώς που 

φθάνει… Και µε όµοιο τρόπο, µε τον όρο έσχατος λόγος των αφανιζόµενων µεγεθών 

πρέπει να νοηθεί ο λόγος των µεγεθών, όχι πριν αυτά µηδενιστούν, ούτε µετά, αλλά 

εκείνος µε τον οποίο µηδενίζονται». Σε µια σειρά ληµµάτων του πρώτου βιβλίου, 

εξέφρασε το είδος του επιχειρήµατος που εµφανίζεται στο “De Quadratura 

Curvarum” «Τα µεγέθη και οι λόγοι µεγεθών, που σε οποιονδήποτε πεπερασµένο 

χρόνο συγκλίνουν κατά συνεχή τρόπο στην ισότητα και πριν το τέλος αυτού του χρόνου 

προσεγγίζουν το ένα το άλλο πλησιέστερα από οποιαδήποτε δοθείσα διαφορά, γίνονται 

τελικά ίσα».
19

  Τούτο φυσικά, είναι το είδος της γενικής πρότασης ορίου µε την οποία 

οι Stevin, Valerio, Gregory of St. Vincent, Tacquet, Wallis και άλλοι είχαν 

                                                           
15

 Opera  omnia, IV, 540  ff.; also  Leibniz, Mathematische  Schriften, I, 122–147. 
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επιχειρήσει να αντικαταστήσουν την ελληνική µέθοδο της εξάντλησης. Μάλιστα, 

µια παράγραφος στον Gregory of St. Vincent,
20

 στην οποία η λέξη «terminus» 

χρησιµοποιούνταν για να υποδείξει το όριο µιας προόδου, ίσως να αποτέλεσε την 

απαρχή του όρου «έσχατος λόγος» που ο Newton χρησιµοποιούσε τόσο συχνά. Η 

άποψη του Newton για το όριο, όπως και εκείνες αυτών των προγενέστερων 

µελετητών, συνδέονταν µε γεωµετρικές διαισθήσεις οι οποίες τον οδήγησαν να κάνει 

ασαφείς και αµφιλεγόµενες διατυπώσεις. Έτσι έλεγε, «Ο έσχατος λόγος του τόξου, της 

χορδής, της εφαπτοµένης, οποιουδήποτε προς οποιοδήποτε άλλο, είναι ο λόγος της 

ισότητας».
21

 Και λίγο αργότερα, µιλούσε για την οµοιότητα των «εσχάτων µορφών 

των αφανιζοµένων τριγώνων».
22

 Αυτές οι παρατηρήσεις, υπονοούν ότι ο Newton δεν 

σκέπτονταν αριθµητικά, όπως εµείς σήµερα, για το όριο της ακολουθίας των αριθµών 

που αναπαριστούν τους λόγους των (αριθµητικών) µηκών των γεωµετρικών µεγεθών 

που περιλαµβάνονται, καθώς αυτά γίνονται απεριόριστα µικρά, αλλά είχε επίσης 

επηρεαστεί από τις απειροστικές απόψεις του δεκάτου εβδόµου αιώνα ώστε να 

σκέπτεται έσχατα γεωµετρικά αδιαίρετα. Είναι αληθές ότι, ποτέ δε χρησιµοποίησε τις 

εκφράσεις, έσχατα τόξα, χορδές, εφαπτόµενες, ή τρίγωνα, αλλά µόνο εκείνες των 

έσχατων λόγων και µορφών, εκφράσεις που επιτρέπουν αυστηρά ορθές αφηρηµένες 

ερµηνείες, αλλά που υπονοούν έντονα άλλες σε σχέση µε την διαισθητικά πιο 

θελκτική άποψη που παρέχεται από τα απειροστά. Μολαταύτα, το ότι ο Newton 

κατανοούσε τις δυσκολίες που περιλαµβάνονταν σε µια αφελή άποψη των 

απειροστών υποδεικνύεται στην περαιτέρω διατύπωσή του στο Principia, 

«∆ιότι εκείνοι οι έσχατοι λόγοι µε τους οποίους τα µεγέθη µηδενίζονται δεν 

είναι, µιλώντας αυστηρά, οι λόγοι των έσχατων µεγεθών, αλλά όρια προς τα οποία 

πάντα συγκλίνουν οι λόγοι µεγεθών που µειώνονται απεριόριστα και στα οποία 

έρχονται πλησιέστερα από οποιαδήποτε δεδοµένη διαφορά, αλλά ποτέ δεν τα 

ξεπερνούν, ούτε τα φθάνουν, µέχρι αυτά τα µεγέθη να γίνουν απείρως µικρά».
23

  Αυτή 

είναι η σαφέστερη διατύπωση που έκανε ο Newton για τη φύση των εσχάτων λόγων, 

αλλά θα διαπιστώσουµε ότι, στη συνέχεια αυτού του επιχειρήµατος σε κάποιο λήµµα 

του δεύτερου βιβλίου του Principia, η έκθεσή του και πάλι προσέλαβε περισσότερο 

έντονα την εξάρτηση από την ιδέα των απείρως µικρών µεγεθών, µε την έννοια του 

ορίου να υπονοείται κάπως αχνά ως βασική. Αυτή ακριβώς ή έλλειψη αριθµητικής 

σαφήνειας είναι εκείνη που οδήγησε, τον επόµενο αιώνα, σε αντιφατικές συζητήσεις, 

όχι µόνο για την εγκυρότητα των ροών του Newton, αλλά και για το τι εννοούσε 

πραγµατικά ο Newton µε τις ανωτέρω διατυπώσεις και άλλες παρόµοιες. Καθόσον το 

Principia έχει γραφεί µε τον παλαιό συνθετικό γεωµετρικό τρόπο, οι αναφορές στη 

µέθοδο των ροών δεν είναι πολλές.  

Στο δεύτερο βιβλίο, ωστόσο, εµφανίστηκε η πρώτη δηµοσίευση των 

«θεµελίων εκείνης της νέας µεθόδου».
24

 Εδώ βρίσκει κανείς τη διατύπωση της 

θεµελιώδους αρχής, «Η στιγµή κάθε γένους ισούται µε το άθροισµα των στιγµών των 

παραγόντων πλευρών πολλαπλασιασµένο µε τους δείκτες των δυνάµεων εκείνων των 

πλευρών, και µε τους συντελεστές τους κατά συνεχή τρόπο». Ο Newton, το απέδειξε 

αυτό για το γινόµενο AB ως εξής. Έστω ότι το AB παριστάνει ένα ορθογώνιο και 

έστω ότι οι πλευρές Α και Β ελαττώνονται κατά 
1

2
a  και 

1

2
b , αντίστοιχα. Το 
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ελαττωµένο εµβαδόν θα είναι τότε 
1 1 1

2 2 4
AB aB bA ab− − + . Τώρα, έστω ότι οι 

πλευρές του AB αυξάνονται κατά 
1

2
a  και 

1

2
b , αντίστοιχα. Το εµβαδόν του 

µεγεθυµένου ορθογωνίου θα είναι τότε 
1 1 1

2 2 4
AB aB bA ab+ + + . Αφαιρώντας το 

µικρότερο ορθογώνιο από το µεγαλύτερο, βρίσκουµε το aB bA+  ως στιγµή του 

αρχικού ορθογωνίου, που αντιστοιχεί στις στιγµές α και b των Α και Β, κάτι που 

αποδεικνύει την πρόταση γι’ αυτό το γινόµενο. Αν A B= , η στιγµή του 2A  είναι 

2aA .   Με τη χρήση των µειώσεων 
1

2
a  και 

1

2
b  και των αυξήσεων 

1

2
a  και 

1

2
b , αντί 

των αυξήσεων α και b, ο Newton εδώ απέφυγε την αναγκαιότητα της απόρριψης του 

απείρως µικρού όρου ab . Έτσι, ο Newton έκανε εµφανή χρήση απείρως µικρών 

µεγεθών πρώτης τάξεως µόνο, άποψη ως προς την οποία το έργο του διαφέρει από 

εκείνο του Leibniz, αλλά η µέθοδός του στην παραπάνω πρόταση υπέστη αργότερα 

δικαίως κριτική ως υπονοούσα την παράλειψη των απειροστών δεύτερης τάξεως. Για 

να βρει τη στιγµή του ABC, ο Newton έθεσε ΑΒ=G και εφαρµόζοντας το πρώτο 

µέρος του θεωρήµατος, βρήκε ως αποτέλεσµα το cAB bCA aBC+ + . Θέτοντας 

A=B=C, η στιγµή του 3A  γίνεται 
23aA . Με παρόµοιες διαδικασίες, η στιγµή του nA  

για θετικές ακέραιες δυνάµεις βρίσκεται ίση µε 
1nnaA −
. Αυτό το ίδιο αποτέλεσµα 

φαίνεται να ισχύει και για αρνητικές δυνάµεις επίσης. Τούτο, είναι φανερό από τους 

ακόλουθους συλλογισµούς. Έστω ότι m είναι η στιγµή του 
1

A
. Τότε από τη σχέση 

1
1A

A
⋅ =  και τη στιγµή γινοµένου, βρίσκουµε 

1
0a A m

A
⋅ + ⋅ = , ή 

2

a
m

A
= − . Αυτό το 

επιχείρηµα γενικεύεται εύκολα, ώστε να συµπεριλάβει όλες τις αρνητικές ακέραιες 

δυνάµεις και µε µικρές τροποποιήσεις, είναι εφαρµόσιµο σε όλα τα γινόµενα ρητών 

δυνάµεων µεταβλητών. Ο Newton, έλεγε 
25

 ότι αυτό είναι το θεµέλιο της µεθόδου του 

των εφαπτοµένων και των τετραγωνισµών. Και µάλιστα αυτός ο κανόνας, 

συνδυασµένος µε τη χρήση απείρων σειρών, είναι επαρκής για την επίτευξη των 

ουσιαστικών αποτελεσµάτων της µεθόδου των ροών. Παρά ταύτα, επειδή ο Newton 

έδωσε εδώ µια ατυχώς λακωνική έκθεση της µεθόδου του και της αιτιολόγησής της 

και εισήγαγε αυτή τη σύντοµη περιγραφή στο δεύτερο βιβλίο στη µη εµφανή µορφή 

ενός λήµµατος 
26

 για άλλες προτάσεις, έχει εκφραστεί κάποια αµφιβολία όσον αφορά 

τη σοβαρότητα µε την οποία η µέθοδος προτάθηκε.
27

  Η βάση του λογισµού όπως 

πρωτοδηµοσιεύθηκε στο “Principia”, βρίσκεται βεβαίως στη φύση των στιγµών του 

Newton, αλλά ακριβώς στο συγκεκριµένο θέµα ο Newton δεν υπήρξε καθόλου σαφής 

µε τη γλώσσα που χρησιµοποίησε. 

 Έλεγε γι’ αυτό το σηµείο, «Τα πεπερασµένα σωµατίδια δεν είναι στιγµές, αλλά 

πραγµατικά µεγέθη που παράγονται από στιγµές. Πρέπει να τα συλλάβουµε ως τις 

ακριβώς εν τω γεννάστε αρχές των πεπερασµένων µεγεθών». Ίσως επειδή διαπίστωσε 

ότι αυτή η διατύπωση έκανε τις στιγµές του το ίδιο ασαφείς µε τα απειροστά των 

Cavalieri, Fermat και Barrow, δικαιολογήθηκε προσθέτοντας, «Ούτε κι εµείς 
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θεωρούµε στο παρόν Λήµµα το µέγεθος των στιγµών, αλλά την πρώτη τους αναλογία 

ως γεννώµενη».
28

 Τούτο, µοιάζει µε µια προσπάθεια εισαγωγής του δόγµατος των 

ορίων, που είχε διατυπώσει στο Βιβλίο Ι, στο οποίο θεωρούσε το λόγο ως έσχατο, 

χωρίς να προσδιορίζει ότι τα µεγέθη που υπεισέρχονταν ήταν τέτοια. Μολαταύτα, 

είναι δύσκολο να κατανοήσουµε πώς ακριβώς θα πρέπει κανείς να θεωρήσει το όριο 

ενός λόγου στον προσδιορισµό της στιγµής του ΑΒ. Εδώ έχουµε να κάνουµε µε δύο 

µεταβλητές και αντιµετωπίζουµε το ισοδύναµο της µερικής διαφόρισης, εκτός και αν 

µπορούµε να προσφύγουµε στο χρόνο ως µία ανεξάρτητη µεταβλητή, όπως στη 

συνέχεια πρότεινε ο Newton. Ίσως, επειδή διαπίστωσε τις δυσκολίες στην πορεία 

ερµηνείας της πρότασης σε σχέση µε το λόγο ή την αναλογία απειροστών, ο Newton 

πρόσθεσε µια ακόµη ερµηνεία.  

«Θα είναι το ίδιο αν αντί των στιγµών, χρησιµοποιήσουµε είτε τις ταχύτητες 

των αυξήσεων και των µειώσεων (που µπορούν επίσης να ονοµαστούν κινήσεις, 

µεταβολές και ροές µεγεθών), ή οποιαδήποτε πεπερασµένα µεγέθη ανάλογα εκείνων 

των ταχυτήτων».
29

 Για να συνοψίσουµε τα παραπάνω, βλέπουµε ότι ο Newton είχε 

αρχικά κατά νου απείρως µικρά µεγέθη τα οποία δεν είναι πεπερασµένα ούτε ακριβώς 

µηδενικά. «Πνεύµατα εκλιπόντων µεγεθών» τα αποκάλεσαν πολύ εύστοχα οι κριτικές 

της µεθόδου τον επόµενο αιώνα. Αυτά, παρέχουν υπερβολική δυσκολία σύλληψης, 

για αυτό ο Newton εστίασε κατόπιν, την προσοχή του στο λόγο τους, ο οποίος είναι 

εν γένει ένας πεπερασµένος αριθµός. Γνωρίζοντας αυτό το λόγο, κάποιος µπορεί να 

αντικαταστήσει τα απειροστά µεγέθη που τον σχηµατίζουν µε οποιαδήποτε άλλα 

εύκολα αντιληπτά πεπερασµένα µεγέθη που έχουν τον ίδιο λόγο, όπως τα µεγέθη που 

θεωρούνται ως οι ταχύτητες ή ροές εκείνων που περιέχονται στην εξίσωση.  

Συνεπώς, ο Newton παρέσχε στο “Principia” τρεις τρόπους ερµηνείας της 

νέας ανάλυσης:  

� ένα σε σχέση µε τα απειροστά (που χρησιµοποιείται στο “De Analysi”, το πρώτο 

του έργο),  

� ένα σε σχέση µε πρώτους και έσχατους λόγους ή όρια (που παρουσιάζεται κυρίως 

στο “De Quadratura”) που θεωρούσε και τον πλέον αυστηρό και  

� ένα σε σχέση µε τις ροές (που δίνεται στο “Methodus Fluxionum”) ο οποίος 

φαίνεται να γοήτευε περισσότερο τη φαντασία του. 

Το γεγονός ότι ο Newton µπόρεσε κατ’ αυτό τον τρόπο να παρουσιάσει και 

τις τρεις απόψεις ως ουσιαστικά ισοδύναµες, µας δείχνει πόσο πολύ απείχε από το να 

αντιµετωπίζει τη µέθοδό του ως ξεχωριστή από τις κατά κάποιο τρόπο ισοδύναµες 

µεθόδους των προκατόχων και των συγχρόνων του. Στο “De Quadratura”, αφού 

αναφέρει ότι εκεί θεώρησε τα µεγέθη ως διαγραφόµενα από µια συνεχή κίνηση και 

χρησιµοποίησε τη µέθοδο των πρώτων και εσχάτων λόγων, ισχυρίζεται ότι η µέθοδός 

του είναι σύµφωνη µε τη γεωµετρία των αρχαίων,
30

 ενώ στο “Principia” 

παραδέχθηκε επίσης ότι ο Leibniz διέθετε µια παρόµοια µέθοδο για τη θεώρηση της 

παραγωγής των µεγεθών, µια παραδοχή, παρά ταύτα, η οποία παραλείφθηκε από 

µεταγενέστερες εκδόσεις.
31

 Μάλιστα, η µέθοδος των ροών εξαρτάται από κάποια 

άλλη µέθοδο, όπως τα όρια ή τα απειροστά, για τον προσδιορισµό των βασικών 

σχέσεων µεταξύ των ροών. Παρ’ όλο που ο Newton, προφανώς προτιµούσε να 

συνδέει τη µέθοδό του των ροών µε την ιδέα ενός οριακού λόγου, χρησιµοποιούσε 

τόσο συχνά τα απειροστά για επίσπευση, ώστε θα συναντήσουµε πολλούς από τους 

µεταγενέστερούς του αργότερα να ερµηνεύουν τις ίδιες τις ροές ως απείρως µικρά 
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µεγέθη, συγχέοντας τις µε τις στιγµές. Ο Newton, συχνά χρησιµοποιούσε την έννοια 

του απείρως µικρού σε όλο το πρώιµο έργο του, αλλά έδειχνε να ανησυχεί γι’ αυτό 

στις επόµενες εκθέσεις του. Σε ένα τµήµα του “De Quadratura” που εµφανίστηκε 

στην Algebra του Wallis το 1693, ο Newton είχε πει ότι τους όρους που ήταν 

πολλαπλασιασµένοι επί ο τους παρέλειπε ως απείρως µικρούς, λαµβάνοντας έτσι το 

αποτέλεσµα.
32

 Στη δηµοσίευση του έργου του το 1704, από την άλλη πλευρά, έλεγε 

ευκρινώς, ότι «στα µαθηµατικά ακόµη και τα παραµικρότερα λάθη δεν πρέπει να 

παραµελούνται».
33

 Το συµπέρασµα, έπρεπε να προκύψει όχι απλώς µέσω της 

αγνόησης των απείρως µικρών όρων, αλλά µέσω της εύρεσης του έσχατου λόγου 

καθώς οι εν λόγω όροι αφανίζονται. Μολαταύτα, ακόµη και µετά από αυτό δεν 

αποκήρυξε πλήρως τα απειροστά, αλλά συνέχισε να µιλά για τις στιγµές ως απείρως 

µικρά µέρη. Περαιτέρω, ο Newton πρόσθεσε στη σύγχυση της σκέψης των 

συγχρόνων του για τις ροές αποφεύγοντας να πολλαπλασιάσει τις ροές επί ο όταν 

επιθυµούσε να παραστήσει στιγµές. Αν και είπε ότι παντού τα γράµµατα µε κουκίδα 

πάνω από αυτά παριστάνουν στιγµές και είναι δίχως το γράµµα ο, πολλοί άγγλοι 

µαθηµατικοί άρχισαν να συσχετίζουν τις ροές µε τα απείρως µικρά διαφορικά του 

Leibniz.
34

 Παρά ταύτα, η τελική άποψη του Newton για τη βάση του θέµατος 

φαίνεται να είναι εκείνη που παρουσιάζεται στο “De Quadratura” «Έχω 

προσπαθήσει να καταδείξω ότι στη µέθοδο των ροών δεν είναι αναγκαίο να εισαχθούν 

στη γεωµετρία απείρως µικρά σχήµατα».
35

 Έχουµε δει ότι, το µεγαλύτερο µέρος του 

έργου του Newton για το λογισµό γράφηκε στην περίοδο µεταξύ 1665 και 1676, αλλά 

κανένα µέρος από αυτό δε δηµοσιεύθηκε εκείνη την περίοδο. Έχει εκφραστεί
36

 η 

άποψη ότι, η µεγάλη καθυστέρηση του Newton στην έκδοση των τριών 

σηµαντικότερων έργων του για το λογισµό προκλήθηκε από το γεγονός ότι ήταν 

δυσαρεστηµένος µε τα λογικά θεµέλια του θέµατος. Στο “Principia”, ο Newton 

χρησιµοποίησε γεωµετρικές αποδεικτικές µεθόδους. Πάντως, στις λεγόµενες 

«εργασίες του Portsmouth», που περιέχουν αδηµοσίευτο έργο, χρησιµοποίησε 

αναλυτικές µεθόδους για να βρει µερικά από τα θεωρήµατα. Αυτές οι εργασίες, 

δείχνουν ότι έφθασε µε αναλυτικό τρόπο σε αποτελέσµατα πέραν εκείνων που ήταν 

σε θέση να µεταφράσει στη γεωµετρία. Ένας λόγος για τον οποίο κατέφυγε στη 

γεωµετρία, πιστεύεται ότι είναι το ότι οι αποδείξεις θα ήταν περισσότερο κατανοητές 

στους συγχρόνους του. Ένας άλλος λόγος, είναι ότι θαύµαζε το γεωµετρικό έργο του 

Huygens πάρα πολύ και ήλπιζε να το φθάσει. Σ’ αυτές τις γεωµετρικές αποδείξεις, ο 

Newton χρησιµοποιεί τις βασικές διαδικασίες ορίων του λογισµού. Έτσι, το εµβαδόν 

κάτω από µια καµπύλη θεωρείται ουσιαστικά ως το όριο του αθροίσµατος των 

ορθογωνίων που χρησιµοποιούνται για την προσέγγισή της, όπως ακριβώς συµβαίνει 

στο λογισµό σήµερα.  

Μολαταύτα, αντί να υπολογίσει τέτοια εµβαδά, χρησιµοποιεί αυτή την αρχή 

για να συγκρίνει εµβαδά κάτω από διαφορετικές καµπύλες. Αποδεικνύει ότι, αν AR 

και BR  (σχήµα 3) είναι οι κάθετες στις εφαπτόµενες στα σηµεία Α και Β του τόξου 

ACB, ο έσχατος λόγος όταν το Β πλησιάζει και συµπίπτει µε το Α, οποιωνδήποτε δύο 

από τα µεγέθη χορδή ΑΒ, τόξο ΑCB, και AD, είναι 1. Έτσι λέει στο πόρισµα 3 του 

λήµµατος 2 του 1
ου

 βιβλίου «Και συνεπώς σε ολόκληρο το συλλογισµό µας για τους 
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έσχατους λόγους, µπορούµε ελεύθερα να χρησιµοποιούµε οποιαδήποτε από αυτές τις 

γραµµές στη θέση κάθε άλλης». Κατόπιν, αποδεικνύει ότι όταν το Β πλησιάζει και 

συµπίπτει µε το Α, ο λόγος δύο οποιωνδήποτε τριγώνων (εµβαδών) RAB, RACB, και 

RAD θα είναι 1. «Και έτσι, σε όλους τους συλλογισµούς µας για τους έσχατους λόγους, 

µπορούµε να χρησιµοποιούµε οποιοδήποτε από αυτά τα τρίγωνα στη θέση 

οποιουδήποτε άλλου». Επίσης, (σχήµα 4) έστω ότι οι BD και CE είναι κάθετες στην 

ΑΕ (που δεν είναι απαραίτητα εφαπτοµένη στο τόξο ABC στο Α). Όταν τα Β και C 

προσεγγίζουν και συµπίπτουν µε το A, ο έσχατος λόγος των εµβαδών ACE και ABD 

θα ισούται µε τον έσχατο λόγο του 2AE  προς το 2AD . Το Principia περιέχει έναν 

πλούτο αποτελεσµάτων, κάποια από τα οποία θα τονίσουµε.  

 

      

   

  

 

Σχήµα 3.                                                                   Σχήµα 4   

Αν και το βιβλίο είναι αφιερωµένο στην ουράνια µηχανική, έχει τεράστια 

σηµασία για την ιστορία των µαθηµατικών, όχι µόνο διότι το προσωπικό έργο του 

Newton στο λογισµό παρακινήθηκε κατά µέγα µέρος από το κυρίαρχο ενδιαφέρον 

του στα προβλήµατα που πραγµατεύεται σ’ αυτό, αλλά επειδή το “Principia” 

παρουσίασε νέα θέµατα και προσεγγίσεις, σε προβλήµατα τα οποία ερευνήθηκαν 

κατά τη διάρκεια των επόµενων 100 ετών, στην πορεία των οποίων δηµιουργήθηκε 

ένα τεράστιο µέρος της ανάλυσης.   Το “Principia” διαιρείται σε τρία βιβλία.
37

 Σε µια 

προεισαγωγική ενότητα, ο Newton ορίζει έννοιες της µηχανικής όπως η αδράνεια, η 

ορµή, η δύναµη και κατόπιν διατυπώνει τους 3 διάσηµους νόµους της κίνησης. Με τα 

δικά του λόγια, αυτοί είναι οι εξής: 

Νόµος Ι. Κάθε σώµα εξακολουθεί να βρίσκεται στην κατάσταση ηρεµίας του, 

ή οµαλής κίνησης σε ευθεία γραµµή, εκτός και αν εξαναγκαστεί να µεταβάλει αυτή 

την κατάσταση από δυνάµεις που ασκούνται σε αυτό. 

Νόµος ΙΙ. Η µεταβολή [στο µέγεθος] της κίνησης, είναι ανάλογη προς την 

κινούσα δύναµη που ασκείται και γίνεται κατά τη διεύθυνση της ευθείας γραµµής 

κατά την οποία ασκείται η δύναµη.   Με το µέγεθος της κίνησης, ο Newton εννοεί 

όπως έχει εξηγήσει νωρίτερα, τη µάζα πολλαπλασιασµένη επί την ταχύτητα. 

Συνεπώς, η µεταβολή της κίνησης αν η µάζα είναι σταθερή, είναι η µεταβολή της 

ταχύτητας, δηλαδή, η επιτάχυνση.  

Αυτός ο δεύτερος νόµος σήµερα γράφεται συχνά ως F m a= ⋅ , όπου η F η 

δύναµη, m η µάζα, και α η επιτάχυνση. Ο δεύτερος νόµος του Newton είναι στην 

πραγµατικότητα µια διανυσµατική διατύπωση. ∆ηλαδή, αν η δύναµη έχει συνιστώσες 

σε, ας πούµε 3 αµοιβαίως κάθετες διευθύνσεις, τότε κάθε συνιστώσα προκαλεί µια 

επιτάχυνση κατά τη δική της διεύθυνση. Ο Newton, χρησιµοποίησε το διανυσµατικό 

χαρακτήρα της δύναµης, σε συγκεκριµένα προβλήµατα, αλλά η πλήρης σηµασία της 

διανυσµατικής φύσης του νόµου αναγνωρίστηκε για πρώτη φορά πλήρως από τον 

Euler. Αυτός ο νόµος, ενσωµατώνει την κρίσιµη µεταβολή από τη µηχανική του 
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Αριστοτέλη, που επιβεβαίωνε ότι η δύναµη προκαλεί την ταχύτητα. Ο Αριστοτέλης, 

είχε επίσης επιβεβαιώσει ότι µια δύναµη απαιτείται για τη διατήρηση της ταχύτητας. 

Ο 1
ος

 νόµος το αρνείται αυτό. 

Νόµος ΙΙΙ. Σε κάθε δράση αντιτίθεται πάντοτε µια ίση αντίδραση… 

∆ε θα κάνουµε παρέκβαση στην ιστορία της µηχανικής παρά µόνο για να 

σηµειώσουµε ότι οι 2 πρώτοι νόµοι είναι πιο σαφείς και κάπως γενικευµένες 

διατυπώσεις των αρχών της κίνησης που ανακαλύφθηκαν προηγουµένως από τον 

Γαλιλαίο και τον Descartes. Η διάκριση µεταξύ της µάζας, δηλαδή της αντίστασης 

που προβάλλει ένα σώµα στη µεταβολή της κίνησής του και του βάρους, της δύναµης 

που ασκεί η βαρύτητα στη µάζα κάθε αντικειµένου, οφείλεται επίσης στους δύο 

αυτούς άνδρες. Και ο διανυσµατικός χαρακτήρας της δύναµης γενικεύει την αρχή του 

Γαλιλαίου ότι η κατακόρυφη και η οριζόντια κίνηση ενός βλήµατος, λόγου χάρη, 

µπορούν να µελετηθούν ανεξάρτητα. Το βιβλίο Ι του “Principia” ξεκινά µε κάποια 

θεωρήµατα του λογισµού, συµπεριλαµβανοµένων εκείνων που εµπλέκουν τους 

έσχατους λόγους που αναφέρθηκαν παραπάνω. Κατόπιν, πραγµατεύεται την κίνηση 

υπό τη δράση κεντρικών δυνάµεων, δηλαδή δυνάµεων που πάντοτε έλκουν το 

κινούµενο αντικείµενο προς ένα (σταθερό) σηµείο (στην πράξη τον Ήλιο) και 

αποδεικνύει στην πρόταση 1 ότι ίσα εµβαδά σαρώνονται σε ίσο χρόνο (το οποίο 

περικλείει το νόµο των εµβαδών του Kepler). Ο Newton, εξετάζει στη συνέχεια την 

κίνηση ενός σώµατος κατά µήκος µιας κωνικής τοµής και αποδεικνύει ότι (προτάσεις 

11, 12 & 13) η δύναµη πρέπει να µεταβάλλεται µε το αντίστροφο του τετραγώνου της 

απόστασης από κάποιο σταθερό σηµείο. Επίσης, αποδεικνύει το αντίστροφο το οποίο 

περιέχει τον πρώτο νόµο του Kepler. Μετά από κάποια µελέτη της κεντροµόλου 

δυνάµεως, συνάγει τον τρίτο νόµο του Kepler (πρόταση 15). Ακολουθούν 2 ενότητες 

αφιερωµένες σε ιδιότητες των κωνικών τοµών. Το κύριο πρόβληµα, είναι η 

κατασκευή κωνικών τοµών που ικανοποιούν 5 δεδοµένες συνθήκες. Στην πράξη, 

πρόκειται συνήθως για παρατηρητικά δεδοµένα. Κατόπιν, µε δεδοµένο το χρόνο στον 

οποίο ένα σώµα βρίσκεται σε κίνηση κατά µήκος µιας κωνικής τοµής, προσδιορίζει 

την ταχύτητά του και τη θέση του. Εξετάζει την κίνηση των αψίδων γραµµών, 

δηλαδή των γραµµών που συνδέουν το κέντρο της έλξης (σε µια εστία) µε τη µέγιστη 

ή την ελάχιστη απόσταση ενός σώµατος, που κινείται κατά µήκος µιας κωνικής τοµής 

που και η ίδια περιστρέφεται µε κάποιο ρυθµό περί την εστία. Η ενότητα 10 είναι 

αφιερωµένη στην κίνηση σωµάτων πάνω σε επιφάνειες µε ειδική αναφορά στην 

κίνηση του εκκρεµούς. Εδώ, ο Newton αποδίδει την πρέπουσα αναγνώριση στον 

Huygens. Σε σύνδεση µε την επιταχυντική επίδραση της βαρύτητας σε κινήσεις, 

διερευνά τις γεωµετρικές ιδιότητες των κυκλοειδών, επικυκλοειδών, υποκυκλοειδών 

και δίνει το µήκος της επικυκλοειδούς (πρόταση 49). 

Στην ενότητα 11, ο Newton συνάγει από τους νόµους της κίνησης και το νόµο 

της βαρύτητας, την κίνηση 2 σωµάτων που το ένα έλκει το άλλο σύµφωνα µε τη 

δύναµη της βαρύτητας. Η κίνησή τους, ανάγεται στην κίνηση ενός σώµατος περί το 

σταθερό δεύτερο σώµα. Το κινούµενο σώµα, διαγράφει µια έλλειψη. Κατόπιν, 

εξετάζει την έλξη που ασκείται από σφαίρες και σφαιροειδή µε οµοιόµορφη και µε 

µεταβαλλόµενη πυκνότητα σε ένα σωµατίδιο. ∆ίνει (ενότητα 12, πρόταση 70) µια 

γεωµετρική απόδειξη για το ότι ένα λεπτό οµογενές σφαιρικό κέλυφος δεν ασκεί 

καµιά δύναµη σε ένα σωµατίδιο που βρίσκεται στο εσωτερικό του. Εφόσον το 

αποτέλεσµα ισχύει για ένα λεπτό κέλυφος, ισχύει και για ένα άθροισµα τέτοιων 

κελυφών, δηλαδή, για ένα κέλυφος πεπερασµένου πάχους. (Αποδεικνύει αργότερα 

[πρόταση 91, πόρισµα 3] ότι το ίδιο αποτέλεσµα ισχύει για ένα οµογενές 

ελλειψοειδές κέλυφος, δηλαδή ένα κέλυφος που περιέχεται µεταξύ 2 όµοιων 

ελλειψοειδών επιφανειών, οµοίως κειµένων.) Η πρόταση 71, αποδεικνύει ότι η έλξη 
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ενός λεπτού σφαιρικού κελύφους σε ένα εξωτερικό σωµατίδιο, είναι ισοδύναµη µε 

την έλξη που θα ασκούνταν, αν η µάζα του κελύφους ήταν συγκεντρωµένη στο 

κέντρο, οπότε το κέλυφος έλκει το εξωτερικό σωµατίδιο προς το κέντρο και µε µια 

δύναµη που µεταβάλλεται αντιστρόφως προς το τετράγωνο της απόστασης από το 

κέντρο. Όσον αφορά την έλξη που µια συµπαγής οµογενής σφαίρα ασκεί σε ένα 

εξωτερικό σηµείο, η πρόταση 74 αποδεικνύει ότι είναι η ίδια, όπως στην περίπτωση 

που η µάζα της σφαίρας θα ήταν συγκεντρωµένη στο κέντρο της. Οπότε, αν δύο 

σφαίρες έλκουν η µία την άλλη, η πρώτη έλκει κάθε σωµατίδιο της δεύτερης ωσάν η 

µάζα της πρώτης να ήταν συγκεντρωµένη στο κέντρο της. Συνεπώς, η πρώτη σφαίρα 

καθίσταται ένα σωµατίδιο που έλκεται από την κατανεµηµένη µάζα της δεύτερης.  

Άρα, η δεύτερη σφαίρα µπορεί επίσης να αντιµετωπιστεί ως ένα σωµατίδιο µε 

τη µάζα της συγκεντρωµένη στο κέντρο της. Συνεπώς και οι δύο σφαίρες µπορούν να 

αντιµετωπιστούν ως σωµατίδια µε τις µάζες τους συγκεντρωµένες στα αντίστοιχα 

κέντρα τους. Όλα αυτά τα αποτελέσµατα, για πρώτη φορά µε τον Newton, 

επεκτείνονται σε σφαίρες των οποίων οι πυκνότητες είναι σφαιρικά συµµετρικές και 

σε άλλους νόµους έλξης µαζί µε το νόµο του αντιστρόφου τετραγώνου.   Ο Newton 

κατόπιν, ασχολείται µε την κίνηση 3 σωµάτων, το καθένα από τα οποία έλκει τα άλλα 

δύο και βρίσκει κάποια προσεγγιστικά αποτελέσµατα. Το πρόβληµα της κίνησης 3 

σωµάτων έχει καταστεί µείζονος σηµασίας από την εποχή του Newton και δεν έχει 

ακόµη επιλυθεί επακριβώς.   Το βιβλίο II του “Principia” είναι αφιερωµένο στην 

κίνηση σωµάτων σε ανθιστάµενα µέσα, όπως ο αέρας και τα υγρά. Είναι η αρχή της 

θεµατικής περιοχής της υδροδυναµικής. Ο Newton, υποθέτει σε κάποια προβλήµατα 

ότι η αντίσταση του µέσου είναι ανάλογη της ταχύτητας και σε άλλα του τετραγώνου 

της ταχύτητας του κινούµενου σώµατος. Εξετάζει ποιο σχήµα πρέπει να έχει ένα 

σώµα ώστε να συναντά την ελάχιστη αντίσταση (βλ. κεφάλαιο 24, ενότητα 1).  

Επίσης εξετάζει την κίνηση των εκκρεµών και των βληµάτων στον αέρα και 

τα υγρά. Μια ενότητα είναι αφιερωµένη στη θεωρία των κυµάτων στον αέρα (λόγου 

χάρη, των ηχητικών κυµάτων) και βρίσκει έναν τύπο για την ταχύτητα του ήχου στον 

αέρα. Επίσης, µελετά την κίνηση των κυµάτων στο νερό. Ο Newton, συνεχίζει µε µια 

περιγραφή πειραµάτων που εκτέλεσε για τον προσδιορισµό της αντίστασης που 

προβάλλουν τα υγρά σε σώµατα που κινούνται µέσα σε αυτά. Ένα µείζον 

συµπέρασµα είναι το ότι οι πλανήτες κινούνται στο κενό. Σε αυτό το βιβλίο, ο 

Newton εγκαινίασε εντελώς παρθένο έδαφος. Μολαταύτα, το καθοριστικό έργο για 

την κίνηση στα υγρά δεν είχε γίνει ακόµη. Το βιβλίο ΙΙΙ, µε τίτλο “On the System of 

the World”, περιέχει την εφαρµογή της γενικής θεωρίας που αναπτύσσεται στο 

Βιβλίο Ι στο ηλιακό σύστηµα. Παρουσιάζει το πώς µπορεί να υπολογιστεί η µάζα του 

Ήλιου  σε σχέση µε τη µάζα της Γης και ότι η µάζα οποιουδήποτε πλανήτη που έχει 

ένα δορυφόρο, µπορεί να βρεθεί µε τον ίδιο τρόπο. Υπολογίζει τη µέση πυκνότητα 

της Γης και βρίσκει ότι είναι µεταξύ 5 και 6 φορές µεγαλύτερη από του νερού (η 

σηµερινή τιµή είναι περίπου 5.5).   Αποδεικνύει ότι η Γη δεν είναι πραγµατικά 

σφαίρα αλλά πεπλατυσµένο σφαιροειδές και υπολογίζει την εξοµάλυνσή της.  

Το αποτέλεσµά του είναι, ότι η ελλειπτικότητα του πεπλατυσµένου 

σφαιροειδούς είναι 1/230 (η σηµερινή τιµή είναι 1/297). Κατόπιν, από την 

παρατηρηθείσα πλάτυνση οποιουδήποτε πλανήτη, υπολογίζεται η διάρκεια της 

ηµέρας του. Χρησιµοποιώντας το µέτρο της εξοµάλυνσης και την έννοια της 

κεντροµόλου δυνάµεως, ο Newton υπολογίζει τη µεταβλητότητα του βαρυτικού 

πεδίου της Γης ανά την επιφάνεια και συνεπώς τη µεταβλητότητα του βάρους ενός 

αντικειµένου. Αποδεικνύει ότι, η ελκτική δύναµη ενός σφαιροειδούς δεν είναι η ίδια 

όπως στην περίπτωση που η µάζα του σφαιροειδούς είναι συγκεντρωµένη στο κέντρο 
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του.   Κατόπιν, µελετά τη µετάπτωση των ισηµεριών. Η εξήγηση, βασίζεται στο 

γεγονός ότι η Γη δεν είναι σφαιρική, αλλά διογκωµένη κατά µήκος του Ισηµερινού.  

Συνεπώς, η βαρυτική έλξη της Σελήνης στη Γη δε δρα πραγµατικά στο κέντρο 

της Γης, αλλά επιβάλλει µια περιοδική µεταβολή στη διεύθυνση του γήινου άξονα 

περιστροφής. Η περίοδος αυτής της µεταβολής υπολογίστηκε από το Newton και 

βρέθηκε 26.000 χρόνια, τιµή που βρήκε ο Ίππαρχος µέσω συµπερασµάτων από 

παρατηρήσεις που είχε στη διάθεσή του. Ο Newton, εξήγησε τα βασικά 

χαρακτηριστικά των παλιρροιών (βιβλίο Ι, πρόταση 66, βιβλίο ΙΙΙ, προτάσεις 36, 37).  

Η Σελήνη, αποτελεί την κύρια αιτία, ο Ήλιος τη δεύτερη. Χρησιµοποιώντας 

τη µάζα του Ήλιου, υπολόγισε το ύψος των ηλιακών παλιρροιών. Από τα 

παρατηρηθέντα ύψη των ισχυρών και χαµηλών παλιρροιών (Σελήνη και Ήλιος σε 

πλήρη φαινόµενη σύµπτωση ή σε πλήρως αντίθετες θέσεις) προσδιόρισε τη 

σεληνιακή παλίρροια και έκανε µια εκτίµηση της µάζας της Σελήνης. Ο Newton, 

κατόρθωσε επίσης να δώσει κάποια προσεγγιστική µελέτη της επίδρασης του Ήλιου 

στην κίνηση της Σελήνης γύρω από τη Γη. Προσδιόρισε την κίνηση της Σελήνης ως 

προς το γεωγραφικό µήκος και πλάτος, την κίνηση της αψίδας γραµµής  (της γραµµής 

από το κέντρο της Γης ως τη µέγιστη απόσταση από τη Σελήνη), την κίνηση των 

κόµβων, των σηµείων τοµής τροχιάς και εκλειπτικής, (των σηµείων στα οποία η 

διαδροµή της Σελήνης τέµνει το επίπεδο της τροχιάς της Γης. Αυτά τα σηµεία 

οπισθοδροµούν, δηλαδή κινούνται αργά προς µια κατεύθυνση αντίθετη της κίνησης 

της ίδιας της Σελήνης), την περιοδική µεταβολή της εκκεντρότητας της τροχιάς της 

Σελήνης, την ετήσια εξίσωση (την επίδραση στην κίνηση της Σελήνης από την 

ηµερήσια µεταβολή της απόστασης µεταξύ Γης και Ήλιου) και την περιοδική 

µεταβολή στην γωνία κλίσης του επιπέδου της τροχιάς της Σελήνης µε το επίπεδο της 

τροχιάς της Γης. Υπήρχαν 7 γνωστές ανωµαλίες στην κίνηση της Σελήνης και ο 

Newton ανακάλυψε 2 ακόµη, τις ανισότητες του απογείου (αψίδα γραµµή) και των 

κόµβων. Η προσέγγισή του έδωσε µόνο το ήµισυ της κίνησης της αψίδος γραµµής.  

Ο Clairaut το 1752, βελτίωσε τον υπολογισµό και βρήκε και τις 3
ο
 της 

περιστροφής της αψίδας γραµµής. Μολαταύτα, πολύ αργότερα ο John Couch Adams 

βρήκε το σωστό υπολογισµό στις εργασίες του Newton. Τέλος, ο Newton απέδειξε 

ότι οι κοµήτες πρέπει να κινούνται υπό τη βαρυτική έλξη του ήλιου διότι οι τροχιές 

τους, προσδιοριζόµενες επί τη βάσει παρατηρήσεων, είναι κωνικές τοµές. Ο Newton, 

αφιέρωσε πολύ χρόνο στο πρόβληµα της κίνησης της Σελήνης διότι  η γνώση αυτή 

ήταν απαραίτητη για τη βελτίωση της µεθόδου προσδιορισµού του γεωγραφικού 

µήκους. Εργάσθηκε τόσο σκληρά σ’ αυτό το πρόβληµα ώστε παραπονέθηκε πως του 

προκάλεσε πονοκέφαλο! 
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