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Λέξεις κλειδιά 

Αναλυτική µηχανική (Mécanique analytique), λογισµός των µεταβολών, προβλήτα 
της παλλόµενης χορδής, ισοπεριµετρικά προβλήµατα, πρόβληµα της µετάπτωσης των 
ισηµεριών, πρόβληµα της λίκνισης της Σελήνης, κίνηση της Σελήνης,  τετραγωνικές µορφές, 
θεωρία των πεπερασµένων οµάδων, θεωρία των αναλυτικών συναρτήσεων.  

 
Περίληψη 

«Ο Lagrange είναι η αγέρωχη πυραµίδα των µαθηµατικών επιστηµών». Αυτή 
ήταν η µελετηµένη εκτίµηση του Ναπολέοντα Βοναπάρτη για τον µεγαλύτερο και σεµνότερο 
µαθηµατικό του 18ου αιώνα, τον Joseph-Louis Lagrange (1736–1813), τον οποίο ο ίδιος είχε 
κάνει Γερουσιαστή, Κόµη της Αυτοκρατορίας και Μέγα Αξιωµατούχο της Λεγεώνας της 
Τιµής. Ο Βασιλιάς της Σαρδηνίας και ο Φρειδερίκος ο Μέγας είχαν επίσης τιµήσει τον 
Lagrange, αλλά όχι τόσο όσο ο αυτοκρατορικός Ναπολέοντας.   

  Έκανε πολύ σηµαντικές µελέτες συνεισφέροντας σε όλα τα πεδία της µαθηµατικής 
ανάλυσης, στη θεωρία αριθµών, αλλά και στην κλασσική µηχανική και ουράνια µηχανική. 
Το 1766, κατόπιν υποδείξεως των Euler και του D’ Alembert  διαδέχτηκε τον πρώτο στη 
θέση του διευθυντή µαθηµατικών στην Πρωσική Ακαδηµία Επιστηµών, στο Βερολίνο, θέση 
όπου παρέµεινε για 20 χρόνια, παράγοντας µεγάλο έργο και κερδίζοντας πολλά βραβεία. 
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1. Η καταγωγή του 

  Στις φλέβες του Lagrange έτρεχε γαλλικό και ιταλικό αίµα, µε το γαλλικό στοιχείο να 
υπερτερεί. Ο παππούς του, ένας Γάλλος λοχαγός του ιππικού, είχε µπει στην υπηρεσία του 
Καρόλου Εµµανουήλ του 2ου, Βασιλιά της Σαρδηνίας, και αφού εγκαταστάθηκε στο Τορίνο 
παντρεύτηκε µια γυναίκα από την ένδοξη οικογένεια των Conti. Ο πατέρας του Lagrange, 
κάποτε υπεύθυνος του Πολεµικού Θησαυροφυλακίου στη Σαρδηνία, παντρεύτηκε τη Marie-
Thérèse Giros, τη µοναδική θυγατέρα ενός πλούσιου γιατρού από το Cambiano, µε την οποία 
έκανε έντεκα παιδιά. Από όλα αυτά, µόνο το µικρότερο, ο Joseph-Louis, γεννηµένος στις 
25.01.1736, επέζησε πέραν της βρεφικής ηλικίας.  
  Ο πατέρας ήταν πλούσιος τόσο από δικού του όσο και από τη γυναίκα του. Ήταν 
όµως και αδιόρθωτος κερδοσκόπος, µε αποτέλεσµα να µην υπάρχει τίποτε να κληρονοµήσει 
ο γιος του όταν ήρθε το πλήρωµα του χρόνου. Πολύ αργότερα, ο Lagrange στοχαζόµενος 
πάνω σ' αυτή την καταστροφή, τη θεωρούσε το πιο τυχερό πράγµα που του συνέβη: «Αν 

είχα κληρονοµήσει µια περιουσία, ίσως να µην είχα δοκιµάσει την τύχη µου στα 

Μαθηµατικά». 
 
2. Τα µαθητικά του χρόνια 

      Στο σχολείο ο Lagrange έδειχνε µεγαλύτερο ενδιαφέρον στα κλασικά µαθήµατα και 
ήταν θέµα τύχης µάλλον που ανέπτυξε το πάθος του για τα µαθηµατικά. Στα πλαίσια των 
κλασικών µελετών του, ήλθε νωρίς σε γνωριµία µε τις γεωµετρικές εργασίες των Ευκλείδη 
και  Αρχιµήδη. Αυτές δεν πρέπει να τον εντυπωσίασαν ιδιαίτερα. Τότε έπεσε στα χέρια του 
ένα δοκίµιο του Halley (φίλου του Νεύτωνα) που εκθείαζε την ανωτερότητα του λογισµού σε 
σχέση µε τις συνθετικές γεωµετρικές µεθόδους των Ελλήνων. Γοητεύτηκε και 
προσηλυτίστηκε. Μέσα σε ένα απίστευτα µικρό διάστηµα είχε γίνει, χωρίς τη βοήθεια 
κανενός, κάτοχος αυτού που στις µέρες του ήταν η µοντέρνα ανάλυση.  

Στα 16 του, (σύµφωνα µε τον Delambre, ίσως να υπάρχει εδώ κάποια µικρή 
ανακρίβεια) ο Lagrange έγινε καθηγητής των µαθηµατικών στη Βασιλική σχολή 
πυροβολικού στο Τορίνο. Τότε άρχισε µια από τις πιο εντυπωσιακές καριέρες στην ιστορία 
των µαθηµατικών.  
 

3. Η καριέρα του 

      Από την αρχή ο Lagrange ήταν ένας αναλύστας, ποτέ του γεωµέτρης. Σε αυτόν 
βλέπουµε το πρώτο καθαρό παράδειγµα εκείνης της εξειδίκευσης που επρόκειτο να καταστεί 
σχεδόν αναγκαιότητα στη µαθηµατική έρευνα. Η προτίµησή του στην ανάλυση φάνηκε 
έντονα στο αριστούργηµά του, την Αναλυτική Μηχανική (Mécanique analytique), το οποίο 
είχε προγραµµατίσει στο Τορίνο ως νέος 19 ετών, αλλά δηµοσιεύθηκε στο Παρίσι το 1788 
όταν ο Lagrange ήταν πια 52 ετών. «∆ε θα βρείτε διαγράµµατα σ' αυτή την εργασία», λέει 
στον πρόλογο. Όµως, κάνοντας µια κάπως χιουµοριστική σπονδή στους θεούς της 
γεωµετρίας, παρατηρεί πως η επιστήµη της µηχανικής µπορεί να θεωρηθεί ως η γεωµετρία 
ενός τετραδιάστατου χώρου, τρείς καρτεσιανές συντεταγµένες και µια χρονική συντεταγµένη 
που αρκούν για τον εντοπισµό ενός κινουµένου σωµατιδίου τόσο στον χώρο όσο και στον 
χρόνο: αυτός ο τρόπος θεώρησης της µηχανικής έγινε δηµοφιλής από το 1915 και µετά, όταν 
τον εκµεταλλεύτηκε ο Αϊνστάιν στη γενική θεωρία της σχετικότητας. 
     Η αντιµετώπιση της µηχανικής µε τη βοήθεια της ανάλυσης σηµατοδοτεί την πρώτη 
αποµάκρυνση του Lagrange από την ελληνική παράδοση. Ο Νεύτων, οι σύγχρονοι και οι 
άµεσοι διάδοχοί του, εύρισκαν τα διαγράµµατα βολικά στη µελέτη µηχανικών προβληµάτων.  

Ο Lagrange έδειξε ότι κερδίζει κανείς ασύγκριτα σε ευελιξία και δύναµη όταν 
χρησιµοποιηθούν από την αρχή γενικές αναλυτικές µέθοδοι. Στο Τορίνο ο νεαρός καθηγητής 
δίδασκε σε φοιτητές µεγαλύτερους στην ηλικία από αυτόν. Σύντοµα οργάνωσε τους πιο 
ικανούς σε µια ερευνητική οµάδα, από την οποία προήλθε η Ακαδηµία επιστηµών του 
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Τορίνου. Ο 1ος τόµος των πεπραγµένων της Ακαδηµίας δηµοσιεύθηκε στα 1759, όταν ο 
Lagrange ήταν 23 ετών. Πιστεύεται ότι είχε την ευθύνη για πολλές όµορφες µαθηµατικές 
εργασίες δηµοσιευµένες από άλλους σ' αυτήν τη περίοδο, µια και η σεµνότητα και η 
διακριτικότητά του δεν τον άφηναν να βάλει το όνοµά του σ’ αυτές.  

 
4. Η αναγνώριση 

Ένα άρθρο του Foncenex ήταν τόσο καλό, που ο Βασιλιάς της Σαρδηνίας τοποθέτησε 
τον υποτιθέµενο συγγραφέα υπεύθυνο του Υπουργείου Ναυτικού. Ιστορικοί των 
µαθηµατικών έχουν µερικές φορές αναρωτηθεί γιατί ο Foncenex δε στάθηκε και τα επόµενα 
χρόνια στο ύψος της πρώτης µαθηµατικής επιτυχίας του. Ο ίδιος ο Lagrange έγραψε µια 
εργασία πάνω στα µέγιστα και ελάχιστα στην οποία υποσχόταν να αντιµετωπίσει 
ολοκληρωµένα το θέµα σε µια άλλη εργασία, όπου θα συνήγαγε όλη τη µηχανική, τόσο των 
στερεών όσο και των ρευστών.  Έτσι, στα 23 του, στην πραγµατικότητα νωρίτερα, είχε ήδη 
στο µυαλό του το αριστούργηµά του, την αναλυτική µηχανική, η οποία έπαιξε για τη γενική 
µηχανική τον ρόλο που ο νόµος της παγκόσµιας βαρύτητας του Νεύτωνα έπαιξε για την 
ουράνια µηχανική. Σε µια επιστολή του δέκα χρόνια αργότερα στον Γάλλο µαθηµατικό D' 
Alembert (1717–1783), o Lagrange αναφέρει πως ο ίδιος θεωρεί ως την κορυφαία προσφορά 
του το έργο του στον Λογισµό των µεταβολών, που συνέλαβε σε ηλικία 19 ετών. Με τη 
χρήση αυτού του Λογισµού, ο Lagrange ενοποίησε τη µηχανική και όπως είπε ο Hamilton, 
την έκανε «κάτι σαν επιστηµονικό ποίηµα».  

 
5. Η µέθοδος του Lagrange 

      Όταν έχει γίνει ήδη κατανοητή η µέθοδος του Lagrange, µας φαίνεται σχεδόν 
κοινοτοπία. Σύµφωνα µε ορισµένους, οι εξισώσεις του Lagrange που κυριαρχούν στη 
µηχανική αποτελούν το ωραιότερο παράδειγµα της τέχνης του να βγάζεις κάτι από το τίποτα. 
Λίγη σκέψη µας κάνει να δούµε ότι κάθε επιστηµονική αρχή, που είναι τόσο γενική ώστε να 
ενώνει έναν ολόκληρο κόσµο από φαινόµενα, πρέπει να είναι απλή. Μόνο µια αρχή µέγιστης 
απλότητας µπορεί να διέπει µια πλειάδα διαφορετικών προβληµάτων που, ακόµη και αν τα 
εξετάσεις προσεκτικά, φαίνονται εξατοµικευµένα και διακεκριµένα.  

Σε αυτό τον ίδιο τόµο των πεπραγµένων του Τορίνου, ο Lagrange έκανε ένα ακόµη 
µεγάλο βήµα µπροστά: εφάρµοσε τον διαφορικό λογισµό στη θεωρία πιθανοτήτων. Και σαν 
να µην ήταν αυτό αρκετό για τον νεαρό γίγαντα των 23 χρόνων, προχώρησε πέρα από τον 
Νεύτωνα µε µια ριζική αναθεώρηση της µαθηµατικής θεωρίας των ήχων, έφερε αυτή τη 
θεωρία στην επικράτεια της µηχανικής των συστηµάτων ελαστικών σωµατιδίων (αντί της 
µηχανικής των ρευστών), εξετάζοντας τη συµπεριφορά όλων των σωµατιδίων του αέρα σε 
µια ευθεία γραµµή υπό την επίδραση µιας διαταραχής που µεταδίδεται κατά µήκος της 
ευθείας από σωµατίδιο σε σωµατίδιο. Στην ίδια γενική κατεύθυνση κατάφερε να ξεπεράσει 
µια έντονη αντιγνωµία που κρατούσε για χρόνια ανάµεσα στους κορυφαίους µαθηµατικούς, 
και αφορούσε στη σωστή µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος της παλλόµενης 

χορδής, πρόβληµα θεµελιώδους σπουδαιότητας για ολόκληρη τη θεωρία των ταλαντώσεων. 
Στα 23 του ο Lagrange αναγνωριζόταν ως ισάξιος των µεγαλύτερων µαθηµατικών της 
εποχής, του Euler και των Bernoullis.  

 
6. Το έργο του 

       Ο Euler πάντα εκτιµούσε γενναιόδωρα το έργο των άλλων. Ο τρόπος που 
αντιµετώπισε τον νεαρό ανταγωνιστή του Lagrange είναι ένα από τα ωραιότερα 
παραδείγµατα έλλειψης εγωισµού στην ιστορία της επιστήµης. Όταν σε ηλικία 19 ετών ο 
Lagrange έστειλε στον Euler µέρος της δουλειάς του, ο διάσηµος µαθηµατικός αµέσως 
αναγνώρισε την αξία της και ενθάρρυνε τον ιδιοφυή νέο να συνεχίσει. Τέσσερα χρόνια 
αργότερα, όταν ο Lagrange εµπιστεύτηκε στον Euler τη σωστή µέθοδο για την αντιµετώπιση 
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των ισοπεριµετρικών προβληµάτων (λογισµός των µεταβολών, έχει περιγραφεί σε σύνδεση 
µε τους Bernoullis), που ταλαιπώρησαν τον Euler µε τις µισογεωµετρικές του µεθόδους για 
πολλά χρόνια, ο τελευταίος έγραψε στον νεαρό ότι η νέα µέθοδος τον βοήθησε να ξεπεράσει 
τις δυσκολίες του. Και αντί να βιαστεί να τρέξει στον τυπογράφο µε την από καιρό 
αναζητούµενη λύση, ο Euler περίµενε µέχρι να µπορέσει ο Lagrange να δηµοσιεύσει τη δική 
του µέθοδο πρώτα, «για να µην σου στερήσω το µέρος της δόξας που σου ανήκει».    
 Οι ιδιωτικές επιστολές, οσοδήποτε κολακευτικές, δε θα µπορούσαν να βοηθήσουν τον 
Lagrange. Καταλαβαίνοντάς το αυτό ο Euler, όταν δηµοσίευσε την εργασία του (ύστερα από 
εκείνη του Lagrange), παρεξέκλινε από τις συνήθειες του για να πει ότι είχε καθυστερήσει 
λόγω δυσκολιών οι οποίες, µέχρι να του δείξει ο Lagrange το σωστό δρόµο, στάθηκαν 
αξεπέραστες. Τέλος, για να τακτοποιήσει οριστικά το θέµα, ο Euler κατάφερε να εκλεγεί ο 
Lagrange αλλοδαπό µέλος της Βερολινέζικης Ακαδηµίας (2.10.1759) στην ασυνήθιστα 
µικρή ηλικία των 23 χρόνων.  

 

7. Η διεθνής καριέρα 

 Αυτή η επίσηµη αναγνώριση στο εξωτερικό στάθηκε µεγάλη βοήθεια για τον Lagrange 
στη χώρα του. Ο Euler και ο D’ Alembert σχεδίαζαν να τον πάρουν στο Βερολίνο. Για 
προσωπικούς λόγους ως έναν βαθµό, επιθυµούσαν να δουν τον νεαρό ιδιοφυή φίλο τους ως 
µαθηµατικό της αυλής στο Βερολίνο. Το πέτυχαν ύστερα από µακρές διαπραγµατεύσεις, και 
ο Φρειδερίκος ο Μέγας, τον οποίο ξεγέλασαν λίγο στην όλη διαδικασία, χάρηκε σαν παιδί 
(αλλά δικαιολογηµένα). Κάτι πρέπει να πούµε εν συντοµία για τον D' Alembert, τον 
αφοσιωµένο φίλο του Lagrange και θαυµαστή του, έστω και µόνο για τη χαριτωµένη 
αντίθεση που προσφέρουν κάποιες πλευρές του χαρακτήρα του µε τον σνοµπ Laplace. 
      
8. Lagrange και  D' Alembert 

Ο Jean le Rond D' Alembert πήρε το όνοµά του από το µικρό εκκλησάκι του St. Jean-
le–Rond κοντά στη Notre Dame στο Παρίσι. Νόθος γιός του Chevalier Destouches, ο D' 
Alembert είχε εγκαταλειφθεί από τη µητέρα του στα σκαλιά του St. Jean–le–Rond. Οι 
υπεύθυνοι της ενορίας έδωσαν το έκθετο στη γυναίκα ενός φτωχού υαλουργού, η οποία το 
ανάθρεψε σα να ήταν δικό της παιδί. Ο Chevalier (Ιππότης στα γαλλικά) αναγκάστηκε από 
το νόµο να πληρώσει για τη µόρφωση του µπάσταρδου. Η πραγµατική µητέρα όµως του D' 
Alembert ήξερε πού βρισκόταν ο γιός της και όταν το παιδί έδειξε από νωρίς σηµάδια 
µεγαλοφυίας, προσπάθησε να το πάρει µαζί της. «Είσαι µόνο η µητρυιά µου», της είπε το 
αγόρι, «η γυναίκα του υαλουργού είναι η αληθινή µου µητέρα». Και µε αυτή τη φράση 
παράτησε τη δική του σάρκα και αίµα, ακριβώς όπως εκείνη τον είχε παρατήσει παλαιότερα.  

Όταν έγινε διάσηµος και από τις σηµαντικότερες µορφές της Γαλλικής Επιστήµης, ο 
D' Alembert αντάµειψε τον υαλουργό και τη γυναίκα του ώστε να µην ξεπέσουν στη ζητιανιά 
(αυτοί ωστόσο, προτίµησαν να µείνουν στη ταπεινή τους γειτονιά) και µε περηφάνεια τους 
αποκαλούσε γονείς. Πρέπει να αναφέρουµε πως ο D' Alembert υπήρξε ο πρώτος που έδωσε 
πλήρη λύση στο περίφηµο πρόβληµα της µετάπτωσης των ισηµεριών. Η σηµαντικότερη 
εργασία του στα καθαρά µαθηµατικά αφορούσε στις µερικές διαφορικές εξισώσεις, ιδιαίτερα 
σε σχέση µε τις παλλόµενες χορδές. 
     Ο D' Alembert ενθάρρυνε τον σεµνό νεαρό, µε τον οποίο διατηρούσε αλληλογραφία, 
να καταπιαστεί µε δύσκολα και σπουδαία προβλήµατα. Ανέλαβε µάλιστα να πείσει τον 
Lagrange να φροντίζει την υγεία του µια που ούτε η δική του δεν ήταν καλή. Ο Lagrange 
είχε προξενήσει σοβαρή ζηµιά στο πεπτικό του σύστηµα, παραµελώντας το αστόχαστα 
ανάµεσα στα 16 και στα 26 του χρόνια. Σε όλη την κατοπινή ζωή του ήταν υποχρεωµένος να 
εφαρµόζει αυστηρή αυτοπειθαρχία, ιδιαίτερα στο ζήτηµα της υπερβολικής δουλειάς. Σε ένα 
από τα γράµµατά του ο D' Alembert επιπλήττει τον νεαρό για την υπερκατανάλωση τσαγιού 
και καφέ για να µένει ξυπνητός, ενώ σε ένα άλλο του υποδεικνύει ένα πρόσφατο βιβλίο 
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ιατρικής πάνω στις αρρώστιες των ερευνητών. Η απάντηση του Lagrange σε όλα αυτά ήταν 
πως αισθανόταν όµορφα και εργαζόταν σαν τρελός. Στο τέλος όµως πλήρωσε το αντίτιµο.   

Από µια άποψη, η καριέρα του Lagrange εµφανίζεται περίεργα παράλληλη µε εκείνη 
του Νεύτωνα. Ως συνέπεια της παρατεταµένης εντατικής συγκέντρωσής του σε προβλήµατα 
πρώτου µεγέθους, όταν έγινε µεσήλικας ο ενθουσιασµός του είχε κοπάσει· και παρά το 
γεγονός ότι το µυαλό του δεν είχε χάσει σε δύναµη, έφτασε στο σηµείο να βλέπει µε 
αδιάφορο µάτι τα µαθηµατικά. Στην ηλικία των 45 χρόνων έγραψε στον D' Alembert: 
«αρχίζω να αισθάνοµαι τη δύναµη της αδράνειάς µου να µεγαλώνει σιγά-σιγά, και δε 

µπορώ να πω αν σε 10 χρόνια από τώρα θα εξακολουθώ να ασχολούµαι µε τα 

µαθηµατικά. Μου φαίνεται επίσης πως το ορυχείο έχει σκαφτεί ήδη σε µεγάλο βάθος, 

και αν δε βρεθούν νέες φλέβες θα πρέπει να εγκαταλειφθεί».  
Όταν τα έγραφε αυτά ο Lagrange ήταν άρρωστος και µελαγχολικός. Όµως εξέφραζαν 

την αλήθεια όσον αφορά στον ίδιο. Στο τελευταίο γράµµα του D' Alembert (Σεπτέµβριος 
1783), γραµµένο ένα µήνα πριν από τον θάνατό του, αντιστρέφεται η αρχική του συµβουλή 
και προτείνεται η δουλειά σαν το µόνο φάρµακο για την ψυχική αρρώστια του Lagrange: 
«Προς Θεού, µην αποκηρύττεις τη δουλειά, την αποτελεσµατικότερη για σένα 

αποµάκρυνση απ’ τις σκοτούρες. Αντίο, ίσως για τελευταία φορά. Να θυµάσαι πού και 

πού τον άνθρωπο που σε αγαπά και σε τιµά περισσότερο από κάθε άλλον στον κόσµο».  
Ευτυχώς για τα µαθηµατικά, η βαθιά µελαγχολία του Lagrange µε το αναπόφευκτο 

πόρισµά της πως καµιά ανθρώπινη γνώση δεν αξίζει τον κόπο, άργησε είκοσι ένδοξα χρόνια 
αφ' ότου ο D' Alembert και ο Euler σχεδίαζαν να τον πάρουν στο Βερολίνο.  

 
9. Το πρόβληµα της λίκνισης της Σελήνης 

Ανάµεσα στα µεγάλα προβλήµατα που έλυσε ο Lagrange πριν πάει στο Βερολίνο, 
ήταν εκείνο της λίκνισης της Σελήνης. Γιατί η Σελήνη δείχνει πάντα το ίδιο πρόσωπο στη 
Γη, µε ορισµένες µικρές αποκλίσεις που εξηγούνται; Αυτό το γεγονός έπρεπε να συναχθεί 
από τον νευτώνειο νόµο της βαρύτητας. Το πρόβληµα είναι µια περίπτωση του περίφηµου 
«προβλήµατος των τριών σωµάτων» εδώ, της Γης, του Ήλιου και της Σελήνης, που 
αλληλοέλκονται σύµφωνα µε το νόµο του αντιστρόφου τετραγώνου των αποστάσεων µεταξύ 
των κέντρων βάρους τους. Για τη λύση που έδωσε στο πρόβληµα της λίκνισης, ο Lagrange 
πήρε το µεγάλο βραβείο της Γαλλικής Ακαδηµίας Επιστηµών το 1764, ήταν τότε µόνο 28 
ετών.  

 

10. Οι δορυφόροι του ∆ία 

    Ύστερα από αυτή τη µεγάλη επιτυχία, η Ακαδηµία πρότεινε ένα ακόµη πιο δύσκολο 
πρόβληµα, για το οποίο ο Lagrange ξανακέρδισε το βραβείο το 1766. Στην εποχή του, µόνο 
τέσσερις δορυφόροι του ∆ία είχαν ανακαλυφθεί. Όµως το σύστηµα του ∆ία (ο ίδιος, οι 
δορυφόροι του και ο Ήλιος) έδινε ένα πρόβληµα έξι σωµάτων. Μια πλήρης µαθηµατική 
λύση σε µορφή που να προσφέρεται για πρακτικούς υπολογισµούς, ήταν ανέφικτη ακόµη και 
το 1939. Χρησιµοποιώντας προσεγγιστικές µεθόδους, ο Lagrange έκανε ένα σηµαντικό βήµα 
στην εξήγηση των παρατηρούµενων ανισώσεων. Τέτοιες εφαρµογές της  νευτώνειας θεωρίας 
υπήρξαν από τα κύρια ενδιαφέροντα του σε όλη τη διάρκεια της ενεργού δράσης του.  

Το 1772 ξαναπήρε το βραβείο της Παρισινής Ακαδηµίας για την εργασία του πάνω 
στο πρόβληµα των τριών σωµάτων και στα 1774 και 1778 είχε ανάλογες επιτυχίες µε την 
κίνηση της Σελήνης και τις διαταραχές λόγω κοµητών. 
 
11. Τα ταξίδια του σε Παρίσι και Βερολίνο 

   Η πρώτη από αυτές τις εντυπωσιακές επιτυχίες έκανε τον Βασιλιά της Σαρδηνίας να 
πληρώσει τα έξοδα του Lagrange για ένα ταξίδι στο Παρίσι και στο Λονδίνο το 1766. Ο 
Lagrange ήταν τότε 30 χρόνων. Το σχέδιο ήταν να συνοδεύσει τον Σαρδηνό υπουργό 
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Caraccioli στην Αγγλία, φθάνοντας όµως στο Παρίσι ο Lagrange έπεσε βαριά άρρωστος, 
συνεπεία γαστριµαργικής υπερβολής κατά τη διάρκεια ιταλικού γεύµατος που δόθηκε προς 
τιµήν του και αναγκάστηκε να παραµείνει στο Παρίσι. Εκεί, συναντήθηκε µε όλους τους 
γνωστούς διανοούµενους, περιλαµβανοµένου του αβά Marie που αργότερα θα 
αποδεικνυόταν πολύτιµος φίλος. Το γεύµα τον γιάτρεψε από την επιθυµία να ζήσει στο 
Παρίσι και επέστρεψε στο Τορίνο αµέσως µόλις έγινε καλά. Επιτέλους, στις 6.11.1766 ο 
Lagrange καλωσορίστηκε στο Βερολίνο από τον Φρειδερίκο, «τον µεγαλύτερο βασιλιά 

στην Ευρώπη», όπως αποκαλούσε µε µετριοφροσύνη τον εαυτό του, που θα ήταν τιµή του 
να έχει στην αυλή του «τον µεγαλύτερο µαθηµατικό». Τουλάχιστον το δεύτερο ήταν 
σωστό. Ο Lagrange έγινε διευθυντής του Φυσικοµαθηµατικού τµήµατος της Βερολινέζικης 
Ακαδηµίας και επί µια εικοσαετία γέµιζε τα πεπραγµένα της Ακαδηµίας µε τη µία µεγάλη 
εργασία µετά την άλλη. ∆εν του ζητούσαν να παραδίδει µαθήµατα.  Στην αρχή ο νέος 
διευθυντής βρέθηκε σε µια κάπως λεπτή θέση.  

Ήταν αρκετά φυσικό οι Γερµανοί να στραβοκοιτάζουν τους ξένους που ο 
Φρειδερίκος έβαζε πάνω από τα κεφάλια τους και η συµπεριφορά τους έτεινε να είναι λίγο 
χειρότερη από την κρύα ευπρέπεια, φτάνοντας συχνά να γίνεται προσβλητική. Εκτός όµως 
του ότι ήταν µαθηµατικός πρώτης γραµµής, ο Lagrange είχε µια ευγένεια ψυχής και το 
σπάνιο προσόν να ξέρει πότε να κρατά το στόµα του κλειστό. Σε γράµµατα προς πιστούς 
φίλους του εκφραζόταν µερικές φορές έξω από τα δόντια, ακόµη και για τους Ιησουίτες που 
αυτός και ο D' Alembert φαίνεται ότι αντιπαθούσαν. Και µπορούσε κάποτε να είναι αρκετά 
απότοµος στις επίσηµες αναφορές του προς διάφορες Ακαδηµίες για το επιστηµονικό έργο 
των άλλων. Στις κοινωνικές του όµως επαφές δεν ανακατευόταν στις υποθέσεις των άλλων 
και απέφευγε να εκδηλώσει ακόµη και δικαιολογηµένη επιθετικότητα. Μέχρι να τον 
συνηθίσουν οι συνεργάτες του, προτιµούσε να µην µπλέκεται στα πόδια τους.  

Η έµφυτη αντιπάθεια του Lagrange προς τις λογοµαχίες τον βοήθησε να σταθεί στα 
πόδια του όσο βρισκόταν στο Beρολίνο. Ο Euler έµπλεκε σε όλες τις θρησκευτικές και 
φιλοσοφικές διενέξεις. Ο Lagrange, όταν στριµωχνόταν στη γωνία και πιεζόταν, προλόγιζε 
τις αποκρίσεις του µε ένα ειλικρινές «δεν ξέρω». Όµως όταν έβλεπε τους άλλους να 
επιτίθενται κατά των πεποιθήσεών του, γνώριζε να οργανώνει µια θαρραλέα άµυνα µε 
επαρκώς αιτιολογηµένες θέσεις. Σε γενικές γραµµές ο Lagrange δικαιολογούσε τον 
Φρειδερίκο, τον οποίο είχαν ενοχλήσει οι εµπλοκές του Euler σε φιλοσοφικά προβλήµατα 
στα οποία ήταν τελείως αµαθής. «Ο φίλος µας ο Euler», έγραψε στον D' Alembert, «είναι 

ένας µεγάλος µαθηµατικός αλλά ένας αρκετά κακός φιλόσοφος». Και σε µια άλλη 
περίπτωση, αναφερόµενος στις ηθικολογίες που γράφει ο Euler στα διάσηµα Γράµµατα σε 
µια Γερµανίδα Πριγκίπισσα, είπε την κλασική φράση «αυτά είναι τα σχόλια του Euler 

πάνω στην Αποκάλυψη», που ήταν ταυτόχρονα και ένας ειρωνικός υπαινιγµός στην 
ακριτοµυθία του Νεύτωνα όταν είχε χάσει την όρεξή του για τη φυσική φιλοσοφία.  

«Είναι απίστευτο» έλεγε ο Lagrange για τον Euler, «ότι µπορεί να είναι τόσο ρηχός 
και παιδαριώδης στη µεταφυσική». Και για τον εαυτό του: «αισθάνοµαι µεγάλη αποστροφή 
για τις λογοµαχίες». Όταν φιλοσοφούσε στα γράµµατά του, το έκανε µε µια αναπάντεχη 
δόση κυνισµού που είναι παντελώς απούσα από τις εργασίες που δηµοσίευσε, όπως όταν 
γράφει: «έχω παρατηρήσει πως οι αξιώσεις όλων των ανθρώπων είναι αντιστρόφως ανάλογες 
προς την αξία τους, αυτό είναι ένα ηθικό αξίωµα».  Σε θρησκευτικά ζητήµατα ο Lagrange 
ήταν, αν τελικά ήταν κάτι, αγνωστικιστής. Ο Φρειδερίκος ήταν πολύ ευχαριστηµένος µαζί 
του και συχνά κουβέντιαζαν µε φιλικό τρόπο για ώρες. Η αντίθεση που εµφάνιζε ο Lagrange 
σε σχέση µε τον Euler ήταν ιδιαίτερα ευχάριστη στον Φρειδερίκο.  

 
12. Lagrange και Euler 

Ο Βασιλιάς είχε εκνευριστεί από την τόσο εµφανή ευσέβεια του Euler και την 
έλλειψη αυλικής λάµψης. Μάλιστα είχε φθάσει να αποκαλεί τον φτωχό Euler «βραδυκίνητο 
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µαθηµατικό κύκλωπα», διότι εκείνη την εποχή ο Euler ήταν τυφλός στο ένα του µάτι. Προς 
τον D' Alembert ο ευγνώµων Φρειδερίκος έγραψε γεµάτος λογοτεχνικό οίστρο: «Στους 
κόπους σου και στις συστάσεις σου οφείλω την αντικατάσταση στην Ακαδηµία µου ενός 
µαθηµατικού τυφλού στο ένα του µάτι, από έναν µαθηµατικό µε δύο µάτια, πράγµα ιδιαίτερα 
ευχάριστο για το τµήµα της ανατοµίας». Κατά βάθος όµως, παρά τα ευφυολογήµατα τέτοιου 
είδους, ο Φρειδερίκος δεν ήταν κακός. 

 
13. Ο 1ος γάµος του 

Λίγο µετά την εγκατάστασή του στο Βερολίνο, ο Lagrange παντρεύτηκε µια νεαρή 
κυρία µε την οποία είχε συγγένεια (την κάλεσε από το Τορίνο). Υπάρχουν δύο εκδοχές 
σχετικά µe αυτό. Κατά την πρώτη, ο Lagrange είχε ζήσει στο ίδιο σπίτι µε το κορίτσι και 
τους γονείς της και έδειξε κάποιο ενδιαφέρον για τα ψώνια της κοπέλας. Από φυσικού του 
οικονόµος, ο Lagrange σκανδαλίστηκε από τις κατ' αυτόν υπερβολές του κοριτσιού, και της 
αγόρασε κορδέλες ο ίδιος. Από τότε συνδέθηκε µαζί της µε κατάληξη τον γάµο.  

Η δεύτερη εκδοχή προκύπτει από ένα γράµµα του σίγουρα η πιο παράξενη οµολογία 
αδιαφορίας που έχει ποτέ γραφεί από έναν, υποτίθεται ξετρελαµένο από αγάπη, νιόπαντρο. 
Είχε προηγηθεί ένα αστείο του D' Alembert ο οποίος έγραψε στον φίλο του: «Καταλαβαίνω 
πως έκανες αυτό που εµείς οι φιλόσοφοι αποκαλούµε µοιραία βουτιά. Ένας µεγάλος 
µαθηµατικός θα έπρεπε πριν από όλα να µπορεί να υπολογίσει την ευτυχία του.  

Αναµφίβολα ύστερα από αυτόν τον υπολογισµό βρήκες τη λύση στον γάµο». Ο 
Lagrange είτε πήρε στα σοβαρά το γράµµα ή αποφάσισε να χτυπήσει τον D'Alembert µε τα 
µέσα του τελευταίου και το πέτυχε. Ο D' Alembert είχε εκφράσει έκπληξη για το ότι ο φίλος 
του δεν είχε αναφερθεί στη µεταξύ τους αλληλογραφία στον γάµο του. «∆εν ξέρω αν οι 
υπολογισµοί µου ήταν σωστοί ή λάθος», έγραψε στην απάντησή του ο Lagrange, «ή 
καλύτερα, δε νοµίζω πως έκανα κανέναν υπολογισµό. ∆ιότι θα µπορούσε να µου συµβεί ότι 
και στον Leibniz, που όταν ήταν αναγκασµένος να σκεφτεί, δεν κατέληγε σε µια απόφαση. 
Σου οµολογώ πως δε µε ενδιέφερε ποτέ ο γάµος. Όµως οι περιστάσεις µε έκαναν να 
αρραβωνιαστώ µε µια συγγενή που ανέλαβε τη φροντίδα µου και όλες µου τις υποθέσεις.  

Αν αµέλησα να σε πληροφορήσω για αυτό, ήταν διότι όλο το ζήτηµα µού φάνηκε 
τόσο χωρίς συνέπειες που δεν άξιζε τον κόπο να σου το κάνω γνωστό.»  Ο γάµος του 
εξελισσόταν ευτυχισµένος και για τους δύο τους, µέχρι που η γυναίκα του αρρώστησε βαριά. 
Ο Lagrange δεν κοιµόταν για να µπορεί να την φροντίζει και ο θάνατός της του ράγισε την 
καρδιά. Βρήκε παρηγοριά στη δουλειά του. «Οι ασχολίες µου έχουν περιορισθεί στην 
καλλιέργεια των µαθηµατικών, ήσυχα και ειρηνικά».  

Στη συνέχεια, µιλάει στον D' Alembert για το µυστικό της τελειότητας που 
χαρακτηρίζει όλο του το έργο, µιας τελειότητας που έριχνε σε απελπισία τους βιαστικούς 
διαδόχους του. «Καθώς δεν πιέζοµαι και εργάζοµαι περισσότερο από ευχαρίστηση παρά 

από καθήκον, µοιάζω µε τους θεούς που κτίζουν: κατασκευάζω, χαλώ και 

ξανακατασκευάζω, µέχρι που να µείνω σχετικά ικανοποιηµένος µε το αποτέλεσµα, 

πράγµα που συµβαίνει σπάνια». Και σε µια άλλη περίπτωση, αφού είχε εκφράσει τα 
παράπονά του για τις συνέπειες µιας υπερκόπωσης, λέει πως του είναι αδύνατον να 
αναπαύεται: «Η κακή µου συνήθεια να γράφω και να ξαναγράφω τις εργασίες µου πολλές 
φορές µέχρι να µείνω σχετικά ικανοποιηµένος, δεν είναι δυνατό να αλλάξει». Στα είκοσι 
χρόνια της παραµονής του στο Βερολίνο, δεν απορροφήθηκαν όλες του οι προσπάθειες µόνο 
από την ουράνια µηχανική και το λουστράρισµα του αριστουργήµατός του.  

 

14. Lagrange και Fermat 

Μια παρέκκλιση στην επικράτεια του Fermat, παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, µια 
και µπορεί να δείξει την εγγενή δυσκολία που παρουσιάζουν τα πράγµατα που φαίνονται 
απλά στην αριθµητική. Βλέπουµε ακόµη και τον µεγάλο Lagrange να σαστίζει µπροστά στην 
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απροσδόκητα µεγάλη προσπάθεια που χρειάστηκε να καταβάλει για τις έρευνες του στην 
αριθµητική. «Τις τελευταίες µέρες τις πέρασα», έγραφε στον D' Alembert στις 15.08.1768, 
«ποικίλλοντας τις µελέτες µου µε ορισµένα προβλήµατα της αριθµητικής, και σε βεβαιώνω 
πως συνάντησα πολύ περισσότερες δυσκολίες από όσες περίµενα.  

Εδώ έχω µια περίπτωση, για παράδειγµα, που η λύση της µε κούρασε πολύ. ∆οθέντος 
ενός θετικού ακεραίου n , ο οποίος δεν είναι τέλειο τετράγωνο, να βρεθεί ένας ακέραιος που 
να είναι τέλειο τετράγωνο, κι ας πούµε, έτσι ώστε ο 2 1nx +  να είναι τέλειο τετράγωνο. Αυτό 
το πρόβληµα είναι πολύ σηµαντικό στη θεωρία των τετραγώνων (τετραγωνικών µορφών 
σήµερα) τα οποία [τετράγωνα] είναι το κύριο αντικείµενο της διοφαντικής ανάλυσης. Επί 
πλέον, µε την ευκαιρία αυτή βρήκα µερικά πολύ όµορφα θεωρήµατα της Αριθµητικής, τα 
οποία θα σου γνωστοποιήσω αν θέλεις µια άλλη φορά». Το πρόβληµα που περιγράφει ο 
Lagrange έχει µεγάλη ιστορία, µε αφετηρία τον Αρχιµήδη και τους αρχαίους Ινδούς. Η 
κλασική εργασία του Lagrange στο να κάνει τον 2 1nx + τέλειο τετράγωνο, αποτελεί ορόσηµο 
στη θεωρία των αριθµών. Ήταν επίσης ο πρώτος που απέδειξε µερικά από τα θεωρήµατα του 
Fermat και εκείνο του John Wilson (1741–1793), που λέει πως,  

αν ο p  είναι πρώτος αριθµός, τότε το γινόµενο των αριθµών 1,  2,...,  1p −  

αυξηµένο κατά 1, δίνει αριθµό που διαιρείται από τον p .  

Η πρόταση δεν ισχύει αν ο p  δεν είναι πρώτος. Για παράδειγµα, αν 5p = , τότε 

( )1 2 3 4 1 25⋅ ⋅ ⋅ + = . Η απόδειξη µπορεί να γίνει µε στοιχειώδη τρόπο και είναι ένα από τα 

αριθµητικά τέστ υπερνοηµοσύνης.  Στην απάντησή του ο D' Alembert διατυπώνει την άποψη 
πως η διοφαντική ανάλυση µπορεί να είναι χρήσιµη στον ολοκληρωτικό λογισµό, όµως δεν 
προχωρεί σε λεπτοµέρειες. Κατά περίεργο τρόπο, η προφητεία βγήκε αληθινή στα 1870 από 
τον Ρώσο µαθηµατικό G. Zolotarev. Ο Laplace επίσης έδειξε για λίγο ενδιαφέρον για την 
αριθµητική, και είπε στον Lagrange πως τα αναπόδεικτα θεωρήµατα του Fermat, ενώ 
αποτελούν ένα από τα πιο δοξασµένα κεφάλαια της ιστορίας των µαθηµατικών στη Γαλλία, 
ταυτόχρονα είναι και η πιο ορατή της κηλίδα· ήταν καθήκον των Γάλλων µαθηµατικών να 
την εξαλείψουν. Προέβλεπε όµως σε αυτό τροµερές δυσκολίες. Η ρίζα του προβλήµατος, 
κατά την άποψή του, είναι ότι τα προβλήµατα του διακριτού (που καταπιάνονται τελικά µε 
τους 1, 2, 3, ...) δε µπορεί να αντιµετωπιστούν µε τη βοήθεια ενός γενικού εργαλείου σαν 
αυτό που ο λογισµός προσέφερε για τα προβλήµατα του συνεχούς.  

Ο D' Alembert επίσης παρατηρεί για την αριθµητική πως τη βρήκε «πιο δύσκολη απ' 
όσο φαίνεται σε πρώτη µατιά». Αυτές οι εµπειρίες µαθηµατικών σαν τον Lagrange και τους 
φίλους του, υποβάλλουν την εκτίµηση πως η αριθµητική είναι πραγµατικά δύσκολη. Σε ένα 
άλλο γράµµα του Lagrange (28.02.1769) καταγράφεται το κλείσιµο του θέµατος. «Το 
πρόβληµα στο οποίο αναφέρθηκα µε έχει απασχολήσει πολύ περισσότερο από όσο είχα 
προβλέψει στην αρχή. Όµως τελικά είχε ευτυχή κατάληξη και πιστεύω πως δεν έχω αφήσει 
πρακτικά τίποτε ανοικτό στο αντικείµενο των γενικών εξισώσεων δευτέρου βαθµού µε δύο 
αγνώστους». Εδώ ήταν υπερβολικά αισιόδοξος. ∆εν είχε ακόµη φανεί ο Gauss, ο πατέρας και 
η µητέρα του είχαν ακόµη µπροστά τους επτά χρόνια πριν συναντηθούν. ∆ύο χρόνια πριν 
από τη γέννηση του Gauss (1777), ο Lagrange κοίταζε τα αποτελέσµατα της δουλειάς του µε 
απαισιόδοξη διάθεση: «Οι αριθµητικές έρευνες είναι εκείνες που µου κοστίσανε τις 
µεγαλύτερες σκοτούρες και είναι ίσως οι λιγότερο αξιόλογες». 

 
15. Lagrange και Laplace 

   Όταν αισθανόταν καλά, ο Lagrange σπάνια διέπραττε το σφάλµα να εκτιµήσει τη 
«σπουδαιότητα» της δουλειάς του. «Ανέκαθεν έβλεπα τα µαθηµατικά», έγραφε στον Laplace 
το 1777, «σαν αντικείµενο διασκέδασης και όχι για την ικανοποίηση της φιλοδοξίας µου και 
σε διαβεβαιώ ότι απολαµβάνω τις εργασίες των άλλων πολύ περισσότερο από τις δικές µου 
µε τις οποίες αισθάνοµαι πάντοτε ανικανοποίητος. Βλέπεις λοιπόν ότι, αν εσύ έχεις 
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απαλλαγεί από το συναίσθηµα της ζήλειας λόγω των επιτυχιών σου, το ίδιο συµβαίνει σε 
µένα λόγω της προδιάθεσής µου». Αυτό απαντούσε σε µια κάπως ποµπώδη διακήρυξη του 
Laplace ότι έκανε µαθηµατικά µόνο για να ικανοποιήσει τη δική του ανώτερη περιέργεια, 
αδιαφορώντας εντελώς για την επιδοκιµασία του «πλήθους» -που στην περίπτωσή του δεν 
ήταν και τόσο αληθοφανής.  Ένα γράµµα της 15.09.1782 στον Laplace έχει µεγάλο ιστορικό 
ενδιαφέρον, καθώς µιλά για την ολοκλήρωση της Mécanique analytique: «Έχω σχεδόν 
τελειώσει µια πραγµατεία στην αναλυτική µηχανική, θεµελιωµένη αποκλειστικά σε µια 
βασική αρχή ή τύπο που διατυπώνεται στο πρώτο µέρος της καθώς όµως δεν ξέρω πότε ή 
πού µπορώ να την τυπώσω, δεν βιάζοµαι µε τις τελευταίες λεπτοµέρειες».  

Ο Legendre ανέλαβε την επιµέλεια της έκδοσης και ο παλιός φίλος του Lagrange, ο 
αβάς Marie, έπεισε τελικά έναν εκδότη στο Παρίσι να ρισκάρει την υπόληψή του. Αυτός ο 
πονηρός δέχτηκε να προχωρήσει στην εκτύπωση µόνο όταν συµφωνήθηκε µε τον αβά Marie 
να αγοράσει ο τελευταίος όλα τα απούλητα αντίτυπα ύστερα από µια ορισµένη ηµεροµηνία.  

Το βιβλίο δεν εµφανίστηκε παρά το 1788, αφού ο Lagrange είχε φύγει από το 
Βερολίνο. Ένα αντίτυπο έφτασε στα χέρια του σε µια εποχή που είχε χάσει τόσο πολύ κάθε 
ενδιαφέρον για την επιστήµη και τα µαθηµατικά, ώστε δε µπήκε καν στον κόπο να το 
ανοίξει. Και στα κινέζικα να είχε βγει το βιβλίο του, δεν θα τον ένοιαζε.  

 
16. Το έργο του Lagrange στο Βερολίνο 

Μια έρευνά του της περιόδου που ο Lagrange έζησε στο Βερολίνο, είναι εξαιρετικά 
µεγάλης σηµασίας για την εξέλιξη της σύγχρονης άλγεβρας, η εργασία του το 1767 
«Σχετικά µε την επίλυση αριθµητικών εξισώσεων» και οι συνακόλουθες προσθήκες 
σχετικά µε το γενικό πρόβληµα της αλγεβρικής επιλυσιµότητας των εξισώσεων. Ίσως η 
µεγαλύτερη σπουδαιότητα των ερευνών του Lagrange πάνω στη θεωρία και επίλυση των 
εξισώσεων να έγκειται στο ότι ενέπνευσαν τους κορυφαίους αλγεβριστές των αρχών του 19ου 
αιώνα. Θα δούµε ξανά και ξανά µαθηµατικούς οι οποίοι τελικά έλυσαν ένα πρόβληµα που 
είχε ταλαιπωρήσει τους αλγεβριστές για τουλάχιστον τρείς αιώνες, να στρέφονται στον 
Lagrange για να αντλήσουν ιδέες και έµπνευση. Ο Lagrange δεν ξεπέρασε την κεντρική 
δυσκολία (τη διατύπωση ικανών και αναγκαίων συνθηκών για την αλγεβρική επιλυσιµότητα 
δοθείσης εξισώσεως) το σπέρµα όµως για το ξεπέρασµά της βρισκόταν στο έργο του.  

Ας ρίξουµε µια µατιά σε αυτό το πρόβληµα, καθώς είναι ένα από τα σηµαντικότερα 
πράγµατα σε όλη την άλγεβρα που µπορεί να περιγραφή µε απλό τρόπο. Θα εµφανιστεί 
πολλές φορές σαν το βασικό µοτίβο στο έργο µερικών µεγάλων µαθηµατικών του 19ου αιώνα 
(Cauchy, Abel, Galois, Hermite, Kronecker). ∆εν υπάρχει καµία δυσκολία στην επίλυση µιας 
αλγεβρικής εξίσωσης µε αριθµητικούς συντελεστές. Μπορεί να απαιτηθεί πολλή δουλειά αν 
η εξίσωση είναι µεγάλου βαθµού, πχ. 

                                101 681821 3,6 1968 2023 0x x x− + − = ,  
υπάρχουν όµως πολλές γνωστές και απλές µέθοδοι για να βρούµε µια ρίζα τέτοιας 
αριθµητικής εξίσωσης µε τον επιθυµητό βαθµό ακρίβειας. Κάποιες από αυτές τις µεθόδους 
αποτελούν µέρος του µαθήµατος της άλγεβρας σε ένα µέσο σχολείο. Στα χρόνια όµως του 
Lagrange, τέτοιες µέθοδοι δεν ήταν κοινός τόπος αν τις ήξερε κανείς. Ο Lagrange έδωσε µια 
τέτοια µέθοδο. Θεωρητικά έκανε (η µέθοδος) ό,τι έπρεπε, δεν ήταν όµως πρακτική. Κανένας 
µηχανικός σήµερα δε θα διανοείτο να λύσει µια αριθµητική εξίσωση µε τη µέθοδο του 
Lagrange. Το πραγµατικά σηµαντικό πρόβληµα εµφανίζεται όταν αναζητήσουµε αλγεβρική 
λύση µιας εξίσωσης µε γενικούς συντελεστές,       

                             πχ. 2 0ax bx c+ + = , ή 3 2 0ax bx cx d+ + + =  
και ανάλογα για βαθµούς µεγαλύτερους του τρίτου. Αυτό που απαιτείται είναι ένα σύνολο 
τύπων που να εκφράζουν τον άγνωστο x x συναρτήσει των δοθέντων , , ,...a b c  έτσι ώστε αν 
εκφράσουµε κατά αυτόν τον τρόπο το x , στο αριστερό µέλος της εξίσωσης να προκύψει ως 
αποτέλεσµα το µηδέν. Για µια εξίσωση βαθµού n ο άγνωστος x  έχει n  ακριβώς τιµές.  
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Έτσι, για την πιο πάνω δευτεροβάθµια εξίσωση, οι δύο τιµές του x  που µηδενίζουν 

το αριστερό µέλος είναι 
2 4

2

b b ac

a

− ± −
.   Οι ζητούµενες τιµές του x  πρέπει να εκφραστούν 

συναρτήσει των , , ,...a b c  µέσω πεπερασµένου αριθµού προσθέσεων, αφαιρέσεων, 
πολλαπλασιασµών, διαιρέσεων και ριζικών. Αυτό είναι το πρόβληµα. Λύνεται; Η απάντηση 
δε δόθηκε παρά µια εικοσαετία µετά από το θάνατο του Lagrange, αλλά η ιδέα-κλειδί 
ανιχνεύεται εύκολα στο έργο του. Ως  πρώτο βήµα στην κατεύθυνση µιας περιεκτικής 
θεωρίας, ο Lagrange µελέτησε εξαντλητικά όλες τις λύσεις που είχαν δοθεί παλαιότερα για 
τις γενικές εξισώσεις των πρώτων τεσσάρων βαθµών και κατάφερε να αποδείξει ότι όλα τα 
τεχνάσµατα µε τα οποία προέκυψαν οι λύσεις, µπορούσαν να αντικατασταθούν από µια 
οµοιόµορφη διαδικασία. Μια λεπτοµέρεια σε αυτή τη γενική µέθοδο περιέχει το κλειδί που 
αναφέραµε πιο πάνω. Ας υποθέσουµε ότι µας δίνεται µια αλγεβρική έκφραση που 
περιλαµβάνει γράµµατα , , ,...a b c πόσες διαφορετικές εκφράσεις µπορούν να προκύψουν από 
τη δοθείσα έκφραση αν µετατεθούν τα γράµµατα καθ' όλους τους δυνατούς τρόπους;  Για 
παράδειγµα,  από           την ab cd+ παίρνουµε την ad cb+  µε αντιµετάθεση των ,b d . Αυτό 
το πρόβληµα υπαινίσσεται ένα άλλο, στενά συνδεόµενο µε αυτό, που αποτελεί επίσης µέρος 
του κλειδιού που έψαχνε ο Lagrange.  

Ποιές µεταθέσεις των γραµµάτων θα άφηναν τη δοθεί σα έκφραση αναλλοίωτη; Έτσι, 
η ab cd+  γίνεται ba cd+  µε αντιµετάθεση των α και b, πράγµα που δεν µεταβάλλει την 
έκφραση, αφού ab ba= . Από αυτές τις ερωτήσεις ξεπήδησε η θεωρία των πεπερασµένων 

οµάδων. Εδώ βρισκόταν το κλειδί στο ερώτηµα της αλγεβρικής επιλυσιµότητας. Ένα άλλο 
σηµαντικό στοιχείο προέκυψε από την έρευνα του Lagrange, για τους βαθµούς 2, 3 και 4, η 
γενική αλγεβρική εξίσωση επιλύεται µε το να κάνουµε τη λύση να εξαρτάται από µια 
εξίσωση µικρότερου βαθµού από εκείνη που µας ενδιαφέρει. Αυτό ισχύει µια χαρά για τις 
εξισώσεις βαθµού 2, 3 και 4, όταν όµως επιχειρηθεί η ανάλογη διαδικασία για τη γενική 
εξίσωση πέµπτου βαθµού  

5 4 3 2 0ax bx cx dx ex f+ + + + + = , 
η επιλύουσα εξίσωση, αντί να είναι βαθµού µικρότερου του 5, προκύπτει έκτου βαθµού. 
∆ηλαδή αντικαθίσταται η αρχική εξίσωση από µια δυσκολότερη. Η µέθοδος που δουλεύει 
για 2,3 και 4 αποτυγχάνει για το 5 και αν δεν υπάρχει κάποιο τέχνασµα για τη λύση της 
εξίσωσης έκτου βαθµού, δε µπορούµε να κάνουµε τίποτε. Είναι σαν να προσπαθείς να 
τετραγωνίσεις τον κύκλο ή να τριχοτοµήσεις µια γωνία µε ευκλείδειες µεθόδους. 

 
17. Το έργο του Lagrange στο Παρίσι 

Μετά το θάνατο του Φρειδερίκου του Μεγάλου (17.08.1786), η µνησικακία κατά των 
ξένων και η αδιαφορία για την επιστήµη έκαναν το Βερολίνο ένα µέρος άβολο για τον 
Lagrange και τους ξένους συνεργάτες του στην Ακαδηµία. Ζήτησε την αποδέσµευσή του, η 
οποία του παραχωρήθηκε υπό τον όρο να εξακολουθήσει για µερικά χρόνια να στέλνει 
εργασίες για τα πεπραγµένα της Ακαδηµίας πράγµα που τον βρήκε σύµφωνο.  

Με ικανοποίηση δέχθηκε την πρόσκληση του Λουδοβίκου XVI να συνεχίσει την 
εργασία του στα µαθηµατικά στο Παρίσι, ως µέλος της Γαλλικής Ακαδηµίας. Κατά την 
άφιξή του στο Παρίσι το 1787 έγινε δεκτός µε τον µεγαλύτερο σεβασµό από τη βασιλική  
οικογένεια και την Ακαδηµία. Του παραχωρήθηκαν άνετοι χώροι για τη διαµονή του στο 
Λούβρο, όπου έζησε µέχρι την Επανάσταση και έγινε ευνοούµενος της Μαρίας Αντουανέτας 
την οποία χώριζαν τότε µόνο έξι χρόνια από τη γκιλοτίνα. Η Μαρία ήταν 19 χρόνια περίπου 
νεότερή του, φαινόταν όµως να τον καταλαβαίνει και έκανε ότι  περνούσε από το χέρι της 
για να τον βγάλει από τη µελαγχολία που τον είχε κυριεύσει. Στα 51 του ο Lagrange 
αισθανόταν τελειωµένος. Επρόκειτο για καθαρή περίπτωση νευρικής εξάντλησης, συνέπεια 
της παρατεταµένης και υπερβολικής εργασίας. Οι Παριζιάνοι τον εύρισκαν ευγενικό και 
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ευχάριστο στη συζήτηση, όµως δεν έπαιρνε ποτέ ο ίδιος την πρωτοβουλία. ∆εν µιλούσε παρά 
ελάχιστα και φαινόταν σα χαµένος και σε βαθιά µελαγχολία. Στις συναντήσεις ανθρώπων της 
επιστήµης στο σπίτι του Lavoisier, ο Lagrange έστεκε στο παράθυρο κοιτάζοντας 
αφηρηµένα έξω, µε την πλάτη γυρισµένη στους επισκέπτες που έρχονταν για να τον 
τιµήσουν µια εικόνα θλιµµένης αδιαφορίας. Ο ίδιος έλεγε πως είχε σβήσει ο ενθουσιασµός 
του και πως είχε χάσει την όρεξη για τα µαθηµατικά. Αν του έλεγαν πως κάποιος 
µαθηµατικός ανακατευόταν σε κάποια σπουδαία έρευνα, αποκρινόταν ως εξής: «Τόσο το 

καλύτερο. Εγώ την άρχισα. ∆εν θα είµαι υποχρεωµένος να την τελειώσω». Η Mécanique 
analytique έµενε κλεισµένη στο γραφείο του για δύο χρόνια. Μπουχτισµένος από όσα 
µύριζαν µαθηµατικά, στράφηκε τώρα σε ό,τι θεωρούσε ως τα πραγµατικά του ενδιαφέροντα 
(όπως είχε κάνει ο Νεύτωνας µετά το Principia): 

� στη µεταφυσική,  
� στην εξέλιξη της ανθρώπινης σκέψης,  
� στην ιστορία των θρησκειών,  
� στη γενική θεωρία των γλωσσών,  
� στην ιατρική και  
� στη βοτανική.  
Σε αυτή την παράξενη επιλογή γνωστικών αντικειµένων, εντυπωσίαζε τους φίλους 

του µε τις εκτεταµένες γνώσεις και την οξύνοιά του πάνω σε ζητήµατα που δεν είχαν σχέση 
µε µαθηµατικά. Η Χηµεία εκείνη την εποχή διαµορφωνόταν µε ταχείς ρυθµούς σε επιστήµη 
σε αντίθεση προς την αλχηµεία που είχε προηγηθεί, κυρίως χάρις στις προσπάθειες του 
στενού φίλου του Lagrange, του Lavoisier (1743–1794). Η διακηρυγµένη γνώµη του 
Lagrange πως ο Lavoisier είχε κάνει τη χηµεία «τόσο εύκολη όσο είναι η άλγεβρα», µπορεί 
να εκτιµηθεί από κάθε σπουδαστή της στοιχειώδους χηµείας. Για τα µαθηµατικά ο Lagrange 
πίστευε ότι ήταν τελειωµένη υπόθεση ή, τουλάχιστον, ότι περνούσαν σε µια περίοδο 
παρακµής. Έβλεπε τη χηµεία, τη φυσική και την επιστήµη γενικά, να αναδεικνύονται ως τα 
κατ' εξοχήν γνωστικά αντικείµενα του µέλλοντος για τα καλύτερα µυαλά και έφτασε να 
προβλέψει πως οι έδρες των µαθηµατικών στις Ακαδηµίες και στα Πανεπιστήµια σύντοµα θα 
έχαναν το κύρος τους, ξεπέφτοντας στο κοινό επίπεδο µιας έδρας της Αραβικής γλώσσας.  

Από µια άποψη είχε δίκιο. Αν δεν ήταν ο Gauss, ο Abel, ο Galois, ο Cauchy και άλλοι 
για να εµφυσήσουν νέα πνοή στα µαθηµατικά, το κύµα που ξεσήκωσε ο Νεύτων θα είχε 
κοπάσει µέχρι το 1850. Ευτυχώς ο Lagrange έζησε αρκετά για να προλάβει τα πρώτα 
ουσιαστικά βήµατα του Gauss και να αντιληφθεί το αβάσιµο των ισχυρισµών του. Μπορούµε 
να γελάσουµε σήµερα µε τον πεσιµισµό του Lagrange, αναλογιζόµενοι πως οι κορυφαίες 
στιγµές της προ του 1800 εποχής δεν ήταν παρά η χαραυγή των σύγχρονων µαθηµατικών, 
που τώρα ζούµε στην πρώτη πρωινή τους ώρα και να αναρωτηθούµε πώς θα είναι το 
µεσηµέρι, αν υπάρξει τέτοιο. Από το παράδειγµα του Lagrange µπορούµε να µάθουµε να 
αποφεύγουµε τις προφητείες. 

 
18. Ο Lagrange και η γαλλική επανάσταση 

Η επανάσταση έβγαλε τον Lagrange από την απάθεια του και του ανανέωσε το ζωηρό 
ενδιαφέρον του για τα Μαθηµατικά. Σαν βολικό σηµείο αναφοράς µπορούµε να θυµόµαστε 
την 14.07.1789, τη µέρα που έπεσε η Βαστίλη.  Όταν οι Γάλλοι αριστοκράτες και 
επιστήµονες κατάλαβαν επί τέλους τι συνέβαινε, επέµεναν να επιστρέψει ο Lagrange στο 
Βερολίνο όπου θα ήταν καλοδεχούµενος. Κανείς δε θα εναντιωνόταν στην αναχώρησή του. 
Όµως αυτός αρνήθηκε να αφήσει το Παρίσι, προτιµώντας να µείνει και να δει το «πείραµα». 
Ούτε αυτός ούτε οι φίλοι του είχαν προβλέψει την περίοδο της τροµοκρατίας και όταν ήρθε, 
ο Lagrange µετάνιωσε πικρά που είχε µείνει. ∆ε φοβόταν για τη ζωή του. ∆ιότι ως 
ηµιαλλοδαπός ήταν αρκετά ασφαλής, αλλά και διότι δε τη λογάριαζε και πολύ. Όµως τον 
αρρώσταιναν οι ωµότητες που διαπράττονταν και έχανε όση λίγη πίστη του είχε µείνει στην 
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ανθρώπινη φύση και στην κοινή λογική. «Tu l' as voulu» («Εσύ το θέλησες» ή «Εσύ θα το 
έκανες») έλεγε στον εαυτό του συνέχεια, καθώς η µια θηριωδία διαδεχόταν την άλλη και 
αντιλαµβανόταν συγκλονισµένος το µέγεθος του λάθους του να µείνει αυτόπτης µάρτυς της 
αναπόφευκτης φρίκης µιας επανάστασης. Οι µεγαλόσχηµες διακηρύξεις των επαναστατών 
για την αναγέννηση του ανθρώπου και για την αναµόρφωση της φύσης του, τον άφηναν 
παγερά αδιάφορο. Όταν ο Lavoisier οδηγήθηκε στη γκιλοτίνα, κάτι που αναµφίβολα θα του 
άξιζε αν επρόκειτο απλώς για ζήτηµα κοινωνικής δικαιοσύνης, ο Lagrange εξέφρασε την 
αγανάκτησή του για το ανόητο της εκτέλεσης: «Τους πήρε µια στιγµή για να κόψουν αυτό 

το κεφάλι και εκατό χρόνια ίσως δε θα φθάσουν για να δηµιουργηθεί ένα ισάξιο». Αλλά 
οι αγανακτισµένοι και καταπιεσµένοι πολίτες είχαν βεβαιώσει τον φοροσυλλέκτη Lavoisier,  
όταν η συµβολή του µεγάλου χηµικού στην επιστήµη είχε προβληθεί ως ευνόητος λόγος για 
να µείνει το κεφάλι του στους ώµους του πως «ο λαός δεν χρειάζεται την επιστήµη».  

Αν και σχεδόν σε όλη του την επιστηµονικά δραστήρια ζωή ο Lagrange είχε βασιλείς 
ως πάτρωνες, δε συµπαθούσε τους βασιλικούς, ούτε τους επαναστάτες. Έµενε αµετακίνητος 
στην ενδιάµεση περιοχή του πολιτισµού που και οι δύο πλευρές είχαν καταπατήσει 
ανελέητα. Ήταν σε θέση να πάρει το µέρος των ανθρώπων που είχαν υποφέρει πάρα πολύ 
και να τους ευχηθεί επιτυχίες στην πάλη τους για µια αξιοπρεπή ζωή. Ήταν όµως πολύ 
ρεαλιστής για να τον εντυπωσιάσουν οι διάφορες χίµαιρες των ηγετών του λαού για το 
ξεπέρασµα της ανθρώπινης αθλιότητας και αρνιόταν να πιστέψει πως αυτές οι χίµαιρες 
αποτελούσαν ακαταµάχητη µαρτυρία για το µεγαλείο του ανθρώπινου µυαλού, όπως 
ισχυρίζονταν οι ενθουσιώδεις οπαδοί της γκιλοτίνας. «Αν θέλετε να δείτε το πραγµατικό 
µεγαλείο του ανθρώπινου µυαλού», έλεγε, «µελετήστε τον Νεύτωνα στο σηµείο που αναλύει 
το λευκό φως ή αποκαλύπτει το σύστηµα του κόσµου». Τον αντιµετώπισαν µε αξιοσηµείωτη 
ανεκτικότητα. Με ειδικό θέσπισµα του δόθηκε «σύνταξη» και για να αυξηθούν τα έσοδά του, 
όταν ο πληθωρισµός του χαρτονοµίσµατος την κατέστησε ανύπαρκτη, τον τοποθέτησαν στην 
επιτροπή εφευρέσεων και σε κείνη του νοµισµατοκοπείου. 

 Όταν ιδρύθηκε η École Normale το 1795 (για την πρώτη εφήµερη ύπαρξή της), ο 
Lagrange έγινε καθηγητής των µαθηµατικών. Όταν η Normale έκλεισε και η µεγάλη École 
Polytechnique ιδρύθηκε το 1797, ο Lagrange σχεδίασε το µάθηµα των µαθηµατικών και ήταν 
ο πρώτος καθηγητής. Ποτέ πριν δεν είχε ξαναδιδάξει, όταν κλήθηκε να εκπαιδεύσει φοιτητές 
µε ανεπαρκή προπαιδεία. Προσαρµόζοντας τη διδασκαλία στο χαµηλό επίπεδο του 
ακροατηρίου του, οδήγησε τους µαθητές του στην ανάλυση µέσα από την αριθµητική και την 
άλγεβρα, µοιάζοντας περισσότερο σαν ένας από αυτούς παρά σαν καθηγητής τους. Ο 
µεγαλύτερος µαθηµατικός της εποχής έγινε µεγάλος δάσκαλος των µαθηµατικών, 
προετοιµάζοντας την άγρια νέα γενιά των στρατιωτικών µηχανικών του Ναπολέοντα για το 
ρόλο τους στην κατάκτηση της Ευρώπης. Η ιερή προκατάληψη πως όποιος ξέρει κάτι είναι 
ανίκανος να το διδάξει, διαλύθηκε. Πηγαίνοντας πολύ πιο πέρα από τα βασικά, ο Lagrange 
δηµιουργούσε νέα πράγµατα στα µαθηµατικά µπροστά στα µάτια των µαθητών του και σε 
λίγο οι ίδιοι έπαιρναν µέρος σε αυτή τη διαδικασία.   

∆ύο τέτοιες εργασίες επρόκειτο να ασκήσουν µεγάλη επίδραση στην ανάλυση των 
πρώτων τριών δεκαετιών του 19ου αιώνα. Οι µαθητές του Lagrange είχαν δυσκολίες µε τις 
έννοιες του άπειρα µικρού και του άπειρα µεγάλου που διαπερνούν την παραδοσιακή µορφή 
του λογισµού. Για να ξεπεράσει αυτές τις δυσκολίες, ο Lagrange επιχείρησε να αναπτύξει 
τον λογισµό χωρίς να κάνει χρήση των «απειροστών» του Leibniz και της παράξενης 
έννοιας του ορίου του Νεύτωνα. Η θεωρία του δηµοσιεύθηκε σε δύο έργα, στη «Θεωρία 

των αναλυτικών συναρτήσεων» (1797) και στα «Μαθήµατα πάνω στον λογισµό των 

συναρτήσεων» (1801). Η σηµασία αυτών των έργων δεν έγκειται στα µαθηµατικά τους 
αποτελέσµατα, αλλά στην ώθηση που έδωσαν στον Cauchy και στους άλλους για να 
κατασκευάσουν έναν ικανοποιητικό λογισµό. Ο Lagrange απέτυχε πλήρως. Όµως λέγοντας 
αυτό, καλό είναι να έχουµε κατά νου ότι ακόµη και σήµερα οι δυσκολίες µε τις οποίες 
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πάλεψε ανεπιτυχώς, δεν έχουν ξεπεραστεί τελείως. Η προσπάθειά του ήταν αξιόλογη και για 
την εποχή του ικανοποιητική. Η πιο σηµαντική προσφορά του Lagrange κατά τη διάρκεια 
της Επανάστασης ήταν ο ρόλος του στην τελειοποίηση του µετρικού συστήµατος για τα 
βάρη και τα µέτρα. Στην ειρωνεία και στην κοινή λογική του οφείλεται που δεν επιλέχθηκε 
το 12 σαν βάση αντί του 10. Τα «πλεονεκτήµατα» που προσφέρει το 12 είναι προφανή και 
προβάλλονται ακόµη και σήµερα σε εντυπωσιακές πραγµατείες ενθουσιωδών 
προπαγανδιστών, που ελάχιστα διαφέρουν από την αδελφότητα του τετραγωνισµού του 
κύκλου. Η δωδεκαδική βάση, αν επιβαλλόταν πλάι στο 10 του αριθµητικού µας συστήµατος, 
θα ήταν µια εξαγωνική ξυλόπροκα σε µια πενταγωνική τρύπα.  

Για να δείξει το παράλογο της δωδεκαδικής βάσης, ο Lagrange πρότεινε το 11 ως 
ακόµη καλύτερη ιδέα, κάθε πρώτος αριθµός θα είχε το πλεονέκτηµα να δίνει σε όλα τα 
κλάσµατα τον ίδιο παρονοµαστή µέσα στο σύστηµα. Τα µειονεκτήµατα είναι πολλά και 
προφανή σε όποιον καταλαβαίνει από διαίρεση. Η επιτροπή κατάλαβε τον υπαινιγµό και 
έµεινε στο 10. Ο Laplace µε τον Lavoisier ήταν µέλη της επιτροπής στην πρώτη της 
σύνθεση, αλλά τρεις µήνες µετά «εκκαθαρίστηκαν» από τις θέσεις τους µαζί µε µερικούς 
άλλους. Ο Lagrange παρέµεινε ως πρόεδρος. «∆εν ξέρω γιατί µε κράτησαν», παρατήρησε, 
αγνοώντας πως το χάρισµά του να σιωπά του έσωσε όχι µόνο τη θέση αλλά και το κεφάλι 
του.  

 

19. Ο 2ος γάµος του 

Παρά το ενδιαφέρον έργο του, ο Lagrange εξακολουθούσε να είναι µόνος και 
απελπισµένος. Από αυτό το λυκόφως ανάµεσα στη ζωή και στον θάνατο, τον γλύτωσε σε 
ηλικία 56 χρόνων ένα κορίτσι σχεδόν 40 χρόνια νεότερό του, κόρη του φίλου του, του 
αστρονόµου Lemonnier. Την άγγιξε η δυστυχία του Lagrange και επέµεινε να τον 
παντρευτεί. Ο Lagrange ενέδωσε και αντίθετα σε όλους τους νόµους που διέπουν τη σχέση 
ενός ώριµου άνδρα και µιας πολύ νέας γυναίκας, ο γάµος αποδείχτηκε ιδανικός. Η νεαρή 
σύζυγος δεν ήταν µόνο αφοσιωµένη αλλά και ικανή. Έθεσε ως σκοπό της ζωής της να βγάλει 
τον σύζυγό της από τα αδιέξοδά του και να του ξαναξυπνήσει τη διάθεση για ζωή.  

Από τη µεριά του ο Lagrange µε ευχαρίστηση έκανε πολλές παραχωρήσεις και 
συνόδευε τη γυναίκα του σε χορούς στους οποίους ποτέ δε θα σκεφτόταν να πάει µόνος. 
Πριν περάσει πολύς καιρός, δεν άντεχε να µένει µόνος και στη διάρκεια των σύντοµων 
απουσιών της, για ψώνια, ήταν δυστυχής. Ακόµη και µέσα στην καινούργια του ευτυχία ο 
Lagrange διατηρούσε την περίεργα απόµακρη στάση του προς τη ζωή και την απόλυτη 
ειλικρίνεια γύρω από τις επιθυµίες του. «∆εν είχα παιδιά από τον πρώτο µου γάµο» έλεγε, 
«δεν ξέρω αν θα αποκτήσω παιδιά από τον δεύτερο. Σχεδόν δεν έχω τέτοια επιθυµία». 
Θεωρούσε ως τη σηµαντικότερη από τις επιτυχίες του το έλεγε απλά και ειλικρινά το ότι είχε 
µια τόσο τρυφερή και αφοσιωµένη σύντροφο σαν τη νεαρή του σύζυγο.  

 
20. Lagrange και Μέγας Ναπολέων  

    Οι Γάλλοι τον περιβάλανε µε πολλές τιµές. Ο άνθρωπος που υπήρξε ευνοούµενος της 
Μαρίας Αντουανέτας έγινε τώρα είδωλο των ανθρώπων που την έστειλαν στον θάνατο. Το 
1796, όταν η Γαλλία προσάρτησε το Piemonte (Ιταλική επαρχία στους πρόποδες των 
Άλπεων, µε πρωτεύουσα το Τορίνο), ο στρατηγός Ταλεϋράνδος διατάχθηκε να περιµένει τον 
πατέρα του Lagrange, που ζούσε ακόµη στο Τορίνο, για να του πει ότι «Ο γιός σας, γέννηµα 

του Piemonte και Γάλλος πολίτης σήµερα, έχει τιµήσει το ανθρώπινο είδος µε τη 

µεγαλοφυία του». Όταν ο Ναπολέων επιλαµβανόταν των αστικών ζητηµάτων στα 
διαλείµµατα των εκστρατειών του, συχνά συζητούσε µε τον Lagrange πάνω σε φιλοσοφικά 
θέµατα και για τον ρόλο των µαθηµατικών σε ένα σύγχρονο κράτος, δείχνοντας µεγάλο 
σεβασµό για τον ευγενικό άνθρωπο που πάντα σκεφτόταν πριν µιλήσει και δεν ήταν ποτέ 
δογµατικός. Κάτω από µια ήρεµη επιφυλακτικότητα ο Lagrange έκρυβε ένα ειρωνικό 
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πνεύµα, που άστραφτε απροσδόκητα σε ορισµένες περιπτώσεις. Μερικές φορές ήταν τόσο 
λεπτό ώστε πιο χοντροκοµµένοι άνθρωποι ο Laplace, για παράδειγµα δεν το καταλάβαιναν 
όταν κατευθυνόταν σ' αυτούς. Μια φορά, υπερασπιζόµενος το πείραµα και την παρατήρηση 
σε βάρος των ονειροποληµάτων και της νεφελώδους θεωρητικολογίας, είχε παρατηρήσει: 
«Αυτοί οι αστρονόµοι είναι παράξενοι δεν πιστεύουν µια θεωρία αν δεν συµφωνεί µε τις 

παρατηρήσεις τους». Κάποτε σ’ ένα musicale κάποιος παρατήρησε ότι είχε αφαιρεθεί και 
τον ρώτησε γιατί του αρέσει η µουσική. «Μου αρέσει γιατί µε αποµονώνει» απάντησε. 
«Ακούω τα πρώτα τρία µέτρα, στο τέταρτο δεν ξεχωρίζω τίποτε, παραδίνοµαι στις σκέψεις 
µου, τίποτα δε µε διακόπτει µε αυτό τον τρόπο έχω λύσει διάφορα δύσκολα προβλήµατα». 

Ακόµη και στον ειλικρινή του σεβασµό για τον Νεύτωνα διακρίνει κανείς µια 
ανεπαίσθητη απόχρωση της ίδιας λεπτής ειρωνείας. «Ο Νεύτων», έλεγε, «ήταν σίγουρα 
µεγαλοφυής par excellence, όµως πρέπει να συµφωνήσουµε πως ήταν επίσης ο πιο τυχερός: 
µόνο µια φορά βρίσκει κανείς το σύστηµα του κόσµου και γίνεται διάσηµος». Και πάλι: 
«Πόσο τυχερός ήταν ο Νεύτωνας που στα χρόνια του δεν είχε ακόµη ανακαλυφθεί το 
σύστηµα του κόσµου!»  

 

21. Το τέλος του 

Η τελευταία επιστηµονική προσπάθεια του Lagrange αφορούσε στην αναθεώρηση 
και επέκταση της Mécanique Analytique για µια δεύτερη έκδοση. Όλη η παλαιά του δύναµη 
επέστρεψε, αν και είχε περάσει τα εβδοµήντα. Ξαναγυρνώντας στις παλιές του συνήθειες 
δούλευε ασταµάτητα, για να ανακαλύψει ότι το σώµα του δεν υπάκουε πλέον στο µυαλό του. 
Σε λίγο καιρό άρχισε να έχει λιποθυµικές τάσεις, ιδιαίτερα όταν σηκωνόταν από το κρεβάτι 
το πρωί. Μια ηµέρα η γυναίκα του τον βρήκε αναίσθητο στο πάτωµα, µε το κεφάλι άσχηµα 
χτυπηµένο κατά την πτώση του στην άκρη ενός τραπεζιού. Μετά από αυτό µετρίασε τους 
ρυθµούς του, συνέχισε όµως να εργάζεται. Η αρρώστια του, που ήξερε πως ήταν σοβαρή, δεν 
τον έβγαζε από την ηρεµία του, σε όλη του τη ζωή ο Lagrange έζησε όπως θα ήθελε να ζει 
ένας φιλόσοφος, αδιάφορος για τη µοίρα του.  

∆ύο µέρες πριν τον θάνατό του είχαν µαζευτεί στο σπίτι του ο Monge και άλλοι 
φίλοι, ξέροντας ότι πέθαινε και ότι ήθελε να τους πει κάτι από τη ζωή του. Τον βρήκαν 
καλύτερα, µε εξαίρεση κάποιες διαλείψεις µνήµης που τον εµπόδισαν να τους πει αυτό που 
ήθελε. «Ήµουν πολύ άρρωστος χθες, φίλοι µου» είπε, «αισθάνθηκα ότι πέθαινα· το σώµα 
µου αδυνάτιζε λίγο λίγο· οι διανοητικές και φυσικές λειτουργίες µου έσβηναν ανεπαίσθητα 
παρατηρούσα τη βαθµιαία µείωση της δύναµής µου και έφθασα στο τέλος χωρίς θλίψη, 
χωρίς παράπονο, µε απαλό τρόπο. Ω! ο θάνατος δεν είναι κάτι που πρέπει να το φοβόµαστε, 
και όταν έρχεται χωρίς πόνο, είναι µια τελευταία λειτουργία που δεν έχει τίποτε το 
δυσάρεστο». Πίστευε ότι η ζωή έδρευε σε όλα του τα όργανα, σε όλη τη µηχανή του 
σώµατος, που στην περίπτωσή του αδυνάτιζε εξ ίσου σε όλα της τα µέρη.  

«Σε λίγα λεπτά δεν θα υπάρχουν πιά λειτουργίες, ο θάνατος θα είναι παντού· ο 
θάνατος είναι µόνο η απόλυτη ανάπαυση του σώµατος». «Επιθυµώ να πεθάνω· ναι, επιθυµώ 
να πεθάνω και βρίσκω κάποια ευχαρίστηση σ' αυτό. Η γυναίκα µου όµως δεν το θέλει. Σε 
τέτοιες στιγµές θα προτιµούσα µια λιγότερο καλή γυναίκα, λιγότερο διατεθειµένη να µου 
ξαναδώσει τη δύναµή µου, κάποια που θα µε άφηνε να τελειώσω ήσυχα. Είχα την καριέρα 
µου έχω κερδίσει κάποια φήµη στα µαθηµατικά. Ποτέ δεν µίσησα κανέναν, δεν έχω κάνει 
κανένα κακό και θα ήταν καλά να τελείωνα, όµως η γυναίκα µου δεν το θέλει».  

Σύντοµα πραγµατοποιήθηκε η επιθυµία του. Μια λιποθυµία, από την οποία δεν 
συνήλθε ποτέ, τον βρήκε λίγο µετά την αναχώρηση των φίλων του. Πέθανε νωρίς το πρωί 
της 10.04.1813, στα 76 του χρόνια. 
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22. Miscellanea Taurinensia 

Το 1758, µε τη βοήθεια των µαθητών του, ο Lagrange δηµιούργησε µια οµάδα, η 
οποία στη συνέχεια έγινε γνωστή ως Ακαδηµία Επιστηµών του Τορίνο, και τα περισσότερα 
από τα πρώτα γραπτά του µπορούν να βρεθούν στους πέντε τόµους των πράξεών της, 
γνωστοί ως Miscellanea Taurinensia. Πολλές από αυτές είναι περίτεχνα έγγραφα.  

Ο 1ος τόµος περιέχει ένα έγγραφο σχετικά µε τη θεωρία της διάδοσης του ήχου. Σε 
αυτό δείχνει ένα λάθος που γίνεται από τον Νεύτωνα, χρησιµοποιεί τη γενική διαφορική 
εξίσωση της κίνησης, και την ενσωµατώνει στην κίνηση σε ευθεία γραµµή. Αυτό το τεύχος 
περιλαµβάνει επίσης την πλήρη λύση του προβλήµατος µίας σειρά εγκάρσιων παλµών. Σε 
αυτό το έγγραφο επισηµαίνει την έλλειψη γενικότητας των λύσεων που δόθηκαν 
προηγουµένως από τους  Taylor,  D’ Alembert και Euler και καταλήγει στο συµπέρασµα ότι 
η µορφή της καµπύλης σε οποιοδήποτε χρόνο t  δίνεται από την 
εξίσωση ( ) ( )sin siny a mx nt= . Το άρθρο τελειώνει µε µια αριστοτεχνική συζήτηση σχετικά 

µε ήχους ένωσης, την ηχώ και τους παλµούς. Άλλα άρθρα σε αυτόν τον τόµο είναι σχετικά 
µε τις αναδροµικές ακολουθίες, τις πιθανότητες, και του λογισµού των µεταβολών. 

Ο 2ος τόµος περιέχει µία µεγάλη σειρά σηµειώσεων, που ενσωµατώνει τα 
αποτελέσµατα των διαφόρων εγγράφων στον 1ο τόµο σχετικά µε τη θεωρία και την 
σηµειογραφία του λογισµού των µεταβολών. Και επεξηγεί τη χρήση του από το πόρισµα της 
αρχής της ελάχιστης δράσης, καθώς και από διάφορες λύσεις των προβληµάτων στη 
δυναµική. 

Ο 3ος τόµος περιλαµβάνει τη λύση πολλών δυναµικών προβληµάτων µέσω του 
λογισµού των µεταβολών, κάποια έγγραφα σχετικά µε τον ολοκληρωτικό λογισµό, µια λύση 
του προβλήµατος του Fermat που αναφέρεται παρακάτω: ∆ίνεται ένας ακέραιος n  που δεν 
είναι τέλειο τετράγωνο, να βρείτε έναν αριθµό x , έτσι ώστε 2 1x n +  να είναι ένα τέλειο 
τετράγωνο και τις γενικές διαφορικές εξισώσεις της κίνησης για τρία σώµατα που κινούνται 
µε βάση την αµοιβαία έλξη τους. 

 
23. Το έργο του Lagrange στην άλγεβρα 

Ο µεγαλύτερος αριθµός εγγράφων του κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου 
συνέβαλε στην Πρωσική Ακαδηµία Επιστηµών. Αρκετά από αυτά πραγµατεύονται θέµατα 
της άλγεβρας.  

� Η συζήτηση του για τις αναπαραστάσεις των ακεραίων από τετραγωνικές µορφές 
(1769) και από γενικότερες αλγεβρικές µορφές (1770). 

� Η προκήρυξη του για τη θεωρία της αποβολής, 1770. 
� Το θεώρηµα Lagrange δηλαδή ότι µία υποοµάδα H µιας οµάδας   πρέπει να διαιρεί 

τη οµάδα  G. 
� Τα έγγραφα του το 1770 και το 1771 σχετικά µε τη γενική διαδικασία για την 

επίλυση µιας αλγεβρικής εξίσωσης οποιοδήποτε βαθµού µέσω των διαλυτικά Lagrange. 
Αυτή η µέθοδος αποτυγχάνει να δώσει ένα γενικό τύπο για τις λύσεις της εξίσωσης του 
βαθµού πέντε και υψηλότερα, επειδή η βοηθητική εξίσωση που εµπλέκεται έχει υψηλότερο 
βαθµό από ότι η αρχική. Η σηµασία αυτής της µεθόδου είναι ότι εµφανίζει τις ήδη γνωστές 
φόρµουλες για την επίλυση των εξισώσεων του δευτέρου, τρίτου και τετάρτου βαθµού ως 
αποτέλεσµα µιας ενιαίας αρχής, και ήταν θεµελιώδης στη Θεωρία Galois. Η ολοκληρωµένη 
λύση της διωνυµικής εξίσωσης (δηλαδή µίας εξίσωσης της µορφής 0nax b+ = ) 
οποιουδήποτε βαθµού, περιέχεται σε αυτά τα έγγραφα. 

� Το 1773 ο Lagrange θεώρησε την συναρτησιακή ορίζουσα τρίτης τάξης, µια ειδική 
περίπτωση αυτής του Jacobi. Απέδειξε επίσης τον τύπο για τον όγκο ενός τετραέδρου µε µία 
από τις κορυφές του στην αρχή των αξόνων, ως το ένα έκτο της απόλυτης τιµής 
της ορίζουσας σχηµατίζεται από τις συντεταγµένες των τριών άλλων κορυφών. 
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24. Το έργο του Lagrange στην αστρονοµία 

Τα ακόλουθα είναι τα πλέον σηµαντικά επιτεύγµατα του: 
� Προσπάθησε να λύσει το γενικό πρόβληµα των τριών σωµάτων, µε την επακόλουθη 

ανακάλυψη των δύο σταθερών προτύπου λύσεων, συγγραµµικών και ισοπλευρικών (1772). 
Οι εν λόγω λύσεις παρατηρήθηκε ότι εξηγούν αυτό που σήµερα είναι γνωστό ως σηµείο 
Lagrange. 

� Η προσέλκυση ελλειψοειδών (1773) που είναι βασισµένο στην εργασία 
του Maclaurin. 

� Η κοσµική εξίσωση του φεγγαριού (1773) επίσης αξιοσηµείωτο για την πρώτη 
εισαγωγή της ιδέας του δυναµικού. Το δυναµικό ενός σώµατος σε οποιοδήποτε σηµείο είναι 
το άθροισµα της µάζας του κάθε στοιχείου του σώµατος, όταν διαιρείται µε την απόστασή 
του από το σηµείο. Ο Lagrange έδειξε ότι αν το δυναµικό ενός σώµατος σε ένα εξωτερικό 
του σηµείο ήταν γνωστό, τότε η έλξη προς οποιαδήποτε κατεύθυνση θα µπορούσε να βρεθεί 
αυτόµατα. Η θεωρία του δυναµικού διαµορφώθηκε σε ένα έγγραφο που στάλθηκε στο 
Βερολίνο  (1777). 

� Η κίνηση των κόµβων της τροχιάς του πλανήτη (1774). 
  � Η σταθερότητα των πλανητικών τροχιών (1776). 

� ∆ύο έγγραφα στα οποία η µέθοδος προσδιορισµού της τροχιάς του κοµήτη από 
τρεις παρατηρήσεις είναι πλήρως καταρτισµένα, 1778 και 1783: αυτό δεν έχει αποδειχθεί 
πράγµατι πρακτικά εφικτό, αλλά το σύστηµα του υπολογισµού των διαταραχών µε τη 
βοήθεια των µηχανικών αριθµητικών τετραγωνισµού αποτέλεσε τη βάση για τις 
περισσότερες µεταγενέστερες έρευνες σχετικά µε το θέµα. 
  � Μεταξύ των 1781-1784 προσδιόρισε τα κοσµικά και τις περιοδικές µεταβολές των 
στοιχείων των πλανητών. Τα ανώτατα όρια που έθεσε για αυτά, συµφωνούν πολύ µε εκείνα 
που έλαβε αργότερα ο Λεβεριέ. Ο Lagrange  προσχώρησε στο βαθµό που η γνώση του 
επέτρεπε από τις µάζες των πλανητών. 

� Τρία έγγραφα σχετικά µε τη µέθοδο της παρεµβολής το 1783, 1792 και 1793, το 
τµήµα των πεπερασµένων διαφορών που ασχολούνται µε αυτήν τώρα βρίσκεται στην ίδια 
φάση µε εκείνη στην οποία ο Lagrange την άφησε. 

 

25. ∆ιαφορικός λογισµός και λογισµός των µεταβολών 

Οι διαλέξεις του Lagrange για το διαφορικό λογισµό στην Ecole Polytechnique 
αποτελούν τη βάση της πραγµατείας της αναλυτικής θεωρίας των συναρτήσεων, η οποία 
δηµοσιεύθηκε το 1797. Αυτό το έργο είναι η επέκταση της ιδέας που περιέχεται σε ένα 
έγγραφο που είχε αποστείλει στο Βερολίνο το 1772 και ο σκοπός του ήταν να 
αντικαταστήσει στον διαφορικό λογισµό µία οµάδα θεωρηµάτων που βασίζονταν στην 
ανάπτυξη των αλγεβρικών συναρτήσεων, µε βάση ιδίως την αρχή της γενικότητας της 
άλγεβρας. Μια παρόµοια µέθοδος που είχε χρησιµοποιηθεί στο παρελθόν από τον John 
Landen στην εργασία Residual Analysis (Ανάλυση υπολοίπων), που δηµοσιεύθηκε στο 
Λονδίνο το 1758. Ο Lagrange πίστευε ότι θα µπορούµε να ξεπεράσει αυτά τα προβλήµατα, 
που συνδέονται µε τη χρήση απείρων µεγάλων και απείρων µικρών ποσοτήτων, για τις 
οποίες προέκυψαν πολλές φιλοσοφικές αντιρρήσεις στη πραγµατείες διαφορικού λογισµού. 
Το βιβλίο χωρίζεται σε τρία µέρη, το:  

� πρώτο αναφέρεται στην γενική θεωρία των συναρτήσεων, και δίνει µια αλγεβρική 
απόδειξη του θεωρήµατος του Taylor, η ισχύς της οποίας είναι, να τεθεί το ερώτηµα,  

� δεύτερο ασχολείται µε εφαρµογές στη γεωµετρία και  
� τρίτο µε εφαρµογές στη µηχανική. Μια άλλη πραγµατεία στις ίδιες γραµµές ήταν 

τα Μαθήµατα για τον λογισµό των συναρτήσεων, που εκδόθηκε το 1804 και µε δεύτερη 
έκδοση το 1806. Σε αυτό το βιβλίο ο Lagrange διατύπωσε τη µέθοδο των πολλαπλασιαστών 
Lagrange, στο πλαίσιο των προβληµάτων του λογισµού των µεταβολών µε περιορισµούς.  
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Αυτά τα έργα αφιερωµένα στον διαφορικό λογισµό και τον λογισµό των µεταβολών 
µπορεί να θεωρηθεί ως το σηµείο εκκίνησης για τις έρευνες των Cauchy, Jacobi, Weierstrass. 

 
26. Απειροελάχιστες ποσότητες 

Σε µεταγενέστερη περίοδο ο Lagrange επανήλθε στη χρήση των απειροελάχιστων 
ποσοτήτων (αντί να εισαγάγει τον διαφορικό λογισµό στη µελέτη των αλγεβρικών φορµών) 
και στον πρόλογο της 2ης έκδοση του βιβλίου Μηχανική Αναλυτική, η οποία εκδόθηκε το 
1811, δικαιολογεί την απασχόληση των απειροελάχιστων ποσοτήτων και καταλήγει λέγοντας 
ότι: « Όταν έχουµε κατανοήσει το πνεύµα της απειροελάχιστης µεθόδου και έχουµε 

επαληθεύσει την ακρίβεια των αποτελεσµάτων της, είτε από τη γεωµετρική µέθοδο της 

πρωταρχικής και των τελικών δεικτών, ή µε την αναλυτική µέθοδο που προέρχονται 

από συναρτήσεις, που µπορεί να χρησιµοποιήσουµε απείρως µικρές ποσότητες σαν ένα 

σίγουρο και πολύτιµο µέσο συντόµευσης και απλούστευσης των αποδείξεων µας.» 
 

27. Πλανητική µηχανική 

Η θεωρία των πλανητικών κινήσεων είχε αποτελέσει το αντικείµενο του σε µερικά 
από τα πιο αξιόλογα έγγραφα του Lagrange στο Βερολίνο. Το 1806 το θέµα συζητήθηκε 
ξανά από τον Poisson, ο οποίος, σε έγγραφο που διαβάστηκε στην Γαλλική Ακαδηµία, έδειξε 
ότι οι τύποι Lagrange οδήγησαν σε ορισµένα όρια για τη σταθερότητα των τροχιών. Ο 
Lagrange, ο οποίος ήταν παρών, ξεκινάει να σκέφτεται ολόκληρο το θέµα εκ νέου και µε 
έγγραφο που κοινοποιήθηκε στην Ακαδηµία το 1808 εξήγησε πώς, από τη διακύµανση των 
αυθαιρέτων σταθερών, θα µπορούσαν να προσδιοριστούν οι περιοδικές και κοσµικές 
ανισότητες οποιουδήποτε συστήµατος αλληλεπιδρώντων φορέων. 
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