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Περίληψη 
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τόξου, ονοµάζεται και ευθυγράµµιση της καµπύλης. Ιστορικά, πολλές µέθοδοι 
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χρησιµοποιήθηκαν για συγκεκριµένες καµπύλες. Η έλευση του απειροστικού 

λογισµού, οδήγησε σε µια γενική φόρµουλα που παρέχει κλειστού τύπου λύσεις σε 

ορισµένες περιπτώσεις. Μία καµπύλη γραµµή στο επίπεδο, µπορεί να προσεγγιστεί 

από τη σύνδεση ενός πεπερασµένου αριθµού σηµείων στην καµπύλη 

χρησιµοποιώντας τµήµατα της γραµµής για να δηµιουργήσω ένα πολυγωνικό 

µονοπάτι. ∆εδοµένου ότι είναι εύκολο να υπολογιστεί το µήκος του κάθε γραµµικού 

τµήµατος,  (χρησιµοποιώντας το πυθαγόρειο θεώρηµα σε ευκλείδειο χώρο), το 

συνολικό µήκος της προσέγγισης µπορεί να βρεθεί από την άθροιση των µηκών του 

κάθε γραµµικού τµήµατος. Αυτή η προσέγγιση είναι γνωστή ως η (σωρευτικά) 

συγχορδιακή απόσταση.  

Αν η καµπύλη δεν είναι ήδη µία πολυγωνική διαδροµή, τότε χρησιµοποιώντας 

έναν προοδευτικά µεγαλύτερο αριθµό τµηµάτων, µε µικρότερο µήκος, θα επιτύχω  

καλύτερη προσέγγιση. Τα µήκη των διαδοχικών προσεγγίσεων δεν θα µειωθούν,  το 

πλήθος τους µπορεί να αυξάνεται επ΄ άπειρο, αλλά οι οµαλές καµπύλες θα τείνουν σε 

ένα πεπερασµένο όριο, καθώς τα µήκη των τµηµάτων µικραίνουν αυθαίρετα. Για 

κάποιες καµπύλες, υπάρχει ένας µικρότερος αριθµός L  ο οποίος είναι ένα άνω όριο 

του µήκους της κάθε πολυγωνικής προσέγγισης. Αυτές οι καµπύλες, ονοµάζονται 

ευθυγραµµίσιµες και ο αριθµός L  ορίζεται ως το µήκος του τόξου. 
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1. Ιστορική εξέλιξη της µέτρησης του µήκους του τόξου µίας καµπύλης γραµµής 

1.1 Η Αρχαιότητα 

Για ένα µεγάλο τµήµα της ιστορίας των µαθηµατικών, ακόµα και οι 

µεγαλύτεροι στοχαστές θεώρησαν αδύνατο να υπολογιστεί το µήκος του ακανόνιστου 

τόξου. Παρά το γεγονός ότι ο Αρχιµήδης είχε πρωτοπορήσει έναν τρόπο για την 

εξεύρεση του χώρου κάτω από µια καµπύλη µε τη «µέθοδο της εξάντλησης», λίγοι 

πίστεψαν ότι ήταν ακόµη δυνατό για τις καµπύλες να έχουν σαφή µήκη, όπως και για 

τις  ευθείες γραµµές. Ο 1ος  λόγος καταρρίφθηκε σε αυτό τον τοµέα, όπως συχνά έχει 

γίνει στο λογισµό, µε προσέγγιση. Οι άνθρωποι άρχισαν να 

εγγράφουν πολύγωνα εντός των καµπυλών και να υπολογίζουν το µήκος των 

πλευρών για µία κάπως ακριβή µέτρηση του µήκους. Με τη χρήση περισσότερων 

τµηµάτων και µειώνοντας το µήκος του κάθε τµήµατος, ήταν σε θέση να αποκτήσουν 

µία ολοένα και πιο ακριβή προσέγγιση. Ειδικότερα, µε την εγγραφή ενός πολυγώνου 

πολλών πλευρών σε έναν κύκλο, ήταν σε θέση να βρουν κατά προσέγγιση διάφορες 

τιµές του π. 

 

1.2 Ο 17ος αιώνας 

Τον 17ο αιώνα, η µέθοδος της εξάντλησης οδήγησε στην ευθυγράµµιση µε 

γεωµετρικές µεθόδους, από αρκετές υπερβατικές καµπύλες όπως η: 

� λογαριθµική σπείρα από τον Evangelista Torricelli το 1645 (ή κατά άλλους 

από τον John Wallis το 1650), 

� κυκλοειδής καµπύλη από τον Christopher Wren το 1658 και 

� αλυσοειδής καµπύλη από τον Cottfried Leibniz το 1691. 

Το 1659  ο Wallis πιστώνεται την ανακάλυψη του William Neile της πρώτης 

ευθυγράµµισης µίας µη τετριµµένης αλγεβρικής καµπύλης, την ηµικυβική παραβολή. 

Πριν από την πλήρη επίσηµη ανάπτυξη του λογισµού, η βάση για τη σύγχρονη 

ολοκληρωτική µορφή για το µήκος του τόξου, ανακαλύφθηκε ανεξάρτητα από τους 

Hendrik van Heuraet και Pierre de Fermat.  

Το 1659 ο Hendrik van Heuraet δηµοσίευσε µία κατασκευή που δείχνει ότι το 

πρόβληµα προσδιορισµού του µήκους του τόξου, µπορεί να µετατραπεί σε πρόβληµα 

προσδιορισµού της περιοχής κάτω από µία καµπύλη (δηλαδή, αποτελεί 

αναπόσπαστο). Ως παράδειγµα της µεθόδου του, καθόρισε το µήκος του τόξου µίας 

ηµικυβικής παραβολής, το οποίο απαιτείται για να βρεθεί η περιοχή κάτω από 

µια παραβολή.  

Το 1660, ο Fermat δηµοσίευσε µία πιο γενική θεωρία που περιέχει το ίδιο 

αποτέλεσµα, στο έργο του De linearum curvarum cum lineis rectis comparatione 

dissertatio geometrica (Γεωµετρική διατριβή για καµπύλες γραµµές σε σύγκριση µε 

ευθείες γραµµές). 

 

1.3 Μορφή του ολοκληρώµατος 

Πριν από την πλήρη επίσηµη ανάπτυξη του λογισµού, η βάση για τη 

σύγχρονη ολοκληρωτική µορφή για τον υπολογισµό του µήκους του τόξου, 

ανακαλύφθηκε από τους Hendrik van Heuraet και Pierre de Fermat. 

 

1.4 Καµπύλες γραµµές µε άπειρο µήκος 

Μερικές καµπύλες είναι µη ευθυγραµµίσιµες. ∆ηλαδή, δεν υπάρχει ανώτατο 

όριο για τα µήκη των πολυγωνικών προσεγγίσεων, το µήκος µπορεί να 

γίνει αυθαίρετα µεγάλο. Ανεπίσηµα, οι εν λόγω καµπύλες λέγεται ότι έχουν άπειρο 

µήκος. Υπάρχουν συνεχείς καµπύλες επί των οποίων κάθε τόξο (εκτός από ένα µόνο 

σηµείο τόξου) έχει άπειρο µήκος. Ένα παράδειγµα µίας τέτοιας καµπύλης είναι η 
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καµπύλη Koch. Ένα άλλο παράδειγµα µίας καµπύλης µε άπειρο µήκος είναι η 

γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) 1
sinf x x

x
=  που ορίζεται  για κάθε ανοικτό 

σύνολο και  ( )0 0f = . Μερικές φορές η Hausdorff διάσταση και το µέτρο 

Hausdorff, χρησιµοποιούνται για την ποσοτικοποίηση του µεγέθους αυτών των 

καµπυλών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.5 Γενίκευση σε ψευδο–Riemannian πολλαπλότητες 

Έστω M είναι µια (ψευδο–) Riemannian πολλαπλότητα, γ: [0, 1]→ Μ µια 

καµπύλη στην Μ και g ένας (ψευδο–) µετρικός χώρος. Το µήκος του γ ορίζεται να 

είναι ( ) ( )( )
1

0

 g t dtγ γ ′= ±∫ℓ , όπου ( ) ( )( )t T tγ γ′ ∈ . M είναι το διάνυσµα 

εφαπτοµένη της g σε t. Το πρόσηµο της τετραγωνικής ρίζας επιλέγεται µία φορά για 

µία δεδοµένη καµπύλη, για να εξασφαλιστεί ότι η τετραγωνική ρίζα είναι ένας 

πραγµατικός αριθµός. Το θετικό πρόσηµο επιλέγεται για καµπύλες χώρου, σε έναν 

ψευδο–Riemannian συλλέκτη. Το αρνητικό πρόσηµο, µπορεί να επιλεχθεί για 

καµπύλες χρόνου. Έτσι, το µήκος µίας καµπύλης είναι ένας µη αρνητικός 

πραγµατικός αριθµός. Συνήθως, δεν υπάρχουν καµπύλες που θεωρούνται  εν µέρει 

χώρου και εν µέρει χρόνου. Στη θεωρία της σχετικότητας, µήκος τόξου καµπυλών 

χρόνου (παγκόσµιες γραµµές) είναι ο ιδανικός χρόνος που θα παρέλθει κατά µήκος 

της παγκόσµιας γραµµής και µήκος του τόξου µίας καµπύλης του χώρου είναι η 

ιδανική απόσταση κατά µήκος της καµπύλης. 

 

1.6 Τόξα των κύκλων 

Τα µήκη των τόξων συµβολίζονται µε ℓ (εκ του length) ή µε s , δεδοµένου ότι 

η λατινική λέξη για το µήκος (ή το µέγεθος) είναι spatium. Παρακάτω: 

r είναι η ακτίνα ενός κύκλου,   

d είναι η διάµετρος του,  

C είναι περιφέρειά του,  

ℓ  είναι το µήκος ενός τόξου του κύκλου και  

θ είναι η γωνία η οποία το τόξο υποτείνει στο κέντρο του κύκλου.  

Οι αποστάσεις r, d, C, s εκφράζονται στις ίδιες µονάδες. 

� Είναι 2C r dπ π= =  (Αυτή η εξίσωση είναι ο ορισµός του π) 
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� Αν το τόξο είναι ηµικύκλιο, τότε 
2

d
C rπ π= = . 

� Αν η γωνία θ  είναι σε ακτίνια, τότε rθ=ℓ . 

� Αν η γωνία θ  είναι σε µοίρες, τότε 
2

180 360 180

r r Cπ θ π θ θ
= = =ℓ . 

� Αν η γωνία θ  είναι σε βαθµούς (100 βαθµούς ή gradians είναι η µία ορθή 

γωνία), τότε 
2

200 400 400

r r Cπ θ π θ θ
= = =ℓ . 

� Αν  η γωνία θ  είναι σε στροφές (µία στροφή είναι µία πλήρης περιστροφή, ή 360 ° 

ή 400 βαθµούς, ή 2  ακτίνια), τότε Cθ=ℓ . 

 

1.7 Τόξα των µεγίστων κύκλων της Γης 

∆ύο µονάδες µέτρησης του µήκους, το ναυτικό µίλι (ν.µ.) και το χιλιόµετρο 

(Km), είχαν αρχικά οριστεί έτσι ώστε τα µήκη των τόξων των µεγίστων κύκλων στην 

επιφάνεια της Γης, να σχετίζονται απλά αριθµητικά µε τις γωνίες που υποτείνουν στο 

κέντρο του. Η απλή εξίσωση, ισχύει στις ακόλουθες περιπτώσεις: 

� αν  το µήκος ℓ  του τόξου είναι σε ναυτικά µίλια και η γωνία  θ  είναι σε 

λεπτά του τόξου (1/60 βαθµού) ή 

� αν  το µήκος ℓ  του τόξου  είναι σε χιλιόµετρα και  η γωνία  θ  είναι σε 

βαθµούς (1/100 grad). 

Το µήκος της περιφέρεια της Γης να είναι ίσο µε 40.000 Km, ή 21.600 ν.µ. 

Αυτοί είναι οι αριθµοί των αντίστοιχων µονάδων γωνίας σε µια πλήρη περιστροφή. 

Αυτοί οι ορισµοί του Km και του ν.µ. έχουν αντικατασταθεί από πιο ακριβείς, αλλά 

οι αρχικοί ορισµοί εξακολουθούν να είναι αρκετά ακριβείς για εννοιολογικούς 

σκοπούς, καθώς και για ορισµένους υπολογισµούς. Για παράδειγµα, συνεπάγουν ότι 

1 Km είναι ακριβώς 0,54 ν.µ. Χρησιµοποιώντας επίσηµους σύγχρονους ορισµούς, 

ένα ναυτικό µίλι είναι ακριβώς 1,852 Km=1.852 m, το οποίο σηµαίνει ότι 1 Km ≈ 

0,53995680 ν.µ. Αυτή η µοντέρνα αναλογία διαφέρει από τη µία που υπολογίζεται 

από τους αρχικούς ορισµούς, κατά λιγότερο από 1/10.000. 

 

1.8 Το ναυτικό µίλι 

∆εν υπάρχει ένα διεθνώς εγκεκριµένο σύµβολο για το ναυτικό µίλι και 

υπάρχουν διάφορα σύµβολα σε χρήση. Το σύµβολο M χρησιµοποιείται ως 

συντοµογραφία για το ναυτικό µίλι από τον διεθνή υδρογραφικό οργανισµό. Το 

σύµβολο NM χρησιµοποιείται από τον διεθνή οργανισµό πολιτικής αεροπορίας. Το 

σύµβολο nmi χρησιµοποιείται από το ινστιτούτο µηχανικών ηλεκτρικών & 

ηλεκτρονικών συσκευών και το γραφείο εκδόσεων των Ηνωµένων Πολιτειών. Το 

σύµβολο nm είναι µια µη τυποποιηµένη συντοµογραφία µε χρήση σε πολλές 

ναυτικές εφαρµογές και κείµενα, µεταξύ άλλων και στις κατευθύνσεις ναυσιπλοΐας 

και πιλότων της ακτής της αµερικανικής κυβέρνησης. Η λέξη µίλι προέρχεται από 

τη λατινική λέξη που σηµαίνει «χίλια βήµατα», mille passus.  

Η πλοήγηση στη θάλασσα γινόταν µε το µάτι µέχρι το 1.500 περίπου, όταν 

άρχισαν να αναπτύσσονται τα πρώτα όργανα ναυσιπλοΐας και οι χαρτογράφοι 
ξεκίνησαν να χρησιµοποιούν ένα σύστηµα συντεταγµένων µε παράλληλους 

κύκλους για το γεωγραφικό πλάτος και µεσηµβρινούς για το γεωγραφικό µήκος. 

Στα τέλη του 16ου αιώνα, οι Άγγλοι γνώριζαν ότι η αναλογία των αποστάσεων στην 

θάλασσα σε µοίρες ήταν σταθερή κατά µήκος κάθε µέγιστου κύκλου όπως 

ο ισηµερινός ή σε κάθε µεσηµβρινός, υποθέτοντας ότι η Γη ήταν µια σφαίρα.  
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Ο Ρόµπερτ Χιουζ έγραψε το 1594 ότι η απόσταση κατά µήκος ενός µέγιστου 

κύκλου ήταν 60 µίλια ανά µοίρα. Το 1623 ο Έντµουντ Γκάντερ έγραψε ότι η 

απόσταση κατά µήκος ενός µεγάλου κύκλου ήταν 20 λεύγες ανά µοίρα. Έτσι, ο Χιουζ 

χρησιµοποίησε ρητά ναυτικά µίλια, ενώ ο Γκάντερ δεν το έκανε. ∆εδοµένου ότι η Γη 

δεν είναι τέλεια σφαίρα, αλλά έχει πεπλατυσµένο σφαιροειδές σχήµα µε ελαφρώς 

πεπλατυσµένους πόλους, ένα λεπτό γεωγραφικού πλάτους δεν είναι σταθερό, όντας 

περίπου 1.861 στους πόλους και 1.843 µέτρα στον Ισηµερινό. Η Γαλλία και άλλες 

χώρες που χρησιµοποιούν το µετρικό σύστηµα δηλώνουν ότι σε αυτή την αρχή το 

ναυτικό µίλι είναι ένα λεπτό του µεσηµβρινού σε γεωγραφικό πλάτος 450, αλλά αυτό 

είναι η σύγχρονη αιτιολόγηση για έναν υπολογισµό που αναπτύχθηκε περίπου ένα 

αιώνα νωρίτερα. Από τα µέσα του 19ου αιώνα, η Γαλλία όριζε το ναυτικό µίλι βάσει 

του ορισµού του µέτρου όπως θεσπίστηκε το 1791, όπου αντιστοιχεί µε το δέκατο 

εκατοµµυριοστό ενός τετάρτου του µεσηµβρινού. Έτσι προκύπτει η µαθηµατική 

σχέση 10,000,000 m90 × 60 = 1.851,85 m ≈ 1.852 m, ορίζοντας το µετρικό µήκος 

του ναυτικού µιλίου. Η Γαλλία νοµιµοποίησε τη χρήση του για το πολεµικό ναυτικό 

το 1906 και πολλές χώρες που χρησιµοποιούν το µετρικό σύστηµα ψήφισαν υπέρ της 

διεθνούς χρήσης του στο διεθνές υδρογραφικό συνέδριο το 1929. 

Τόσο οι Η.Π.Α. όσο και το Ηνωµένο Βασίλειο χρησιµοποιούσαν το µέσο 

λεπτό του τόξου. ∆ηλαδή ένα λεπτό του τόξου ενός µέγιστου κύκλου µίας σφαίρας 

που έχει την ίδια επιφάνεια µε το ελλειψοειδές του Κλαρκ (1866). Η ακτίνα του 

ελλειψοειδούς του Κλαρκ είναι 6.370.997,2 µέτρα. Το προκύπτον λεπτό του τόξου 

είναι 1.853,2480 µέτρα. Οι ΗΠ.Α. επέλεξαν πέντε σηµαντικά ψηφία για το ναυτικό 

µίλι (6080.2 πόδια) ενώ το Ηνωµένο Βασίλειο επέλεξε τέσσερα σηµαντικά ψηφία για 

το µίλι του ναυαρχείου (6080 πόδια). Το 1929, το διεθνές ναυτικό µίλι ορίστηκε από 

την 1η  ∆ιεθνή έκτακτη υδρογραφική διάσκεψη στο Μονακό ως µονάδα ίση µε 1.852 

µέτρα. Οι Η. Π.Α. δεν υιοθέτησαν το διεθνές ναυτικό µίλι µέχρι το 1954. Η 

Βρετανία το υιοθέτησε το 1970, αλλά οι νοµικές αναφορές σε απαρχαιωµένες 

µονάδες έχουν µετατραπεί σε 1.853 m. 
 

1.9 Προσέγγιση του µήκους του κύκλου µε κανονικά πολύγωνα 

Με τη βοήθεια της περιµέτρου 

των κανονικών πολυγώνων 

προσεγγίζω την έννοια του µήκους 

κύκλου. Έστω  κύκλος (O,R) και  

εγγράφω σε αυτόν διαδοχικά ένα 

ισόπλευρο τρίγωνο, ένα κανονικό 6–

γωνο, ένα κανονικό 12–γωνο και 

γενικά ένα πολύγωνο µε διπλάσιο κάθε 

φορά πλήθος πλευρών από το 

προηγούµενο.  Καθώς ο αριθµός των 

πλευρών των κανονικών πολυγώνων 

διπλασιάζεται, από το σχήµα φαίνεται 

ότι «το κανονικό πολύγωνο τείνει να 

ταυτισθεί µε τον κύκλο». 

Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγω και αν 

αντί εγγεγραµµένων θεωρήσω κανονικά πολύγωνα 

περιγεγραµµένα στον κύκλο (O,R) και διπλασιάζω διαρκώς 

το πλήθος των πλευρών τους. Αν θεωρήσω την ακολουθία 

(Ρν) των περιµέτρων των κανονικών πολυγώνων των 

εγγεγραµµένων στον κύκλο (O,R) και την ακολουθία (Ρ'ν) 
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των περιµέτρων των περιγεγραµµένων κανονικών πολυγώνων γύρω από τον ίδιο 

κύκλο, τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει µοναδικός θετικός αριθµός L µεγαλύτερος 

όλων των όρων της ακολουθίας (Ρν) και µικρότερος όλων των όρων της (Ρ'ν) µε την 

εξής ιδιότητα: καθώς το ν διπλασιάζεται, οι όροι των ακολουθιών (Ρν) και (Ρ'ν) 

προσεγγίζουν όλο και περισσότερο τον αριθµό L. Ο αριθµός L (που είναι το κοινό 

όριο των ακολουθιών και ανεξάρτητος από την επιλογή κανονικών πολυγώνων) 

λέγεται µήκος του κύκλου (Ο,R). Ο Ιπποκράτης ο Χίος απέδειξε πρώτος ότι ο λόγος

2R

ℓ
  του µήκους ( ℓ ) του κύκλου προς τη διάµετρό του   ( 2R ) είναι σταθερός, 

δηλαδή είναι ο ίδιος για κάθε κύκλο. Η σταθερή αυτή τιµή του λόγου 

2R

ℓ
  συµβολίζεται διεθνώς µε το ελληνικό γράµµα π  (αρχικό της λέξης περιφέρεια) 

δηλαδή 
2R

π=
ℓ

, οπότε προκύπτει ότι το µήκος ℓ  του κύκλου ακτίνας R δίνεται από 

τη σχέση 2 Rπ=ℓ . Ο αριθµός π είναι ένας άρρητος, υπερβατικός αριθµός και µια 

προσέγγισή του, που στην πράξη χρησιµοποιείται, είναι π  3,14. Ο Αρχιµήδης 

χρησιµοποιούσε ως προσέγγιση του π το 22. 
 

1.10 Μήκος τόξου 

Έστω ένα τόξο ΑΒ ενός κύκλου (O,R). Μία τεθλασµένη µε άκρα τα σηµεία 

Α, Β και τις άλλες κορυφές της σηµεία του τόξου λέγεται εγγεγραµµένη στο 

τόξο ΑΒ. Στην περίπτωση που οι πλευρές της είναι ίσες, 

λέγεται κανονική τεθλασµένη. 

      

 

Μια τεθλασµένη µε άκρα τα Α, Β και πλευρές εφαπτόµενες του 

τόξου ΑΒ λέγεται περιγεγραµµένη τεθλασµένη στο τόξο ΑΒ. Η έννοια της 

κανονικής περιγεγραµµένης ορίζεται, όπως στην περίπτωση της εγγεγραµµένης. Το 

µήκος του τόξου ΑΒ κύκλου (O, R) ορίζεται όπως και το µήκος του κύκλου. ∆ηλαδή 

το µήκος του τόξου ΑΒ  είναι ο µοναδικός θετικός αριθµός ℓ  τον οποίο 

προσεγγίζουν ολοένα και περισσότερο τα µήκη Pν  και Pν′  των κανονικών 

τεθλασµένων γραµµών των εγγεγραµµένων και περιγεγραµµένων αντίστοιχα, στο 

τόξο ΑΒ , καθώς το ν  διπλασιάζεται. Επειδή ο κύκλος είναι τόξο 
0360  µε µήκος

2 Rπ , το τόξο 01  έχει µήκος 
2

360 180

R Rπ π
=  και ένα τόξο 0µ  έχει µήκος

2

360 180

R Rπ µ π µ
= .  

Ένα τόξο κύκλου µε µήκος R  λέγεται ακτίνιο (rad). Το τόξο ενός ακτινίου ισούται 

µε το 
1

2π
του κύκλου, άρα η σχέση µεταξύ ακτινίου και µοίρας είναι   

0 0 01 1 1
1 360 180 180 57,295828

2 3,14159
rad

π π
= = = =  

και µετατρέποντας την στο εξηκονταδικό σύστηµα αρίθµησης είναι 
01 57  17  45rad ′ ′′= .  
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Αν a  είναι το µέτρο ενός τόξου σε ακτίνια και µ  είναι το µέτρο του σε 

µοίρες, τότε από τη σχέση 
180

a
πµ

=  προκύπτει ότι 
180

a µ
π

= . Επειδή ο π  είναι 

άρρητος αριθµός, το µέτρο ενός τόξου σε ακτίνια δεν το υπολογίζω αριθµητικά, αλλά 

το δίνω ως συνάρτηση του π .  

Π.χ. το τόξο 
030  ισούται µε 

30
0,5236 

180 6
rad

π π
= ≅ , αλλά το εκφράζω 

απλούστερα ως  
6

rad
π

. Λόγω της αντιστοιχίας τόξων και επίκεντρων γωνιών, το 

ακτίνιο χρησιµοποιείται και για τη µέτρηση των γωνιών. 

 

1.11 Μήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής 

Το µήκος ενός τµήµατος µίας καµπύλης γραµµής στο επίπεδο, ονοµάζεται 

πολλές φορές µήκος τόξου της καµπύλης. Υποθέτω ότι το µήκος αυτό υπάρχει και θα 

προσπαθήσω να το εκφράσω µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος. Σε πρώτη φάση 

περιορίζοµαι σε καµπύλες που είναι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. 

Γενικότερες καµπύλες θα θεωρήσω αργότερα. Θεωρώ µία καµπύλη γραµµή που είναι 

γραφική παράσταση της συνάρτησης  ( )y f x=  από x a=  ως x b= , όπως φαίνεται 

στο παρακάτω σχήµα.  

 
Η καµπύλη αυτή µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από απειροστά τµήµατα. 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα έχω ότι το µήκος ds  κάθε απειροστού τµήµατος είναι  
2 2ds dx dy= + .  

Είναι ( ) ( )dy
f x dy f x dx

dx
′ ′= ⇒ =   άρα  ( )( ) ( )( )2 22 2 1ds dx f x dx f x dx′ ′= + = +  

Άρα, για να βρω το µήκος της καµπύλης πρέπει να υπολογίσω το ολοκλήρωµα  

( )( )2

1  

b b

a a

ds f x dx′= +∫ ∫  

Το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής η οποία ορίζεται από 

παραµετρικές εξισώσεις, δίνεται από το ολοκλήρωµα  2 2 2dx dy dz

β

α

= + +∫ℓ  (1) 

Αν τα , ,x y z  είναι συναρτήσεις του t , δηλαδή αν είναι 

( ) ( ) ( ),  ,  x x t y y t z z t= = = , τότε ο γενικός τύπος (1)  γίνεται 

2 2 2

 
dx dy dz

dt
dt dt dt

β

α

     = + +     
     ∫ℓ , 

δηλαδή, ο τύπος (1) είναι γενικός και ισχύει αν τα , ,x y z   είναι συναρτήσεις κάθε 

άλλης µεταβλητής. 
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Π.χ. Αν ( ) ( ) ( ),  ,  x x y y z zω ω ω= = = , τότε ο τύπος του µήκους του τόξου της 

καµπύλης γραµµής λαµβάνει τη µορφή 

2 2 2

  
dx dy dz

d
d d d

β

α

ω
ω ω ω

     = + +     
     ∫ℓ  

     � Αν η καµπύλη είναι επίπεδη, δηλαδή αν 0z =  (ή κάποια από τις τρείς 

µεταβλητές είναι µηδέν), τότε  το µήκος του τόξου της επίπεδης καµπύλης γραµµής 

δίνεται από τον τύπο  ( )
2

β β β 22 2

α α α
1   1  

dy
dx dy dx y dx

dx

  ′+ = + =


= + 
∫ ∫ ∫ℓ  

     � Αν η ολοκλήρωση γίνεται ως προς τον άξονα xx ′ , τότε το µήκος του τόξου της 

καµπύλης γραµµής δίνεται από τον τύπο ( )
2

β β 2

α α
1  ' 1  

dx
dy x dy

dy

 
= + = + 

 
∫ ∫ℓ  

εφόσον η ολοκλήρωση γίνεται ως προς τον άξονα yy ′ . 

 

1.12 Εύρεση των ορίων ολοκλήρωσης 

� Συνήθως δίνονται. 

� Αν θέλω να υπολογίσω το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής µεταξύ 

δύο διαδοχικών σηµείων τοµής αυτής µε τον άξονα xx ′ , θέτω στην εξίσωση της 

καµπύλης 0y =  και λαµβάνω ως όρια τις µεταβολές του x . 

� Αν θέλω να υπολογίσω το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής µεταξύ 

δύο διαδοχικών σηµείων τοµής της καµπύλης µε τον άξονα yy ′ , θέτω στην εξίσωση 

της καµπύλης 0x =  και λαµβάνω ως όρια τις µεταβολές του y. 

 

1.13 Εφαρµογές 

1. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
3

2   y x=  από 0x =   ως 

5x = . Είναι 
3

'
2

x
y =  άρα το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής δίνεται από 

τον τύπο ( )2 
1

a

y dx

β

′= +∫ℓ  δηλαδή 

0
3

2

1 15 5 52 2

0 0 0

5

9
1

9 9 4 9 9 4 4
1   1  1  d 1

34 4 9 4 4 9

2

x

x dx x dx x x

  +          = + = + = + + =            
 
 

∫ ∫ ∫ℓ  

 
3 3

32 2 

3

8 9 8 49 8 7 8 343 8 335
1 5 1 1 1

27 4 27 4 27 2 27 8 27

      −     = + − = − = − = =                      
 

 

2. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
3

23 1 x y= −  από 0y =   έως 

4y = . Είναι 
9

2

y
x′ = . Το µήκος της καµπύλης γραµµής δίνεται από τον τύπο 



11 

 

( )

4
3

2

14 4 2
2

0 0

0

81
1

81 4 81 81 4 4
1  1  1 1

34 81 4 4 81

2

y

x dy y dy y d y

β

α

  +        ′= + = + = + + =        
 
 

∫ ∫ ∫ℓ

( )
3

28 81 8
4 1 1 82 82 1

243 4 243

  = + − = −  
   

 

 

3. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 424 48xy x= +  από 2x =   

ως 4x = . Λύνω ως προς y  και έχω  
4 4

2

2 2

48 1 16 1 16
,   '

24 8 8

x x
y y x

x x x

 + − = = − =   
   

 

Το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής δίνεται από τον τύπο ( )2 
1

a

y dx

β

′= +∫ℓ  

 

24 4 44 4 8 4 8 4

2 4 2

2 2 2

1 16 64 32 256 32 256
1    

64 64 8

x x x x x x
dx dx dx

x x x

 − + − + + +
= + = = 

 
∫ ∫ ∫  

 

( )2
44 4 4 4 44

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

16 16 1 16 1
   2

8 8 8 8

x x
dx dx x dx x dx x dx

x x x

−
+ +  = = = + = + 

 ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 
4

3 3 3

2

2 4 2 2 2 8 1 1 16 3 2 6 17
1

24 24 4 24 2 3 2 3 6 6

x

x

    − − +
= − =

 
 


− − − = − − + = =  
   

  

 

4. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

4

2

1

8 4

x
y

x
= +  από 1x =   ως 

4x = . Είναι 

6

3

1

2

x
y

x

−
′ = . Το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής δίνεται από τον 

τύπο ( )2
 1 y dx

β

α

′= +∫ℓ
( )4 4

1 1

2
6 6 12 6

6 6

1 4 2
 1    

4 4

x x x x
dx dx

x x

+ −
= + =

−
=∫ ∫  

 

( )2
6

12

3

4

1

3

4

1

6 12 1
    

2 2

xx x
dx dx

x x

++ +
= =∫ ∫

64

1

3

1
  

2

x
dx

x

+
=∫ 3

3

4

1

1 1
  

2
x dx

x

 + = 
 ∫  

 

3 3

4 4

1 1

1 1
  

2 2
x dx x dx−+∫ ∫

4
4 2

1

1 1

2 2 2 2

x x− 
+ − 

=
4

1

2

4

1

48 x

x 
− = 

 

4

2

4 1 1 1

8 4·4 8 4

   − − − =  
  

 

 

256 1 1 1 2048 1 8 16 2055

8 64 8 4 64 64

− − +
− − + = =  
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5. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 2 3,x t y t= =  από 0t =  ως 

4t =  . Η καµπύλη δίνεται σε παραµετρικές εξισώσεις. Το µήκος της δίνεται από τον 

τύπο ( ) ( )
2 2

2 2 
  ή  

dx dy
dx dy dt

dt dt

β β

α α

   = + = +   
   ∫ ∫ℓ ℓ . Βρίσκω τις παραγώγους 

2 22 · 2 ,  3 ·   3
dx dy

dx t dt t dy t dt t
dt dt

= ⇒ = = ⇒ = . Αντικαθιστώ και έχω: 

 
4 4 4 4

0 0 0 0

1 1
2 2

2 4 2 2 2 2 29 9 4 9 9
 4 9   2 1   1 t   1 1

4 4 9 4 4
t t dt t t dt dt t d t

     = + = + = + = + + =     
     ∫ ∫ ∫ ∫ℓ

 

( )

4
3

2
2 4

3
2

2

0

0

9
4 1

8 9 84
1 37 37 1

9 3 27 4 27

2

t

t

 +      = + = −  ⋅  

 
 
 
 
 
 



 

 
 

 

6. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής ,  1x yω ηµω συνω= − = −  

από 0ω =   ως 2ω π= . Η καµπύλη γραµµή δίνεται σε παραµετρικές εξισώσεις. Το 

µήκος της καµπύλης γραµµής, δίνεται από τον τύπο 2 2 dx dy

β

α

+= ∫ℓ   ή από τον τύπο 

2 2
dx dy

d
d d

β

α

ω
ω ω

   = +   
   ∫ℓ . Βρίσκω τις παραγώγους   

( )1 1  
dx

dx d
d

συνω ω συνω
ω

= − ⇒ = −  

·   
dy

dy d
d

ηµω ω ηµω
ω

= ⇒ =            Αντικαθιστώ και έχω 

 

( )
2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 ω 1 ω 2 ω  d d d

π π

συνω ω ηµ ω συν συνω ηµ ω= − + = + − +∫ ∫ℓ  

 
2 2 2 2

2

0 0 0 0

ω ω ω
2 2  2 1  2 2  4  

2 2 2
d d d d

π π π π

συνω ω συνω ω ηµ ω ηµ     = − = − = =     
     ∫ ∫ ∫ ∫

 

 

( ) ( )
2π

0

ω
4 0 4 1 1 84

2
συν συνπ συν − = − − − = + =     

 
 
 

 

7. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής  ( )
2

x x

y e eα αα −
= +  από 

0x = ως x α= . Είναι ( )1 1 1

2 2

x x x x

y e e e eα α α αα
α α

− − ′ = − = − 
 

.  Το µήκος του τόξου 

δίνεται από τον τύπο 
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( ) ( ) ( )
0

2

0 0

2 22 1 1
1 1   1 2

4
 

4

x x x x

y dx e e dx e e dx

α α α
α α α α

− −
′= + = + − = + + −∫ ∫ ∫ℓ  

 

( )
22 2 2 2

0 0 0

1 1 1
 4 2   2    

2 2 2

x x x x x x

e e dx e e dx e e dxα α α α α α
α α α

− − −
= + + − = + + = +∫ ∫ ∫  

 

 ( )
0 0 0 0 0

1 1 1
        

2 2 2 2
   

2

x x x x x xx x
e e dx e dx e dx e d e dα α α

α α α α α
α α αα α

α α

− − − −   = + = + = −   
   ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

( )( ) ( ) ( )2

1 1

00

1
1 1

2 2 2 2 2 2

x x x x e
e e e e e e e e

e

α α
α α α α

αα α α α α− − − −
−   − = − = − − − = − =   

 
  

 

 

8. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 2 12y x=  από το σηµείο

( )0,0 ως το σηµείο ( )3,6 . Βρίσκω την παράγωγο του x  ως προς y  και ολοκληρώνω, 

ως προς τον άξονα yy ′ . Είναι  
6

y
x′ = .  

Άρα, ( )
6 6

2

0 0

2
21

 1   1  36  
36 6

y
x dy dy y dy

β

α

′= + = + = +∫ ∫ ∫ℓ  

Για να υπολογίσω το ολοκλήρωµα θέτω 2 36y t y+ = − , υψώνω στο 

τετράγωνο και είναι   

2 2
2 2 2

2

36 36
36 2    ή    ή  

2 2

t t
y t y ty y dy dt

t t

− +
+ = + − = =   

Αντικαθιστώ και έχω 

( )
( )6 6

2
6

0 0

22 2 2

2 2 3

0

361 36 1 36 36 1
   

6 2 6 2 2 6 4

tt t t
t y dt t dt dt

t t t t

+ + − +
− = − = 

 
∫ ∫ ∫  

 
6 6 64 2 6

0 0 0

2 2
3

0

3

1 72 1296 1
   3  54  3ln 54

24 24
 

48 2

t t dt t t
dt t dt t dt t

t t

−
−+ +

= = + + = + +
−∫ ∫ ∫ ∫  

 

( ) ( )
( )

6

2 2
2 2

22
2

0

1 1 27
3ln 27 36 3ln 36

48 48
36

t
t y y y y

t
y y

 
 

= + − = + + + + + − 
+ +  

 

 

( )3 2 ln 6 6 2 = + +   

 

9. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής  y x=  από 0x =  ως 1x = . 

Είναι 2x y′ =   Επειδή το x  µεταβάλλεται από 0x =  ως 1x = ,  το y  θα 

µεταβάλλεται από 0y =  έως 1y = ± , δηλαδή σε µία τιµή του x  έχω δύο τιµές του y , 

άρα η καµπύλη γραµµή είναι συµµετρική ως προς τον άξονα xx ′ . Βρίσκω το µήκος 

από 0 έως 1, δεν διπλασιάζω διότι αρχικά θέλω το µήκος της καµπύλης y x=   και 
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όχι της y x= ± . Είναι 
1

2

0

 1 4y dy= +∫ℓ , θέτω 21 4 2y t y+ = −  και λύνω όπως 

στην προηγούµενη εφαρµογή. 

 

10. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής ( )3 3
3

2

x x

y e e
−

= +  από 

0x =  ως 3x = . Είναι ( )3 3 3 3
2 1 1 1

3 3 3 2

x x x x

y e e e e
− − ′ = − = − 

 
. 

 

( )
2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

3 3 3

0 0 0

1 1 1
1 4 2 2  

4 2 2

x x x x x x

e e dx e e dx e e dx
− − −

= + − = + + − = + +∫ ∫ ∫ℓ  

 

( ) ( )
3 3 3 32

3 3

0 0

3

0

3 3 3

0

1 1 1 1
    

2 2 2 2

x x x x x x

e e dx e e dx e dx e dx
− − −

= + = + = +∫ ∫ ∫ ∫  

 

( ) ( )
( )3 3 23

13 3 3

0

3

0 0

3 13 3 3
1 1

2 3 2 2 2

3
 

2 3

x x x
x

x
e d

ex
e d e e e e

e

− − −
−−   = − = − = − − − =  

 
 

 
∫ ∫  

 

 

11. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης 

γραµµής 
2 2 2

3 3 3x y α+ =  (κλειστή καµπύλη). Το 

µήκος δίνεται από τον τύπο ( )2
1 y dx

β

α

′= +∫ℓ .       

      Είναι 

1
3

1
3x

y
y

−
′ = . Τα όρια ολοκλήρωσης του x  

είναι από 0 έως a  και θα βρω το 
1

4
 του µήκους 

 
2

1 2 2 2 2
3 3 3 3 3

1 2 2 2
3 3 3

0 0 0 0
3

1 1  
y y x y a

dx dx
x x x x

dx dx

α α α α  +
 = + = + = =
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ℓ  

 

1 2
33 31 2

333 33 3
1

3

0

0 0

3 3 3
·

2 2 2 2

3

a ax
dx a x dx a a a a

x

α α

α

−

 
 
 
 
 

= = = = = =∫ ∫   

 

Άρα  ολικό

3
4 6

2
a a= =ℓ   

2ος τρόπος 
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Μπορώ να χρησιµοποιήσω παραµετρικές εξισώσεις 3 3· ,   ·x yα συν ϕ α ηµ ϕ= = , 

οπότε το µήκος του τόξου της καµπύλης δίνεται από τον τύπο 
2 2

dx dy
d

d d

β

α

ω
ω ω

   = +   
   ∫ℓ , όπου 2 23 · ·  ,    3 · ·  dx d dy dα συν ϕ ηµϕ ϕ α ηµ ϕ συνϕ ϕ= − =  

Κάνω αλλαγή των ορίων ολοκλήρωσης. Στη σχέση 3x aσυν ϕ= : 

� θέτω όπου x a=  και έχω 3 01  1 0συν ϕ συνϕ ϕ= ⇒ = ⇒ =  

� θέτω όπου 0x =  και έχω 0συνϕ =  άρα 
2

π
ϕ =  

 
0

2 4 2 2 2 4 2

2

9α φ· φ 9α φ· φ   d d
π

υν ηµ ϕ ηµ συσ ν ϕ= +∫ℓ  

 

( )
0 0

2 2 2 2 2 2

π

2 2

9α · φ· φ· φ+ φ · 3α· ·  d d
π

συν ηµ συν ηµ ϕ συνϕ ηµϕ ϕ= =∫ ∫  

 
0

0 2

22

1 3
3  3 3 0

2 2 2
d

ππ

ηµ ϕ α
α ηµϕ ηµϕ α α

  − = = = − =  
  

∫  

Άρα,
3

2

α
=ℓ  (λαµβάνω την απόλυτη τιµή), συνεπώς  ολικό

3
4 6

2

α
α= =ℓ . 

 

12. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής ( )229 3ay x x a= −  από 

0x =  ως 3x a= . Είναι    
2 ·

x a
y

a x

−
′ =  και ( )

3
2

0

1 y dx

α

′= +∫ℓ  

 

23 3 32 2

0 0 0

2
1

2 2 2

x a x ax x a
dx dx

x

x x a x
dx

ax

α α α− + + + 
= + = = 

 
∫ ∫ ∫ℓ

( )
3

1 1
2 2

0

2

ax dxx

a

α
−

+

=
∫

 

 
3

33 1
2 2

0

0

2·3 · 3
2 · 3

1 1 2 32 ·
3 1 32 2 2

2 2

a a
a a

x
a

x x x
x

a a a
a

α

α   +    
= − = + =    

     
  

 

 

1
·2 · 3 3

2
a a

a
a= = . Επειδή όταν βρω την τιµή του y  βλέπω y = ±  αυτό 

σηµαίνει ότι η καµπύλη είναι συµµετρική ως προς τον άξονα yy′ . Το ολικό µήκος θα 

είναι διπλάσιο, δηλαδή ολικό 2 3α=ℓ . 
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13. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
1

1

x
y

x

e
e

e

+
=

−
 από x a=  ως 

x β= . Είναι  
1

ln
1

x

x

e
y

e

 +
=  − 

, 
2

2
'

1

x

x

e
y

e

−
=

−
. Το µήκος του τόξου της καµπύλης 

γραµµής δίνεται από τον τύπο 

 

( )
( )

( )2
2 22

2

2 22

1 44
1 1

11

x xx

xx

e ee
y dx dx dx

ee

β β β

α α α

− +
′= + = + = =

−−
∫ ∫ ∫ℓ  

 

( )2
2

4 2 2 4 2 2

2 2 2 2

12 4 2 1 1

1 1

1

1 1

x
x x x x x x

x x x x

ee e e e e e
dx dx dx dx

e e e e

β β β β

α α α α

+− + + + +
= = = =

− − −
+

−∫ ∫ ∫ ∫  

 

Θέτω 
2 2

2
, 2 , 

2 2

x x

x

dt dt
e t e dx dt dx

e t
= = = =  τα όρια θα είναι από 2 at e=  ως 2t e β=  

 

( )
( )

22 2 2 2

22 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
  ln ln 1

1 2 2 1 2 2 1 2 2 a

ee e e e

ee e e e

t dt t Adt Bdt
dt A t B t

t t t t t t

ββ β β β

α α α α

+ +  = = = + = + − − − −  ∫ ∫ ∫ ∫  

 

Υπολογίζω τις τιµές των Α,  Β και βρίσκω 1,  B= 2Α = −  

( ) ( )
22

2

2
2 2

1 1
ln ln 1 ln ln 1 ln

2

ee
e

e
e e

t
t t t t

t

ββ
β

α
α α

−    = + − = − + − =        
 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2

2 2

1 1 1 1
ln ln ln ln ln 1 ln ln 1 ln

e e e e
e e e e

e ee e

β α β α
β β α α

β αβ α

− − − −
− = − = − − − − +  

 
2 2

2 2

1 1
ln ln

1 1

e e

e e

β β

α αβ α α β
   − −

− + = + −   − −   
 

 

14. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής ( ) x α συνω ωηµω= +  από 

10 ως ω ω ω= =  . Είναι ( )y α ηµω ωσυνω= − . Το µήκος του τόξου της καµπύλης 

γραµµής δίνεται από τον τύπο ( ) ( )2 2
dx dy dx

β

α

= +∫ℓ  µε  

� ( )α · ·dx d dηµω ηµω ωσυνω ω αω συνω ω= − + + =  

� ( )α ·dy d dσυνω συνω ωηµω ω αωηµω ω== − +  

 
11 1

ω
2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

ω
α ω ω α ω ω  α

2
d d d

ω ω

συν ω ηµ ω αω ω
 
= =


+ = 


∫ ∫ℓ . Άρα, 

2

1αω

2
=ℓ  
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15. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής  x eωηµω= , y eωσυνω=  

από 0ω =  ως 
2

π
ω = . Είναι ( ) ( )2 2

2

0
dx dy

π

= +∫ℓ  

� ( ) ( )dx e e d e dω ω ωηµω συνω ω ηµω συνω ω= + = +  

� ( ) ( )dy e e d e dω ω ωσυνω ηµω ω συνω ηµω ω= − = −  

Το µήκος 
2

π
 του τόξου δίνεται από τον τύπο 

2
2 2 2 2 2 2

0

( ) ( )e d e d

π

ω ωηµω συνω ω ηµω συνω ω= + + −∫ℓ  

 

2
2 2 2 2

0

2 2e d

π

ω ω ηµ ω συν ω ηµω συνω συν ω ηµ ω ηµω συνω= + + ⋅ + + − ⋅∫  

 

2

2 2

0
0

2 2 2 1e d e e

π
π π

ω ωω
  = = = −    

∫  

 

16. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
1

ln
1

x

x

e
y

e

−
=

+
 από 1x =  ως 

2x = . Είναι 
2

2

1

x

x

e
y

e
′ =

−
. Το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής δίνεται από τον 

τύπο  

( )
( )

2 2 22 4 2 2
2

2 22
1 1 1

4 2 1 4
1 1   

11

x x x x

xx

e e e e
y dx dx dx

ee

− + +
′= + = + =

−−
∫ ∫ ∫ℓ  

 

( )2
22 2 2

2 2

1 1

1 1
  

1 1

x
x

x x

e e
dx dx

e e

+ +
= =

− −∫ ∫ . Θέτω 
2 2

2
,   2 ,   

2 2

x x

x

dt dt
e t e dx dt dx

e t
= = = =  

Τα όρια ολοκλήρωσης θα είναι από 2t e=  ως 4t e=  

( )
( )

( )
( )

4 4 4 4

2 2 2 2

1 11 1  1  

1 2 2 1 2 2 1

e e e e

e e e e

t t dtdt A dt B dt

t t t t t t

+ +
= = = +

− − −∫ ∫ ∫ ∫ℓ  (Υπολογίζω τα ,A B  και βρίσκω  

 

1A = − , Β=2) ( )
44

2 2

4 2

4 2

1 1 1 1
ln ln 1 ln ln ln

2

ee

e e

t e e
t t

t e e

− − −  = + − = −   
=

 
 

 

( )

4

4 22

2 2

1
1 1

ln ln ln
1 1

e
e ee

e ee e

e

−
− +

= = =
− −
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17. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής ( )2ln 1y x= −  από 0x =  

ως 
1

2
x = . Είναι 

2

2

1

x
y

x

−
=

−
′ . Το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής δίνεται από 

τον τύπο 

 

( )
( ) ( )

2
2 21/2 1/2 1/2 1/22 4 2

2
2

22 2 2
0 0 0 0

1 44 1 2 4
1 (  1

(1 1 1
)

)

x xx x x x
y dx dx dx dx

x x x

+ + + − +
′= + = + = =

− − −
∫ ∫ ∫ ∫ℓ

 

( )
( ) ( ) ( )

2
21/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/22 2

2 2 22

0 0 0 0 0 0

1 1 1 2
1 2

1 1 1 1 11

x x x dx
dx dx dx dx dx

x x x x xx

+ + +  = = = − = − + = − − − − − + −−  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

1/2 1/2

0

0 0

  
2

1 1

A dx B dx
x

x x
= − − −

+ −∫ ∫ .      Υπολογίζω τα Α, Β και βρίσκω
1 1

, Β=
2 2

A
−

= . Άρα,  

 

( )
11/2 1/2 2

0 0

00 0

1
1

1 1 2ln ln ln 1
11 1 1 2 1
2

dx dx x
x x

x x x

 + + = − + − = − + == − + − −   + − −  − 
 

∫ ∫  

 

( ) ( ) ( )
3

1 1 1 12ln ln 1 ln 3 ln 1 ln3 ln3
12 2 2 2

2

 
 

= − + − − = − + − − − = − + = − 
− 

 

 

18. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
2 1

ln
4 2

x
y x= −  από 1x =  

ως 2x = . Είναι 

21 1

2 2 2

x x
y

x x

−
′ = − = . Το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

δίνεται από τον τύπο 

 

( )
( )22 2 22 2 22

2

2

1 1 1

4 11
1 1

2 4

x
y dx dx dx

x x

xx + − −
′= + = + = 

 
∫ ∫ ∫ℓ  

 
2 2 2 22 4 2 4 2 2

2

1 1 1 1

4 2 1 2 1 1 1 1

4 2 2 2

x x x x x x
dx dx dx x dx

x x x x

+ − + + + +  = = = = + 
 ∫ ∫ ∫ ∫  

 
2

2

1

1 1 1 1 3
ln 2 ln 2 ln1 ln 2

2 2 2 2 2 2

x
x

     = + = + − − = +    
    
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19. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής lny xτεµ=  από 0x =  ως 

3
x

π
= . Είναι 

1
lny

xσυν
= , 'y xεϕ= . Το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

δίνεται από τον τύπο ( )
π

2 3

/3 /

2

0

3

0 0

1 1  
dx

y dx x dx
x

π π

εϕ
συν

′= + = + = ∫∫∫ℓ  

 

Θέτω 
 

2

2 2

2 1
 άρα   και 

2 1 1

x dt t
t dx x

t t
εϕ συν

−  = = =  + + 
. Τα όρια ολοκλήρωσης θα είναι 

από 0t =  ως 
3

3
t = . Αντικαθιστώ και έχω 

 

( ) ( )

3/3 3/3 3/3 3/3 3/3

0
2

0

2

2 2

0 0 0

2

1 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1

dt
dt dt Adt Bdtt

t t t t t t

t

+= = − = − = − −
− − + − + −
+

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ℓ  

 

Είναι 
1 1

,  
2 2

A B
−

= = , άρα 

3/33/3 /

0 0 0

3 3
1

ln
1 1 1

dt dt t

t t t

+  = − = =  + − −  
∫ ∫  

( ) ( )

3 3

3 3 3 3 3 33 3ln ln 1 ln ln 1 ln ln
13 3 3 3 3 3

+
−   + + +−− − = − − − = =   

−− − −   
 

 

20. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της lny xστεµ=  από 
6

x
π

=  ως 
2

x
π

= . Είναι 

1
lny x

x
σϕ

ηµ
′ = = − . Το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής δίνεται από τον 

τύπο ( )
/2 /2 /2

/6 /6 /

2 2

6

1 1  
dx

y dx x dx
x

π π π

π π π

σϕ
ηµ

′= + = + =∫ ∫ ∫ℓ .  

Θέτω 
2

x
tεϕ =  και έχω 

2 2

2 2
,  

1 1

dt t
dx x

t t
ηµ= =

+ +
 Αντικαθιστώ και έχω 

 

/2 /2

/6 /

2

6
6

2

2

2

1 ln ln ln ln ln1 ln ln
2 2 4 12 12 12

1

dt
dt xt t

t t

t

π

π

π π

π π

π π π π
εϕ εϕ εϕ εϕ εϕ

          + = = = = − = − = −                    
+

∫ ∫

 

Από την παρακάτω σχέση  

 

2

2 2

2 2
312 12

   3 6 3 0
6 3 12 12

1 1
12 12

π π
εϕ εϕ

π π π
εϕ εϕ εϕ

π π
εϕ εϕ

   
           = ⇒ = ⇒ + − =             − −   

   
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βρίσκω 3 2 3
12

π
εϕ   = − − 

 
 που απορρίπτεται, άρα ( )ln 3 2 3= − − +ℓ  και 

λαµβάνοντας την  απόλυτη τιµή  είναι ( )ln 3 2 3= − +ℓ . 

 

21. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης 
21

2
y x=  από 0x =   ως 1x = . 

Είναι y x′ =  και ( )
1 1

0 0

2 21 1y dx x dx′= + = +∫ ∫ℓ .  

Θέτω  
21 x t x+ = − , 2 2 21 2x t tx x+ = − + , 

2 2

2

1 1
  

2 2

t t
x dx dt

t t

− +
= =   

Τα όρια ολοκλήρωσης θα είναι από 1t =  ως 1 2t = + . Αντικαθιστώ και έχω 

 

( )
( )2

22 21 2 1 2 1 2

1 1 1

2

2 3

11 1 1

2 2 2 4

tt t t
t x dt t dt dt

t t t t

+ + + + + + +
= − = − = 

 
∫ ∫ ∫ℓ  

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
4 2

1 1

2

2

1

3

11

31 2 1 1 1 1 t 1 1
 ln

4 4 2 4 8 2 8t

t t dt
dt t dt t dt t

t t

+

−
+ + + +  + +

= = + + == + − 
 

∫ ∫ ∫ ∫  

 

( ) ( )
( )

( )
2

2

1 2 ln 1 2 1 1 ln1 1 1
2 ln 1 2

8 2 8 2 8 28 1 2

+ +
 = + − − − + = + + +

 

 

22. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής
4

2

1
 

2 16

y
x

y
= +  από 1y =  

ως 2y = . Είναι 
3

3

1
2

8
x y

y
′ = − .  

( )
2 2 2

1 1 1

2

2 3 6

3 6

1 1 1
1 1 2 1 4

8 64 2
x dy y dy y dy

y y

 
′= + = + − = + + − = 

 
∫ ∫ ∫ℓ  

 

2 2 2 2 2

1

2

6 3 3 3 3

6 3 3

1 1 1 1

1 1 1 1 1
4  2 2 2

64 2 8 8 8
y dy y dy y dy y dy y dy

y y y

−   
+ + = + = + = + =   

   
∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

2 24 2 4

2

11

2 1 1 16 1 1 1 1 1 1 483
8

4 8 2 2 16 2 64 2 16 64 2 16 64

y y y

y

−    + = − = − − − = − − + =  
 
 


−    
 

 

23. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της κλειστής καµπύλης γραµµής 2 2 4x y+ =   
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Είναι 
24y x= − , άρα 

24

x
y

x

−
′ =

−
. Το µήκος του τόξου της καµπύλης δίνεται από 

τον τύπο  ( )2
1 y dx

β

α

′= +∫ℓ . Η καµπύλη γραµµή είναι κύκλος και µεταβάλλεται το x  

από 2−  ως 2 . Αν ολοκληρώσω από 2−  ως 2  θα βρω το ½ του µήκους. Αν όµως 

ολοκληρώσω από 0 έως 2, θα βρω το ¼ του µήκους. 

 
2 2 22 2 2

2 2

2 2 2
2

4
1   2

4 4 4

x x x dx
dx dx

x x x− − −

− +
= + = = =

− − −
∫ ∫ ∫ℓ  

 

Θέτω 2 2x t dx dt= ⇒ =  τα νέα όρια ολοκλήρωσης είναι από 1−  ως 1 . 

 

[ ] ( )
1 1

1 1

1

2 12

2 π π
2 2 2· 2 1 1 2 2π

4 4 2 21

dt dt
t

t t
τοξηµ τοξηµ τοξηµ

− −
−

  = = = = − − = − − =      −  −  
∫ ∫

 

Άρα  ολικό 2·2π 4π= =ℓ  

 

24. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής lny xσυν= από 0x =  ως 

3
x

π
= . Είναι 

x
y

x

ηµ
συν
−

′ =  και ( )
2

2

2

/3 /3 /3

0 0 0

1 1  
x dx

y dx dx
x x

π π πηµ
συν συν

′= + = + =∫ ∫ ∫ℓ  

Στη συνέχεια ακολουθείτε η διαδικασία της εφαρµογής 19. 

 

25. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της lny xηµ=  από 
4

x
π

=  ως 
2

x
π

= . 

Είναι 
x

y
x

συν
ηµ

′ = , ( )
/2 /2 /2

/4 /

π
2 2

2

2
π

44 /4

1 1 ln
2

x dx x
y dx dx

x x

π π π

π π π

συν
εϕ

ηµ ηµ
 ′= + = + = = =  ∫ ∫ ∫ℓ  

 

π π π π
ln ln ln1 ln ln

4 8 8 8
εϕ εϕ εϕ εϕ       − = − = −       

       
 

 

Από τη σχέση 
2 2

2 2
8 8

1
4

1 1
8 8

π π
εϕ εϕ

π
εϕ

π π
εϕ εϕ

   
        = ⇒ =       − −   

   

 έπεται 
8

π
εϕ =  και έχω  

 

1 2
8

π
εϕ   = − 

 
 ή 1 2

8

π
εϕ   = − − 

 
 η οποία όµως απορρίπτεται διότι δίνει αρνητικό 

λογάριθµο. Άρα 

( )

( )

ln 1 2  

ή

ln 1 2

− − +


= 


− +

ℓ  
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26. Εύρεση του µήκος της κυκλοειδούς καµπύλης ( ) ( ),  1x yα ω ηµω α συνω= − = −  

Οι περιµετρικές εξισώσεις της κυκλοειδούς καµπύλης είναι: 

( ) ( ),   1x yα ω ηµω α συνω= − = − .  

Κυκλοειδής είναι η καµπύλη την οποία 

γράφει ένα σηµείο µίας περιφέρειας κύκλου όταν 

ο οποίος κυλιέται πάνω σε µια ευθεία γραµµή.  

Αν αυτή η ευθεία γραµµή ληφθεί ως 

άξονας xx′ , τότε θέλω να βρω το µήκος µεταξύ 

των διαδοχικών σηµείων τοµής της καµπύλης µε 

τον άξονα xx′ . Για να βρω τα άκρα ολοκλήρωσης  θέτω 0y =  άρα 

( )1 0 ή συνω=1a συνω− =  άρα 0ω =  ή 2ω π= . 

 

( )22 2 2 2 2

2 2

0 0

α 1 α   α 2 2  d d d

π π

συνω ω ηµ ω ω συνω ω= − + = − =∫ ∫ℓ  

 
2 2 2

0 0 0

2

0

2 1  2 2 4 2  4
2 2 2 2

d d d

ππ π πω ω ω ω
α συνω ω α ηµ ω α ηµ ασυν

        − = = =                
=∫ ∫ ∫

 

( ) ( ) ( )4 4 0 4α 1 4α 8αασυνπ ασυν− − − = − − − − =  

 

27. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

,   ,    t t tx e t y e t z eσυν ηµ= = =  από t = −∞  ως 0t = .  Η καµπύλη δίνεται σε 

περιµετρικές εξισώσεις ( ) ( ) ( )2 2 2
dx dy dz

β

α

= + +∫ℓ ,  

 

( ) ( ),    ,   t t tdx e t t dt dy e t t dt dz e dtσυν ηµ ηµ συν= − = + =  

 

( ) ( )2 22 2 2

0

2 2 2  t t te t t dt e t t dt e dtσυν ηµ συν ηµ
−∞

= − + + +∫ℓ  

 

( ) ( )2 2
0 0

2t te dt t t t t e dtσυν ηµ συν ηµ
−∞ −∞

= − + + =∫ ∫  Το τελευταίο είναι γενικευµένο 

ολοκλήρωµα. Άρα, το 
0

te dt
−∞
∫  θα υπάρχει αν υπάρχει το 

0

lim
u

u

te dt
→−∞ ∫  και είναι ένας 

συγκεκριµένος πραγµατικός αριθµός Α. Τότε είναι 
0

te dt A
−∞

=∫  και 

0
0

0lim 1t t

uu
u

ue dt e e e
→−∞

 == − =∫  διότι 0e−∞ = . Άρα  2=ℓ . 
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28. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 2 3 , 2 9x y xy z= =  από 

0x =  ως x a= . Επειδή δίνονται οι µεταβλητές των x  θα θεωρήσω τα ,y z  

συναρτήσεις του x . Είναι  

2 32
,  

3 27

x x
y z= = άρα 

22 2
 ,  

3 9

x x
y z′ ′= = . 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

0 0 0

2 2 2
1 1

a a a
dy dz

dx dy dz dx y z dx
dx dx

    ′ ′= + + = + + = + + =   
   ∫ ∫ ∫ℓ  

 

( )
2 4

2
2 4

0

2

0 0

4 4 1 1
1  81 36 4  9 2  

9 81 9 9

a a a
x x

dx x x dx x dx+ + = + + = + =∫ ∫ ∫  

 

( )
0

3 3
2

0

1 1 2 1 2
9 2  9

9 9 3 9 3

a a

x a
x dx x a

   
= + = + = +  

   
∫  

 

29. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
1 1

,  ln
4 1

x
y x z

x
τοξηµ

+
= =

−
 

από 0x =   ως x a= .  Επειδή δίνονται οι µεταβολές του x , βρίσκω τις παραγώγους  

( )22

1 1
,   

2 11
y z

xx
′ ′= =

−−
. Το ζητούµενο µήκος δίνεται από τον παρακάτω τύπο  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2

0
0

1 1  
ady dz

dx dy dz dx y z dx
dx dx

β α

α

    ′ ′= + + = + + == + +   
    ∫∫ ∫ℓ  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 2 4 2

2 22 22 2
0 0 0

4 1 4 11 1 4 8 4 4 4 1
1   

1 2 14 1 4 1

x x x x x
dx dx dx

x xx x

α α α− + − − + + − +
= + + = =

− −− −
∫ ∫ ∫

 

( )
( )

( )

2
2

2 4 2 2

2 22 2

0 0 0 0

2 39 12 4 1 2 3 1 2 3

2 1 2 12 1 2 1

xx x x x
dx dx dx dx

x xx x

α α α α−− + − − −
= = = =

− −− −∫ ∫ ∫ ∫  

 

[ ]
( ) ( )2 2 00

0 0 0 0

1 1 1 1 1
2 2

2 1 2 2 1 2 1 1

a adx dx
dx dx x

x x x x

α α α α− − − = − = = = − + − − + −  ∫ ∫ ∫∫ ∫  

 

[ ]
0 0

0

1 1

2 1 2 1

a Adx Bdx
x

x x

α α

= − + ∫ + =
+ −∫ ∫ [ ] ( ) ( )

0
ln 1 ln 1  

a
x x x− − + + − =    

 

Είναι 
1 1

, 
2 2

A B
 = − = 
 

 άρα   
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( )
0

1
1 1 11ln ln ln 1 ln ln
1 1 1 1

a
a

x a aax a a a
x a a

− 
 − − −  +− + = − + − − = − + = − +  + + − +   
 

  

∆ηλαδή  
1 α

ln α
1 α

− = − + 
ℓ  

 

1.14 Μήκος του τόξου επίπεδης καµπύλης γραµµής, σε πολικές συντεταγµένες 

Το µήκος του τόξου µίας καµπύλης γραµµής, της οποίας η εξίσωση δίνεται σε 

πολικές συντεταγµένες, λαµβάνεται από τον τύπο 
2

1

2

2 dp
p d

d

θ

θ

θ
θ

 = +  
 ∫ℓ  ή από τον 

τύπο
2

1

2

2 1 

p

p

d
p dp

dp

θ 
= + 

 
∫ℓ , όπου 1 2,θ θ  οι µεταβολές της πολικής γωνίας και  

1 2,ρ ρ  οι µεταβολές της πολικής ακτίνας. 

 

1.15 Εφαρµογές 

30. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης  γραµµής 2p e θ= από 0θ =  ως 

2θ π= .  

Είναι 
2 2,  2 2

dp
dp e d e

d

θ θθ
θ

= =  

 

2

1

2

2 4 4

2 2 2

2 2

0 0 0

5
4  5 2

2

dp
p d e e d e d e d

d

θ θ
θ π π

θ
π

θ

θθ θ θ θ
θ

 = + = + = = 
 ∫ ∫ ∫ ∫ℓ  

 

( )2π
2 4π

0

5 5
1

2 2
e eθ = = −   

 

31. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής ( )1p α συνθ= −  από 

0θ =  ως 2θ π= . 

Είναι 
2

1

2

2 dp
p d

d

θ

θ

θ
θ

 = +  
 ∫ℓ  

και  ,  
d

d
d

p
p dα

θ
ηµθ θ αηµθ= =  

 

( )22 2

2

0

2α 1 α θ  d

π

συνθ ηµ θ= − + =∫ℓ  

 

2 2

2 2 2

0 0 0

α 1 2 θ θ  α 2 2  α 2 1  d d d

π π π

συνθ συν ηµ θ συνθ θ συνθ θ− + + = − = −∫ ∫ ∫  
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2 2

0 0

2π

2

0

θ θ θ
α 2 2  2α 4 8α

2 2 2
d d

π π

ηµ θ ηµ θ ασυν = = = − =  ∫ ∫  

 

32. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της ( )1p α ηµθ= −  από 
2

π
θ =  ως

3

2

π
θ =  . Τα 

όρια από 0θ =  ως 2θ π=  δίνουν λάθος αποτέλεσµα. 

Είναι
dp

dp a
d

συνθ ασυνθ
θ

= − ⇒ = −  

 

( )
3 /

22 2

2

/

2

2

1  d

π

π

α ηµθ α συν θ θ= − + =∫ℓ   

 

2 2

3 /2

/2

1 2  d

π

π

α ηµθ ηµ θ συν θ θ− + + =∫  

 
3 /2 3 /2

/2 /2

2 2  2 1  d d

π π

π π

α ηµθ θ α ηµθ θ− = − =∫ ∫  

3 /2 3 /

2

2

/2 /2

2 1  2 2
4 2

d d

π π

π π

π θ
α ηµθ θ α συν θ − = + = 

 ∫ ∫  

 

3 /2 3 /2

/2 /
2

2

3

2

2 4  4
4 2 4 2 2 4 2

d d

π
π π

π π
π

π θ π θ θ π θ
α συν θ α συν αηµ

        = + = + = +                
∫ ∫  

 

π 3π π π π
4 4 4 4 4α

4 4 4 4 2
αηµ αηµ αηµπ αηµ     = + − + = − = −     

     
.  

Άρα 4α=ℓ . Αυτό είναι το µισό µήκος διότι ολοκλήρωσα από 
2

π
  ως 

3

2

π
 και βρήκα  

το µήκος του ΟΑΒ. Άρα ολικό 8α=ℓ . 

 

33. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
4

4
p

θ
συν=  από 0θ =   ως 

2θ π= . Είναι 3 31
4  

4 4 4 4 4

dp
dp d

d

θ θ θ θ
ασυν ηµ θ ασυν ηµ

θ
 = − ⇒ = − 
 
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2 2

0

2 8 6 2

0

2 3·  
4 4 4 4

d d

π πθ θ θ θ
α συν α συν ηµ θ α συν θ       = + =       

       ∫ ∫ℓ  

 

2 2

2

0 0

2

2 2

0

4  4  4 1  
4 4 4 4 4 4 4

d d d

π π πθ θ θ θ θ θ θ
α συν συν α συν ηµ α ηµ ηµ

              = = = −                            
∫ ∫ ∫

 

2 2

2

0

3

0

2

0

1 84
4 4  4 4 1

4 4 4 4 3 3 3
d d

π

π π
θ

ηµ
θ θ θ θ α

α ηµ α ηµ ηµ α ηµ α

 
           

 
 
 
 
 

= − = − = − =         
         

 

∫ ∫

Βρήκα το µήκος ΑΒΓ∆Ο, που είναι το µισό του ζητούµενου, άρα 

ολικό

8 16
2

3 3

α α
= =ℓ  

 

34. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 3 5p e θ +=  από 0θ =  ως 

4

π
θ = . Είναι 

3 5 3 53  3
dp

dp e d e
d

θ θθ
θ

+ += ⇒ =  

( )
/4 /4 /4

0 0

4
6 10 6 10 3 5 3 5 3 5

0 0

10 10
9 10  3 5

3 3
d e e d e d e d e

π
θ

π
π

θ θ θ θ
π

θ θ θ+ + + + += + = =
 
 


+ =


∫ ∫ ∫ℓ  

 
3 3

5
5 54 4

10 10
1

3 3
e e e e

π π
+   

= − = −   
   

 

 

35. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης 

γραµµής 2p ασυνθ=  από 
2

π
θ = −  ως 

2

π
θ = .  

Είναι 2  2
dp

dp d
d

αηµθ θ αηµθ
θ

= − ⇒ = −   

2

2

2

/

/2

2 24 4   d

π

π

α συν θ α ηµ θ θ
−

= + =∫ℓ  

 

[ ]
/

/

2

2

2

2

2 2 2 2
2 2

d
π

π

π

π

π π
α θ αθ α πα

−
−

  = = − − =    
∫ . Αν ήθελα µπορούσα να  ολοκληρώσω 

από 0 ως 
2

π
 και να διπλασιάσω το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής που θα 

βρω. 
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36. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 
2

2
p

θ
ατεµ=    από 0θ =  

ως 
2

π
θ = . Είναι   

2 4

1
2

1 2 2 2
   

2 2

p dp d

θ θ
συν ηµ

α θ
θ θ

συν συν

    − −        = =
   
   
   

, άρα  

 

3 3

2 2
 

2 2

dp
dp d

d

θ θ
αηµ αηµ

θ
θ θθσυν συν

   
   
   = ⇒ =
   
   
   

 

 

2 2
/2 /2

2 2

2

4 6 6 3

/2

0 0 0

2 2 2
  

2 2 2 2

d
d d

π π π
θ θ θ

α ηµ συν ηµ
α θ

θ α θ α
θ θ θ θ

συν συν συν συν

     +     
     = + = = =

       
       
       

∫ ∫ ∫ℓ

 

2

3

2

0

1

/2 /

0

·
12 2

2  2  
2 2 2 2 2 2

d d

π π
θ θ

συν ηµ
θ θ θ θ

α συν α συν

−

− −

    
              =  − +        −        

 
 

∫ ∫  

/2

0

2

2

0

2 2

2 2

dπ

π

θ θ
ηµ

α α
θ θ

συν συν

    
       = + = 

            

∫ Για το τελευταίο ολοκλήρωµα θέτω 
4

t
θ

εϕ =  και  

 

έχω 
2

2

2 1

dt
d

t

θ  =  + 
, 

2

2

1

2 1

t

t

θ
συν

−  =  + 
. Τα όρια γίνονται από 0t =  ως 

8
t

π
εϕ= . 

 

Από τη σχέση 
2

π
2

π 8

π4
1

8

εϕ
εϕ

εϕ

 
    =     −  

 

 βρίσκω την
8

π
εϕ  

 
 

  και έχω  1 2t = − + , 

1 2t = − −  η οποία απορρίπτεται για δύο λόγους: 

�  Είναι µικρότερη της  0t =  που είναι το κατώτερο όριο 

� Στο τελικό αποτέλεσµα θα έχω αρνητικό λογάριθµο 

Αντικαθιστώ στο ολοκλήρωµα και έχω 

 

( ) ( )

1 2 1 2 1 2

0

2

0

2

0

2
2 2 2 2 2

1 1 1 1

dt dt dt

t t t t
α α α α α α

− + − + − +

= + = − = −
− − + −∫ ∫ ∫  
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1 2 1 2

0 0

1 1
2 2 2       ,  

1 1 2 2

Adt Bdt
A B

t t
α α α

− + − + − = − − = = = + +  ∫ ∫  

 

( ) ( )
1 2

1 2
1 2

0 0

2 2 ln 1 ln 1
1 1

dt dt
t t

t t
α α α α α

− + − +
+

= + − = + + − −  + −∫ ∫  

 

( )
1 2

0

2

1 1 2 1 2 22 ln 2 ln ln 1 2 ln
1 11 2 1

t

t
α α α α α α

− +
 
  + − + +  − = + + − − = +  − −− +

=
−     

 
 

 

( )2
2 ln 2 ln 2 1

2 2
α α α

   = + = + +   − 
( )2 ln 2 1α  = + +   

 

37. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής p αθ=  από 0θ =  ως 

2θ π= . Θα δειχθεί ότι το µήκος είναι ( )2 24 1 ln 2 4 1
2

α
απ π π π+ + + +  

2

2 2 2 2 2

2 2 2

0 0 0

  1 
dp

p d d d
d

π π π

θ α θ α θ α θ θ
θ

 = + = + = + 
 ∫ ∫ ∫ℓ  

Θέτω 
2

2 2 2 2 1
1   1 2  

2

t
t t t

t
θ θ θ θ θ θ

−
+ = − ⇒ + = − + ⇒ = , άρα 

2

2

1

2

t
d dt

t
θ

+
=  

αντικαθιστώ και έχω 

( )
( )2

22 2 2 4 2

2 2 3 3

11 1 1 2 1

2 2 2 4 4

tt t t t t
t dt t dt dt dt

t t t t t

α
α θ α α

+ + − + + +
= − = − = = 

 
∫∫ ∫ ∫  

 
2 2 2

3

2

1 1
· ln ln

4 2 4 4 2 2 4 2 8 2 8

dt t t t
tdt t dt t t

t t

α α α α α α
α

−
−  

= + + = + + = + − −  
∫ ∫ ∫  

 

Θέτω την τιµή του 2 1t θ θ= + +  και έχω  

 

( )
( )

2π2
2 2

2
02

1 1
1 ln 1

8 2
1

α
α θ θ θ θ

θ θ

 
   + + − + + + =   

+ +  

 

 

( ) ( )
2 2 2π

2 2 2

22 02 2

2 1 2 1
2 1 2 1 ln 1

8 2
2 1 2 1

α θ θ θ α
θ θ θ θ θ

θ θ θ

 
+ − +   + + + − + + =   

+ − +  

 

 

2 2 2π
2 2 2

4 2 4 2
0

2 1 2 1
2 1 2 1 ln 1

8 4 4 1 4 4 2

α θ θ θ α
θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

 + − +  + + + − + + =   + + − −  
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2π

2 2 2 2 2

0

2 1 2 1 2 1 2 1 ln 1
8 2

α α
θ θ θ θ θ θ θ θ   + + + − − + + + + =

   
 

 

( )
2π

2 2

0

4 1 ln 1
8 2

α α
θ θ θ θ + + + =

 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 28 4 1 ln 2 4 1 0 ln 1
8 2 8 8

α α α α
π π π π+ + + + − − =  

( )2 24 1 ln 2 4 1
2

a
α

π π π π+ + + +  

 

38. ∆είξτε ότι το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής p eαθα=  από το σηµείο 

( )0,  0  ως το σηµείο ( ),  ρ θ  είναι 
2 1

p
α

α
= + .  Είναι 

1d
dp e d

dp e

αθ
αθ

θ
α θ

α
= ⇒ =  

Λαµβάνω τον τύπο 
2

1

2

1  

p

p

d
p dp

dp

θ 
= + 

 
∫ℓ . Το p  µεταβάλλεται από 0 ως ρ άρα  

0 0 0

2 2
2 2

2 2 2

0

1 1 1 1
1 1    1

p p p
p

p
e dp dp dp p

e

αθ
αθ

α α
α

α α α α α

 + +
= + = + == = = + 

  
∫ ∫ ∫ℓ

 

39. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

3

3
p

θ
αηµ=  από 0θ =  ως 

3

2

π
θ = .  

Είναι  2 1
3  

3 3 3
dp a d

θ θ
ηµ συν θ   =    

   
 

Άρα 2

3 3

dp
a

d

θ θ
ηµ συν

θ
   =    
   

 

 

2 6 2 4 2

3 /2 3 /2

0 0

2 
3 3 3

 
3

d d

π πθ θ θ θ
α ηµ α ηµ συν θ α ηµ θ       = + =       

       ∫ ∫ℓ  

 

( )

3

2

2

/

0

3 2

0

·
33 3 33 3 3 3 0

3 3 2 2 4 4
d

π

π
θ θ θηµ συν

θ θ π πα
α ηµ α α α

    −             = = + = − =      
      

  

∫  

Για να βρω το ολικό µήκος, διπλασιάζω, δηλαδή ολικό

3

2

πα
=ℓ  

 

40. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

2p αηµθ= .  

Είναι 2  2
dp

dp d
d

ασυνθ θ ασυνθ
θ

= ⇒ =  
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2

2 2 2 2 2

ολ

0

ι

0

κό 4 4  
d

d d
d

π πρ
ρ θ α ηµ θ α συν θ θ

θ
 = + = + 
 ∫ ∫ℓ  

 

[ ]
0

0
2 2 2d

π
π

α θ αθ απ= = =∫  

 

41. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής ( )1p α συνθ= + . Βρίσκω 

τα όρια ολοκλήρωσης ως εξής. Θέτω 0θ =  και βρίσκω 2ρ α= . ∆ηλαδή η καµπύλη 

για 0θ =  ορίζεται. Η καµπύλη είναι συµµετρική 

ως προς τον άξονα xx′ . Το κατώτερο όριο είναι 

1 0θ = . Για τον προσδιορισµό του  ανώτερου 

ορίου βρίσκω τη µικρότερη τιµή του θ  για την 

οποία το p  µηδενίζεται, δηλαδή στη σχέση 

( )1p a συνθ= +  θέτω 0p =  και έχω

1συνθ θ π= − ⇒ = . 

Άρα 
0

2

2  
dp

p d
d

π

θ
θ

 = +  
 ∫ℓ , 

 
dp

dp d
d

αηµθ θ αηµθ
θ

= − ⇒ = −  

( )22 2 2 2

0

2

0

21 ·  1 2 2  d d

π π

α συνθ α ηµ θ θ α συν θ συν θ ηµ θ θ= + + = + + +∫ ∫ℓ  

 

0 0 0

22 2  2 1  2 2  
2

d d d

π π π θ
α συνθ θ α συνθ θ α συν θ= + = + =∫ ∫ ∫  

 

0 00

2  4  4 · 4
2 2 2 2

d d

π π π
θ θ θ θ

α συν θ α συν α ηµ α
        = = =                

=∫ ∫ , Άρα ολικό 8α=ℓ  

 

42. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

( )1ρ α ηµθ= −  η οποία  ορίζεται για κάθε τιµή του θ  από 0  

ως 2π . Η καµπύλη είναι συµµετρική ως προς τον άξονα yy′  

άρα θα λάβω ως όρια από  
2

π
θ =  ως 

3

2

π
θ = . 

∆ηλαδή 
3 /

2

2

/

22

p
dp

d
d

π

π

θ
θ

 = +  
 ∫ℓ  (βλέπε εφαρµογή 32). 

 

43. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης γραµµής 

( )1ρ α ηµθ= + . Τα όρια ολοκλήρωσης α είναι από 

3
 ως 

2 2

π π
θ θ= = . 
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dp

dp d
d

ασυνθ θ ασυνθ
θ

= ⇒ =  

 

( )
3 /

22 2

2

/

2

2

1  d

π

π

α ηµθ α συν θ θ= + + =∫ℓ  

 
3 /2

/2

2 21 2  d

π

π

α ηµθ ηµ θ συν θ θ+ + + =∫  

3 /2 3 /2 3 /2

/2 /2 /

2

2

2 2  2 1  2 2  
4 2

d d d

π π π

π π π

π θ
α ηµθ θ α ηµθ θ α ηµ θ + = + = + = 

 ∫ ∫ ∫  

3 /2 3 /2

/2 /2

3

2

2

4 8  8
4 2 4 2 2 4 2

d d

π π
π

π
π π

π θ π θ θ π θ
α ηµ θ α ηµ ασυν

        + = + = − + =                
∫ ∫  

 

3
8 8 8 8 8

4 4 4 2 2

π π π π π
ασυν συν ασυνπ συν α   − + + + = − + =   

   
 

 

44. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της 

καµπύλης ( )1p α συνθ= − . Τα όρια  είναι 

από 0θ =  ως θ π=  και το αποτέλεσµα που 

βρίσκω το διπλασιάζω.  

Αν όµως ολοκληρώσω από 0θ =  ως 

2θ π=  βρίσκω κατευθείαν το ολικό µήκος, 

διότι µεταξύ 0θ =  και 2θ π=  η πολική 

ακτίνα p  για κάθε τιµή του θ  είναι 

διαφορετική του µηδενός. Είναι ίδια µε την εφαρµογή 31. 

 

45. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης 

2 ·p α συνθ= − . Η καµπύλη είναι κύκλος που 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει το 

κέντρο της στον αρνητικό ηµιάξονα άξονα xx′  

άρα έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα xx′ . 

Είναι 2  2
d

d dp
d

p
αηµθ θ αηµθ

θ
⇒= =  

 
3 /2 3 /2

2 2 2 2

/2 /2

4 4 2a d

π π

π π

α συν θ α ηµ θ θ= + =∫ ∫ℓ [ ]3 /2

/2

2 3 2
2 2

2 2
a

π

π

α π απ
θ απ= = − =  
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46. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης 4 2p συνθ ηµθ= + . Η καµπύλη 

είναι περιφέρεια κέντρου 

( )2,1Κ  και ακτίνας 5  

άρα το µήκος της είναι 

2 5π  και έχει εξίσωση 

σε καρτεσιανές 

συντεταγµένες 
2 2 4 2 0x y x y+ − − = . 

Θα βρω το µήκος µε 

πολικές συντεταγµένες. 

Θα πάρω ως όρια από 

0θ =  έως θ π=  διότι αν 

κατασκευάσω την 

καµπύλη θα έχω τις εξής 

µεταβολές: 

 

 

θ  
 

0  2

π
 

1

2
τοξσϕ  − 

 
 

 
π  

3

2

π
 

 

2π  

ρ  4  2  0  4−  2−  4  

 

Ο κύκλος κλείνει όταν θ π=  διότι η τιµή 4ρ =  και λαµβάνεται στο αντίθετο µέρος  

συµπίπτει µε το Α. 

( ) ( )2 2

0
0 0

4 2 4 2  20  20d d

π π π
συνθ ηµθ ηµθ συνθ θ θ θ = + + − + = = = ∫ ∫ℓ  

20 2 5π π=  

 

47. Να βρεθεί το µήκος της του τόξου της καµπύλης 

γραµµής 4

4
p

θ
αηµ  =  

 
. Είναι 

 

2 8 2

2

0

6 2  
4 4 4

d

π θ θ θ
α ηµ α ηµ συν θ     = + =     

     ∫ℓ  

 

0

2

2

3

2

0

4  
4 4 4 4

d d

π πθ θ θ θ
α ηµ θ α ηµ ηµ       = =       

       ∫ ∫  

 

2

2 2 2

0 0

2

0

4 1  4 4  
4 4 4 4 4

d d d

π π πθ θ θ θ θ
α συν συν α συν α συν συν         − − = − + =         

         ∫ ∫ ∫  

 
2

3

0

1 84
4 4 0 4 4

4 3 3 3

π
θ

συν
θ α

ασυν α α α

  
     − + = + − =  

  
  

.       Άρα 
16α

3
ολ =ℓ  
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48. Να βρεθεί το µήκος του τόξου της καµπύλης 
2

2

θ
ρ ασυν=  από 0θ =  ως 

2

π
θ = . 

Το µήκος δίνεται από τον τύπο 
2

1

2

2  
dp

p d
d

θ

θ

θ
θ

 = +  
 ∫ℓ . Έχω  

 

1
 

2 2 2 2 2

dp
dp d

d

θ θ θ θ
ασυν ηµ θ συν ηµ

θ
       = − ⇒ = −       
       

.  Αντικαθιστώ και έχω: 

 

2 4 2

/2

0

2 2  
2 2 2

 d

π θ θ θ
α συν α συν ηµ θ     = + =     

     ∫ℓ  

 
/2 /2

0 0

2 2 2 2  
2 2 2 2

d d

π πθ θ θ θ
α συν συν ηµ θ ασυν θ
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∫ .    ∆ηλαδή 2α=ℓ  
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