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1. Η συνάρτηση y=cosx  

Επί του τριγωνοµετρικού κύκλου (Σχ. 10) θεωρώ το τριγωνοµετρικό τόξο . 

Αν τ το µέτρο του πρώτου µη αρνητικού τόξου  γνωρίζω ότι το µέτρο x του 

τυχόντος τόξου  δίνεται από τον τύπο . Ονοµάζω 

συνηµίτονο1 του τόξου x το σχετικό µέτρο του διανύσµατος  και συµβολίζω: 

 όπου ( = σχετικό µέτρο της ορθής προβολής της τελικής 

διανυσµατικής ακτίνας  επί του άξονα  ή  = τετµηµένη του σηµείου Μ).      

     Από τώρα και µετά ο άξονας  θα ονοµάζεται «άξονας των συνηµιτόνων». Η 

ανωτέρω διαδικασία ορίζει τη συνάρτηση του τύπου . Η συνάρτηση ορίζεται 

για κάθε , συνεπώς µπορώ να πώ  ότι πεδίο ορισµού της συνάρτησης είναι το  

και σηµειώνω: |  

Το πεδίο τιµών της συνάρτησης θα βρεθεί  αν παρατηρήσω ότι  

ή  δηλαδή κάθε τιµή της συνάρτησης κείται 

εις το διάστηµα . Εξ άλλου αν  θα υπάρχει ένα µόνο σηµείο Π 

επί του άξονα των x τέτοιο ώστε   και επειδή θα είναι ότι 

οπότε αν εκ του Π φέρω παράλληλη προς τον άξονα Οy θα 

λάβω σηµεία επί του κύκλου τα οποία θα είναι πέρατα τόξων των οποίων το 

συνηµίτονο θα είναι λ. Συνεπώς, το πεδίο τιµών της συνάρτησης είναι το . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Χαρακτηριστικές ιδιότητες της y=cosx  

(i) Το συνηµίτονο τόξου είναι θετικό αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο το πρώτο ή 

στο τέταρτο τεταρτηµόριο δηλ.  

(ii) Το συνηµίτονο τόξου είναι αρνητικό αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο δεύτερο ή 

τρίτο τεταρτηµόριο δηλ.  

(iii) Το συνηµίτονο είναι µηδέν τότε και µόνο τότε αν το τόξο λήγει εις τα σηµεία Β 

και �� δηλ.  

(iv) Τα τόξα των οποίων τα µέτρα είναι x και –x έχουν άθροισµα µηδέν, άρα έχουν 

πέρατα συµµετρικά ως προς τον άξονα τον διερχόµενο από την κοινή τους αρχή, 

 
1 Οι απεικονίσεις φ, σ µας εξασφαλίζουν µια µονοσήµαντη απεικόνιση f του συνόλου  των 

πραγµατικών αριθµών επί του συνόλου των σηµείων του τριγωνοµετρικού κύκλου. Έτσι αν  , η 

εικόνα του x µέσω της f θα είναι ένα και µόνο σηµείο Μ επί του τριγωνοµετρικού κύκλου. 

Ονοµάζουµε συνηµίτονο (ηµίτονο) του x την τετµηµένη (τεταγµένη) του σηµείου Μ ως προς το 

ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων xOy. 
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συνεπώς τα συνηµίτονα των είναι ίσα δηλ.  άρα η συνάρτηση 

 είναι άρτια2. 

(v) Η συνάρτηση |  είναι γνησίως φθίνουσα3 στα διαστήµατα 

 και γνησίως αύξουσα4 στα διαστήµατα . 

Τούτο διότι  µε   και 

 µε  

(vi) Η συνάρτηση λαµβάνει µέγιστη τιµή το 1 και  

(vii) Η συνάρτηση λαµβάνει ελάχιστη τιµή το -1 και 

 
 

3. Βασικό πρόβληµα για την y=cosx  

Βρείτε  τα τόξα  για τα οποία 

    (1) 

(i) Αν  από τον ορισµό του 

συνηµιτόνου έπεται ότι δεν 

υπάρχουν τόξα x τα οποία 

επαληθεύουν την (i). 

(ii) Αν τότε, από τον ορισµό 

του συνηµιτόνου, έπεται ότι υπάρχει 

ένα και µόνο τόξο  τέτοιο 

ώστε    (2). Την ανωτέρω 

λύση τ ονοµάζω «αρχική λύση» της 

(1) και την συµβολίζω µε το 

σύµβολο . Εκ των (1), (2) λαµβάνω . Τα τόξα όµως τα οποία 

έχουν το αυτό συνηµίτονο µε το  είναι τα  και τα , 

ώστε:  

 

4. Η περιοδικότητα της y=cosx 

Η  είναι περιοδική5 µε περίοδο 2π διότι εκ της σχέσεως ����� � 	
 � ���� 

λαµβάνω        (1)      

                       (2) 

Από τη (2) δεν προκύπτει θ το οποίο να ανταποκρίνεται στην ιδιότητα, ενώ η 

(1) επαληθεύεται  αρκεί το θ να εκλεγεί ίσο προς το 2kπ, . Η µικρότερη  

θετική τιµή του θ είναι το 2π συνεπώς η πρωτεύουσα περίοδος της συνάρτησης είναι 

το 2π. 

 

5. Γραφική παράσταση της y=cosx 

Για τη γραφική παράσταση της  λαµβάνουµε υπ’ όψη όλες τις µέχρι 

τώρα γνωστές ιδιότητες της συνάρτησης. Επειδή η συνάρτηση είναι περιοδική µε 

 
2 Μια συνάρτηση του τύπου y = f(x) λέγεται άρτια αν και µόνο αν f(x) = f(-x), ∀� ∊ 	���
. 
3 Η συνάρτηση του τύπου y= f(x) λέγεται γνησίως φθίνουσα στο [α,β] αν και µόνο αν για 

κάθε  µε ,  
4 Η συνάρτηση του τύπου y= f(x) λέγεται γνησίως αύξουσα στο [α,β] 
 αν και µόνο αν για 

κάθε  µε . 
5 Η συνάρτηση  λέγεται περιοδική στο Α, αν και µόνο αν για κάθε  υπάρχει 

 ανεξάρτητο του x και , τέτοιο ώστε . Κάθε τέτοιο  θ 

ονοµάζεται περίοδος της συνάρτησης. Η µικρότερη θετική τιµή του θ λέγεται πρωτεύουσα περίοδος ή 

απλώς περίοδος. 
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περίοδο 2π αρκεί η γραφική της παράσταση να γίνει σε διάστηµα πλάτους 2π και ως 

τέτοιο εκλέγω το . Επειδή η συνάρτηση είναι άρτια, δηλαδή , 

η γραφική παράσταση της θα είναι συµµετρική ως προς τον άξονα , άρα αρκεί να 

περιοριστώ στο διάστηµα . Στο διάστηµα αυτό η συνάρτηση είναι γνησίως 

φθίνουσα. Επί πλέον οπότε στο ορθογώνιο σύστηµα 

αξόνων , λαµβάνω: 

 
6. Η συνάρτηση  y=sinx 

Επί του τριγωνοµετρικού κύκλου (Σχ. 10) θεωρώ το τριγωνοµετρικό τόξο   . 

Αν τ  το µέτρο του πρώτου µη αρνητικού τόξου   γνωρίζω ότι το µέτρο x του 

τυχόντος τόξου   δίνεται από τον τύπο  µε . Ονοµάζω ηµίτονο 

του τόξου x το σχετικό µέτρο του διανύσµατος  και συµβολίζω  

(  = σχετικό µέτρο της ορθής προβολής της τελικής διανυσµατικής ακτίνας 

επί του άξονα  ή  = τεταγµένη του σηµείου Μ). Στο εξής ο άξονας  θα 

λέγεται «άξονας των ηµιτόνων». 

Η ανωτέρω διαδικασία ορίζει τη συνάρτηση του τύπου . Η συνάρτηση όπως 

είδαµε ορίζεται για κάθε , συνεπώς µπορώ  να λέω ότι πεδίο ορισµού της 

συνάρτησης είναι το  και να σηµειώνω: . Το πεδίο τιµών της συνάρτησης 

θα βρεθεί αν παρατηρήσω ότι 	ή  δηλαδή 

κάθε τιµή της συνάρτησης κείται στο διάστηµα . Εξ άλλου αν  

θα υπάρχει ένα µόνο σηµείο Ρ επί του άξονα των y τέτοιο ώστε  και επειδή 

 θα είναι οπότε αν από το Ρ φέρω παράλληλη 

προς τον άξονα  θα λάβω σηµεία επί του κύκλου τα οποία θα είναι πέρατα τόξων, 

των οποίων το ηµίτονο θα είναι λ. Συνεπώς το πεδίο τιµών της συνάρτησης είναι το 

. 

 

7. Χαρακτηριστικές ιδιότητες της y=sinx   

(i) Το ηµίτονο τόξου είναι θετικό αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο πρώτο ή 

δεύτερο τεταρτηµόριο δηλαδή  

(ii) Το ηµίτονο τόξου είναι αρνητικό αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο τρίτο ή 

τέταρτο τεταρτηµόριο δηλαδή  

(iii) Το ηµίτονο είναι µηδέν αν και µόνο αν το τόξο λήγει στα σηµεία  ή Α, 

συνεπώς:  

(iv) Η συνάρτηση  λαµβάνει µέγιστη τιµή το +1 αν και µόνο αν 

 δηλαδή  
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(v) Η συνάρτηση  λαµβάνει ελάχιστη τιµή το –1 αν και µόνο τότε αν 

  δηλαδή  

(vi) Αν δύο τόξα έχουν µέτρα x και –x, το άθροισµά τους είναι µηδέν, άρα τα 

πέρατά τους είναι συµµετρικά ως προς τον άξονα το διερχόµενο από την κοινή τους 

αρχή, συνεπώς έχουν αντίθετα ηµίτονα, δηλαδή . Η ιδιότητα αυτή 

χαρακτηρίζει τη συνάρτηση  ως περιττή6. 

(vii) Η συνάρτηση  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήµατα  	

,  και γνησίως φθίνουσα στα διαστήµατα 

, . Τούτο διότι  µε 

 και  µε 

. 

 

8. Βασικό πρόβληµα δια την y=sinx 

Να βρεθούν όλα τα τόξα  για τα οποία                                                          

  (1). 

(i) Αν από τον ορισµό του ηµιτόνου έπεται ότι δεν υπάρχουν τόξα x, τα 

οποία επαληθεύουν την (1). 

(ii) Αν  τότε, από τον 

ορισµό του ηµιτόνου, έπεται ότι υπάρχει 

αν και µόνο τόξο  τέτοιο 

ώστε     (2). Την ανωτέρω λύση της 

(1) ονοµάζω «αρχική λύση» και την 

συµβολίζω µε .Εκ των (1), (2) 

λαµβάνω . Τα τόξα όµως τα 

οποία έχουν το αυτό ηµίτονο µε το τ είναι 

τα  

ώστε: 

 

 

 

9. Η περιοδικότητα της y=sinx 

Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση  θα είναι περιοδική, όταν υπάρχει θ τέτοιο 

ώστε 	  (1), για κάθε . Η (1) όµως είναι ισοδύναµος προς τις 

                                                      (i) 

                                            (ii) 

Εκ της (ii) δεν προκύπτει θ το οποίο να ανταποκρίνεται στο πρόβληµα ενώ η (i) αν 

, επαληθεύεται για κάθε , συνεπώς και η (1) επαληθεύεται  όταν 

, άρα η  είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο τη µικρότερη θετική 

τιµή του θ, δηλαδή το 2π. 

 

 
6 Μια συνάρτηση του τύπου y = f(x) λέγεται περιττή αν και µόνον αν 

. 
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10. Γραφική παράσταση της y=sinx 

Η συνάρτηση  έχει δειχθεί ότι είναι περιοδική µε περίοδο 2π, άρα η 

γραφική της παράσταση αρκεί να γίνει σε διάστηµα πλάτους 2π, ως τέτοιο  διάστηµα 

εκλέγω το . Επειδή η συνάρτηση είναι περιττή, η γραφική της παράσταση θα 

είναι συµµετρική ως προς την αρχή των αξόνων, συνεπώς αρκεί να περιοριστώ στο 

διάστηµα . Στο διάστηµα αυτό, η συνάρτηση είναι µη αρνητική µε 

 και  εις το ,  εις το . Για 

µεγαλύτερη ακρίβεια της γραφικής παράστασης µπορώ να σχηµατίσω πίνακα τιµών 

της �	 � 	��� για τις χαρακτηριστικές τιµές του , ,   Στο 

ορθογώνιο σύστηµα αξόνων  λαµβάνω: 

 
11. Η συνάρτηση y=εφx 

Στον τριγωνοµετρικό κύκλο (Σχ. 15) θεωρούµε το τριγωνοµετρικό τόξο . Αν τ το 

µέτρο του πρώτου µη 

αρνητικού τόξου   

γνωρίζω ότι το µέτρο x 

του τυχόντος τόξου 

  δίνεται από τον 

τύπο  µε 

. Θεωρώ τον άξονα 

 εφαπτόµενο του 

κύκλου στην αρχήν Α. 

Από τώρα ο άξονας  

θα λέγεται άξονας των 

εφαπτοµένων. 

Ονοµάζω  εφαπτοµένη του τόξου x το σχετικό µέτρο του διανύσµατος  το οποίο 

έχει αρχή την αρχή των αξόνων και πέρας το σηµείο εις το οποίο η τελική 

διανυσµατική ακτίνα του τόξου τέµνει τον άξονα των εφαπτοµένων και σηµειώνω: 

 . Η ανωτέρω διαδικασία ορίζει τη συνάρτηση του τύπου . Η 

συνάρτηση ορίζεται κατά τον προηγούµενο τρόπο για κάθε τόξο  αρκεί το Μ να 

µη λήγει στο  Β ή στο  δηλαδή η συνάρτηση ορίζεται 	. 

Για 	η συνάρτηση δεν ορίζεται, ειδικότερα στα σηµεία αυτά έχω 

  και . ∆ηλαδή αν το τόξο x τείνει σε 
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ένα εκ των  εκ µεγαλυτέρων7 τιµών τότε η συνάρτηση τείνει στο , 

ενώ εάν το x τείνει εις εν των ανωτέρω σηµείων εκ µικρότερων τιµών τότε η 

συνάρτηση τείνει εις το .  Το πεδίο τιµών της συνάρτησης  θα βρεθεί αν 

παρατηρήσω ότι 		ή  δηλαδή κάθε τιµή της 

συνάρτησης κείται στο , αλλά και αντιστρόφως αν  θα 

υπάρχει ένα και µόνο σηµείο Τ επί του άξονα  τέτοιο ώστε . Συνεπώς, το 

πεδίο τιµών της συνάρτησης είναι το . 

 

12. Χαρακτηριστικές ιδιότητες της  y=εφx 

 (i) Η εφαπτοµένη είναι θετική αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο πρώτο ή 

τρίτο τεταρτηµόριο, δηλαδή  . 

(ii) Η εφαπτοµένη είναι αρνητική αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο δεύτερο ή 

εις το τέταρτο τεταρτηµόριο δηλαδή   

(iii) Η εφαπτοµένη είναι µηδέν αν  και µόνο αν το τόξο λήγει εις το  ή Α. 

 

(iv) Εάν το πεδίο ορισµού της συνάρτησης  θεωρηθεί ως ένωση των 

διαστηµάτων τότε εις έκαστον τοιούτον διάστηµα η 

συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα δηλαδή 

 

(v) Η συνάρτηση  είναι περιττή διότι  

 

13. Βασικό πρόβληµα για την y=εφx 

Να βρεθούν όλα τα τόξα  για τα οποία        (1) 

Το λ ως τιµή εφαπτοµένης θα είναι το σχετικό µέτρο διανύσµατος  επί του άξονα 

των εφαπτοµένων. Αν το Τα συνδεθεί µε το κέντρο Ο, θα προσδιορίζω ένα και µόνο 

ένα τόξο  έτσι ώστε   (2). Το τα αυτό ονοµάζεται «αρχική λύση» 

τα (1) και συµβολίζεται µε . Εκ των (1), (2) λαµβάνω  . Τα τόξα 

τα τα οποία έχουν την αυτήν εφαπτοµένη µε το τα είναι τα  και τα 

 µε  ώστε:  

 

14. Η περιοδικότητα της . 

Για να διαπιστώσω την περιοδικότητα της συνάρτησης διαµορφώνω τη σχέση 

  (1) οπότε αν υπάρχει  ώστε η (1) να επαληθεύεται για κάθε x για 

το οποίο έχει έννοια η συνάρτηση, θα είναι περιοδική. Από το προηγούµενο 

πρόβληµα έχω ότι η (1) είναι ισοδύναµη µε την  η οποία 

επαληθεύεται για κάθε x, αρκεί  άρα η συνάρτηση είναι περιοδική. 

Επειδή η µικρότερη θετική τιµή του θ είναι το π, η πρωτεύουσα περίοδος της 

συνάρτησης θα είναι το π. 

 

15. Γραφική παράσταση της y=εφx 

Επειδή η συνάρτηση είναι περιοδική µε περίοδο π, για τη γραφική παράσταση 

αυτής, αρκεί να περιοριστώ σε  διάστηµα πλάτους π. Ως τέτοιο διάστηµα εκλέγω το 

 
7 Υπενθυµίζουµε ότι ο συµβολισµός δηλώνει ότι το x τείνει εις το α από τιµάς µεγαλυτέρας 

του α και ο συµβολισµός δηλώνει ότι το x τείνει εις το α από τιµάς µικροτέρας του α. 
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. Η συνάρτηση  είναι περιττή, άρα η γραφική της παράσταση θα 

είναι συµµετρική ως προς τη αρχή 

του ορθοκανονικού συστήµατος των 

αξόνων, συνεπώς αρκεί να 

περιοριστώ στο διάστηµα . 

Επιπλέον έχω  και 

όταν . Η συνάρτηση  

στο διάστηµα  είναι γνησίως 

αύξουσα. Για µεγαλύτερη ακρίβεια 

της γραφικής παράστασης µπορώ να 

σχηµατίσω πίνακα τιµών της  

για τις χαρακτηριστικές τιµάς του 

. 

Στο ορθογώνιο σύστηµα αξόνων  λαµβάνω: 

 

16. Η συνάρτηση y=σφx 

Θεωρώ τριγωνοµετρικό κύκλο (σχ.18) και τον άξονα  εφαπτόµενο του 

κύκλου στο πέρας Β του πρώτου τεταρτηµορίου. Στο εξής ο άξονας  θα 

ονοµάζεται άξονας των συνεφαπτοµένων. Αν  τότε το µέτρο x του 

τυχόντος τόξου  δίνεται από τον τύπο . Ονοµάζω συνεφαπτοµένη 

του τόξου x το σχετικό µέτρο του διανύσµατος  το οποίο έχει αρχή το πέρας του 

πρώτου τεταρτηµορίου και πέρας το σηµείο τοµής της τελικής διανυσµατικής ακτίνας 

του τόξου µετά του άξονος των συνεφαπτοµένων και σηµειώνω:  

Η ανωτέρω διαδικασία ορίζει τη συνάρτηση του τύπου . Η συνάρτηση ορίζεται 

για τον προηγούµενο τρόπο για κάθε τόξο  αρκεί το Μ να µην είναι εν των 

σηµείων Α ή , δηλαδή το . Ώστε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 

είναι το . Στα σηµεία όπου η συνάρτηση δεν ορίζεται έχω για την 

οριακή τιµή αυτής την εξής συµπεριφορά.
 

∆ηλαδή αν το x τείνει σε ένα εκ  των 

σηµείων  από µεγαλύτερες τιµές, 

τότε η συνάρτηση τείνει στο , ενώ αν 

το x τείνει σε ένα εκ των ανωτέρω σηµείων 

από µικρότερες τιµές, τότε η συνάρτηση 

τείνει εις το . Το πεδίο τιµών της 

συνάρτησης  βρίσκεται όπως και για 

τη συνάρτηση   και είναι το . 

 

17. Χαρακτηριστικές ιδιότητες της y=σφx  

(i) Η συνεφαπτοµένη είναι θετική αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο πρώτο ή 

τρίτο τεταρτηµόριο, δηλαδή:  

(ii) Η συνεφαπτοµένη είναι αρνητική αν και µόνο αν το τόξο λήγει στο 

δεύτερο ή τέταρτο τεταρτηµόριο δηλαδή:  
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(iii) Η συνεφαπτοµένη είναι µηδέν αν και µόνο αν το τόξο λήγει εις το Β ή  

δηλαδή  

(iv) Αν το πεδίο ορισµού της συνάρτησης θεωρηθεί ως ένωση των 

διαστηµάτων  τότε σε κάθε τέτοιο διάστηµα η συνάρτηση είναι 

γνησίως φθίνουσα, δηλαδή:  

(v) Η συνάρτηση  είναι περιττή διότι  . 

 

18. Βασικό πρόβληµα για την y=σφx  

Να βρεθούν όλα τα τόξα  για τα οποία:  (1).   

Το λ ως τιµή συνεφαπτοµένης είναι το σχετικό µέτρο διανύσµατος  επί του άξονα 

των συνεφαπτοµένων. Αν το Σ συνδεθεί 

µε το κέντρο Ο θα προκύψει ένα και 

µόνο τόξο τέτοιο ώστε    

(2). Το τόξο αυτό τ ονοµάζεται «αρχική 

λύση» της (1) και συµβολίζεται ως 

. Από (1), (2) λαµβάνω 

. Τα τόξα που έχουν την ίδια 

συνεφαπτοµένη µε το τ είναι τα  και 

 δηλαδή τα  και τα 

 δηλαδή µε έναν τύπον 

τα  ώστε:  

 

19. Η περιοδικότητα της y=σφx 

∆ιαµορφώνω τη σχέση  η οποία είναι ισοδύναµη µε την 

, η τελευταία σχέση επαληθεύεται για κάθε x αρκεί  συνεπώς 

και η αρχική επαληθεύεται για κάθε x για το οποίο έχει έννοια όταν . Άρα, η 

συνάρτηση είναι περιοδική και επειδή η µικρότερη θετική τιµή του θ είναι το π έπεται 

ότι η πρωτεύουσα περίοδος της συνάρτησης είναι το π. 

 

20. Γραφική παράσταση της y=σφx 

Επειδή η  είναι 

περιοδική µε περίοδο π, η 

γραφική παράσταση της 

αρκεί να γίνει στο διάστηµα 

πλάτους π. Ως τέτοιο 

διάστηµα εκλέγω  το 

και λαµβάνω  υπόψη ότι 

και . Επιπλέον γνωρίζω ότι η 

συνάρτηση είναι φθίνουσα στο , θετική εις το  και αρνητική εις το  

 

21. Τέµνουσα – συντέµνουσα 

Στον τριγωνοµετρικό κύκλο (Σχ. 21) θεωρώ το τόξο . Στο πέρας Μ του 

τόξου φέρνω εφαπτοµένη του κύκλου η οποία τέµνει τον άξονα  στο Κ και το  

στο Λ. Αν x το µέτρο του τυχόντος τόξου  ονοµάζω τέµνουσα του τόξου x το 
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σχετικό µέτρο του διανύσµατος , συντέµνουσα του x ονοµάζω το σχετικό µέτρο 

του διανύσµατος  και σηµειώνω:  και  

Η  ορίζεται για κάθε τόξο  εκτός 

από τα τόξα τα οποία λήγουν στα Β και 

άρα . H 

 ορίζεται για κάθε τόξο  εκτός 

από τα τόξα τα οποία λήγουν στα Α και 

 άρα: . Επειδή 

 ή  έπεται ότι 

. Οµοίως  ή  άρα . 

 

22. Σχέσεις µεταξύ των κυκλικών συναρτήσεων του αυτού τόξου 

Έστω x το µέτρο του τυχόντος τόξου  

(σχ. 22). Έχω , , 

, . Εκ του 

ορθογωνίου τριγώνου ΟΠΜ λαµβάνω: 

 8 είναι όµως 

 άρα  

ή                         

(1). Τα τρίγωνα ΟΠΜ και ΟΑΤ είναι 

όµοια και οµοίως προσανατολισµένα άρα: 

 

 άρα:  . Τα τρίγωνα ΟΡΜ, 

ΟΒΣ είναι όµοια και οµοίως προσανατολισµένα άρα: 

 για κάθε πραγµατικό  συνεπώς 

    (3). 

 

Παρατηρήσεις. Οι σχέσεις (1), (2) και (3) είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, κάθε άλλη 

σχέση η οποία θα συνδέει τις τέσσερις αυτές κυκλικές συναρτήσεις του αυτού τόξου 

 θα προκύπτει εκ των (1), (2), (3). Πράγµατι αν υποθέσω ότι υπήρχε f (ηµx, συνx, 

εφx, σφx) = 0 ανεξάρτητη των (1), (2), (3), τότε αυτή µετά των (1), (2), (3) αποτελούν 

σύστηµα 4 εξισώσεων µε τέσσερις αγνώστους, από τη λύση του οποίου θα 

προέκυπταν σταθερές τιµές για κάθε άγνωστο ανεξαρτήτως των τιµών του τόξου x.  

Τούτο όµως είναι άτοπο διότι µεταβαλλόµενου του τόξου x µεταβάλλονται 

και οι τιµές των κυκλικών συναρτήσεων αυτού. Υπάρχουν ορισµένες 

χαρακτηριστικές σχέσεις που προκύπτουν από τις (1), (2) και (3) τις οποίες πρέπει να 

συγκρατήσω ως τύπους. Πολλαπλασιάζοντας τις (2) και (3) κατά µέλη λαµβάνω: 

 

 
8 ∆ια του συµβόλου  σηµειώνω το µήκος του διανύσµατος . Το µήκος διανύσµατος λέγεται 

και απόλυτο µέτρο αυτού. 
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    (4) 

Εκ της (1)εάν διαιρέσω για  λαµβάνω  ή  

 

    (5) 

 

Έχω επιπλέον  

 

   (6) 

 

Εκ της (1) αν διαιρέσω για  λαµβάνω  ή 

 

   (7) 

 

Εκ των (3),(7) λαµβάνω    (8) 

 

Εκ του ορθογωνίου ΟΜΚ λαµβάνω  άρα: 

   (9) 

 

Εκ του ορθογωνίου τριγώνου ΟΜΛ λαµβάνω άρα 

 

  (10) 

 

Παρατηρήσεις. Οι (1), (2), (3), (9), (10) είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες σχέσεις οι 

οποίες συνδέουν τις συναρτήσεις 

, , , , 

,  ενός και του αυτού 

τόξου x. Η σχέση (5) επειδή 

 γράφεται: 

 

      

(11) 

 

Η σχέση (7) επειδή  γράφεται    (12) 

 

23. Αναγωγή στο πρώτο τεταρτηµόριο 
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∆ίνεται ένα τόξο x και ζητούνται οι 

τριγωνοµετρικοί αριθµοί9 αυτού. Είναι δυνατό ο 

υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών του x 

να αναχθεί εις υπολογισµό τριγωνοµετρικών 

αριθµών τόξου . Τότε λέω ότι έχει γίνει 

αναγωγή στο πρώτο τεταρτηµόριο. Αρχικά κάθε 

τόξο  (το x εις ακτίνια) γνωρίζω  ότι λαµβάνει 

την µορφή: . 

Επιπλέον    

(1). Ώστε ο υπολογισµός των τριγωνοµετρικών αριθµών του x ανάγεται στον 

υπολογισµό των τριγωνοµετρικών αριθµών του . 

(i) Αν , τότε η αναγωγή εις το πρώτο τεταρτηµόριο είναι γεγονός. 

(ii) Αν , τότε υπάρχει  τέτοιο ώστε  οπότε εκ του (σχ. 24) 

λαµβάνω:  (2). Τα τόξα τ,θ λέγονται παραπληρωµατικά. 

Επιπλέον παρατηρώ ότι αν , υπάρχει  τέτοιο ώστε . Από 

το σχήµα 25 λαµβάνω άρα: 

    (3) 

Τα τόξα τ και θ λέω  ότι διαφέρουν κατά τέταρτο της  περιφέρειας. 

 

(iii) Αν   δεν ορίζεται η   κατά τα άλλα ισχύουν οι σχέσεις (3) µε . 

(iv) Αν , τότε υπάρχει  τέτοιο 

ώστε  τότε , 

άρα 

 
9 Οι τιµές των κυκλικών συναρτήσεων για . 
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    (4) 

 

Τα τόξα τα,  θ λέµε ότι διαφέρουν κατά ηµιπεριφέρεια.  

Αν  είναι δυνατό να βρεθεί  τέτοιο ώστε  τότε (σχ. 27) 

έχω: , άρα 

    (5) 

 

(v) Αν  δεν ορίζεται η κατά τα άλλα ισχύουν οι προηγούµενες σχέσεις µε 

. 

(vi) Αν  τότε υπάρχει  τέτοιο ώστε  και

,   

άρα: 

    (6) 

 

Αν  είναι δυνατό να θεωρηθεί ως 

 όπου  τότε 

   (7) 
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Στις σχέσεις (2), (3), (4), (5), (6), (7) το θ θεωρήθηκε στο διάστηµα . Αν 

µπορώ να θεωρήσω τόξο  τέτοιο ώστε  οπότε (σχ. 30) 

λαµβάνουµε , άρα: 

   (8) 

 

Τα τόξα θ και ω λέγονται συµπληρωµατικά. Οι σχέσεις (2), (4), (7) ή οι (3), 

(5), (6) σε συνδυασµό µε τις σχέσεις (1) ανάγουν τον υπολογισµό τριγωνοµετρικού 

αριθµού τυχόντος τόξου x στον υπολογισµό τριγωνοµετρικού αριθµού τόξου θ του 

πρώτου τεταρτηµορίου. Οι σχέσεις (8) σε συνδυασµό µε τις (1), (2), (4), (7) ανάγουν 

τον υπολογισµό τριγωνοµετρικού αριθµού τυχόντος τόξου x στον υπολογισµό 

τριγωνοµετρικού αριθµού τόξου . 

 

24. Τριγωνοµετρικοί αριθµοί των τόξων  

Αν έχουµε  και  ώστε: 

 

Και µε εφαρµογή αυτού λαµβάνω: 

. Η χορδή τόξου 

 είναι η πλευρά του κανονικού 

εξαγώνου του εγγεγραµµένου στον κύκλο 

και ως γνωστόν ισούται µε την ακτίνα και 

επειδή ο τριγωνοµετρικός κύκλος  άρα: 

 

 

 (  πλευρά ισόπλευρου τριγώνου 

εγγεγραµµένου εις τον κύκλο και εν προκειµένω ). 

 

 

 

(  πλευρά τετραγώνου εγγεγραµµένου εις κύκλον ακτίνας  εδώ ). 
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25. Εφαρµογές 

� Να υπολογιστούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί τόξου α αν είναι γνωστό το . 

Εκ του τύπου  λαµβάνω: 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις. Το διπλό πρόσηµο των τύπων δικαιολογείται από το γεγονός ότι, εάν 

, τα τόξα τα οποία έχουν ηµίτονο το λ είναι τα  και  όπου Μ και  

συµµετρικά ως προς τον άξονα . 

 

� Να υπολογιστούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί τόξου α εάν είναι γνωστό το  

Εκ του τύπου  λαµβάνω: 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρήσεις. Το διπλό πρόσηµο των τύπων δικαιολογείται από το γεγονός ότι 

τόξα α τέτοια ώστε  είναι τα  και  όπου Μ,  συµµετρικά ως προς 

τον άξονα . 

 

� Να υπολογιστούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί τόξου α αν είναι γνωστή η  

Είναι 

 

 

 

άρα 
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Παρατηρήσεις. Το διπλό πρόσηµο των τύπων δικαιολογείται από το γεγονός ότι 

τόξα α τέτοια ώστε είναι τα  και  όπου Μ,   συµµετρικά ως προς το 

κέντρο του κύκλου. 

 

� Να υπολογιστούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί τόξου α εάν είναι γνωστή η  

Είναι  

 

 

 

 

 

 

 

Τα διπλά πρόσηµα των τύπων δικαιολογούνται όπως στο προηγούµενο πρόβληµα. 

 

26. Αντίστροφες κυκλικές συναρτήσεις  

26.1 Η αντίστροφη της y=sinx 

Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση του τύπου  ορίζεται για κάθε  και 

ότι το πεδίο τιµών της είναι το διάστηµα . Από τον ορισµό της συνάρτησης 

έπεται ότι σε κάθε  αντιστοιχεί ένα και µόνο ένα , ενώ το 

αντίστροφο δεν είναι αληθές διότι αν π.χ.  τότε η  δίνει ως αντίστοιχα 

x τα . Το παράδειγµα µας εξασφαλίζει ότι η συνάρτηση η 

οποία ορίζεται από τον τύπο  δεν είναι αµφιµονοσήµαντη, άρα αν ως πεδίο 

ορισµού της συνάρτησης θεωρήσω το , δε µπορώ να ορίσω την αντίστροφο της.  

Αν όµως θεωρήσω τη συνάρτηση  µε πεδίο ορισµού το διάστηµα 

 τότε για κάθε   λαµβάνω ενα και µόνο . ∆ηλαδή 

η εξίσωση  έχει µία µόνο λύση στο διάστηµα  ή ακριβέστερα ο τύπος 

 ορίζει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση του  επί του  

κατά συνέπεια υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση της   και ορίζεται 

ως κάτωθι: 

Ορισµός.  

Ορίζω ως αντίστροφη συνάρτηση της  την µονοσήµαντη 

απεικόνιση  όπου το x είναι το µοναδικό τόξο του 
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διαστήµατος  µε ηµίτονο του το y. Συµβολίζω την αντίστροφη αυτή 

συνάρτηση δια του κάτωθι τύπου.   (1) 

Η δια του τύπου (1) οριζόµενη συνάρτηση έχει πεδίο ορισµού το  και πεδίο 

τιµών το . Επειδή συνήθως δια του y παριστάνω την εξαρτηµένη 

µεταβλητή και δια του x την ανεξάρτητη µεταβλητή γράφω:  

Όπως ορίσθηκε η αντίστροφος της συνάρτησης  στο διάστηµα  

µπορώ να ορίσω την αντίστροφη της συνάρτησης σε κάθε των διαστηµάτων 

, διότι σε κάθε διάστηµα   η συνάρτηση 

 είναι γνησίως µονότονη συνεπώς αµφιµονοσήµαντη10 άρα αντιστρέφεται ή 

διαφορετικά σε κάθε διάστηµα η εξίσωση   δίνει µία και µόνο λύσιν η οποία 

είναι το τόξο x του διαστήµατος  του οποίου το ηµίτονο είναι το y 

και γράφω:   

Για κάθε ακέραιη τιµή του k έχω το αντίστοιχο διάστηµα εις τον οποίο έγινε η 

αντιστροφή. Ούτω δια  λαµβάνω  και το αντίστοιχο 

διάστηµα στο ο οποίο θεωρήθηκε  ορισµένη η  είναι το . Ο τύπος (1) 

για κάθε τιµή του  δίνει µια και µόνο τιµή του  η οποία 

ονοµάζεται πρωτεύουσα τιµή. Ο τύπος  ονοµάζεται πρωτεύων 

κλάδος της συνάρτησης  

Παρατηρήσεις 

(i) Από τον ορισµό της συνάρτησης  έπεται ότι: 

 

(ii) Η τιµή στον τυχόντα κλάδο της  συνδέεται µε την αντίστοιχη του 

πρωτεύοντος κλάδου από τη σχέση  

(iii) Ισχύει η ισοδυναµία  

 

26.2 Η αντίστροφη της y=cosx 

Η συνάρτηση του τύπου  ορίζεται για κάθε  και ότι πεδίο τιµών αυτής 

είναι το διάστηµα . Από τον ορισµό της συνάρτησης έπεται ότι σε κάθε 

 αντιστοιχεί ένα και µόνο , τέτοιο ώστε , ενώ το αντίστροφο 

δεν είναι αληθές διότι αν π.χ.  τότε η  δίνει ως αντίστοιχα 

. Το παράδειγµα δείχνει ότι η συνάρτηση η οποία ορίζεται από τον 

τύπο  δεν είναι αµφιµονοσήµαντη άρα, αν ως πεδίο ορισµού αυτής θεωρήσω 

το , δε µπορώ να ορίσω την αντίστροφη της. Αν όµως θεωρήσω τη συνάρτηση 

 τότε για κάθε   λαµβάνω ένα και µόνο  δηλαδή 

 
10 ∆ιότι αν  και έστω  λόγω της µονοτονίας της συνάρτησης θα είναι 

ή δηλ. . 
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η εξίσωση  έχει µία και µόνο λύση στο διάστηµα  ή ακριβέστερα ο τύπος 

 ορίζει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση του  επί του  συνεπώς 

υπάρχει η αντίστροφος συνάρτηση της  και ορίζεται ως εξής: 

 

Ορισµός 

Ορίζω  ως αντίστροφη συνάρτηση της  την απεικόνιση: 

  (1), όπου το x είναι το µοναδικό τόξο του διαστήµατος 

 του οποίου το συνηµίτονο είναι y. Την δια της απεικόνισης (1) οριζόµενη 

συνάρτηση συµβολίζω ως εξής:     (2) 

Η συνάρτηση αυτή έχει πεδίο ορισµού το διάστηµα  και πεδίο τιµών 

το διάστηµα . Επειδή συνήθως δια του y παριστάνω την εξαρτηµένη µεταβλητή 

και δια του x την ανεξάρτητη µεταβλητή µπορώ να γράφω  

Οµοίως ορίζεται η αντίστροφη της συνάρτησης  

διότι σε κάθε διάστηµα  η συνάρτηση  είναι γνησίως 

µονότονη συνεπώς αµφιµονοσήµαντη, άρα αντιστρέφεται ή άλλως σε κάθε τέτοιο 

διάστηµα η εξίσωση   δίνει µία µόνο λύση η οποία είναι το τόξο x του 

διαστήµατος  του οποίου το συνηµίτονο είναι το y και γράφω 

. Για κάθε ακέραιη τιµή του k έχω το αντίστοιχο διάστηµα στο 

οποίο έγινε η αντιστροφή. Έτσι για  λαµβάνω το διάστηµα  και τον 

πρωτεύοντα κλάδο  

Παρατηρήσεις 

(i) Από τον ορισµό της συνάρτησης  έπεται ότι: 

 

(ii) Η τιµή στον τυχόντα κλάδο της  συνδέεται µε την αντίστοιχη τιµή 

του πρωτεύοντος κλάδου µέσω της σχέσης:  

(iii) Ισχύει η ισοδυναµία  

 

26.3 Η αντίστροφη της y=εφx 

Η συνάρτηση του τύπου   ορίζεται για κάθε  

και έχει πεδίο τιµών το . Από τον ορισµό της συνάρτησης έπεται ότι για κάθε x από 

το πεδίο ορισµού της λαµβάνω ένα µόνο  ενώ το αντίστροφο δεν είναι αληθές, 

διότι αν π.χ.  τότε η  δίνει . Το παράδειγµα δείχνει ότι η 

συνάρτηση του τύπου  δεν είναι αµφιµονοσήµαντη, 

άρα δεν αντιστρέφεται. Αν όµως θεωρήσω τη συνάρτηση  τότε για 

κάθε  λαµβάνω ένα και µόνο  τέτοιο ώστε , δηλαδή η 

εξίσωση  έχει µία και µόνο λύση ως προς x εις το διάστηµα  ή 

ακριβέστερα ο τύπος  ορίζει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση του  

επί του , κατά συνέπεια υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση της  

και ορίζεται ως εξής: 
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Ορισµός 

Ορίζω ως αντίστροφη συνάρτηση της  τη µονοσήµαντη απεικόνιση 

 όπου το x είναι το µοναδικό τόξο του διαστήµατος 

 του οποίου η εφαπτοµένη είναι το y. Τη µέσω της απεικόνισης (1) 

οριζόµενη συνάρτηση συµβολίζω ως εξής: . Η συνάρτηση αυτή έχει 

πεδίο ορισµό το  και πεδίο τιµών το διάστηµα . Μπορώ και εδώ να 

γράφω: . Κατά τον αυτόν τρόπον ορίζεται η αντίστροφη της 

 διότι σε κάθε  διάστηµα  η 

συνάρτηση  είναι γνησίως αύξουσα συνεπώς αµφιµονοσήµαντη, άρα υπάρχει η 

αντίστροφη ή άλλως σε κάθε τέτοιο διάστηµα η εξίσωση  δίνει µία µόνο λύση 

ως προς x η οποία είναι το τόξο εκείνο του διαστήµατος  του 

οποίου η εφαπτοµένη είναι το y και γράφω: 

. Για κάθε ακραία τιµή του k έχω το αντίστοιχο διάστηµα στο οποίο 

έγινε η αντιστροφή. Έτσι για  λαµβάνω το διάστηµα  και τον 

πρωτεύοντα κλάδο,  

Παρατηρήσεις  

(i) Από τον ορισµό της  έπεται ότι:
 

(ii) Η τιµή της  στον τυχόντα κλάδο συνδέεται µε την αντίστοιχη τιµή 

του πρωτεύοντος κλάδου µέσω της σχέσης  

(iii) Ισχύει η ισοδυναµία  

 

26.4 Η αντίστροφη της y=σφx  

Η συνάρτηση του τύπου  ορίζεται για κάθε  και έχει 

πεδίο τιµών το . Η αντίστροφος της  όπως  στην περίτωση της  ότι υπάρχει σε 

κάθε διάστηµα και συµβολίζω . Ειδικά για  έχω τον 

πρωτεύοντα κλάδο  µε αντίστοιχο πρωτεύον διάστηµα αντιστροφής το 

.  Όπως και για τις άλλες αντιστρόφους ισχύουν τα κάτωθι: 

(i)      

(ii)  

(iii)  
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27. Γραφική παράσταση των αντίστροφων κυκλικών συναρτήσεων 

 
Στα ανωτέρω σχήµατα δίδονται τα διαγράµµατα των αντιστρόφων κυκλικών συναρτήσεων 

, . Εξ άλλου στα κάτωθι σχήµατα δίδονται τα 

διαγράµµατα των , . Προς τούτο ελήφθη υπόψη ότι τα διαγράµµατα 

µιας συνάρτησης f και της αντιστρόφου αυτής  είναι συµµετρικά ως προς την πρώτη διχοτόµο 

ενός ορθογωνίου συστήµατος αξόνων. 
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28. Βασικές ταυτότητες στις αντίστροφες κυκλικές συναρτήσεις 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  


